Notes de Cours Algorithmes et Structures de Données	 	USTO LMD S3-S4	
CHAPITRE III
STRUCTURES DE DONNEES HIERARCHIQUES


I. ARBRES  (N-AIRES)

I.1. Introduction & Définitions
Un arbre est défini récursivement comme étant une structure composée d’éléments appelés nœuds liés par une relation « Parent/Fils » ;  il contient un nœud particulier appelé racine (le seul qui n’a pas de nœud parent), ainsi qu’une suite ordonnée (qui peut être vide) d’arbres disjoints A1,A2,….,Ap appelés sous-arbres de la racine. Un nœud peut prendre n’importe quel type de donnée : simple (numérique, caractère,…) ou composé (structure,…) etc.

Un exemple typique d’arbre est celui de l’arbre généalogique où les nœuds représentent les personnes et la relation entre nœuds est la relation classique de « parenté ». La figure suivante illustre la schématisation d’une partie de l’arbre généalogique mathématique (http://www.genealogy.ams.org). La relation « parenté » est interprétée comme « étudiant ou doctorant de »   :
	
 (
Joseph Lagrange
 Jean Fourier
Siméon Poisson
 Giovanni Plana
Michel Chasles 
Gustav Dirichlet
)                                                         












Il y a lieu de retenir  les définitions suivantes relatives aux arbres :

· Les fils d’un nœud sont les racines de ses sous arbres, par exemple les « doctorants » de Lagrange sont Fourier, Poisson et Plana.
· Le père d’un nœud (excepté la racine) est l’unique nœud dont il est fils.
· Un nœud interne est un nœud qui a au moins un fils, par exemple Poisson est un nœud interne.
· n Un nœud Une feuille d’un arbre est un nœud qui n’a pas de fils.
· Les ancêtres d’un nœud sont les nœuds qui le relient à la racine y compris celle-ci et le nœud en question lui-même.  
· Les descendants d’un nœud sont les nœuds qui appartiennent au sous-arbre ayant ce nœud comme racine.
· La profondeur d’un nœud est la longueur du chemin reliant celui-ci à la racine.
· La hauteur d’un arbre est la profondeur max. de ses nœuds.
· La taille d’un arbre est le nombre total de ses nœuds.

I.2. Parcours d’un arbre
La procédure permettant d’examiner une fois et une seule fois tous les nœuds d’un arbre est appelée parcours d’un arbre. Il y a lieu de citer : 


I.2.1. Parcours en préordre (préfixe)   « RGD = Racine Gauche Droite »

Il s’agit d’implémenter récursivement les étapes suivantes :

· Examen de la racine
· Parcourir en préordre le premier sous-arbre (le plus à gauche)
· …
· …
· Parcourir en préordre le dernier sous-arbre (le plus à droite).

Dans l’exemple précédent, on parcourt les nœuds Lagrange, Fourier, Poisson, Dirichlet, Chasles, Plana.
 (
Joseph Lagrange
 Jean Fourier
Siméon Poisson
 Giovanni Plana
Michel Chasles 
Début
Fin
Gustav Dirichlet 
)

                                                         













Le schéma ci-dessus illustre le parcours en préordre comme étant un examen des nœuds dés la première rencontre uniquement.

I.2.2. Parcours en postordre (postfixe)  « GDR = Gauche Droite Racine »

Dans ce type de parcours, il s’agit d’implémenter récursivement les étapes suivantes :

· Parcourir en postordre le premier sous-arbre
· …
· …
· Parcourir en postordre le dernier sous-arbre
· Examiner la racine.

Le parcours en postordre de l’arbre précèdent se fait comme suit : Fourier, Dirichlet, Chasles, Poisson, Plana, Lagrange. Cette opération est similaire à la précédente sauf que cette fois-ci l’examen des nœuds se fait à la dernière rencontre.

I.2.3. Parcours par niveaux 
Consiste à parcourir l’arbre à partir de la racine (niveau 0), puis les nœuds du niveau 1 de gauche à droite et ainsi de suite. 

Le parcours par niveau de l’arbre cité en exemple se fait donc comme suit : Lagrange, Fourier, Poisson, Plana, Dirichlet, Chasles.


I.3. Quelques opérations sur les arbres
On peut citer parmi les opérations sur les arbres :

· InitialiserArbre() : retourne un arbre vide ou nul.   

· Parent (n,A) : fonction qui renvoie le parent d’un nœud n dans l’arbre A. Dans le cas de la racine un nœud nul est renvoyé par la fonction. Ceci servira comme un signal d’arrêt lors de la navigation.

· FilsLePlusAGauche(n,A) : renvoie le fils le plus à gauche du nœud n dans l’arbre A. Dans le cas d’un nœud qui n’est pas interne, c'est-à-dire n’ayant pas de fils, cette fonction renvoie le nœud nul.

· FilsLePlusADroite(n,A) : Idem mais renvoie le fils le plus à droite.

· Racine(A) renvoie le nœud racine. Dans le cas où l’arbre est vide, elle retourne le nœud nul.

· EstFeuille(n,A) : permet de tester si le nœud n est une feuille.

· NbreFeuilles(A) : Retourne le nombre de feuilles de l’arbre A.

I.4. Implémentation des arbres
Comme les structures étudiées dans le chapitre précédent, les arbres peuvent être implémentés à l’aide des tableaux et aussi à l’aide de listes chaînées. Chaque implémentation a ses propres avantages ainsi que ses inconvénients quant à sa capacité et son efficacité à implémenter les opérations classiques sur les arbres décrites précédemment.
  
I.4.1. A l’aide de tableaux
Considérons un arbre A dont les n nœuds sont désignés par 0,1,…,n-1. La meilleure structure 
« en termes d’efficacité » qui supporte l’opération Parent (n,A) est un tableau A dont l’élément A[i] pointe sur le parent du nœud i. La racine est pointée par le symbole ou pointeur nul. 
Par conséquent on peut implémenter un arbre quelconque par un tableau A définit comme suit : 

A[i] = j 	si le nœud j est parent du nœud i
A[i] = -1 	dans le cas où i est la racine de l’arbre.

Il est clair qu’avec cette représentation l’opération parent est de complexité constante indépendamment de la taille de l’arbre. Cependant, cette représentation complique d’avantage les opérations utilisant l’information sur les fils d’un nœud. En outre, on ne peut pas imposer un ordre sur les fils d’un nœud, en particulier les opérations FilsLePlusAGauche, FilsLePlusADroite ne peuvent être définies.

Exemple : Si on fait correspondre à chaque nœud de l’arbre précédent un indice ; on obtient :

	Nœud
	Indice
	
	
	
	
	
	
	

	J. Lagrange
	0
	
	
	
	
	
	
	

	J. Fourier
	1
	
	
	
	
	
	
	

	S. Poisson
	2
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	G.Plana
	3
	             
	-1
	0
	0
	0
	2
	2

	G. Dirichlet
	4
	
	
	
	
	
	
	

	M. Chasles
	5
	
	
	
	
	
	
	





I.4.2 A l’aide de tableaux de pointeurs
Une façon efficace de représenter un arbre consiste à construire une liste des fils de chaque nœud qui peut être implémentée à l’aide d’une liste chaînée, car le nombre de fils varie d’un nœud à un autre :

const int MaxNoeuds=1000;

typedef struct Bloc {
  int element;
  struct Bloc *suiv;
} Bloc;

typedef struct {
  Bloc *Sommet[MaxNoeuds];
  string Etiquette[MaxNoeuds];
  int Racine;
} Arbre;

 (
0
1
2
3
4
5
NULL
NULL
NULL
NULL
1
2
3
4
5
NULL
NULL
0
1
2
3
4
5
J. Fourier
G. Dirichlet
M. Chasles
J. Lagrange
S. Poisson
G. Plana
  0
Racine
Sommet[]
Etiquette[]
)Ainsi l’arbre cité en illustration est représenté comme suit :
















Exercice : Proposer une implémentation des routines citées en I.3 en se basant sur cette représentation.


II. ARBRES BINAIRES
 (
a
b
c
d
e
f
g
h
)Un arbre binaire peut être soit vide, soit constitué du nœud racine qui pointe éventuellement vers deux sous arbres. A chaque niveau de l’arbre binaire, les deux sous arbres binaires disjoints sont appelés sous arbre gauche et sous arbre droit. Un arbre binaire désigne souvent un arbre non vide. Les procédures de parcours des arbres n-aires restent valables pour les arbres binaires et la terminologie utilisée est légèrement remaniée pour tenir compte de certaines spécificités des arbres binaires. En effet, lorsqu’on désigne les fils d’un nœud on parle du fils gauche et fils droit dans le cas où l’un deux ou bien les deux existent.












Remarque : Un arbre binaire est dit :
· homogène lorsque tous les nœuds ont deux ou zéro fils.
· dégénéré si tous ses nœuds n’ont qu’un seul fils.
· complet si chaque niveau de l’arbre est complètement rempli.
· parfait lorsque tous les niveaux sauf éventuellement le dernier sont remplis, et dans ce cas les feuilles du dernier niveau sont groupées à gauche.

Pour implémenter un arbre binaire, on associe à chaque nœud une structure de donnée contenant la donnée et deux adresses qui pointent vers les deux nœuds fils. Par convention, une adresse nulle indique un arbre (ou sous arbre) vide. De cette façon, il suffit donc de mémoriser l’adresse de la racine pour pouvoir reconstituer l’arbre.

II.1. Structures de données

II.1.1. A l’aide de tableaux  (Statique)

Les arbres binaires peuvent être représentés par la structure suivante :

const int MaxNoeuds=1000;

typedef struct {
  int Element;
  int FilsGauche;
  int FilsDroit;
} Noeud;

Noeud Arbre[MaxNoeuds];

II.1.2. A l’aide de pointeurs (Dynamique)
   
Au lieu d’utiliser des champs entiers pour pointer vers les fils gauche et droite, on peut faire usage des pointeurs comme suit :

typedef struct PtrNoeud {
  int Element;
  struct PtrNoeud *FilsGauche, *FilsDroit, *Parent;
} PtrNoeud;

Ainsi un arbre binaire est représenté par une structure chaînée dans laquelle chaque nœud est un objet. En plus des champs Element (clé) et adresse de la donnée, chaque nœud contient trois champs : FilsGauche, FilsDroit et Parent. Ces champs pointent vers le sous arbre gauche, sous arbre droit et le parent du nœud respectivement dans le cas où ils existent. Dans le cas contraire, un ou plusieurs de ces champs contient la valeur NULL. La racine est le seul nœud dont le champ parent est NULL.

Le pointeur Parent permet de faciliter le parcours dans le sens « feuilles  racine ». Une autre variante consiste à supprimer ce pointeur pour un gain d’espace mémoire et pour simplifier les procédures de mise à jour de l’arbre binaire, mais au détriment du parcours de l’arbre. Ainsi on peut représenter plus simplement l’arbre binaire comme suit :  

typedef struct PtrNoeud {
  int Element;
  struct PtrNoeud *FilsGauche, *FilsDroit;
} PtrNoeud;

Note : L’arbre binaire est déclaré et initialisé avec l’instruction :  PtrNoeud *Arbre=NULL;

II.2. Parcours d’un arbre binaire
En plus des parcours en préordre et postordre dèjà étudiés pour les arbres en général, un troisième type de parcours peut être utilisé dans le cas des arbres binaires : Le parcours en ordre (infixe).

 	PARCOURS EN PREORDRE (PREFIXE) : « RGD = RACINE GAUCHE DROITE »
Il s’agit d’implémenter récursivement les étapes suivantes :
· Examiner la racine
· Parcourir en préordre le sous-arbre gauche
· Parcourir en préordre le sous-arbre droit
Ainsi le parcours en préordre du même arbre binaire donne : a, c, h, f, g, b, e, d.

 	PARCOURS EN ORDRE (INFIXE) : « GRD = GAUCHE RACINE DROITE »
Il s’agit d’implémenter récursivement les étapes suivantes :
· Parcourir en ordre le sous-arbre gauche
· Examiner la racine
· Parcourir en ordre le sous-arbre droit
Ainsi le parcours en ordre de l’arbre binaire cité en exemple donne : h, c, g, f, a, e, b, d.

 	PARCOURS EN POSTORDRE (POSTFIXE) : « GDR = GAUCHE DROITE RACINE »
Il s’agit d’implémenter récursivement les étapes suivantes :
· Parcourir en postordre le sous-arbre gauche
· Parcourir en postordre le sous-arbre droit
· Examiner la racine
Le parcours en postordre du même arbre binaire donne : h, g, f, c, e, d, b, a.

Ces parcours peuvent être implementés aisément en utilisant des routines récursives comme suit : 

Exercice : Proposer une implementation itérative de ces 3 parcours.

II.3. Opérations sur les arbres binaires
Voici des détails d’implémentation de quelques opérations sur les arbres binaires en se basant sur la représentation chaînée :


III. ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE

Un Arbre Binaire de Recherche (ABR) est un arbre où les données, présentes au niveau des nœuds, sont régies par une relation d’ordre totale. En plus, quelque soit le nœud interne, les données présentes dans le sous arbre à gauche sont inférieures ou égales à la donnée présente dans ce nœud, qui elle-même est inférieure ou égale à celles présentes au niveau du sous arbre droit.
 (
25
15
12
20
18
23
30
26
35
29
)
Exemple :











De par sa structure, le parcours en ordre (infixe) d’un arbre binaire de recherche produit une liste triée des données qu’il contient. Les opérations classiques (de recherche notamment) ont une complexité proportionnelle à la hauteur de l’arbre. En effet, pour un arbre binaire ayant n nœuds, ces opérations ont une complexité dans le pire des cas d’ordre O(log2(n)).

III.1. Opérations sur les arbres binaires de recherche (Version récursive)

Les procédures classiques de recherche, insertion, suppression, minimum ou maximum peuvent être aisément effectuées à l’aide de procédures récursives. En effet, la procédure de recherche dans un arbre binaire de recherche sous forme récursive peut être implémentée comme suit :

III.2. Opérations sur les arbres  binaires de recherche (Version itérative)

Les mêmes procédures citées dans la section précédente peuvent être implémentées sous forme itérative. A titre d’exemple, la procédure de recherche peut prendre la forme non récursive suivante :

Remarque :
Il est facile de constater que la complexité des opérations insertion et recherche dans un arbre binaire de recherche est égale, dans le pire des cas, à la profondeur de l’arbre soit O(log2(n)) où n est le nombre de nœuds. De même, la complexité en moyenne est égale à la moyenne des feuilles de l’arbre binaire. 


IV. LE TAS  (HEAP)

IV.1. Définition
Un tas est représenté sous forme d’un arbre binaire parfait (rempli de la gauche vers la droite). 
Les données dans les sommets doivent appartenir à un ensemble totalement ordonné et la donnée présente au niveau d’un nœud doit être plus grande que celles présentes au niveau de ses deux nœuds fils dans le cas où ce nœud possède deux fils ou bien au niveau de son nœud fils, dans le cas où il n’y a qu’un seul. On parle alors de tas décroissant comme l’illustre la figure suivante. Noter la différence avec un arbre binaire de recherche. 
 (
60
29
25
5
9
21
12
16
)

















  
Le tas peut aussi être ordonné de manière croissante, on parle alors de tas croissant.

IV.2. Implémentation d’un tas à l’aide d’une structure linéaire
Pour chaque structure de tas correspond une structure linéaire (tableau, liste) particulière obtenue par la numérotation des nœuds ligne par ligne et de gauche à droite. La racine occupe le premier élément de la structure. Il est facile de vérifier (par récurrence) que les nœuds du niveau i occupent les rangs entre 
[2i , 2i+1[. Le parent d’un nœud qui se trouve en position j, autre que la racine, occupe la position  j/2 , c'est-à-dire la partie entière de  j divisé par 2. 

Le tableau suivant correspond au codage de la structure de tas décrite précédemment :
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	60
	29
	21
	25
	5
	12
	16
	9



La declaration d’un tas peut donc être :

const int MaxTas=999;

typedef struct {
 int Donnees[MaxTas];    //La case indice 0 ne sera pas utilisée
 int Taille;
} Tas;


IV.3. Quelques opérations sur le tas 

 Insertion  dans un tas

L’insertion dans un tas doit respecter la structure d’arbre parfait. Pour cela, l’insertion se fait au niveau de la dernière rangée si celle-ci n’est pas pleine. Dans le cas contraire, on doit créer une nouvelle rangée et l’élément à insérer doit occuper la première place dans cette nouvelle rangée. Dans les deux cas l’insertion se fait toujours à la fin de la structure linéaire, en l’occurrence le tableau correspondant. D’autre part, pour respecter le fait que la donnée présente au niveau du père doit être supérieure à celles présentes dans les nœuds fils, le nouvel élément inséré doit être échangé avec son père si ce principe n’est pas respecté autant de fois qu’il est nécessaire.

La procédure d’insertion peut être implémentée comme suit :   

Complexité de l’insertion dans un tas
L’insertion de la kème donnée se fait toujours, en premier lieu à la fin du tableau. Ceci correspond donc au niveau log2(k) de l’arbre qui représente le tas. Par conséquent, dans le pire des cas et lors de l’insertion, la donnée peut remonter jusqu’au sommet de l’arbre. Par conséquent, la complexité de l’insertion est O(log2(k)) et ceci bien sûr dans le pire des cas.

Exercice : Proposer une implémentation de la procédure de suppression dans un tas et mesurer sa complexité.

IV.4. Le Tri Tas (HeapSort)
De par sa structure, le sommet d’un tas contient toujours la donnée ayant la plus grande valeur de la clé (Tas décroissant) ou la plus petite (Tas croissant). Cette remarque importante peut être utilisée pour le développement d’un des algorithmes les plus efficaces pour le tri qui a une complexité dans le pire des cas, et aussi en moyenne, égale à O(nlog2(n)). 
Dans le cas d’un tas décroissant, le principe du tri tas consiste d’abord à échanger la donnée contenue dans la racine avec celle contenue dans la dernière feuille de l’arbre qui correspond à la dernière case du tableau représentant le tas. Par conséquent, après cette opération d’échange la donnée contenue dans la dernière case du tableau est la plus grande et reste inchangée dans le cas du tri par ordre croissant des données d’un tas.  Pour compléter le tri, l’algorithme doit reconstituer les données dont les indices se situent entre 1 et n-1 en un sous tas pour pouvoir réutiliser la remarque précédente. Pour respecter la structure d’un tas, la nouvelle donnée qui vient d’être insérée dans la racine doit être éventuellement déplacée vers le bas pour être plus grande que les données contenues dans ses fils. Cette opération doit être répétée autant de fois qu’il est nécessaire jusqu'à atteinte d’une feuille du tas et que la donnée qui descend est plus petite que celles contenues dans ses deux fils.   

Les détails d’implémentation du tri tas figurent ci-dessous.

void DeplaceVersLeBas(Tas &A, int premier, int dernier)
{
int r,temp;
r=premier;
while (r<=dernier/2)
 if (dernier==2*r)
   { 
     if (A.Donnees[r]>A.Donnees[2*r])
          { 
            temp=A.Donnees[r];
            A.Donnees[r]=A.Donnees[2*r];
            A.Donnees[2*r]=temp;
          }
     r=dernier;
   }
 else
    if (A.Donnees[r]>A.Donnees[2*r] && A.Donnees[2*r]<=A.Donnees[2*r+1])
      {
       temp=A.Donnees[r];
       A.Donnees[r]=A.Donnees[2*r];
       A.Donnees[2*r]=temp;
       r=2*r;
      }
    else 
     if (A.Donnees[r]>A.Donnees[2*r+1] && A.Donnees[2*r+1]<=A.Donnees[2*r])
      {
       temp=A.Donnees[r];
       A.Donnees[r]=A.Donnees[2*r+1];
       A.Donnees[2*r+1]=temp;
       r=2*r+1;
      }
     else r=dernier;
} 
           
void TriTas(Tas &A)
{
int i,temp;
for (i=A.Taille/2;i>=1;i--) DeplaceVersLeBas(A,i,A.Taille);
for (i=A.Taille;i>=2;i--)
  { temp=A.Donnees[1];
    A.Donnees[1]=A.Donnees[i];
    A.Donnees[i]=temp;
    DeplaceVersLeBas(A,1,i-1);
  }
}


La complexité du tri tas peut être évaluée comme suit : chaque opération de déplacement prend dans le pire des cas log2(p) où p étant le nombre de nœuds concernés par cette opération. Par conséquent, la complexité totale est O( ) = O(nlog2(n)).
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