RO I : OPTIMISATION COMBINATOIRE		Notes de Cours R.O  MASTER M1
CHAPITRE II
MÉTHODES DE RÉSOLUTION DES PROBLÈMES COMBINATOIRES


I. INTRODUCTION 
On distingue deux classes de méthodes de résolution des problèmes d’optimisation combinatoire :

Les méthodes exactes : 
Ces méthodes sont capables de trouver une solution optimale d’un problème donné dans un intervalle de temps bien déterminé mais exponentiel sur les problèmes NP-complets (notamment les PLNE). Parmi ces méthodes on retrouve la Méthode de séparation et d’évaluation (Branch & Bound), la Méthode des coupes (Cutting planes), la Programmation dynamique…

Les méthodes approchées :
Ces algorithmes appelés généralement heuristiques consistent à trouver une solution proche de l’optimum en un temps raisonnable. Les heuristiques peuvent aller d’un simple algorithme de recherche locale à une classe générale d’heuristiques appelées méta-heuristiques telles que le Recuit simulé, la Recherche tabou, les Algorithmes génétiques…

· Difficultés de résolution des PLNE
On pourrait penser que pour résoudre un PLNE, il suffit d’appliquer le simplexe sur le PL (ou PLC) obtenu après relaxation linéaire (continue) du PLNE (x  IN   x  IR), puis de faire un arrondi de la solution réelle obtenue. Sauf que cette solution arrondie ne correspond que dans certains cas à la solution optimale. Elle peut même être très éloignée de la solution optimale du PLNE (Voir Exemple). Néanmoins une propriété importante est mise en évidence :

Soient : 
ZPLNE 	: Valeur de la fonction objectif de la solution optimale du PLNE  (qu’on notera souvent Zopt)
ZPL 	: Valeur de la fonction objectif  de la solution optimale du PL (obtenue par relaxation, notée aussi Z*)

ZPLarr 	: Valeur de la fonction objectif  de la solution arrondie du PL (notée aussi ).

Nous avons : 	Min		ZPL  ZPLNE  ZPLarr	
Max		ZPLarr  ZPLNE  ZPL

Ainsi la solution optimale réelle ZPL représente une borne inférieure ou minorant (resp. supérieure ou majorant) par rapport à la solution optimale du PLNE ZPLNE dans le cas min (resp. max).

Exemple :  Soit le PLNE suivant résolu graphiquement : 

Max Z = x1 + 0.64 x2 
Avec 	50x1 + 31x2  250		Sol. optimale du PLC 	:   XPL = (1.95 , 4.92)	ZPL = 5.098
		3x1 - 2x2 ≥ -4			Sol. Arrondie		:   XPLarr = (2 , 4)	ZPLarr = 4.56
 (
X
PL
 = (
1.95
 , 
4.92
)
X
PL
NE
 = (
5
 , 
0
)
X
PL
arr
 = (
2
 , 
4
)
)[image: ]		x1 ,  x2  IN			Sol. optimale du PLNE	:   XPLNE = (5 , 0)	ZPLNE = 5













Remarques : 
· En cas de max, on arrondit souvent les valeurs des variables à l’entier inférieur, sinon la solution devient non réalisable. En cas de min, l’arrondi se fait à l’entier supérieur. On peut être amené aussi à combiner les deux types d’arrondi pour obtenir une solution réalisable au PLNE.
· Cet exemple montre que la solution du PLNE peut être très éloignée de la solution réelle.


II. METHODES EXACTES 

II.1. La procédure de séparation et d’évaluation progressive (Branch & Bound)

a) Introduction
Il s’agit essentiellement de diviser (divide and conquer) l’ensemble de toutes les solutions réalisables (problème initial) en sous-ensembles plus petits (sous problèmes) et mutuellement exclusifs. C’est la phase « séparation » (Branch). Puis divers critères sont utilisés pour identifier les sous-ensembles qui peuvent contenir la solution optimale et les sous-ensembles qui ne doivent pas être explorés plus à fond car ils ne peuvent pas contenir la solution optimale. C’est la phase « évaluation » (Bound).

Cette méthode consiste donc à faire une énumération intelligente de l’espace des solutions, puisqu’elle arrive à éliminer des solutions partielles qui ne mènent pas à la solution optimale. 

Pour ce faire, cette méthode se dote d’une fonction qui permet de mettre une borne inférieure (en cas de min) sur certaines solutions pour soit les exclure soit les maintenir comme des solutions potentielles. Bien entendu, la performance d’une méthode de branch and bound dépend, entre autres, de la qualité de cette fonction (de sa capacité d’exclure des solutions partielles tôt). 
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Le processus de séparation d’un sous-ensemble Pi s’arrête dans l’un des cas suivants (cas Min) :
· Lorsque la borne inférieure de Pi est  à la meilleure solution trouvée jusqu’à maintenant pour le problème initial.
· Lorsque Pi n’admet pas de solution réalisable.
· Lorsque Pi admet une solution complète du problème initial.

b) Algorithme général (cas Min)
A chaque instant, on maintient :
- une liste de sous problèmes actifs Pi
- Le coût Z de la meilleure solution obtenue jusqu’à maintenant (Initialisé à + ou à celui d'une solution initiale connue).
A une étape typique :
- Sélectionner un sous problème actif Pi
- Si Pi n’est pas réalisable, le supprimer (stop branch) sinon calculer sa borne inférieure Zinf(Pi)
- Si Zinf(Pi)  Z supprimer Pi (stop branch)
- Si Zinf(Pi) < Z soit résoudre Pi directement, soit créer de nouveaux sous problèmes et les ajouter à la liste des sous problèmes actifs.

En pratique, il reste quelques petits détails à régler pour pouvoir appliquer cette méthode, en particulier :

- Comment déterminer la borne d’évaluation (borne inférieure en cas de min) ?
Une possibilité est de calculer la solution du PLC obtenue par relaxation linéaire du PLNE. Cette méthode donnera une bonne évaluation, mais pourra être coûteuse et longue à calculer. Suivant le problème on pourra essayer de trouver une méthode heuristique/astucieuse faisant un compromis entre vitesse d’obtention de la borne et sa fiabilité.

- Quel sommet explore t’on à chaque étape de la recherche ?
Là, il n’y a pas de bonne méthode, c’est suivant le problème en question. Les principales stratégies utilisées sont :		- En profondeur  (DFS)
				- En largeur  (BFS)
				- Meilleur d’abord. (Best First)

- Suivant quel xi construit-on l’arbre ?
Ce choix peut être déterminant pour la rapidité de la solution optimale. Dans le cas du problème du sac à dos par exemple, il est plus efficace de prendre l’ordre des xi par coût décroissant.

c) Exemples

Exemple 1 : Soit le PLNE (noté P) 	Min 	x1 – 2x2
					s.c. 	–4x1 + 6x2 ≤ 9
						x1 + x2 ≤ 4
						x1, x2 ≥ 0 et entiers

Z* sera le coût optimal de la relaxation linéaire (borne inférieure).
· Si la solution de la relaxation est entière, pas besoin de partitionner le sous problème.
· 
Sinon, on choisit un non entier, et on crée deux sous problèmes en ajoutant les contraintes :


xi ≤     et    xi ≥  



La solution optimale réelle obtenue par le simplexe (de P relaxé) est x* = (1.5 , 2.5) et Z* = -3.5. 
En cas de minimisation cette solution représente donc une borne inférieure : Zinf = Z* = -3.5.  L’arrondi de cette solution donne une solution réalisable (borne supérieure Zsup), on a : = (1 , 2)  et  = Zsup = -3. Ainsi on peut borner la solution optimale du PLNE comme suit : -3.5 ≤ Zopt ≤ -3

· Création des sous problèmes P1 et P2 en rajoutant les contraintes    x2 ≤  2   et    x2 ≥  3
	P1
	P2

	min x1 – 2x2
s.c. 	–4x1 + 6x2 ≤ 9
	x1 + x2 ≤ 4
	x2 ≥ 3
	x1, x2 entiers
	min x1 – 2x2
s.c. 	–4x1 + 6x2 ≤ 9
	x1 + x2 ≤ 4
	x2 ≤ 2
	x1, x2 entiers



Liste des sous problèmes actifs : {P1 , P2}
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Le problème P1 n’est pas réalisable  Liste des problèmes actifs (P2} 

· La solution optimale réelle de P2 relaxé est x* = (0.75 , 2)   et  Z* = -3.25.  
La borne inférieure trouvée (-3.25) étant inférieure à la meilleure solution trouvée (-3) 
Création des sous problèmes P3 et P4 en rajoutant les contraintes  x1 ≤ 0 et  x1 ≥ 1
	P3
	P4

	min x1 – 2x2
s.c. 	-4x1 + 6x2 ≤ 9
	x1 + x2 ≤ 4
	x2 ≤ 2
	x1 ≥ 1
	x1, x2 entiers
	min x1 – 2x2
s.c. 	-4x1 + 6x2 ≤ 9
	x1 + x2 ≤ 4
	x2 ≤ 2
	x1 ≤ 0
	x1, x2 entiers
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Liste des problèmes actifs (P3 , P4} 
· La solution optimale de P3 relaxé est entière donc x = (1 , 2)   et  Z = -3.  
· La solution optimale réelle de P4 relaxé est x* = (0 , 1.5)   et  Z* = -3.  
Cette branche est arrêtée car Z* (borne inférieure) ≥ -3.

La solution optimale est donc xPLNE = (1 , 2)   	avec Zopt = -3
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Exemple 2 : Problème du sac à dos  (Pb. de maximisation)
· Deux simplifications
1. Les variables sont binaires. 
2. La relaxation linéaire peut être résolue efficacement par un algorithme simple : prendre d’abord les articles à meilleur rendement, jusqu’à atteindre la capacité.

· Une société dispose de 1 400 000 DA à investir.
· Les experts proposent 4 investissements possibles :


	
	
	Coût
	Bénéfice
	Rendement

	
	Inv. 1
	500 000
	1 600 000
	3.20

	
	Inv. 2
	700 000
	2 200 000
	3.14

	
	Inv. 3
	400 000
	1 200 000
	3.00

	
	Inv. 4
	300 000
	800 000
	2.67


Résolution :
	[bookmark: _Hlk246079063]
	ai
	ci
	Rdt
	P
	P1
	P3
	P4
	P5
	P6
	P2
	P7
	P8
	P9
	P10
	P11
	P12

	1
	500 000
	1 600 000
	3.20
	1
	1
	1
	3/5
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	4/5
	0
	1

	2
	700 000
	2 200 000
	3.14
	1
	5/7
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	6/7
	0
	1
	1
	1

	3
	400 000
	1 200 000
	3.00
	1/2
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	4
	300 000
	800 000
	2.67
	0
	0
	1
	0
	1
	?
	2/3
	0
	1
	1
	1
	1
	1
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Commentaires :
· Relaxation de P
Solution réelle  x* = (1 , 1 , 0.5 , 0)	Z* = 4 400 000


Solution arrondie = (1 , 1 , 0 , 0)	= 3 800 000

On enregistre cette solution comme meilleure solution rencontrée :   xbest =  et Zbest = 3 800 000

Nous avons 3 800 000 ≤ Zopt ≤ 4 400 000

Création de deux sous problèmes  P1 (x3 = 1)  et  P2 (x3 = 0)

· Relaxation de P1 		Solution réelle  x* = (1 , 5/7 , 1 , 0)	Z* = 4 371 429	> 3 800 000
Création de deux sous problèmes  P3 (x2 = 0)  et  P4 (x2 = 1)

Note : On va appliquer comme stratégie de parcours le DFS (Parcours en profondeur)

· 

Relaxation de P3 		Solution entière  = (1 , 0 , 1 , 1)	= 3 600 000	

Arrêt de cette branche, puisque nous avons obtenu une solution entière (qui n’est pas optimale < Zbest)

· Relaxation de P4 		Solution réelle  x* = (3/5 , 1 , 1 , 0)	Z* = 4 360 000	 > 3 800 000
Création de deux sous problèmes  P5 (x1 = 0)  et  P6 (x1 = 1)

· 

Relaxation de P5 	Solution entière  = (0 , 1 , 1 , 1)		= 4 200 000	
Arrêt de cette branche, puisque nous avons obtenu une solution entière. Mise à jour de xbest et 
Zbest = 4 200 000
· Relaxation de P6 	Problème non réalisable  Arrêt de la branche.

· Relaxation de P2 		Solution réelle  x* = (1 , 1 , 0 , 2/3)	Z* = 4 333 333	 > 4 200 000
Création de deux sous problèmes  P7 (x4 = 0)  et  P8 (x4 = 1)

· 

Relaxation de P7 		Solution entière  = (1 , 1 , 0 , 0)	= 3 800 000	
Arrêt de cette branche. 

· Relaxation de P8 		Solution réelle  x* = (1 , 6/7 , 0 , 1)	Z* = 4 285 714	  > 4 200 000
Création de deux sous problèmes  P9 (x2 = 0)  et  P10 (x2 = 1)

· 

Relaxation de P9 		Solution  = (1 , 0 , 0 , 1)		= 2 400 000	
Arrêt de cette branche, car solution entière.

· Relaxation de P10 		Solution réelle  x* = (4/5 , 1 , 0 , 1)	Z* = 4 280 000	  > 4 200 000
Création de deux sous problèmes  P11 (x1 = 0)  et  P12 (x1 = 1)

· 

Relaxation de P11 		Solution entière  = (0 , 1 , 0 , 1)	= 3 000 000	
Arrêt de cette branche.

· Relaxation de P12 		Problème non réalisable  Arrêt de la branche.

La meilleure solution trouvée est donc la solution optimale (Nœud P5), ainsi
Solution optimale xopt = (0 , 1 , 1 , 1)	Zopt = 4 200 000
Note : 
Seules 7 combinaisons ont été considérées (P3 , P5 , P6 , P7 , P9 , P11 , P12), une énumération complète aurait considéré 24=16 combinaisons.

II.2. La Méthode des coupes de Gomory (Gomory cutting planes)

La méthode des coupes (on dit également algorithme du plan sécant ou méthode des troncatures) développé par Ralph E. Gomory (1958) fournit une méthode de résolution des PLNE. L’idée principale est d’ajouter des contraintes qui n’excluent aucun point entier admissible. La méthode consistera à ajouter de telles contraintes linéaires une par une, jusqu’à ce que la solution optimale de la relaxation soit entière. Les contraintes ajoutées sont appelées troncatures ou coupes. On peut résumer la méthode comme suit :

· Etant donnée un PLNE, résoudre le PLC correspondant à l’aide du simplexe. Si la solution optimale obtenue contient uniquement des valeurs entières, la résolution est terminée.

· Si une ou plusieurs variables de base dans la solution optimale du PLC ne sont pas entières, on doit alors générer, à partir d’une des lignes du tableau (celle dont la partie fractionnaire est la plus élevée) une contrainte supplémentaire dite coupe de Gomory (qui n’exclue aucune solution réalisable entière). 

· Après ajout de cette contrainte, on détermine une nouvelle solution à l’aide du dual simplexe. 
Le processus est répété jusqu’à ce qu’une solution optimale entière soit obtenue.

· Génération de la Coupe de Gomory
Notation : étant donné un réel y, [y] désigne le plus grand entier inférieur ou égal à  y. Ainsi y = [y] + f , f étant la partie fractionnaire de y.  Par exemple : 	y = 2.7		[y] = 2		f = 0.7
y = 16/5	[y] = 3		f = 1/5
y = -8.1		[y] = -9		f = 0.9
y = 2		[y] = 2		f = 0
Pour générer la nouvelle contrainte (coupe de Gomory), on remplace tout simplement tous les coefficients dans la contrainte obtenue du tableau optimal par leur partie fractionnaire correspondante (fij) et déclarons par la suite que l’expression résultante doit être  à la partie fractionnaire du second membre (fi). On obtient la contrainte :
[image: ]

Remarque : Plusieurs autres méthodes plus ou moins sophistiquées ont été conçues pour générer des coupes permettant d’obtenir plus ou moins rapidement la solution optimale du PLNE. 

· Exemple d’illustration
On veut résoudre le PLNE suivant :  	Max Z = 100 x1 + 120 x2 
Avec 	3x1 + 4x2  4100 heures
						x1 + 3x2  2400 heures
						2x1 + 2x2  2625 heures
						x1 ,  x2  IN

où x1 et x2 représentent les quantités respectives des produits P1 et P2.

En appliquant l’algorithme du simplexe, on obtient le tableau optimal suivant :

	MAX
	100
	120
	0
	0
	0
	Solution de base

	CB
	XB
	x1
	x2
	t1
	t2
	t3
	

	100
	x1
	1
	0
	-1
	0
	2
	1150

	120
	x2
	0
	1
	1
	0
	-3/2
	325/2

	0
	t2
	0
	0
	-2
	1
	5/2
	1453/2

	cj - zj
	0
	0
	-20
	0
	-20
	-134 500




Solution optimale :	x1 = 1150 unités de P1     et     x2 = 325/2 = 165.5 unités de P2
			Bénéfice maximum Z = 134 500 DA.

Puisque la solution optimale n’est pas entière, on doit poursuivre en construisant la première contrainte additionnelle dont le but est d’éliminer la solution optimale réelle sans enlever des solutions entières réalisables. Il s’agit de créer une contrainte supplémentaire à partir d’une des contraintes du tableau optimal dont la valeur n’est pas entière (x2 ou t2). La pratique consiste à choisir la variable dont la valeur a la plus grande partie fractionnaire. Dans notre cas, la partie fractionnaire de x2 et t2 est la même soit 1/2 (0.5), on choisit arbitrairement de rendre entier x2. D’après le tableau optimal, nous avons :

0 x1 + x2 + t1 + 0 t2 – 3/2 t3 = 325/2

On sépare la partie entière et la partie fractionnaire :

0 x1 + (1+0) x2 + (1+0) t1 + 0 t2 + (-2+1/2) t3 = (162+1/2)

On déduit la coupe de Gomory :
1/2 t3  1/2

Interprétation géométrique de la coupe de Gomory
Puisque le PLNE ne comporte que 2 variables, on peut tracer le graphe des contraintes, puis on trace la coupe de Gomory sur le graphe. Pour cela il faut exprimer la nouvelle contrainte en fonction de x1 et x2. Ceci peut se faire car nous avons d’après la 3ème contrainte 2x1 + 2x2 + t3 = 2625, il s’ensuit que 1/2 t3  1/2 équivaut à x1+x2  1312. 
 (
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Détermination du nouveau tableau optimal
L’algorithme dual simplexe permet de continuer avec le tableau optimal précédent après ajout de la coupe de Gomory. On a : 1/2 t3  1/2  1/2 t3 - t4 = 1/2  -1/2 t3 + t4 = -1/2

	MAX
	100
	120
	0
	0
	0
	0
	Solution de base

	CB
	XB
	x1
	x2
	t1
	t2
	t3
	t4
	

	100
	x1
	1
	0
	-1
	0
	2
	0
	1150

	120
	x2
	0
	1
	1
	0
	-3/2
	0
	325/2

	0
	t2
	0
	0
	-2
	1
	5/2
	0
	1453/2

	0
	t4
	0
	0
	0
	0
	-1/2
	1
	-1/2

	cj - zj
	0
	0
	-20
	0
	-20
	0
	-134 500









	100
	x1
	1
	0
	-1
	0
	0
	4
	1148

	120
	x2
	0
	1
	1
	0
	0
	-3
	164

	0
	t2
	0
	0
	-2
	1
	0
	5
	760

	0
	t3
	0
	0
	0
	0
	1
	-2
	1

	cj - zj
	0
	0
	-20
	0
	0
	-40
	-134 480








La solution optimale est :	x1 = 1148 unités de P1     et     x2 = 164 unités de P2
				Bénéfice maximum Z = 134 480 DA.

Puisque cette solution est entière, il n’est pas nécessaire d’effectuer une autre coupe de Gomory. 

II.3. La Méthode Branch and Cut
L’algorithme des coupes de Gomory a montré ses limites dans beaucoup de cas, le temps d’exécution devenant très prohibitif. Pour palier à ce problème, l’algorithme des coupes de Gomory a été combiné avec la méthode Branch and Bound pour donner une méthode hybride appelée « Branch and Cut ».

Le principe de départ est le même que celui de la méthode de Gomory. « Branch and Cut » commence par résoudre la relaxation continue du PLNE à l'aide de l'algorithme du simplexe. Lorsqu'une solution optimale est trouvée, et que l'une des variables entières a une valeur non entière, une contrainte est ajoutée au programme linéaire de sorte que la résolution de ce programme donne une solution avec moins de valeurs non entières. Ce procédé est répété jusqu'à ce qu'une solution entière soit trouvée (qui est alors optimale) ou jusqu'à ce qu'aucune coupe ne puisse être trouvée.
À ce moment, la partie séparation et évaluation de l'algorithme commence. Le problème est scindé en deux sous problèmes, l'un en rajoutant la contrainte que la variable est plus grande ou égale à l'entier supérieur, et l'autre en rajoutant la contrainte que la variable est plus petite ou égale que l'entier inférieur. Le principe décrit est répété pour les deux nouveaux programmes linéaires ainsi obtenus jusqu’à obtention d’une solution optimale entière.
· Exemple
Soit à résoudre le PLNE suivant :  	Min Z = –6x1 – 5x2
					avec  	3x1 + x2 ≤ 11
             					–x1 + 2x2 ≤ 5
             					x1 ,  x2  0 et entiers
La solution réelle (de la relaxation continue du PLNE) est   avec Z* = -232/7
A ce niveau, deux choix sont possibles :
· Soit générer une coupe de Gomory (par exemple x1+x2 ≤ 5)
· Soit partitionner le problème en deux sous problèmes suivant une variable trouvée réelle (x1 ou x2 dans ce cas). Dans le cas de x1 (égale à 17/7 2.43), le premier sous problème (P1) comprendra la contrainte x1≤2, le deuxième (P2) comprendra la contrainte x13.  La solution optimale du PLNE sera la meilleure entre celles de P1 et P2.
Prenons le deuxième choix, la résolution de la relaxation de P1 conduit à une solution entière  avec Z = -28, qui devient la meilleure solution trouvée jusqu’à maintenant. Quant à P2, sa résolution continue donne :  avec Z = -29.5
Le problème P2 doit être exploré car une solution meilleure que Z=-28 peut être trouvée.

Le processus se répète et prenons cette fois-ci le choix d’ajouter au problème P2 une coupe de Gomory. Ceci donne le problème P3 suivant :
  	Min  Z = –6x1 – 5x2
	avec 	3x1 + x2 ≤ 11
            	–x1 + 2x2 ≤ 5
            	x1 ≤ 2
           	2x1 + x2 ≤ 7
              	x1 ,  x2  0 et entiers
La relaxation de P3 conduit à la solution optimale réelle  avec Z = -27.8 qui est supérieure à la meilleure solution trouvée jusqu’à maintenant. Le principe du Branch and Bound permet d’arrêter cette branche. Ceci termine la résolution du PLNE original avec une solution optimale  avec Z = -28.

II.4. La Programmation dynamique
La Programmation Dynamique est une méthode exacte de résolution de problèmes d’optimisation, due essentiellement à R. Bellman (1957). Bien que très puissante, son cadre d’application est relativement restreint, dans la mesure où les problèmes qu’elle adresse doivent vérifier un principe dit principe d’optimalité qui stipule qu’une solution optimale d’un problème de taille n peut s’exprimer en fonction de la solution optimale de problèmes de taille inférieure à n. Bien que naturel, ce principe n'est pas toujours applicable ! Prenons l'exemple des chemins dans un graphe : le principe marche si on cherche le plus court chemin entre deux points : si le chemin le plus court entre A et B passe par C, le tronçon de A à C (resp. de C à B) est le chemin le plus court de A à C (resp. de C à B) ; par contre ça ne marche plus si on cherche le plus long chemin sans boucle d'un point à un autre !

L’idée de base est donc de décomposer le problème en une suite de sous problèmes emboîtés plus petits mais généralement de même nature que le problème principal. Résoudre ensuite les sous problèmes séquentiellement en partant du plus petit, les solutions des problèmes d’une étape donnée s’obtenant à partir de celles des problèmes de l’étape précédente (voir des étapes précédentes). Le principe est d’éviter de résoudre plusieurs fois le même sous problème.

On définit une table, à chaque élément correspondra la solution d'un et d'un seul problème intermédiaire. Il faut donc qu'on puisse définir chaque sous problème qui sera traité au cours du calcul... Ensuite il faut remplir cette table. Cet algorithme peut être exprimé de manière itérative ou récursive.

Le plus gros du travail réside dans l'expression d'une solution d'un problème en fonction de celles de problèmes "plus petits" (formule de récurrence). Si on se rend compte qu'on est amené à recalculer plusieurs fois la solution de mêmes problèmes, on est dans le cadre de la programmation dynamique. Attention, le nombre de sous problèmes peut être grand et l'algorithme obtenu n'est pas forcément polynomial. 

· Application au problème du voyageur de commerce (PVC/TSP)
Rappelons le problème du TSP : étant donné un graphe valué G(X,U,C), le TSP consiste, en partant d’un sommet donné, de trouver un cycle hamiltonien de poids minimum.

Pour obtenir l’équation de récurrence relative au TSP (expression du TSP initial en fonction de sous problèmes plus petits) procédons comme suit  (sommet de départ 1) :

Il est clair que tout cycle est constitué d’un arc (1,k) et d’un chemin simple (partant de k et passant une et une seule fois par tous les sommets de U-{1,k}. Soit donc D[i,S] la distance d’un plus court chemin partant de i, passant par tous les points de S, une et seule fois, et se terminant au sommet 1. La relation suivante n’est donc pas difficile à établir :

La solution optimale est donc donnée par D[1,U{1}].

Avec D[i,]= 
Il reste à définir la table qui permettra de résoudre les sous problèmes du TSP à partir des plus simples jusqu’au problème initial en faisant varier l’ensemble S de l’ensemble vide jusqu'à . 

Exemple : 
Soit le graphe suivant :
	0
	2
	5
	8

	2
	0
	3
	4

	5
	3
	0
	1

	8
	4
	1
	0


Dans ce cas, la table est :
	
	{}
	{2}
	{3}
	{4}
	{2,3}
	{2,4}
	{3,4}

	2
	2
	-
	8
	12
	-
	-
	10

	3
	5
	5
	-
	9
	-
	7
	-

	4
	8
	6
	6
	-
	6
	-
	-



D[2, ]=2,			D[3, ]=5, 			D[4, ]=8
D[2,{3}] = c23 + D[3, ] = 3+5 = 8,				D[2,{4}] = c24+ D[4, ] = 4+8 = 12
D[3,{2}] = c32 + D[2, ] = 3+2 = 5,				D[3,{4}] = c34+ D[4, ] = 1+8 = 9
D[4,{2}] = c42 + D[2, ] = 4+2 = 6,				D[4,{3}] = c43+ D[3, ] = 1+5 = 6
D[2,{3,4}]=min{c23 + D[3,{4}] , c24+ D[4,{3}]} = min{3+9 , 4+6} = 10
D[3,{2,4}]=min{c32 + D[2,{4}] , c34+ D[4,{2}]} = min{3+12 , 1+6} = 7
D[4,{2,3}]=min{c42 + D[2,{3}] , c43+ D[3,{2}]} = min{4+8 , 1+5} = 6

Et  

Note : Le détail du cycle hamiltonien optimal peut être retrouvé en retenant l’indice j minimisant l’équation de récurrence détaillé précédemment.


II.4. La Relaxation lagrangienne
Avant d’être une méthode de résolution de problèmes difficiles, la relaxation lagrangienne est avant tout une technique de relaxation qui consiste à supprimer des contraintes difficiles en les intégrant dans la fonction objectif en la pénalisant si cette contrainte n’est pas respectée. La solution obtenue représente ainsi une borne de la solution optimale du problème initial. 
Considérons un Programme Linéaire :		Max (ou Min) CX
							AX  (ou ) b			(P)
							X  S
On sépare les contraintes « difficiles » des contraintes « faciles », on obtient :
							Max (ou Min) CX
							A1 X  (ou ) b1	(1) : Contraintes « faciles »
							A2 X  (ou ) b2	(2) : Contraintes « difficiles »
							X  S

La relaxation lagrangienne est faite en introduisant les contraintes difficiles dans la fonction objectif de la manière suivante :	Max ou Min CX +  (b2 – A2 X)	
			A1 X  (ou ) b1				(LR)		
			X  S
Où  est un vecteur de pénalités positives appelées « multiplicateurs de Lagrange ».
Ainsi, toute violation d’une contrainte (difficile) sera pénalisée dans la fonction objectif.

Exemple :
Soit le Programme Linéaire suivant :	Max 	7x1 + 2x2
					avec 	–x1 + 2x2  4		(1)
						5x1 + x2  20		(2)
						–2x1 – 2x2  –7		(3)
						–x1  –2		(4)
						x2  4			(5)
						x1 , x2  Z

La relaxation lagrangienne par rapport aux contraintes (1) et (3) conduit à (1 , 2  R+) :
					Max 	7x1 + 2x2  + 1 (4 + x1 – 2x2) + 2 (–7 + 2x1 + 2x2)
					avec	5x1 + x2  20		
						–x1  –2		
						x2  4			
						x1 , x2  Z	
On obtient ainsi :
					Max 	(7 + 1 + 22) x1 + (2 – 21 +22) x2  + 41  –72 
					avec	5x1 + x2  20		
						–x1  –2		
						x2  4			
						x1 , x2  Z

Propriétés
· La relaxation lagrangienne permet d’obtenir un programme linéaire plus simple dont la résolution fournit une borne inférieure pour le programme initial (cas Min).
 (
z(P)
)[image: ]
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)
)

Le problème dual-lagrangien consiste à chercher la meilleure borne inférieure : Max z (LR)
La fonction z(LR) est appelée le Lagrangien et est notée L(x,). Le programme dual est obtenu en relaxant toutes les contraintes du primal puis poser :  	Max(0) L(x,)
x L(x,) = 0   (Points stationnaires).

III. METHODES APPROCHEES
Les méthodes approchées sont généralement des algorithmes polynomiaux qui donnent une solution quelquefois optimale, souvent bonne. Une méthode approchée peut être déterministe - pour une entrée donnée, elle donnera toujours la même solution - (heuristiques gloutonnes, optimum local) ou non déterministe (recuit simulé, algorithme génétique,...).
Elle peut être basée sur un critère propre au problème (heuristique gloutonne) ou sur une métaheuristique (avec une notion de voisinage adaptée au problème).

III.1. Heuristiques classiques
Ce sont des heuristiques conçues pour un problème particulier en s'appuyant sur sa structure propre. Cependant, on retrouve en général des principes de base utilisés dans ces heuristiques tels que :

· Principe glouton : ce principe repose sur le choix définitif des valeurs de la solution, ce qui interdit toute modification ultérieure.
· Principe de construction progressive : c’est une extension du principe glouton dans la mesure où l’on s’autorise, cette fois-ci, à modifier des valeurs déjà assignées. On retrouve par exemple l’algorithme de Ford pour la recherche des chemins optimaux.
· Principe de partitionnement : ce principe repose sur le fait que résoudre le problème global se révèle souvent plus complexe que résoudre la somme des sous problèmes qui le composent. Toute la difficulté réside alors dans le fusionnement des solutions de chaque sous problème.

Dans ce qui suit, nous détaillerons le principe glouton utilisé dans beaucoup d’algorithmes exacts ou approchés.

· Algorithmes  Gloutons (Greedy algorithms)
C’est une méthode (heuristique ou exacte) simple et d’usage général (appelée aussi algorithme du plus proche voisin). Son principe est qu’à chaque étape durant le processus de recherche, l’option localement optimale est choisie jusqu’à trouver une solution (exacte ou non). Les choix fait durant le processus de recherche ne sont jamais remis en cause (pas de retour arrière). Dans les cas où l'algorithme ne fournit pas systématiquement la solution optimale, on parle d’heuristique gloutonne.

Plusieurs algorithmes exacts importants sont issus de cette technique :
– Algorithme de Dijkstra pour les plus courts chemins.
– Algorithme de Kruskal pour les arbres recouvrants minimaux.

Les algorithmes gloutons ont en général une complexité polynomiale, mais encore faut-il que l'algorithme donne bien une solution optimale et qu'on sache le prouver. Là réside souvent la difficulté dans ce type d’algorithmes.

En tant qu’heuristiques, les méthodes gloutonnes sont souvent utilisées pour trouver une solution initiale à d’autres méthodes plus élaborées.

Exemple :	
On veut totaliser une somme d’argent S en utilisant un nombre minimal de pièces appartenant à un ensemble donné. A chaque étape on choisit la plus grande pièce <= S tout en mettant à jour la nouvelle somme (S – la pièce choisie):
Pour S = 257 DA et pièces = {100DA, 50DA, 20DA, 10DA, 5DA, 2DA, 1DA}
à l’étape 1 : S1 = 257 , on choisit 1 pièce de 100DA
à l’étape 2 : S2 = 157 , on choisit 1 pièce de 100DA
à l’étape 3 : S3 = 57 , on choisit 1 pièce de 50DA
à l’étape 4 : S4 = 7 , on choisit 1 pièce de 5DA
à l’étape 5 : S5 = 2 , on choisit 1 pièce de 2DA
La solution trouvée est donc 2x100 DA , 1x50 DA , 1x5 DA et 1x2 DA
On peut montrer que dans ce cas, l'algorithme glouton donne toujours une solution optimale. Mais dans le système de pièces (1, 3, 4), l'algorithme glouton n'est pas optimal, comme le montre l'exemple simple suivant. Il donne pour 6 : 4+1+1, alors que 3+3 est optimal.
III.2. Heuristiques développées et méta heuristiques

a) Algorithme de Descente 
Une des idées les plus utilisées dans les méthodes d’optimisation est de procéder itérativement en examinant le voisinage de la solution courante, dans l’espoir d’y détecter des directions de recherche prometteuses. Pour cela, on doit disposer :
· d’une notion de voisinage qui structure l’espace X des solutions ;
· d’un moyen efficace pour trouver la meilleure (ou une bonne) solution dans le voisinage d’une solution quelconque.
Partant d’une solution initiale quelconque, on progresse alors de proche en proche, tant que l’on trouve une solution meilleure que la solution courante dans le voisinage de celle-ci. L’algorithme s’arrête lorsque la solution courante est meilleure que toutes les solutions appartenant à son voisinage – ce qui est bien la définition d’un optimum local.

· Schéma général
On suppose que pour toute solution x  X, il est défini un ensemble V(x)  X de solutions voisines de x.

Initialisation :  	Soit x0, une solution initiale

Etape n : 	Soit xn  X, la solution courante
		Sélectionner la meilleure (ou une bonne) solution x*  V(xn)
		Si Z(x*)  Z(xn) alors xn+1 = x* et passer à l’étape suivante
		Sinon xn est la meilleure solution trouvée ; Arrêt.

Il est évident que le choix du voisinage peut exercer une influence déterminante sur la qualité de solutions obtenues. Illustrons la diversité des voisinages sur le problème du voyageur de commerce. Si xi représente le nom d’une ville, une solution est décrite par un vecteur x=(x1, x2, …,xN), N étant le nombre de villes, voici quelques définitions usuelles de voisinages de x :
· Le voisinage « 2-échange » : tous les tours qui peuvent être obtenus à partir du tour x en permutant deux villes quelconques dans la liste ordonnée (taille du voisinage : |V(x)| = N(N-1)/2).
· Le voisinage « k-opt » : tous les tours qui peuvent s’obtenir en rejetant k arêtes du tour courant et en reconnectant de la meilleure manière possible les tronçons ainsi formés dans le tour. Les cas particuliers les plus usuels sont 2-opt et 3-opt. Avec 2-opt la taille du voisinage est O(N²).

L’inconvénient principal des algorithmes de descente est le fait que l’algorithme s’arrête, le plus souvent, dans un optimum local et non dans un optimum global. C’est précisément, pour faire face à ce problème qu’ont été proposées des méthodes qui autorisent une détérioration temporaire de l’objectif permettant ainsi de quitter des minimums locaux tout en maintenant en général une « pression » favorisant les solutions qui améliorent l’objectif. Ces méthodes sont souvent appelées méta-heuristiques ; contrairement aux heuristiques classiques conçus pour un problème particulier, les méta-heuristiques sont des méthodes approximatives générales, pouvant s'appliquer à différents problèmes. On peut citer par exemple : le recuit simulé, les algorithmes génétiques, la recherche tabou, …
 (
Optimums
Locaux
Optimum 
global
)
b) Le Recuit Simulé (Simulated Annealing)
	
· Principe
L’idée de base de cette heuristique [Kirkpatrick 1983] provient de l’opération de recuit (annealing), courante en sidérurgie et dans l’industrie du verre : après avoir fait subir des déformations au métal (par exemple après avoir mis en bobines des tôles d’acier laminées), on réchauffe celui-ci à une certaine température, de manière à faire disparaître les tensions internes causées par les déformations, puis on laisse refroidir lentement. L’énergie fournie par le réchauffement permet aux atomes de se déplacer légèrement et le refroidissement lent fige peu à peu le système dans une structure d’énergie minimale.

Cette idée se transpose assez naturellement en optimisation pour modifier l’heuristique de descente. Au lieu de ne permettre que des mouvements (des changements de solution courante) qui diminuent l’énergie (la fonction objectif), on autorise des augmentations, même importantes, de l’énergie au début de l’exécution de l’algorithme, puis, à mesure que le temps passe, on autorise ces augmentations de plus en plus rarement (la température baisse). Finalement, le système « gèle » dans un état d’énergie minimale.

Plus précisément, partant d’une solution xn, on tire au sort une solution voisine x*  V(xn). Si Z(x*)  Z(xn), alors x* devient la nouvelle solution courante xn+1 ; si Z(x*)>Z(xn), on calcule une probabilité qui va décider si x* devient la nouvelle solution courante ou si xn reste la solution courante. Dans ce dernier cas, on tirera au sort un autre voisin de xn. La probabilité p d’accepter x* décroît avec le temps de l’algorithme et est généralement une fonction p(T,Z) dépendant d’un paramètre T qui est appelé « température », et de la dégradation de l’objectif Z = Z(x*) – Z(xn).

· Schéma général

Initialisation :		Soit x0  X, une solution initiale ;	= Z(x0)

Etape n :		Soit xn  X, la solution courante ;
			Tirer au sort une solution x*  V(xn) ;
			Si Z(x*) < Z(xn), alors xn+1 = x* ;


				Si Z(x*) < , alors = Z(x*)   // Enregistrer la meilleure solution trouvée
			Sinon, tirer un nombre r au hasard entre 0 et 1 ;
				Si r  p, alors xn+1 = x*	   Sinon xn+1 = xn

Deux éléments restent à préciser : la manière dont p dépend de T et de Z et le critère d’arrêt. De nouveau, c’est l’analogie avec les systèmes physiques qui a guidé le choix d’une fonction p(T, Z) et l’expérimentation dans le champ de l’optimisation combinatoire a souvent confirmé la pertinence de ce choix. C’est la distribution de Boltzmann (appelé critère de Metropolis) décrite comme suit :

p(T,Z) = 
Cette quantité est comprise entre 0 et 1 comme une probabilité. Le paramètre température T varie lui-même au cours de l’exécution de l’algorithme. Le profil le plus souvent adopté est une décroissance géométrique par paliers : Une température initiale T0 est maintenue cste pendant L itérations, après quoi on passe, pendant L itérations, à une température T1 =  T0 (0 <  < 1), que l’on réduit à T2 = ()² T0 pour L autres itérations, etc.

Les paramètres T0, L et  doivent être déterminés expérimentalement en tenant compte de la taille du problème. Typiquement, T0 est choisi de sorte qu’au début de l’algorithme, des solutions moins bonnes que la solution courante soient aisément acceptées. La longueur L du palier de température doit être déterminée en tenant compte de la taille des voisinages ; elle devrait augmenter avec la taille du problème, puisqu’il faut laisser plus de temps pour explorer l’espace des solutions quand celui-ci est vaste. Enfin, le paramètre de décroissance géométrique de la température  est fixé le plus souvent entre 0,75 à 0,95. C’est lui qui gère la lenteur du refroidissement. Un refroidissement rapide conduit le plus souvent à des optimums locaux de mauvaise qualité (équivalent de la trempe dans la sidérurgie)

Le critère d’arrêt peut tout simplement être l’allocation d’un nombre maximal d’itérations. Le plus souvent, on lui préfère un critère dynamique déterminant le moment où le système est « gelé ». Par exemple, on dira que le système est gelé si la fonction Z a diminué seulement de 0.1% pendant 100 paliers consécutifs.
c) La Recherche Tabou (Tabu Search)
Cette approche emprunte certains de ses concepts de l’intelligence artificielle [Glover 1986], en particulier la notion et l’utilisation de mémoire. Comme le recuit simulé, il s’agit, au moins dans sa version de base, d’une variante de la recherche locale. Partant de la solution courante xn, on calcule la meilleure solution x* dans un sous‑voisinage V* de V(xn), sous‑voisinage déterminé en fonction de l’histoire de recherche aux étapes précédentes. Cette solution devient la nouvelle solution courante xn+1, qu’elle soit meilleure ou moins bonne que la précédente. Ceci est indispensable si l’on veut éviter de rester coincé dans des minimums locaux. Il faut cependant mettre en place un mécanisme qui évite le cyclage. Ceci est obtenu grâce à une liste appelée liste tabou (ou restrictions tabou), qui garde en mémoire les dernières solutions rencontrées ou des caractéristiques de celles-ci. Ainsi, on exclut de V* les solutions récemment rencontrées.

Exemple : On considère le voisinage « 2-échange » pour le TSP composé de 5 villes A, B, C, D, et E. Supposons que la solution courante xn soit le tour (A,B,C,D,E) et que xn+1 soit le tour (A,D,C,B,E), obtenu en permutant les positions des 2ème et 4ème villes du tour. Au lieu d’enregistrer, dans la liste tabou, la description complète des tours rencontrés durant les dernières étapes, seule la transformation appliquée (appelée souvent mouvement) est généralement enregistrée. Dans notre cas, le mouvement peut être représenté par la paire (2,4) et pendant un nombre défini d’étapes, on interdira l’exécution de l’inverse de ce mouvement (pour éviter de retourner à la même solution). Cependant la liste tabou peut écarter des solutions non rencontrées, on peut envisager de négliger le statut tabou de certaines solutions si un avantage suffisant en résulte. Ceci est implémenté à l’aide du « critère d’aspiration ». Par exemple, on acceptera pour xn+1 une solution x* tabou si celle-ci donne à la fonction objectif Z une valeur meilleure que toutes celles obtenues jusqu’à présent.

· Schéma général
[bookmark: OLE_LINK3][bookmark: OLE_LINK4]Initialisation : 	Soit x0  X, une solution initiale

		= Z(x0)
		k = longueur de la liste tabou ou degré de récence (prohibition period)

Etape n :	Soit xn  X, la solution courante ;
Chercher dans un sous-voisinage V* de V(xn) (appelé aussi liste des mouvements candidats) la meilleure solution x* qui soit :	- non tabou    ou bien
					- tabou, mais satisfait le critère d’aspiration
		Faire xn+1 = x*


		Si Z(x*) <  alors =Z(x*)
		Mettre à jour la liste tabou

· Intensification et Diversification
De manière générale, il est indiqué d’implémenter une recherche tabou comme une succession de phases d’intensification et de phases de diversification de la recherche. 
· Au cours des phases d’intensification, on explore plus en profondeur le voisinage de la solution courante, par exemple en augmentant la taille de V*. 
· Lors des phases de diversification, au contraire, on s’attache à constituer V* de solutions très différentes les unes des autres et très différentes de xn ; ceci peut être obtenu, par exemple, via des listes tabou qui excluent les solutions ressemblant à celles rencontrées récemment.

d) Algorithmes Génétiques (Genetic Algorithms)
Les algorithmes génétiques [Holland 1975] ont été conçus comme un modèle de système adaptatif complexe capable de simuler l’évolution des espèces. Du point de vue algorithmique, les algorithmes génétiques se distinguent aussi bien du recuit simulé que de la recherche tabou par le fait qu’ils traitent et font évoluer une population de solutions, et non une seule solution. De plus, au cours d’une itération, les solutions de la population courante n’évoluent pas indépendamment les unes des autres, mais interagissent pour fournir la génération suivante.

· Description d’un algorithme génétique de base
Les solutions sont codées de manière appropriée. Un codage élémentaire pour un PLNE0/1 est un vecteur x de 0 et de 1. Pour le TSP, un codage approprié sera une liste ordonnée des noms des N villes. Un vecteur codant une solution est souvent appelé « chromosome » et ses coordonnées (noms des villes) sont appelées « gènes ». Le choix d’un codage approprié est très important pour l’efficacité des opérateurs appliqués pour faire évoluer les solutions.

Une population initiale de solutions X(0) est constituée. Une fonction d’évaluation des solutions est également choisie. Traditionnellement, cette fonction notée F est croissante avec la qualité de la solution (on parle de fitness function, mesurant la « santé » de l’individu solution), ce peut être l’opposé de la fonction objectif (ou la fonction objectif en cas de max), mais pour des raisons d’efficacité, on est amené souvent à choisir une fonction fitness plus sophistiquée que la fonction objectif. 

Sur la base de la fonction fitness, une génération suivante est créée en appliquant des opérateurs de « sélection », de « croisement » et de « mutation ».

· Schéma de base
Initialisation :	Soit X(0)  X, une population initiale

Etape n :	Soit X(n)  X, la population courante 
- sélectionner dans X(n) un ensemble de paires de solutions de haute qualité

- appliquer à chacune des paires de solutions sélectionnées un opérateur de « croisement »  qui produit une ou plusieurs solutions « enfants ».

- remplacer une partie de X(n) formée de solutions de basse qualité par des solutions « enfants » de haute qualité.

- appliquer un opérateur de mutation aux solutions ainsi obtenues ; les solutions éventuellement mutées constituent la population X(n+1).

· Opérateurs  utilisés
a. Sélection

La sélection – aussi bien celle des individus de haute qualité que celle des individus de basse qualité – comporte généralement un aspect aléatoire. Chaque individu xi de la population parmi laquelle se fait la sélection se voit attribuer une probabilité pi d’être choisi d’autant plus grande que son évaluation est hausse (basse dans le cas d’une sélection de mauvais individus). On tire au sort un nombre r au hasard entre 0 et 1. L’individu k est choisi tel que : 
La probabilité que xk soit choisi est ainsi bien égale à pk.

b. Croisement
Soit deux solutions x et y sélectionnées parmi les solutions de haute qualité. Un opérateur de croisement (crossover) fabrique une ou deux nouvelles solutions x’, y’ en combinant x et y. Par exemple, si x et y sont deux vecteurs de 0 et 1, un opérateur de croisement classique consiste à sélectionner aléatoirement deux positions dans les vecteurs et à permuter les séquences de 0 et de 1 figurant entre ces deux positions dans les deux vecteurs. A titre d’exemple, pour des vecteurs à huit composantes :
x   =   0    1    1    0    1    1    0    0
y   =   1    1    0    0    1    0    1    0
si les positions « après 2 » et « après 5 » sont choisies, on obtient, après croisement :
x’  =   0    1    0    0    1    1    0    0
y’  =   1    1    1    0    1    0    1    0
L’opérateur de croisement est utilisé pour favoriser la transmission des « bonnes sous-structures » des solutions parents aux enfants.

c. Mutation
Une mutation est une perturbation introduite pour modifier une solution individuelle, par exemple la transformation d’un 0 en un 1 ou inversement dans un vecteur binaire. Dans le TSP, une mutation peut être une permutation arbitraire de deux villes. En général, cet opérateur est appliqué avec une probabilité assez faible. Un but possible de la mutation est d’introduire un élément de diversification, d’innovation comme dans la théorie de l’évolution des espèces.
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