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Avant-propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants inscrit en premiére année systéme LMD, mathéma-
tiques et informatique.

Le contenu de ce polycopié, correspond au programme officiel de la matiére Algebre II en-
seigné en premiéere année.

Le manuscrit contient quatre chapitres :
- Espace vectoriel
- Application linéaire
- Matrices
- Résolution de systémes d’equations



Chapitre 1

ESPACE VECTORIEL

Dans ce chapitre, k désigne un corps commutatif.
1.1 Définition d’un Espace Vectoriel

Définition 1.1 On appelle espace vectoriel sur k ou k-espace vectoriel, tout ensemble non
vide E munt de deuz lois :
- une loi de composition interne (notée +)

+:ExFE — FE
(1.1)
(u,v) = U4

- une loi de composition externe (notée .)

kxE — F

(ANu)  — Au

qui vérifient les propriétés suivantes :

lL.u+v=v+u (pour tous u,v € E)

2.u+(w+w)=(u+v)+w (pour tous u,v,w € E)

3. 1l existe un élément neutre O € E tel que u+ 0 =u  (pour tout u € E)
4. Tout u € E admet un symétrique u’ tel que u + u' = O

5.lu=u (pour tout u € E)

6. a.(fu) = (af).u (pour tous o, €k, u € E)

7. (a+ ) .u=au+Bu (pourtous a,f €k, ueFE)



8. a.(u+v)=au+av (pourtous u,v € E, a € k)

Définition 1.2
Les éléments d’un espace vectoriel s’appellent des vecteurs. Ceux du corps k s’appellent des
scalaires.

Exemple 1.1
Soient k = R et £/ = R2. On définit la loi de composition interne comme suit

+:ExFE — F

((z,9), (@ y) — (zy)+ @ y) =@+, y+y)
et la loi de composition externe par

kxE — F

A (z,y) = A(z,y) = (Az, \y)

L’élément neutre de la loi interne est Ogz = (0,0) et le symétrique de (z,y) est (—z, —y).

Exemple 1.2
Les ensembles suivants sont des k-espaces vectoriels : R", C", R,, [X].
R,, [X] désigne I’ensemble des fonctions polynomiale de degré inférieur ou égale a n.

1.2 Sous Espace Vectoriel

Définition 1.3
Soient E un espace vectoriel sur k et F' C E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de
E st F' est un espace vectoriel sur k, pour les méme lois de E.

Proposition 1.1
Soient E un espace vectoriel sur k et F C E. Alors, F est un sous-espace vectoriel de E si
et seulement si

1. F#£¢

2.Vu,v e E,u+veF (1.3)

3.Vu e E.Va ek, aue F

Exemple 1.3

Soient F =R? F =R x {0} et k =R. On a F est un s.e.v (Sous-Espace Vectoriel) de E.
Proposition 1.2

Soient E un espace vectoriel sur k et F' C E. Alors, F' est un sous-espace vectoriel de E si



et seulement st

1.F+#¢

2. Yu,v € ENa,B €k, au+ pfv e F

(1.4)

Exemple 1.4

Soit E = {(z,y,2) € R®/x +y — 22 =0 } un sous ensemble de R3.
Montrer que F est un sous espaces vectoriel de R3.

(i)- F # ¢, car Ogs € F

On a: Ogs = (0,0,0) € E,car 0+0—2x 0=0.

(17)- au+ fv € E

Soient u = (z,y, 2) et v = (2/,y/, 2’) deux vecteurs de E et «, 5 € R donc,

r+y—22=0 N alr+y—22)=0
r+y —22=0 Bx+y —22")=0

= (ax + ') + (ay + BY) — 2 (az + 52') =0

= au+ v = (ax + B2’ ay + By, az+ f2') € E

de (i) et (i7) on déduit que E est un s.e.v de R3.
Proposition 1.3
Soient E un k—espace vectoriel et (F;),., une famille de s.e.v de E. Alors,
a. 'ﬂIFi est un sous-espace vectoriel de E.
S
b. En générale, on n’a pas toujour AU[Fz- est un sous-espace vectoriel de E.
1€

Preuve :
a. Notons I’ = ‘ﬂIFl-.
1€
1- F # ¢. En effet, 0 € F (puisque Vi € I,0g € F;).
2- Soit (u,v) € F2. Donc,
Viel,ueF;, et veeF,.

Alors,
Viel,u+veF;
d’ou
u+vekF

3- Soit (A, u) € k x F. Donc,

Vie I, \u € F;.
Alors,

Vi€ I, \u € Fj,
d’ou

Au € F.

D’aprés (1) ,(2) et (3) on déduit que 'ﬂIFZ» est un sous-espace vectoriel de E.
1€



b. Si on prend :

Fy={(z,y,2) € R¥/z =0 ou y=0}
et

Fy={(z,y,2) €ER¥/x =0 ou z=0}

on a : F} et I, sont des sous espaces vectoriels de R? mais F}; U F, n’est pas un sous espace
vectoriel de R3.
En effet, pour v = (0,1,0) et v = (0,0,1) on a : u,v € F; U F; mais u +v ¢ F; U F5.

1.3 Somme de sous espaces vectoriels

Définition 1.4
Soient E un k—espace vectoriel et Fy, Fy deux s.e.v de E. On définit l’ensemble Fy + F3
comme suit

Fl —+ Fg = {xl +3§'2/ ($1,ZC2> € F1 X FQ}

Proposition 1.4
Soient E un k—espace vectoriel et Fy, Fy deux s.e.v de E. Alors, Fi + F5 est un sous-espace
vectoriel de E.
Preuve :
Notons
F=F+F= {ZL’l + Zo; ($1,x2) € F x Fg}

1- F1—|—F27é(b En effet,
0 =0 +0g € F1 + F»

2- Soient u,v € Fy + Fy. Donc, 3 (x1,22) € F1 + Fy et 3 (y1,y2) € F1 + F tels que

U=x1+T9 et v=1y;+ Yo.

On a alors :
u+v = (1 +22) + (Y1 + ¥2)

= (1 +y1) + (22 + 12) € F1 + F3,

d’ot u+wv € Fy + Fs.
3- Soient A € k et u € F; + F,. Donc, 3 (x1,22) € Fy X Fy tel que

U= x1 + 29.

Alors,
A= A (z1 + 22)

= ()\{L‘l) + (/\ZL‘Q) € F + Fs,



d’ou \u € F.
D’apreés (1) ,(2) et (3) on déduit que 'ﬁIFZ» est un sous-espace vectoriel de E.
1€

Proposition 1.5
Soient Fi, Fy deux s.e.v d'un k—espace vectoriel E. On dit que Fy et Fy sont en somme
directe et on le note Fy ® Fy si Fy N Fy={0g}.

Proposition 1.6
Soient Fy, Fy deux s.e.v d’un k—espace vectoriel . On dit que Fy et Iy sont supplémentaires
dans Esi Fi® Fy,=FE , cest a dire FFNFy,={0g}et i+ F,=F .

Exemple 1.5
Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de R? tels que :

F={(z,y,2)eR3/z+y+2=0}

G={(r,y,2) eER*/r=y=0}

On a:
(a) ENF = Ogs: Soit k = (r,y,2) € R?

k=(z,y,2) e FNG & (k= (2,y,2) € F et k= (z,y,2) € G)
Sr+y+z=0etz=y=0)

r+y+z2=0

On obtient :

Alors, le seul vecteur de E' N F est le vecteur nul, donc £ N F = Ogs.

(b) F + G =R3: il faut montrer que n’importe quel vecteur uz = (z3,ys, 23) de R® s’écrit
sous la forme : ug = (x3,y3, 23) = u1 + ug = (1,91, 21) + (T2, Yo, 22) oW Uy = (21,y1,21) € F
et uy = (2,2, 29) € G. On obtient le systéme suivant :

T3 = X1+ T2 T3 = T1 + T2
Y3 = Y1+ Y2 Y3 = Y1+ Y2
23 = 21+ 22 -~ 23 = 21+ %2
x1+y1+2120 Z1 = —%1— Y1
To=1yy =0 To=1ys =0
on obtient :

Ty = X3

Y1 =1Ys

21 = —X3— Y3

Tog =1y =10

Zo = T3+ Y3+ 23



De (a) et (b) on déduit que : F & G = R3.

1.4 Familles Libres, Génératrices

1.4.1 Combinaison linéaire

Définition 1.4
Soit (u;);c; une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. I est un ensemble d’indice fini
ou infini. On appelle combinaison linéaire des vecteurs u;, tout vecteur w € E de la forme :

w =) o (1.5)
ieJ

ot J est une partie finie de I et «; € k.
Exemple 1.5
Soient u = (1,2,1), v = (1,-3,1), w = (0,1, 5) trois vecteurs de R3. On a :

1 1 0 -1
2u—3v+w=21 2 -3 -3 | + 1 = 14
1 1 5 4

On dit que le vecteur X = (—1,14,4) est une combinaison linéaire des vecteurs u,v et w.

1.4.2 Famille génératrice

Définition 1.5

Soit F' = {uy,us,...,u,} une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E. On dit que la
famille F est génératrice de E ou que F' engendre E si tout élément u de E est une com-
binaison linéaire des vecteurs de la famille F'.

Exemple 1.6

Montrer que la famille B = {u = (2,0) ,v = (1, —3)} engendre I’espace vectoriel R2.

Soit w = (x,y) € R2. Est ce qu'’il existe deux réels a et b tels que : w = au + bv?

on a:

T 2 1
w=au+bv & =a +b

Y 0 -3

r=2a+0b
=

y = —3b

=3+ k)

=
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Donc, pour tout vecteur u = (z,y) € R2, on peut trouver deux scalaires a = % (x + %y) et
b= —%y tels que : w = au + bv.
Ce qui montre que B est une famille génératrice de R2.

1.4.3 Famille libre

Définition 1.6

Soit F' = {uy,usg,......,u,} une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E. On dit que
la famille I est libre ou que les vecteurs (u;),. (12,..n) SOnt linéairement indépendants si et
seulement st :

Uy + oty + ... +ayu, =0 = a1 =ay = ....... =a, =0

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée ( les vecteurs (u;);e (12,..n) SOnt linéaire-
ment dépendants). C’est & dire

Exemple 1.7
1. Montrer que la famille B = {u = (2,0) ,v = (1, —3)} est libre.
Soient « et S deux réels

2 1 0
au+ v = Ogz = « +p =
0 -3 0
20+ 0
= =10
~8 0
az%ﬁ
=
5=0
=a=0=0

donc, B est une famille libre.
2. Montrer que la famille B’ = {u; = (2,0,1) ,us = (1, -3,2) ,u3 = (5, —3,4)} est liée.
On cherche trois scalaires aq, as et ag tels que :

(a1, a9, a3) € R3 = {(0,0,0)} et ayuy + asuy + azuz = Ogs
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Alors, on a :
2 1 ) 0
a1y + aug + agusz = Ops = g 0 + Qo -3 + as -3 = 0
1 2 4 0
2041 + Qg + 50&3 0
= —3as — 3as = 0
a1 + 209 + 4o 0

De I’équation (2), on trouve
g = —(Q3

On remplace ay dans 1’équation (3), on obtient
ay —2a3+4a3 =0 a1 = —2a3

Maintenant, si on remplace o; et ap dans 1’équation (1), on obtient (0 = 0).
Alors, on peut choisir ag = 1 (pour éviter (o, as, a3) € {(0,0,0)}). Donc on trouve oy = —2
et ag = —1.
Ce qui donne :
—2u1 — U + uz = Ops

cette relation est appelée relation de dépendance.

1.5 Base

Définition 1.7
Soit F' = {uy,ug, .....,u, } une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E. On dit que la
famille F' forme une base de E si elle est a la fois génératrice et libre.

Exemple 1.8

1. Montrer que la famille By = {P, =1+ X, P, = 2X, P3 = X — X?} forme une base de
Ry [X].

By est-elle libre ?

Soient aq, g et a3 des réels



12

041P1+O[2P2+C¥3P3:0R2[X] $a1(1+X)+&2(2X)—|—a3(X—X2):()
:>CY1+(061+2052+043)X+<—063)X2:0

051:0
= a1+ 209 + a3 =0
—Oé3:0

:>05120422063:O

donc, By est une famille libre.

By est-elle génératrice ?

Soit P = ag + a1 X + a;X? € Ry [X] ol ag, ar,as € R. Est ce qu’il existe trois réels a,b et c
tels que : P =aP, + bP; + cP3?

On a :

P=aP,+bP+cP3 & ag+ a1 X +axX? =a(l+X)+b(2X) +c(X — X?)
SataX+aX?=a+(a+20+c) X+ (—c) X?

a = Qo
S at+2b+c=aq
—C = Q2

a = Qo
__ —ap+taj+tag
S < b= 5

C = —Qay

Dongc, pour tout P = ag + a1 X + a3 X?* € Ry [X], on peut trouver trois scalaires a = ag, b =
=0t ot ¢ = —ay tels que : P = aPy + bP; + cPs.

Ce qui montre que B’ est une famille génératrice de Ry [X].

Alors B’ forme une base de R3.

2. Soit le sous espace vectoriel E de R?® défini par
E={(z,y,2) e R®/x + 2y — 2 = 0}

Déterminer une base de F.
Soit k = (z,y,2) € E, alors :

r+2y—2=0=z2z=0+2y

donc
= (z,y,2) = (z,y,x + 2y) = x(1,0,1) + y (0,1,2)

= U + Yyv,

avec u = (1,0,1) €e Fetv=(0,1,2) € E .
E est engendré par la famille {u = (1,0,1) ,v = (0,1,2)}
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Soient «, 5 € R, on a :

1 0 0
au+pv=0rp=al|l 0 | +41 1 | =1 0
1 2 0

« 0 0

=10+ B |=10

Q 203 0

a=20
a+26=0

alors la famille {u = (1,0,1),v = (0,1,2)} est libre.
Donc, elle forme une base de E.

1.6 Espace Vectoriel de Dimension Finie

1.6.1 Dimension d’un espace vectoriel

Définition 1.8
On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension fini s’il posséde une famille génératrice
finie. Dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

Théoréme 1.1
Soit E un k espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E ont méme cardinal,
n.

Définition 1.9
Ce cardinal n est la dimension de l’espace vectoriel E sur le corps k, on le note dim E.
Par convention, si E = {0g}, on note dim E' = 0.

Si F' est un sous espace vectoriel d'un k espace vectoriel E, alors
dim F < dim FE.

Exemple 1.9
¢ Soient E=R"et k=R
dim F = n.

En effet,
Soit u = (x1,...,z,) € R™
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On a
u= (21, ..., Tp)
= (21,0,...,0) + (0, 29, ...,0) + ... + (0, ..., 0, x,,)
=1 (1,0,...,0) + 22 (0,1, ...,0) + ... + £, (0, ..., 0, 1)
= > Tei,
i=1
oux; € Rete = (0,0,..., 1 ,...,O) € R"aveci € {1,2,...,n}.
i¢™Mecoordonnée

Donc, E est engendré par les vecteurs ey, es, ..., e, qui sont linéairement indépendants. Ce
qui montre que la famille {e;, ey, ..., €, } forme une base de E.
Alors,

dim F = Card ({e1, ez, ...,en}) = n.

¢ Soient E=Cetk=R

dim £/ = 2.
En effet,
Soit z=x+iyeC, z,y eR.
On a:
z=x+1y

:x><<1>+y><(z>
ul u2

Dongc, la famille {u;, us} est génératrice de E et comme elle est libre, alors elle forme une
base de E.
Alors,

dim £ = Card ({u1,us2}) = 2.

¢ Soient £ = C et k = C, avec méme raisonnement que précédent, on trouve :

dimFE =1
¢ Soient £ =R, [X]etk=R
dimE =n+1.
En effet,
Soit P =ag+ a1 X + ... + a, X" € R, [X]. ag, a1, ...,a, € R.
On a:

P=ay+a X+ ..4+a,X"

=aoXx1l+a xX+..+a, x X"
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ota; ERet P,=X"€R,[X]aveci€ {1,2,..,n}.
Donc, E est engendré par Py, Py, ..., P, qui sont linéairement indépendants. Ce qui montre
que la famille { P, Py, ..., P,} forme une base de E.
Alors,
dim E = Card ({Py, P, ..., P,}) =n+ 1.

Proposition 1.7

Soit E un k espace vectoriel de dimension finie n.

- Toute famille libre de n vecteurs de E est une base de E.

- Toute famille génératrice de n vecteurs de E est une base de F.

Cette proposition permet de prouver qu’une famille est une base sans avoir a vérifier les deux
axiomes (libre et génératrice).

Exemple 1.10
Soit B = {u; = (1,2,3) ,us = (0,0,3) ,uz = (1,0,5)} une famille de trois vecteurs de R3.
On a :

(i) Le cardinal de B égale a la dimension de R3

Card (B) = 3 = dimR?

(ii) La famille B est libre, car pour tout (aq, as, a3) € R? on a

1 0 1 0
Qa1U] + s + azus = Ops = 2 + Qo 0 + Qs 0 = 0
3 3 ) 0

Oél—i‘Oég:O
= 200 =0
3051+3CY2+5O&3:0

= ] = Qg = (g = 0
Alors, d’aprés (i) et (ii) on déduit que la famille B forme une base de R3.

Proposition 1.8

Soit E un k espace vectoriel de dimension finie n.

* Toute famille libre de E posséde au mazximum n éléments.

* Toute famille génératrice de E posséde au minimum n éléments.

Exemple 1.11
Soient les familles de vecteurs de R? suivantes

By = {us = (1,0,3) ,us = (0,4,1)}

BQ = {Ul = (1,2,0),1)2 = (1,071),1)3 = (1,3,—2) , Vg = (3,1,1)}

On a:
La famille B; n’est pas génératrice de R?, car B; a deux éléments est on sait que la famille
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génératrice de R3 doit contenir au minimum trois éléments.

mi 5 1 ibre, car B, uatre élémen n sait que un rtie libr
La famille By n’est pas libre, car By a quatre éléments est on sait que une partie libre de R?
doit contenir au maximum trois éléments.

Théoréme 1.2
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous espace vectoriel de E (F C E).
Alors F est de dimension finie et dim F' < dim F.

De plus
EF=F&dmFE=dmF

Théoréme 1.3
Soient Fy, Fy deux sous espaces vectoriels de dimension finies d’un espace vectoriel E. Alors
Fi + F5 et Fy N Fy sont de dimension finie et

dim (Fy 4 F3) 4+ dim (F} N Fy) = dim F; + dim F

Proposition 1.9

Sotent I, Fy sont deuxr sous espaces vectoriels de dimension finies d’un espace vectoriel E
de dimension finie.

Si Fy et Fy sont supplémentaire dans F, alors dim (Fy + F3) = dim E.

1.6.2 Coordonnées d’un vecteur dans une base

Soient E un espace vectoriel, F = {uy, us, ....., u, } une base de F et u un vecteur de E.
Ce vecteur s’écrit de maniére unique sous la forme

n
i=1
Les nombres \; sont appelés les coordonnées du vecteur u dans la base F.

Exemple 1.12
On considére la famille de vecteurs de R® suivante :

B={u; =(1,1,3),us = (0,2,1) ,u3 = (—1,4,0)}

Cette famille forme une base de R3, car elle est libre et de plus CardB = dim R3.
On cherche les coordonnées du vecteur X = (4,7,11) dans la base B. Donc il faut résoudre
I’équation vectorielle suivante

3

i=1
oll A1, Ay et A3 sont des scalaires.
Alors, on obtient le systéme suivant

M —A3=4 (1)
M +2X +4X3 =T ... (2)

B\ 4+ A =11 (3)
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De I’équation (1), on trouve
)\3 == )\1 —4

et de ’équation (3), on trouve
Ao =—3\ +11

On remplace Ay et A3 dans I’équation (2), on obtient

ce qui donne
A =—1

Alors,
A=14 et I3=-5

Donc, les coordonnées du vecteur X dans la base B sont —1, 14 et —5.

1.7 Rang

1.7.1 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 1.9

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F = {uy, U, .....,u,} une famille finie de
vecteurs de E.
On appelle rang de cette famille et on note rg (F) la dimension de Vect (uq, ug, ..., uy) .

Exemple 1.13
Soit F = {u; = (1,2,3) ,us = (0,0,3) ,uz = (1, —4,2) ,uy = (2, —2,2)} une famille de quatre
vecteurs de R3.

On a
rg(F) =3
En effet,
Vect (uy, us, ug, ug) = Vect (uq, ug, us)
car

Uy = Uy — Uz + U3

et on a {u; = (1,2,3),us = (0,0,3),uz = (1, —4,2)} est une famille libre de R3.

Proposition 1.10

1. La famille F est libre si et seulement si rg (F) =n = Card (F).

2. La famille F est génératrice de E si et seulement si rg (F) = dim E.
Preuve :

Notons F' = Vect (uy, ug, ....., uy), alors rg (F) = dim F

1. Si la famille (uy,ug, ....., u,) est libre, comme elle est génératrice de F', c’est une base de
F donc son cardinal n est la dimension de F' : n = rg (F).
Riciproquement, si n = rg (F), alors n = dim F’ donc la famille (u1, ug, ....., u,) est généra-

trice de F. Alors elle forme une base ce qui montre que la famille (uq, us, ....., u,) est libre.
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2. Si la famille est génératrice de E, alors F = F' d’ou dim £ = dim F' et rg (F) = dim E.
Si rg (F) = dim E, alors dim £ = dim F' et comme de plus, on sait que F' C E, on obtient
E = F, donc E = Vect (uy,us, ....., u,), alors la famille (uq,us, ....., u,) est génératrice de E.
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1.8 Exercices

Exercice n°1 :
Déterminer lesquels des ensembles Fy, Fh et Iy sont des sous-espaces vectoriels de R?

Fr={(z,y,2) eR?/z+3y—2: =0}
Fy =A{(z,y,2) e R%/a® +y* — 2* = 0}

Fs={(z,y,2) eR3/z (y? —2*) =0}

Exercice n°2 :

On consideére les familles de vecteurs de R? suivantes :

F1 = {Ul = (1, 1,3) , Ug = (1,2,0)}7 F2 = {?Jl = (170, —1) , Vg = (2, ]_, 1) , Vg = (3,0,0)} et
F3 = {’LUl = (1, 1,2) , Woy = (1,3,1) , W3 = (0,0, 1) , Wy = (2,4,0)}

Déterminer les familles libres, les familles génératrices de R? et les bases de R3.

Exercice n°3 :

Dans R3, Soient £ = {(x,y,2) E R®/z +y—22=0et y — 2 =0} et F le sous espace en-
gendré par : u = (1,2,3), v = (1,0, —2) et w = (0,4,1).

1. Montrer que E est un sous espaces vectoriel de R3.

2. Déterminer une base et la dimension de FE.

3. Déterminer une base et la dimension de F' N F.

Exercice n°4 :

Soient E = {(z,y,2) e R3/z+y—22=0¢et 20 —y — 2z = 0} ,

F={(z,y,2) € R3/x +y — 2z = 0} deux sous ensembles de R et u = (1,1,1), v = (1,0,1),
w=(0,1,1).

1. Montrer que E et F sont deux sous espaces vectoriel de R3.

2. Determiner une famille génératrice de E et montrer que cette famille est une base.

3. Montrer que {v, w} est une base de F.

4. At-on E @ F = R3.

5. Soit X = (z,y, z), exprimer X dans la base {u,v, w}.

Exercice n°5 :

Considérons le sous-espace vectoriel de R? défini par :
E={(z,y,2) eR3/z+y—22=0 et x—32=0}

1. Déterminer une base de E et préciser la dimension de F.

2. Déterminer dimF ot F est le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs
uy = (1,2,2),us = (0,6,—2),u3 = (1,5,1)

3. Déterminer £ N F'.

4. At-on E F =R3?




Chapitre 2
APPLICATION LINEAIRE

2.1 Définitions et Propriétés

Dans cette section, I/ et F' sont des k—espaces vectoriels.

Définition 2.1
1. Une application linéaire de E dans F ( ou morphisme de k-ev) est une application f :
E — F telle que :

L. flutv)=f(u)+f(v)

2. flau) = af (u)
pour tous les éléments u,v € E et tout a € k.
On note L (E,F) (ou Ly (E, F)) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.

(2.1)

2. On dit que f : E — E est un endomorphisme de E si et seulement si f est linéaire.
On note L (E) (ou Ly (E)) l'ensemble des endomorphismes de E.

Exemple 2.1 Soit application f : R? — R? telle que :
f(x,y) = (x—y,2x,—x + 3y) (2.2)
Pour tous u = (x,y),v = (2',y') € R? et tout « Ek=Rona:
flutv)=fl+2y+y)

=((@e+2)—(+y).2@+2), —(x+2)+3@y+y))

=(r—y,2z,—x+3y)+ (' — ¢, 22", —2' + 3y')

= f(zy)+ [ y)

= f(u)+ f(v)

20
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et
f(au) = f(az, ay)

= (ax — oy, 20z, —ax + 3ay)
= a(z —y, 2z, —x + 3y)
=af (z,y)

=af (u)

D’ou f est une application linéaire.
Exemple 2.2 Soit application ¢ : R? — R? telle que :

9(z,y) = (z —y,zy) (2.3)

On vérifie que cette applications n’est pas linéaire. ( c’est a dire 'une des deux conditions
n’est pas vérifiée ou les deux conditions ne sont pas vérifiées).
Par exemple si on prend les deux vecteurs suivant v = (1,2) et v = (3, —5), on a :

g(u+v)=g(4,-3)=(7,-12)

et
g(u)+g(w)=(-1,2)+ (8, —15) = (7,—13)

ce qui montre que l'application g n’est pas linéaire.

On remarque aussi que la deuxiéme condition n’est pas vérifié. ( On peut prendre u = (5, 2)
et o = 3).

Définition 2.2

1. On dit que f : E — F est un isomorphisme de E sur F' si et seulement si f est linéaire
et bijective.

2. On dit que f : E — E est un automorphisme de E si et seulement si f est linéaire et
bijective.

3.5 F=ket f: E— F linéaire, alors on dit que [ est une forme linéaire sur E.

Remarque 2.1 Si on prend o = 0 dans (2.1), alors on trouwve f(0g) = Op. Donc si
f(O0g) # O, alors lapplication f n’est pas linéaire.

Exemple 2.3 Soit 'application h : R? — R? telle que :

hiz,y)=(r—y,y+2) (2.4)

h(OE) = h(0,0) = (0>2) 7£ Or
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Donc, 'application h n’est pas linéaire.
Propriété 2.1

On dit que Uapplication f : E — F est linéaire si et seulement si pour tous les éléments u,v
€ E et tous les scalaires o, € k, on a :

flou+ o) = af (u) + 5[ (v) (2.5)

Propriété 2.2
Soient f,qg deux applications linéaires de E dans F et \ € k. Les applications f + g et \f
définies par (f + g) (u) = f(u) + g (u) et (Af) (u) = Af (u) sont linéaires.

Preuve :
Soient u, v des vecteurs de E et «, 5 des scalaires de k. On a alors :

(f + g) (au + Bv) = f (au + Bv) + g (au + Bv)
= af (u) + Bf (v) + ag (u) + Bg (v)

= a(f (W) +g)+B8(f(v)+g)
=a(f+g) (W) +B(f+9) ()

d’ou ’application f 4 g est linéaire.

On a aussi : (Af) (a + Bv) = Af (au + Bv)
= Aaf (u) +Bf (v)
= a (M (u) + B (Af (v))
= a(Af) (u) + B (Af) (v)

ce qui montre que \f est linéaire.

Propriété 2.3
Soient f: E — F et g: F — G deux applications linéaires. L’applications go f est linéaire.

Preuve :
Soient u, v des vecteurs de E et «, 5 des scalaires de k. On a alors :

(g0 f) (au+ pv) = g (f (au + fv))
=g(af(u)+Bf(v))

= ag (f (u) + By (f (v))
=a(gof)(u)+B(gof)(v)
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d’ou 'application g o f est linéaire.
Proposition 2.1
Supposons E de dimension n > 1. Soit (e1,._,e,) une base de E et soit f : E — F une

application linéaire bijective ( f est un isomorphisme). Alors, (f (e1),..., f (en)) est une base
de F.

2.2 Image et Noyau

Proposition 2.2
Soient E, F deux k-evet f e L(E,F).
1. Pour tout sev Fy de F, limage réciproque f~'(Fy) est un sev de E.
2. Pour tout sev Ey de E, l"image directe f (E1) est un sev de F.
Preuve

1) (La) f71(F) #0: f(0g) =0 donc 0 € f~1(F)
(1.b) Soient v, B € k et (u,v) € (f~* (F}))*. On a:

Flou+ Bv) = af (u)+ Bf (v) € Fy

et donc
au+ fv € f71(Fy)

D’aprés (1.a) et (1.b) on déduit que f~! (F}) est un sev de E.
2) (2.a) f(E1)#0D: f(0g) =0p donc 0p € f (E1)
(2.b) Soient o, B € k et (X,Y) € (f (Ey))>. 1l existe (z,y) € (E1)* tel que :

X=Ff(z) et Y =F(y)

aX +BY =af (x)+B8f (y)

= f(ax+By) € f(E1)
D’aprés (2.a) et (2.b) on déduit que f (E;) est un sev de F.

Définition 2.3
Soient E,F deur k-evet f € L(E,F).
On appelle image de [ et on note Im (f), le sous espace vectoriel de F défini par :

Im(f)=f(E)={yeF;rc E,y=f(v)}

Définition 2.4
Soient E, F deux k-evet f e L(E,F).
On appelle noyau de f et on note ker (f), le sous espace vectoriel de E défini par :

ker f = f1 ({0r}) = {x € E/f (x) = 0}
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Exemple 2.4
On considére 'application linéaire

f: R3 — R2

(lE,y,Z) — (l‘+y,y—22’)

Déterminons I'image de f et le noyau de f.

Noyau de f :
Soit u = (z,y, z) € R3 tel que f (u) = Oge
On a:
f(u) :OR2 — (‘T+y7y_2Z) - (070)
r+y=20
<~
y—2z=0
T =—2z
<~
Yy =2z
Alors,

u=(x,y,2) = (—22,22,2) = 2 (—2,2,1)

Donc, ker (f) est le sous espace vectoriel de R? engendré par le vecteur X = (—2,2,1).
ker (f) = Vect (X =(-2,2,1))
Image de f :
Soit u = (z,y,2) € R®* . On a :
fu) = (x+yy—22)
= (,0) + (y,y) + (0, =22)
=2 (1,0) +y(1,1) + 2 (0, -2)

Donc, Im ( f) est le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs Y = (1,0), Z = (1, 1)
et T'=(0,-2).

Im (f) = Veet (Y = (1,0),Z = (1,1),T = (0, —2)).

On remerque que Im (f) = R?.
Proposition 2.3

Soient E,F deur k-evet f € L(E,F).
1. f est injective si et seulement si ker (f) = {Og}
2. [ est surjective si et seulement si Im (f) = F
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Preuve
1) (=) Supposons que f est injective. Soit u € ker (f). Alors

f(u)=0p = f(0g)

d’ou puisque f est injective, alors u = Og. Ainsi ker (f) = {0g} .
(<) Supposons que ker (f) = {Og}. Soient u,v € E tel que f (u) = f (v). Alors,

fu)=f(v) <= fu)=f{)=0F

<:z>f(U—U)ZOF

et donc
u—v€ker(f)={0g}
D’ou
u="v
2)
f est surjective <= Vy € F,3dx € F,y = f(x)
<~ f(E)=F
<~ Im(f)=F

2.3 Rang d’une Application Linéaire

Définition 2.5
Soient E, F deux k-ev de dimension finie et f € L(E,F).
On appelle rang de f et on note rg (f), l'entier naturel défini par :

rg (f) = dim (Im f)

Théoréme 2.1 (Théoréme du rang)
Soient E, F deux k-ev de dimension finie et f € L(E,F).
Ona:

rg (f) = dim E — dim (ker f)

Exemple 2.5
On considére 'application linéaire

[ R[X] — Ry [X]
P +— (2-X)P—P

Déterminons le rang de f .
On a:

rg (f) = dim (Im f)
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Image de f :
Soit P = ag + ayx + asx®> € Ry [X] . On a:

f(P)=@-n)P — P
= (2 — ) (a1 + 2a2z) — (ag + a7 + ax?)
= 2a; — ag + (—2a; + 4as) x — 3asz?

= (—ap) X 1+ (2a1) x (1 — ) + (=3az) x x2
Donc, Im (f) est le sous espace vectoriel de Ry [X] engendré par Py = 1, P, = 1 — x et
P2 = .I'Q.
Im (f) = Vect (R, 1, P)
Comme la famille {Py =1, P, =1 — x, P, = 2} est libre, car pour tout a, 3,7 € k = R on

a
aPy+ P+ P =Opyix) = (1) + (1 —z) + v (2%) =0

= (a+0) —Bx+vy2*=0

a+p8=0
v=0

Alors, cette famille forme une base de Im (f) et de plus dim (Im (f)) = 3. Ce qui donne
rg (f) = 3.

2.4 Inverse d’une Application Linéaire

Définition 2.6
Soient E, F deux k-evet f € L(E,F).
L’application f : E — F est dite inversible si, pour tout Y € F, l’équation Y = f(X) admet
une unique solution X € E.

Exemple 2.6
- Lapplication f : R?* — R3 telle que f (z,y) = (v — 2y, 2x — 4y, 3z — 6y) n’est pas inversible,
car il existe Y = (0,4,5) € F = R? tel que l'équation f (z,y) = (0,4,5) n’admet pas des
solutions dans R2.
- L’application g : R? — R? telle que g (z,y) = (z + 2y,0) n’est pas inversible, car il existe
Y = (3,0) € F = R? tel que ’équation g (z,y) = (3,0) admet au moins deux solutions dans
R2.
- L’application h : R® — R3 telle que h (x,y,2) = (z + vy, y,x — 22) est inversible, car pour
tout Y = (2/,y/,2") € F = R3, Uéquation Y = f (X) admet une unique solution X € E = R?
de la forme :

X = (I/ _ y/7y17 % (J}/ _ y/ _ Z/)) )
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Définition 2.7
Soient E,F deuzr k-ev et f € L(E,F) inversible. Alors sa réciproque f~! : F — FE est
définie par

71 (Y) = (Punique X € F tel que Y = f(X) )

et on a;

VX eE: f(f(X)) =X

et
Y

VY eF:f(f(Y))

c’est a dire
flof=Idg et fofl'=Idp

Exemple 2.6
On considére ’application linéaire suivante :

f: R3 — R3
(a:,y,z) — ($+yay7$_22)

Soit YV = (2/,¢/,2') € R® tel que Y = f(X).

On a:
YV=fX)e@y,)=f(ry2)=(r+yy1—22)
r+y=2a
& y=y
r—2z=2

CL’:JJ/—y:I‘/—y/
S y=y
r=3@—2) =5 -y —7)

Donc, pour tout vecteur Y = (2/,4/, 2) € R3, il existe un unique élément
X=-y v, i@ -y —2)) e R tel que Y = f(X).
Alors 'application f est inversible et sa réciproque est définie par :

f_l : R3 — R3

(l‘/, y/’ ZI) N ([El _ Z//, y/’ % (ZL’/ o y/ o z/))
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2.5 Exercices

Exercice 1
Soit f : R® — R? une application définie pour tout v = (x,vy, 2) € R par :

[y, 2)=(@+2y—z,2+y+2)

1. Montrer que f est linéaire
2. Déterminer ker f et Im f.

Exercice 2
Soit f un endomorphisme de R* dont I'image de la base canonique By = {ey, €2, 3} est

fler) =e1 —3ex+e3
f (62) = 461 — 262 + 563

f (63) = €1 + €9 +363

1. Pour tout u = (x,y, 2) € R?, déterminer f (u).
2. Déterminer le noyau de f.
3. Donner une base de I'image de f.

Exercice 3
On considére Papplication linéaire f : R* — R3 définie par :

[ (@1, 29,23, 24) = (221 + Ty — T4, T, + 322, T3 — 414)

Déterminer le noyau et 'image de f.

Exercice 4
Soit f : R® — R? une application linéaire vérifiant :

f(1,2,4)=(3,-2,1)
f(3,0,1) =(1,4,2)

£(0,0,2) = (0,-3,5)

1. Calculer f(5,3,7).
2. Déterminer f (x,y,z) ou (z,v, z) € R3.

Exercice 5
Soit £ = R,, [X] 'espace vectoriel de polyndmes de degré inférieur ou égale anet f : E — FE
définie par :

f(P)=P+(1-X)P

Montrer que f est une application linéaire et donner une base de ker f et une base de Im f.



Chapitre 3
MATRICES

3.1 Définitions

3.1.1 Matrice

Définition 3.1 Soient n, m deux entiers strictement positifs. Une matrice n X m a coeffi-
cients dans k est un tableau d’éléments de k a n lignes et m colonnes, que l’on note

a1 12 I A1m
921 929 N Aom
(aij)1<i<cn = | - : : (3.1)
1<<m
[07%%} (07%)] Ce Apm

Les a;; sont appelés les coefficients de la matrice.
L’ensemble des matrices & n lignes et m colonnes a coefficients dans k est noté par M, ,,, (k).

Exemple 3.1 Soit

2 3
A=10 =5
3 4

A est une matrice a 3 lignes et 2 colonnes a coéfficients dans R, donc A € Mz, (R).
L’élément ass se trouve dans la troisiéme ligne et la deuxiéme colonne, donc ags = 4.

Définition 3.2
Soit A = (a;;)1<i<n une matrice de M, ., (k).

1<5<n
Si n = m, la matrice A est dite matrice carrée. L’ensemble des matrices carrées d’ordre n

29
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est noté par M, (k).

ay; a2 . . . QAip
21 Q22 . . . Q9pn

A= (3.2)
Ap1 Qp2 . . . QApp

Si n =1, la matrice A est dite matrice ligne.

A:((ZH a2 . . . Cle) (33)

St m =1, la matrice A est dite matrice colonne.

Définition 3.3
Une matrice A = (ai;), <ij<n dont tous les éléments sont nul est appelée matrice nulle.

000 ..0
0 0 0
0
A= =(0) (3-5)
. 0
0 0 0

Définition 3.3

Soit A = (ay), <ij<n UNE matrice carrée. Les éléments a;; s appellent les coefficients diago-
naux de A.

Définition 3.4
On dit qu’une matrice est diagonale lorsquelle est carrée et que ses coefficients non diagonaux
sont nuls. Elle est de la forme :

a1 0 0 .. 0

0 a9 0 0

0 0 (3.6)
0

0 0 .. 0 Ann
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Définition 3.5

On dit qu’une matrice A est triangulaire supérieure ( respectivement : inférieure) lorsquelle
est carrée et que ses coefficients non diagonaux en dessous ( respectivement : au dessus) de
la diagonal sont nuls.

Matrice triangulaire supérieure : a;; = 0 pour tout © > j

apix a2 a1z . . Qip
0 azx as
0 0 ass (3 7)
0 . .. 0 apn
Matrice triangulaire inférieure : a;; = 0 pour tout i < j
aiq 0 0 0 . 0
asr azx 0 0
az; ap; azz 0 (3 8)
0
QAp1 . . .. Qpp

Définition 3.6
On appelle matrice identité d’ordre n, la matrice carrée d’ordre n dont les éléments de la
diagonale sont égaux & 1 et tous les autres sont égaux o 0. On la note I,.

100 . .0
010
=001 (3.9)
.0
0 0 1

3.1.2 Egalité de deux matrices

Définition 3.7

Soient A = (ai;) 1<i<n €t A = (b;j)1<i<n deux matrices de M, ., (k). On dit que A = B si
1<j<m 1<j<m
tous les éléments de A sont égaux au éléments correspondants de B.

Exemple 3.2
Soient

2 x 3 2 4 3
A‘(o y+x 7> ct B_(O—l 7)
Déterminons x et y pour que les deux matrices soient égales.

r=4 r=4
A=B <& e
r+y=-1 Yy=—95
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3.1.3 Transposée d’une matrice

Définition 3.8

Soit A = (aij)1<i<n une matrice de M, , (k). On appelle transposée de A la matrice
1<j<m
(aji)i<j<m de My, ., (k) et on note 'A
1<i<n

'A = (aji)i<j<m (3.10)
1<i<n
Exemple 3.3
Soit
12 01
A=11 1 0 1
30 21
Alors,
11 3
2 10
t A —
A= 0 0 2
1 11

3.2 Opérations sur les Matrices

3.2.1 Multiplication par un scalaire

Définition 3.9
Soit A = (aij) 1<i<n une matrice de M, ,, (k) et A € k. Le produit de A par A est la matrice

1<j<m

AA de M, ,, (k) définie par
A = (Majj) 1<i<n - (3.11)

1<j<m

Exemple 3.4
Soit la matrice

2 1 3
A:(35—4>

6 3 9
3A‘<9 15 —12)

3.2.2 Somme de deux matrices

alors,

Définition 3.10

Soient A = (a;j) 1<i<n €t B = (b;j) 1<i<n deux matrices de M, , (k). La somme des matrices
<j<m 1<j<m

A et B est la matrice A+ B de M,,, (k) définie par
A+ B = (ai; + bij) 1<i<n - (3.12)

<j<m
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Exemple 3.5
Soient
2 -5 1 2
A=1 3 1 et B=1| -4 1
5 0 -2 3
alors, on a :
3 -3
A+B=1[ -1 2
3 3
et
1 -7
A-B=A+(-1)xB=|[T7 0
7 =3

Propriété 3.1
Soient A et B deux matrices de M, ., (k). Soit A € k. Alors, on a :

tlA)=A , '(M)=MNA et '(A+B)='A+'B, (3.13)

Propriété 3.2
Soient A une matrice de M, , (k) et B une matrice de M,,, (k). Alors, on a :

Y(AB) = (*B) (*A) (3.14)

Propriété 3.3

Soient A, B et C trois matrices ayant la méme dimension, « et [ deux scalaires.

1. A+ B=B+A qui caractérise la commutativité de ['addition matricielle.

2. A+ (B+C)=(A+ B)+C qui caractérise l'associativité de l'addition matricielle.
3. a(A+B)=aA+aB

4. (a+P)A=aA+ A

5. a (BA) = (af) A

3.2.3 Produit de deux matrices

Définition 3.11

Soient A = (ai;) 1<i<n une matrice de M, , (k) et B = (b;;)1<i<m une matrice de M, (k).
1<j<m 1<j<p

Le produit des matrices A et B est la matrice A x B de M, , (k) définie par

A X B = (¢;j)1<i<n (3.15)

1<j<p

avec

Cij = Zaik X bkj (316)
k=1
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Exemple 3.6
Soient
2 —1
A=11 1 et B = ( ; :1)) 1 )
3 2
alors, on a :
A x B = (cij)i<i<3
1<5<3
Donc,

2 9
011:Ea1k><bk1:0 ; C12:Ea1k><bk2:—1 , 013:Ea1k><bk3:3
=1 =1 =1

2 2
Co1 = E Ao X by =3, oo = E Ao X bgo =4 |, ca3 = ) agp X by =3

2

k=1 k=1 k=1
2 2 2
c31 = Z%k Xbp =7, c32= Z%k Xbe=9 , c33= Z%k X bpg = 8
k=1 =1 k=1
Alors,

0 -1 3
AB = 3 4 3
7 9 8

Remarque 3.1
Le produit matriciel n’est pas commutatif.

2 -1 1 1
A:<1 1> et B:<23)
0 —1 30
aw=(07) w mas(20)

Nous voyons bien que le produit matriciel n’est pas commutatif : AB # BA.

Exemple 3.7
Soient

alors, on a :

Propriété 3.4

Soient A, B et C trois matrices. Si les opérations indiquées existent, alors on admettra les

égalités suivantes :
1.A+B=B+ A
2.Ax(B+C)=(AxB)+(Ax ()
3. (A+B)xC=(AxC)+(BxC(C)
4. Ax(BxC)=(AxB)xC
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Définition 3.12
Soient A = (a,-j)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n et k un entier naturel non nul. On
définit la puissance k-éme de A comme suit :

k fois la matrice A (317)
A’ =1,
Exemple 3.8
Soit
3 4

=(21)
alors, on a :

3 4\/3 4 17 16

9 . —

et

17 16 3 4 83 &4
3 _ 2 _ _
A_AXA_(S 9)(2 1)‘(42 41)
3.2.4 Inversion d’une matrice

Définition 3.13
Soit A = (aij),<; j<, une matrice de M, (k). On dit que A est inversible s’il existe une
matrice B de M, (k) telle que AB = BA = 1I,,. On note A~! = B.

Exemple 3.9
Soient
2 5 3 =5
A:(1 3> ol B:<—1 2)
On a:
AB — 2x34+5x(-1) 2x(=5)+5x2) (10
S\ 1x3+3x(—=1) 1x(-5)+3x2 ) \0 1
et

3x2+(=5)x1 3x5+(=5)x3 10
BA:((—X1)><2+2§2 (—X1)><5+2§3>:(0 1)

La matrice A est donc inversible d’inverse B. A~! = B.

Propriété 3.5
Soit A une matrice carrée inversible. Alors,

() =t (47

| (3.18)
(AH =4



36

Proposition 3.2
Soient A et B deux matrices carrées inversibles de méme dimension. Alors,

(AB) ' =DB7147!

Preuve
1l suffit de montrer que (B~'A™1)(AB) = (AB) (B~ 'A™')=1.
On a:
(B'A)(AB)= B (A'A)B=B'IB=B"'B=1
et

(AB)(BYAY) = A(BB V) A" = ATA1 = AA1 = |

Proposition 3.3
Soit A une matrice carrée d’ordre deux définie par

a b
A=

c d
avec ad — cb # 0.
Alors, A est inversible et

d b
ad—cb " ad—cb
Al =
- adicb adgcb

Preuve
On vérifie que AA ' = A"1A=1,.

Méthode de (GGauss pour inverser une matrice

Soit A = (aij),<; ;<, une matrice de M, (k). Cette méthode consiste a faire des opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité I,.
Ces opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A sont :

Donc pour appliquer cette méthode, a coté de la matrice A, on rajoute la matrice identité
pour former le tableau suivant :

a1 a2 . . QAip ‘ 1 0 . 0
a1 Qoo .0 1.
AlL): | ]
. o
(n1 pn, | 0 0 . 1
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Sur les lignes de cette matrice ( appelée matrice augmentée), on effectue des opérations
élémentaires jusqu’a obtenir le tableau

10 . .0 | b11 b12 .o bln
o1 . . . | b21 b22
(I.|B): | . : -
00 1 | bm . bun
Alors, A~ = B.
Exemple 3.9
Soit
1 21
A=1 3 1 2
2 11
Voici la matrice augmentée
121|100 Ly
(AllL): {31 2] 010 Ly
21 11] 001 Ls

On effectue les opérations élémentaires suivantes Lo < Lo — 314 et Lg < L3 — 2L, alors,
on touve la nouvelle matrice augmentée suivante

1 2 1 | 1 00\ LY
(AVBDY: 0 -5 -1 | =3 1 0 | LY
0 -3 -1 | -201) 1

On multiplie la ligne Lél) par (—1) (cest & dire Lgl) —(-3%) Lgl), on obtient

1 2 1] 1 0 0 L
|

R I T T R
|
0 -3 -1 |

—2 0 1 L

on effectue I'opération élémentaire suivante Lgf) — Léz) + 3L(22), alors, on touve

1 2 1 ] 1 0 0 L
|

A9B9): o1 b s b 0| o
|
2

00 2l 1) g
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On multiplie la ligne ng) par (—2) (c’est a dire ng) — ng3), on obtient

1 2 1|1 0 0 L'
|
(A9B®Y: o 1 1|2 -1 g LY
|
1 3 5
o o 13 353 -3/ ¥

on effectue les opérations élémentaires suivantes Lgl) — L§4) 1L§4) e

alors, on touve

5

1 2 o | L1 -2 3 L
|

(A®BGY: o 1 o] L -1 1 LY
|

o o 1] L1 3 3 ¥

on effectue 'opération élémentaire suivante L§5) — Lg‘r’) — 2L§5)

1 1 3
10 0 ; -3~z 3
(A®BO): | 0 1 oi : -1 :
1 3 5
o0 1] 5 5 =3
Par cnséquent,
_1 1 3
2 2 2
— 1 1 1
At =1 5 -5 3
1 3 _5
2 2 2

3.3 Déterminant

3.3.1 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2

Définition 3.14

, alors, on touve

LY
LY

LY

Soit A = (ai;),<; j<o une matrice de Ms (k). On appelle déterminant de A, le nombre noté

det A ou |A|
_ | an a2 |
det A= |A| = = Q11022 — (21012
21 (22
Exemple 3.10 Soit
3 4
A= ( - ) .
Alors,
3 4
det A = |A| = - =3xT7-5x4=1.

(3.19)
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3.3.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Définition 3.15
Soit A = (aij),<; j<, une matrice de M, (k). On définit le déterminant de A comme suit :

det A= (=1)"ay x |A;|, Vie{l,..n}. (3.20)
j=1

ol Ay; est la matrice obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne. Son détermi-
nant |A;j| s’appelle le mineur de a;; dans A et le nombre (—1)"7 x |Ay;| est appelé cofacteur
de a;; dans A.

Remarque 3.2
Pour calculer det A. On peut développer suivant la j-éme colonne

det A= "(=1)"a; x |Ayl, Vje{l ...,n} (3.21)
=1

Exemple 3.11
Soit
a1; a2 as
A= 21 Q22 A23

a31 @32 Aa33
Pour calculer det A on développe suivant la premiére ligne. Alors, on a :

11 a2 13

3
det A = a91 Qo2 Q93 | = Z (—1)1+] ai; X |A1j‘
=1

a31 Q32 as3 J
Q22 Q23 Q21 Q23 Q21 Q22
= ay1 — Q12 + a3
32 Aa33 a31 Aass a3; a3z

= a1 (CL22CL33 - a32a23) — Q12 (a21a33 - a31a23) + a3 (a21a32 - a31a22)

On peut développer suivant la 2-éme colonne

a1 a2 a13 3 _
det A = Q91 Q99 QA93 | = Z (—1)Z+2 A9 X |A12|

asy azz2 G33 i=1

(21 Q23 11 A3 11 a3
= —a12 + @99 + azo

a31 ass a3; ass Q21 A23

= —a12 (CL21G33 - CL316L23) + a9 (CL116L33 - CL316L13) — a3z (CL11G23 - a21a13)
Exemple 3.12 Soit
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On peut développer suivant les lignes ou les colonnes. Développons selon la premiére ligne

detA=|3 -1 2 |=
4 5 =3 j

12 1| s |
(=)' ay; x | Ayl

=1
-1 2

+1 X 3 -1
5 =3 4 5

2
-3

- W

-2

= ((=1)(=3) =5 x2) —2(3(~=3) =4 x2) + (3x 5 —4(—1)) =46

On peut vérifier le résultat si on développe suivant la 2-éme ligne ou la 3-éme ligne. Déve-
loppons suivant la 3-éme ligne

(—1)* az; x | As)]
1

1 2 1 3
detA=|3 -1 2 |=

4 5 =3 Jj=
2 1

-1 2

N

11 1 2
3 2

-5

=42x2—-(-1)x1)—=5(1x2-3x1)—3(1x(—1)—3x2)=46
Développons selon la premiére colonne

12 1 s
detA=1]3 -1 2 = Z (—1)Z+1 ;1 X ’A11|
4 5 =3 i=1

-1 2

5 _3 +4 x

=1x

1
5 —3 -1 2

-3

= (1) (=3) =5 x2)—3(2(=3) =5 x 1) +4(2x 2 — (—1) x 1) = 46

On peut vérifier le résultat si on développe suivant la 2-éme colonne ou la 3-éme colonne.
Développons suivant la 3-éme colonne

detA=|3 -1 2 |=

1 2 1 3
4 5 =3 i=

(‘1)i+3 a;3 X |Ai3|
1

3 —1 2
=1x|, - '—2>< 5’%—(—3)><

12‘

1
4 3 -1

—1(83x5—-4x(—=1)—2(1x5—-4x2)—3(1x(—=1)—3x2)=46
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3.3.3 Les propriétes des déterminants

Propriété 3.6
Soient A et B deux matrices carrée d’ordre n. Alors, on a :

l.det (AB) = det A x det B
2.det A = det (*A)

3.det A~ = det + dans le cas ou A est inversible

Propriété 3.7
Le déterminant d’une matrice est nul si et seulement si les vecteurs lignes ou vecteurs co-
lonnes sont liée.

Exemple 3.13
Soit
2 10 -3 2
A_(B 15) ’ B_<—6 4)
On a : det A = 0 car la deuxiéme colonne est égale a 5 fois la premiére colonne. det B = 0
car la deuxieme ligne est le double de la premiere ligne.

Propriété 3.8
Si l'on échange deux lignes ou deux colonnes d’un déterminant, celui-ci change de signe en
gardant la méme valeur absolue.

Exemple 3.14
Soit

Ona:

Propriété 3.9
Si on multiplie une ligne (ou colonne) d’une matrice par un réel X\, le déterminant de la
nouvelle matrice est multiplié par .

Exemple 3.15
Soit

-(31)

6 3
‘7 5‘—9—3><detA

Ona:
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Propriété 3.10
Si on ajoute a une ligne (ou colonne) un multiple d’une ligne (ou colonne), le déterminant
ne change pas.

Exemple 3.16

Soit
1 1 1 1
2 5 3 6
A= -3 3 0 4
4 2 1 7
On a
1 1 1 1
2 5 3 6
det A = a30 417 10
4 2 1 7

On utilise la propriété (3.10) pour obtenir des 0 dans une ligne ou une colonne.

Si on ajoute a la deuxiéme ligne, la premiére ligne multipliée par —1 (Cy — Cy — C4) et a
la troisiéme ligne, la premiére ligne multipliée par —1 (C3 — C3 — () et a la quatriéme
ligne, la premiere ligne multipliée par —1 (Cy — Cy — C}). On obtient :

det A = =| 6 3 7
3 6 3 7T ) s a
4 -2 -3 3

Si on ajoute la premiere colonne multipliée par (—%) a la deuxiéme colonne (Cy — Co— %C’l)
et la premiére colonne multipliée par (—%) a la troisiéme colonne (C3 — C3 — %C’l), on
obtient :

3.0 0 L
detA=| 6 1 -1 :3’ : 1z |=3(F—-1)=10
9 I 1 T3 3
3 3

Proposition
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est inversible si det A # 0. De plus on
a:

Al=_1'C

T detA

ou C est la matrice de cofacteurs. C' = (cij), <, ;<, avec ¢;; = (=) |Ayl .

Exemple
Soit la matrice

on a: det A =8 # 0, donc la matrice A est inversible et on a :

A= Llo

T detA
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On calcule les cofacteurs

4 1 21 2 4
011:‘7 2’:1 012:—'3 2‘:—1 013:‘3 7’:2
3 5 1 5 1 3
021:—'7 2‘:29 022:‘3 2’:—13 623:—‘3 7‘:2
3 5 1 5 1 3
031:‘4 1’:—17 C32:—‘2 1‘:9 633—'2 4‘:—2
Alors, la matrice C' est
1 -1 2
C = 29 —13 2
-17 9 =2
par conséquent
1 29 _ 17
8 2
1 29 —17
At=1( -1 -13 9 |=] -+ -8B 2
2 2 —2
1 1 _1
4 4 4

3.4 Les Matrices et les Applications Linéaires

3.4.1 Matrice associée a une application linéaire

Dans cette section, F et F' sont des k-espaces vectoriels de dimension finie. On pose
m =dim E et n = dim F. Soit Bg = (uy, ug, ....., Uy,) (respectivement Br = (v, va, ....., v,))
une base de E (respectivement F').

Définition 3.16

Soit f une application linéaire de E dans F. La matrice de f dans les bases Bg et Bp notée
Mg, B, (f) est la matrice a n ligne et m colonne a coefficients dans k, dont les éléments de
la j-éme colonne sont les coordonnées du vecteur f(u;) dans la base Bp.

Mpy.e (f) = (ai) 1510 (3.22)

1<j<m

avec
n

flw) = Zaij X v; (3.23)

=1
Exemple 3.17
Soit f une application linéaire de R? dans R? définie par

f(2,y) = 2r+y,z+y,3y)

pour tout (z,y) € R?.
On consédere les bases canoniques de R? et R3. Soient By = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} une
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base de R? et By = {e}] = (1,0,0), €5 = (0,1,0),e5 = (0,0,1)} une base de R? .
On a:
fle) =(2,1,0) =2xei +1xey+0xe;

donc les éléments de la premiére colonne sont 2,1 et 0.
fle2)=(1,1,3) =1xe) +1xeh+3x¢eh

donc les éléments de la deuxiéme colonne sont 1,1 et 3.
Alors, la matrice associée a l'application f dans les bases By et B; est :

2 1
MBO,Bl (f) = 1 1
0 3

Proposition 3.1
Soient f une application linéaire de E dans F et A= Mp, . (f). Si u= Zai X u; et si

i=1
n

f(u) = Zﬂi X vy, ot B = {uy,ug,....;un} et F={vy,vq,...,0,}, alors on a :

i=1

Y =AX (3.24)
avec
651 51
&%) 52
X = et Y =
Qi B

Exemple 3.18
Soit f I’application linéaire de R?® dans R3, tous les deux munis de la base canonique
B ={e; =(1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} de R? et soit A la matrice associée a f :

1 1 3
A=Mp(f)=12 4 0
5 =3 1
Alors, pour tous les réels z,y et z, on a :
1 1 3 x r+y+3z
2 4 0 y | = 2 + 4y
5 =3 1 z or — 3y + 2

Donc,
f(z,y,2) = (x+y+322c+4y,50 — 3y + 2)

Proposition 3.2
Soient G un k-espace vectoriel de dimension finie (AimG =p > 1) et Bg = (w1, Wa, ....., wp)
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une base de G.
Sotent [ une application linéaire de E dans F' et g une application linéaire de F' dans G.
On note A = Mp, B, (f) et B = Mg, B, (g). Alors la matrice de go f dans les bases Bg
et B est la matrice BA.

Mg, B, (gof)=Bx A (3.25)

3.4.2 DMatrice de passage

Définition 3.17

Etant donnée deux bases B = {uy,us, us, ..., u,} et B' = {v1,v9,vs,....;0,} dun espace
vectoriel E, chacun des vecteurs de la deuxiéme base a des coordonnées dans la premiére,
notons p;; la i-éme coordonnée de v; dans la base B.

Vj = P1jU1 -+ D2;jU2 + P3;jus + ... + Pnjln

La matrice carrée P de coefficients p;; est appelée matrice de passage de B a B'. On la note
P = Mp g (1d)

Exemple 3.19

Soient B = {u; = (1,2,3),us = (0,1,4),u3 = (3,0,1)} et

B' ={v; = (-1,0,5),v3 = (0,1,2),v3 = (3, —2,1)} deux bases de R3. On a :
up = —%Ul + %Ug + %Ug v = —Uy + 2us
Uy = 01 + Svp + 5503 et vy = 2uy + Jus — fus
Uug = —%U1+§U2+§U3 VU3 = —%ul—i-uQ—I—%u;g

Alors, la matrice de passage de B a B’ est

3 3
-1 5 -3
1

MB’,B (_[d) = 2 1 1
1 3

N

et la matrice de passage de B’ a B est

_2 3 _3

5 10 5

Mpp (Id)=| 2 5 3
1 1 4

5 10 5

On peut vérifier que
(Mp p (Id)) x (Mp g (Id)) = I3
C’est a dire
Mp pr (Id) = (Mp p (Id)) ™
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3.4.3 Formule de changement de base pour une application li-

néaire

Soient E et F' deux espaces vectoreils. E est muni de deux bases Bg et By. F est muni
de deuzx bases Bp et Bp. On note P (respectivement @Q)) la matrice de passage de Bg d
By, (respectivement Bp et Bf). Soit f une application linéaire de E dans F. On suppose

A= Mgy, (f) et B= Mg p (f). Alors :
B= QAP

Idp T P Idp | Q7
(E,Bp) +  (F.Bp)
Si E=F et By = By et By = B}, alors on a :
B =P AP

Exemple 3.20
Soit f une application linéaire de R3 dans R? définie par

f(xy,2)=(x—2z,2+y+32)

pour tout (z,y,2) € R3.

Soient B1 = {61 = (1,0,0),62 = (O, 1,0)763 = (0,0, 1)} et B2 = {6/1 = (1,0)
bases canoniques de R? et R?. On considére B} = {u; = (1,2,3),us = (0,1,4
et By = {v; = (3,0),v9 = (1,2)} les bases de R? et R2.

)

Alors, on a :
1 0 -2
A:MBl,B2(f):(1 1 3 )
et i 29 _4
3 6 3
B = Mp; g, (f) =
6 B 3
La matrice de passage de By a Bj est
1 0 3
P=Mp (=12 1 0
3 4 1
La matrice de passage de B) a Bs est
1 1
3 6

Q_l = MBg,Bé (Id) =

(3.26)

(3.27)

ey =(0,1)} les
, Uz = (3,0, 1)}
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3.5 Rang d’une matrice

Définition 3.18
On définit le rang d’une matrice comme étant le rang de ces vecteurs colonnes ou ces vecteurs
lignes.

Exemple 3.21
Le rang de la matrice

A=
3 2 4

est par définition le range de la famille de vecteurs de R? :

2 4 -3
B = Uy = y U2 = y Uz =
3 2 4

Ces vecteurs sont linéairement dépendants, car 2u; — us = ug et comme la famille
Ug = , U3 =

est libre, alors le rang de la famille B est 2.

Donc,
rg(A) =2

Proposition 3.3

Le rang d’une matrice ayant les colonnes Cy,Cs, ...... , C, nest pas modifié par les trois opé-
rations élémentaires suivantes sur les vecteurs :

1. On peut multiplier une colonnes par un scalaire non nul. C; «— \C; avec A # 0.

2. On peut ajouter a la colonne C; un multiple d’une autre colonne C;. C; «+ C; + AC; avec
Aeketi#jg.

3. On peut échanger deux colonnes. C; < Cj.
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3.6 Exercices

Exercice n°1 :
Soit A la matrice

1. Calculer A3 et vérifier que A3 — A — 41 = 0.
2. En déduire que A est inversible.

Exercice n°2 :
Soit f : R?® — R3 I'application linéaire définie par :

f(l',y,Z):(.T—y—FZ,y—i—QZ,QL‘—&Z)

1. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique B de R3.

B = {61 = (LO?O) €2 = (0a170) €3 = (070,1)}

2. Soit B’ une famille de vecteurs définie par :

B ={u; = (1,1,2) ,us = (0,1,-3) ,uz = (0,0,2)} . Montrer que B’ forme une base de R3.
3. Ecrire la matrice D de f dans la base B’'.

4. Retrouver la matrice D a partir de A en utilisant la formule de changement de base.

Exercice n°3 :
Soient u,, ug, ug trois vecteurs formant une base de R3. On note f 'application linéaire définie
par

f(ul):ul—uQ—i-u;),
[ (u2) = up + uy

f(uz):’ul—uz—us

1. Ecrire la matrice A de f dans la base B; = {uy,us,u3}. Déterminer le noyau de cette
application.

2. On pose v1 = uy + ug + 2uz, vy = us — uz, v3 = 3us. Les vecteurs vy, vy, v3 forment-ils une
base de R3?

3. Calculer f(vy), f(v2), f (vs) en fonction de vy, vq,v3. Ecrire la matrice B de f dans la
base By = {v1, 2,03} .

4. Déterminer la matrice P, matrice de passage de la base B; a la base Bs.

5. Vérifier que P est inversible et calculer P~.Quel relation lie Q, B, P et P~
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Exercice n°4 :
Soit A la matrice

1 0 -2 0

Notons f Papplication linéaire de R* dans R?® associée a la matrice A telle que R? (resp R?)
muni par la base canonique B = {e1, €2, e3,e4} (resp B = {e}, e}, e4}).

1. Déterminer 7, le rang de A.

2. Décrire le noyau de A. Donner une base. précisser la dimension.

3. Mémes questions pour I'image de A.

Exercice n°5 :
Soit f I’endomorphisme de R? qui admet dans la base canonique la matrice :

1 1 2

1. Déterminer le noyau et 'image de f.
2. Trouver une base ou la matrice de f soit :



Chapitre 4

RESOLUTION DE SYSTEMES
D’EQUATIONS

4.1 Systéme d’Equations

Définition 4.1

Un systéme de n équations linéaires a p inconnues est une liste de n équations linéaires. Il
est de la forme :

(
111 +a19T2 +ai13r3 + ... ... +a1p:vp = b1
(911 +a92279 +CL23{E3 + —|—a2pmp = bg
S): ' ’ ’ 4.1
( ) a;1r1  +a;Ty  +a;3T3 + .. —|—aip:z:p = bz ( )
L Ap1T1 +ap2rs —+ap3rs -+ ... .. +Clnpl‘p = bn
Les nombres a;; sont les coefficients du systéme.
On peut écrire (S) sous forme matricielle
a1x a2 ... Qi T b1
21 Q22 .... QA T2 b2
(4.2)
Ap1 Qp2 ... Gpp Tp bn
TV -
A X B

On appelle A € M, , (k) la matrice des coefficients du systéme. B € M, (k) est le vecteur
de second membre.

Le vecteur X € M,; (k) est une solution du systéme si et seulement si

AX =B (4.3)
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Définition 4.1
La matrice augmentée associée au systéeme (4.1) est défini par

a1 a1 ... a1p bl
21 A29 ...... A2p b2
(4.4)
Apl Gpy  eeee.. App by,
Exemple 4.1
Résoudre le systéme suivant :
r+2y=1
(S1) (4.5)
r—3y=2~6
C’est un systéme de deux équations a deux inconnues z et y. La forme matricielle de (S7)
est :
A 1 . -3 y 3
A —— ———
X B
admet la solution
T 3
X s p—t
Y —1

4.2 Reésolution par la méthode de Gauss

Quelques soient les valeurs n et p du systéme, on peut déterminer ses solutions par la
méthode d’élimination de Gauss, quand les solutions existent.
Le principe en est le suivant :
Par des combinaisons linéaires succéssives, on transforme le systéme initial, que ’on prend
tel quel sans changer 1'ordre des équations, en un systéme triangulaire supérieur (la matrice
associée est triangulaire supérieur), systéme ensuite résolu en commencant par la derniére
des équations transformées.

Exemple 4.2
Résoudre le systeme suivant :

(S2): 4 3v—y—2z=4 ... (Eq2) (4.6)
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C’est un systeéme de trois équations a trois inconnues z,y et z. La forme matricielle de (.Sz)
est :

1 2 3 x —4
3 -1 -1 y | = 4
7 -5 -2 z 3

A X B

Dans la premiére étape de la méthode, on élimine 'inconnue x dans les équations Eq2
et Eq3. Donc on remplage I’équation (Eq2) par (Eq2)—3(Eql) et (Eq3) par (Eq3)—7(Eql).
Aprés cette premiére étape, on obtient le systéme équivalent :

r+2y+3z2=—4 ... (Eql)
(S) : ~Ty—102=16 ... (Eq2) (4.7)

— 19y — 232 =31 .... (Eq3)

Dans la deuxiéme étape, la deuxieéme ligne qui joue le role de pivot si y est présent
(sinon on permute (Eq2’) par (Eq3')). Pour éliminer y dans I'équation (Eq3'), on remplace
celle-ci par (Eq3/)—__—179(Eq2/). On obtient alors le systéme équivalent, triangulaire supérieur,

suivant :
r+2y+3z2=—4 ... (Eql)

(Sy) : — Ty —10z =16 ... (Bq2) (4.8)

"

2z=-% .. (Eq3)

On résout le systéme par "remontée"
(Eq3”) donne z = —3.

(Eq2) donne y = —1 (102 + 16) = 2.
(Eql) donne x = -2y — 32z —4 = 1.
Donc, la solution du (Sz) est

en commencant par la derniére équation.

Remarque 4.1

¢ Pour n équations, il y aura n — 1 étapes.

4 Si on trouve, dans la deuxiéme étape, le coéfficient de xo égale & zéro, alors on permute
(Eq2) par (Eq3") ot le coéfficient de z, est différent de zéro et on va fait la méme chose
pour les autres étapes.
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Exemple 4.3
Résoudre le systéme suivant :

(.T1—|—$2+$3—|—l’4:0 ....................... (qu)
1+ 229+ 303 +404 =2 e (Eq2)
(53)
T+ 4.1'2 + 9333 + 16.’13'4 =4 ... (Eq3)
L T+ 81’2 + 271’3 + 64%4 =8 ... (Eq4)

Dans la premiére étape de la méthode, on élimine I'inconnue x; dans les équations
Eq2,Eq3 et Eq4. Donc on remplage I’équation (Eq2) par (Eq2)—(Eql) et I’équation (Eq3) par
(Eq3)—(Eql) et I’équation (Eq4) par (Eq4)—(Eql). Aprés cette premiére étape, on obtient
le systéme équivalent :

(I1+$2+I3+$4:0 .................. (qu)
i) + 2%3 + 3374 =2 i (Eq2/)

(S5) : ,
3wy + 825+ 152, =4 ..o..... (Eq3)
Tag + 2623 + 6314 = 8 ... (Eqd)

\

Dans la deuxiéme étape, la deuxiéme ligne joue le role de pivot. Pour éliminer x5 dans les
équations (Eq3’) et (Eq4’), on remplace 1’équation (Eq3’) par (Eq3)—3(Eq2) et 1’équation
(Eq4’) par (Eqd')—7(Eq2) . On obtient alors le systéme équivalent, triangulaire supérieur,
suivant :

(14 o+ 23+ T4 =0 oo, (Eql)
. To + 21‘3 + 3(L’4 =2 e (Eq2/)
(5:)
2034+ 624 = -2 ... (Eq3)
\ 1223 + 4224 = =6 ......... (Eqd")

Dans la troisiéme étape, la troisieme ligne joue le réle de pivot. Pour éliminer x3 dans
I’équations (Eq4”), on remplace celle-ci par (Eq4”)—6(Eg3"). On obtient alors le systéme
équivalent suivant :

(o1t 2o+ 23+ T4 =0 oo (Eql)
Ty +203+304 =2 il (Eq?l)
(53 ) : "
203 + 614 = —2 ...l (Eq3 )
\ 6rs =6 ... (Eqd )
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On résout le systéme par "remontée" en commencant par la derniére équation.
(Eq4”) donne z4 = 1

(Eg3") donne z3 = 1 (—2 — 6z4) = —4.

(Eq2") donne @y = 2 — 223 — 3z, = 7.

(Eql) donne 71 = —x9 — 23 — x4 = —4.

Dong, la solution du (S3) est

4.3 Reésolution par la méthode de Cramer

Soit )
a111 +a12$2 —|—CL13J,’3 + +CL1nZL‘n :b1
a91T1 -+a99To Hao3x3 + +ao, Ty, :bz
SQ . . .
( ) ;111 +CLiQZL’2 +(li31’3 + +CLmZEn = bz
[ 011 +0n2T2 +ap3r3  + +apnTn = by

(4.9)

un systeme d’équations linéaires & n équations et n inconnues. Ce systéme peut aussi s’écrire

ay; a1 .... QAip I bl
21 Q922 .... QdAgpn ) b2
Ap1 Qp2  .... QApp Tn bn
~~ o
A X B

On définit la matrice A; comme suit

a1 ... G151 b1 aij+1  ---- Qip

ar az -1 by aj+1 ... Qa2n
Aj =

11 ... Qpj—1 bn Qp,j+1  ---- Qnpn

jéme colonne

(4.10)

(4.11)
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Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplagant la jéme colonne de A par le second
membre B.
Théoréme 4.1
Soit
AX =B
un systéeme de n équations a n inconnues. Supposons que det A # 0. Alors l'unique solution

du systéme est donnée par
_ det(4))

L5 = det(A) (4.12)
Démonstration
Nous avons supposé que
det A # 0.
Donc A est inversible. Alors
X=A"1B
est 'unique solution du systéeme. D’autre part, nous avons vu que
-1 _ 1t
AT = det A C
ou C est la matrice de cofacteurs. C' = (cij), o, j<, avec ¢;; = (=) |Ayl .
Donc
_ 1t
X = det A CB
ce qui donne
X Ci1 Ca1 . . Cp1 by
To Ci2 C2 . . Cp2 by
_ _ 1
X = T detA
Tn Cin Copn . . Cpp bn
c’est a dire )
I = qet A (Cnbl + Cglbg + ... + Cnlbn)
T; = ﬁ (Clibl + Cgibg + ... + Cmbn>
Tn = ﬁ (Clnbl -+ anbg —+ ... + Cnnbn)
Mais
Clibl + Cgibg + ... + Cm'bn
est le développement en cofacteurs de det (A;) par rapport a sa iéme colonne. Donc
_ det(4))
Lj = det(A])
Exemple 4.4
Reésolvons le systéme suivant :
r1 + 229 + 3x3 = —4
(83) . T1 — X9 — X3 = 2 (413)

31’1 + o —21’3 =11
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La forme matricielle de (S3) est :

1 2 3 1 —4
1 -1 -1 T = 2
3 1 =2 T3 11
P —— ———
A X B
Ona:
-4 2 3 1 -4 3
A = 2 -1 -1 Ay = 1 2 -1
11 1 -2 3 11 =2
1 2 -4
As = 1 -1 2
3 1 11
et
det A=13 , detA; =13
det AQ =26 5 det Ag = —39.
La solution est alors
_ det(A) _
T1 = Fet(A) —
_ det(Az)
T2 = det(A2) =2
_ det(43) _
T3 = det(AB) =3

4.4 Reésolution par la méthode de ’inverse du matrice
des coéfficients

Soit le systéme suivant

air a1 .... QAip T bl
21 Q929 .... QAgpn i) b2
Ani Apa oo Qpp Tn by,

~ -~ S N — N——
A X B

ou A € M, (k) est une matrice carrée inversible.
Alors, l'unique solution du systéme est donnée par

X=A"'B
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Exemple 4.5
Résolvons le systéme suivant :
1 2 3 X1 —4
1 -1 -1 T = 2
3 1 =2 T3 11
(. ~~ P S—— N, e’
A X B

Le determinant de la matrice A vaut 13, donc la matrice A est inversible et son inverse est

3 7 1 4
13 13 13
_ —1 o 1 11 4
3 13 i3 11
1
—| 2
—3

4.5 Nombre de solutions

Soit (S) un systéme de n équations linéaires a p inconnues.
Donc, (S) équivalent a :
AX =B

ou A € M,, (k) est la matrice des coefficients du systéme, B € M, ; (k) est le vecteur de
seconde membre et X € M, ; (k).
Théoréme 4.2
Si A est de rang r et si [A/B] ( la matrice qugmentée du systéme) est de rang s, alors le
systéme

— n‘admet pas de solution lorsque r < s.

— admet une infinité de solutions lorsque r = s et r < p.

— admet une solution unique lorsque r = s = p.

4.5.1 Cas ou n=p (A est une matrice carée)
Systéme homogéne

Le systéme (.5) est dit homogene si le second membre est nul (B = 0).
L’ensemble des X tels que AX = 0 constitue le noyau de ’application associée & A. Le noyau
contient toujours le vecteur nul, mais il peut contenir en plus des vecteurs non nuls.
Ce type de systéme a donc au moins une solution, la solution nulle.

¢ Si A est inversible (det A # 0)
Le systéme a la solution unique X = 0, vecteur nul.
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4 Si A n’est pas inversible (det A = 0)
Le systéme a une infinité de solutions (en plus de la solution nulle).
Exemple 4.6
¢ Le systéeme

12 3 1 0
13 1 T = 0
5 1 —4 x3 0
A X B
0
a la solution unique X = 0 |, le determinant de la matrice vaut —37, le rang de la
0
matrice est 3.
¢ Le systeme
1 -2 3 T 0
2 4 =2 X = 0
1 5) —4 T3 0
~- I g N——
A X B
—XT3 -1
a une infinité de solutions X = T3 =23 1 ou z3 € R,
T3 1
L’ensemble de ces solutions constitue un espace vectoriel de dimension 1 engendré par le
-1
vecteur 1
1

Le determinant de la matrice vaut 0, le rang de la matrice est 2.

Systéme non homogeéne (B # 0)

¢ Si A est inversible (det A # 0)
Le systéme a la solution unique X = A~'B.
4 Si A n’est pas inversible (det A = 0)
Pour qu’il y ait au moins une solution, il faut que le rang de A soit le méme que le rang de
la matrice C' = [A/B], matrice formée par A a laquelle B est accolé.
Si Xg est une solution particuliere du systéme non homogene AX = B, on a :

AXy=DB

Alors
AX —Xy) =0

On note X* = X — Xj la solution de I’équation homogeéne.
Donc, la solution du systéme non homogeéne est X = X* + Xj.
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Exemple 4.7
¢ Résolvons le systéme suivant :

1 2 2 -3 T 26

1 5 4 1 v | 19

3 1 2 6 T3 N —20

2 -3 1 5 T4 —-30

N ~- o ———

A X B

Le determinant de la matrice A vaut —149, donc la matrice A est inversible et son inverse
est

65 59 69 32
149 149 14 149
s TS O R
A1 — 149 T 149 149 149
37 500 _ Bl 65
149 149 149 149
B T S S
149 149 149 149
Alors, I'unique solution du systéme est donnée par
65 59 60 32 %
149 149 149 149
-9 _ 1 34 46 19
— AR — 149 149 14 149
X=A"B=1 3 59 & & 90
149 149 149 149
B TS ¢ A S _30
149 149 149 149
1
B 3
2
-5
¢ Le systéeme
1 2 3 T 1
4 5 6 T = 4
789 x3 2
—_——— — ——
A X B

n’a pas de solution.
On peut vérifier que le determinant de la matrice est 0 ou rg(A) # rg(C)
Le rang de la matrice A est

rg(A) =2
car, son vecteurs colonnes sont linéairement dépendants et la famille
1 2
Cy = 4 ,C3 = 5
7 8

est libre.
De méme maniére, on trouve que le rang de la matrice C' est 3, oul

123 1
C=1456 4
789 2
———A

hS
Sy]
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4.5.2 Cas ou le nombre d’équations est différent du nombre d’in-
connues (n#p)

Dans ce cas la matrice A n’est pas carrée. Pour déterminer le nombre de solutions du
systéme, en utilisant le théoréme 4.2.

n>p il y a plus d’équations que d’inconnues

Exemple 4.8
Le systeme
1 2 -1 1
3 1 1 S T
-3 2 5 ; - 3
2 6 -3 5 5
N ~~ d X S———
A B

n’a pas de solution.

Pour le vérifier, soit on met en oeuvre la méthode de Gauss, ce qui précisera les impossibilités,
soit on détermine le rang de C' et on compare a celui de A.

Le rang de la matrice A est

rg(A) =3
Le rang de la matrice
1 2 -1 1
3 1 1 =2
¢= -3 2 5 3
2 6 -3 5
—_—
A B
est 4.
Exemple 4.9
Le systéme
1 11 3
011 e
00 1 2=
132) A8/ 6
—_—— X T

A
admet une unique solution. Car rg (A) =rg (C) =p = 3.
En effet,
On a trois inconnues x1, xs et x3, donc p = 3.
Le rang de la matrice A est
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car les trois vecteurs colonnes de la matrice A sont linéairement indépendants.
Le rang de la matrice C' = [A/B]

111 3
011 2
¢= 001 1 ’
1 3 2 6
W—W
A B

est 3.
Car les quatre vecteurs colonnes de la matrice C' sont linéairement dépendants, donc on peut
choisir les trois premiers qui sont linéairement indépendants.

n<p il y a moins d’équations que d’inconnues

Exemple 4.10
Le systéme

1 23 1 . 1
4 12 -3 2= 4
2 1 4 -2 s 2
N ~~ d $4 S——
A B
+ LIZ‘3
. L . = + 21’3
a une infinité de solutions X = ouxz € R. Car rg (A) =rg(C) =3 < p.
- r + 1’3
Exemple 4.11
Le systéme
1 0
-1 —1 —1 1

n’admet pas de solutions, car rg (A) < rg (C). (rg (A)=1letrg(C)=2).
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4.6 Exercises

Exercice 1
Résoudre dans R de trois maniéres différentes le systéme linéaire suivant, d’inconnues x et
y (par la méthode de pivot de Gauss, en inversant la matrice des coéfficients, par la formule
de Cramer)
r+2y=1

3r —y =10
Exercice 2
Résoudre dans C les systemes linéaires suivants :

42ty =1+ 2 rT—1y =2
(51>Z 5 (52)2
1x — 3y = —4 1+ 2y = —1

Exercice 3
Résoudre dans R les systemes linéaires suivants, d’inconnues x,y et z :

r+2y—3z=1 rT+y—z=2 r—y—3z=—6
3r—y+952=3 , 3r—2y+z2z=1 , r—4y+ 22 = -2
r+y+z=-1 Sr+y+T72=6 r+y+52z=14

Exercice 4
Déterminer les valeurs de A pour que le systéme

r+y—z=1
20+ 3y + Az =3

T+ Ay + 3z =2

- n’admette pas de solution.
- admette plus d’une solution.
- admette une solution unique.

Exercice 5
Résoudre et discuter suivant les valeurs de A, le systeme

(y+ Az +t=0
r+y+z+t=1

rT+2y+z2+2t=1

[ 3 +3y+4z+ M =4
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