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         L’objectif de ce travail est l’étude de l’effet d’un potentiel optique aléatoire 

unidimensionnel (Speckel) sur la fonction d’onde  d’un condensat de Bose-Einstein avec 

interactions. Nous traitons le condensat  de Bose-Einstein dans l’approximation du champ 

moyen et nous utilisons l’équation de Gross-Pitaevskii  afin de calculer la densité . 

Nous trouvons dans le cas particulier, lorsque  la longueur de relaxation ξ est plus petite que 

la longueur de corrélation  , que le condensat présente  une délocalisation (un profil de 

type Thomas Fermi). Dans le cas contraire, lorsque la longueur de corrélation est plus petite 

que la longueur de relaxation, le condensat suit les modulations de potentiel optique 

aléatoire. Enfin, l’étude d’un BEC avec interaction en présence d’un potentiel désordonné 

nous a permis de modifier le profil de la densité  suivant la nature du potentiel aléatoire 

et la fonction d’onde reste toujours délocalisée même pour une très faible longueur de 

corrélation du désordre. 

 

Mots clés : Potentiel aléatoire, fonction d’onde, condensation de Bose-Einstien, équation 

Gross-Pitaevskii, délocalisation. 
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Introduction générale 
  

          La propagation des ondes dans les milieux désordonnés a été largement étudiée en 

physique des ondes depuis une cinquantaine d’années. Les premières études expérimentales et 

théoriques ont été menées en physique du solide, puis en optique avant que ce sujet 

n’intéresse des domaines plus appliqués comme les télécommunications, l’acoustique 

ultrasonore ou encore la sismologie. En ce qui concerne les ondes dites classiques, la plupart 

des travaux théoriques et expérimentaux s’intéressent à la propagation des ondes dans les 

milieux désordonnés [1]. La localisation est un phénomène qui peut apparaître lorsqu’une 

onde se propage dans un milieu désordonné qui est inhomogène où les hétérogénéités sont 

réparties de façon aléatoire. Ce phénomène à été étudié par Anderson [2] en 1958 pour 

expliquer la transition métal-isolant. Il est de nature purement ondulatoire, les ondes peuvent 

être des ondes de matière, comme les électrons qui sont à l’origine de cette description, mais 

aussi des ondes lumineuses ou acoustiques. La localisation a eu des répercussions dans des 

domaines variés tels que le transport radiatif, la sismologie, la physique atomique, les atomes 

froids ou encore l’imagerie médicale, initiant ainsi une  physique mésoscopique, qui a permis 

la découverte de phénomènes nouveaux tels que la rétrodiffusion cohérente, la localisation 

faible, les fluctuations universelles de conductance. Cela a aussi ouvert les portes d’une 

physique des ondes en milieu désordonné très riche [3]. 

 

La condensation de Bose-Einstein [4] est une transition de phase quantique qui a eu un destin 

inhabituel dans l’histoire de la physique. En 1924 Bose a démontrait la loi de Planck pour le 

rayonnement du corps noir en traitant les photons comme un gaz de particules identiques puis 

l’idée a été généralisée par Einstein pour un gaz de particules matérielles. En 1925 Einstein  

démontra une propriété extraordinaire de ces systèmes en augmentant la densité spatiale à des 

températures très basses alors une fraction des atomes se condense dans un état d’énergie le 

plus bas. Cette idée a été accueillie avec des doutes et après 70 ans des observations 

expérimentales vraiment indiscutables ont permis de confirmer l’analyse théorique initiale [5]. 

 

Les gaz atomiques ultra-froids font l’objet de  beaucoup de travaux expérimentaux et 

théoriques. Utilisant les progrès récents dans le refroidissement et le piégeage d'atomes 

neutres, les condensats de Bose-Einstein d’atomes dilués [6,7]  et les gaz de Fermi dégénérés 

(DFGs) [8,9,10,11] sont maintenant régulièrement produits dans les laboratoires. Les gaz 
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ultra-froids constituent un terrain favorable pour étudier les problèmes standards de la 

physique de la matière condensée  [12, 13, 14,15]. 

 

Dans les condensats gazeux, on peut tenir compte des interactions entre atomes en utilisant la 

théorie de champ moyen [16]. L’état du condensat est décrit par une fonction d’onde qui 

satisfait à l’équation de Gross-Pitaevskii (GPE) [17,18], qui est une équation de Schrödinger 

contenant un terme non linéaire. 

 

Notre travail  consiste à étudier le comportement de la fonction d’onde d’un condensat dans 

un potentiel désordonné.   

 

Dans le premier chapitre, on s’intéresse plus particulièrement à la propagation des ondes dans 

un milieu désordonné et aux notions fondamentales des systèmes désordonnés à une 

dimension 1D. On présentera les principaux travaux qui ont contribué à l’établissement de la 

théorie de localisation, ses critères, ses fondements, la théorie d’échelle entre autre les travaux 

d’Anderson, d’Abraham et al et de Thouless [2,19]. Et enfin on présentera le phénomène de la 

condensation de Bose-Einstein en citant quelques résultats expérimentaux observés 

récemment avec les atomes froids. 

 

Dans le chapitre 2, nous exposons quelques modèles physiques aptes à engendrer le transport 

de l’onde dans un milieu désordonné. Ainsi que les théories de base des condensats et 

l’introduction des approximations de l’équation de Gross-Pitaevskii.  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

Le chapitre 3, comporte l’essentiel de notre travail. Nous développons une approche de 

perturbation pour calculer numériquement la fonction d'onde d’un condensat en présence d’un 

potentiel désordonné. Les résultats obtenus, en particulier pour la longueur de relaxation ξ 

plus petite que la longueur de corrélation 𝜎𝜎𝑅𝑅 , le condensat est dans un état délocalisé 

présentant un profil de type Thomas-Fermi. Dans la situation inverse, où la longueur de 

corrélation est plus petite que la longueur de relaxation, nous montrons que le potentiel 

aléatoire peut être significativement lissé, la fonction d’onde peut être délocalisée pour le cas 

d’un désordre faible est d’une longueur de corrélation petite. Enfin, nous comparons ces 

résultats aux  résultats expérimentaux de L. Sanchez-Palencia [20].    
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Diffusion des ondes 
 

 

    

1.1  Introduction  

La propagation des ondes est un des phénomènes les plus courants dans la nature. La 

mécanique quantique traite les particules comme des ondes: les électrons dans les métaux sont 

décrits par des ondes et la conductivité résulte de la propagation de ces ondes. Mais les ondes 

ne se propagent pas librement. La plupart des milieux qu’elles traversent comportent des 

obstacles, des inhomogénéités. Ainsi  le phénomène de diffusion prend place et l’onde peut 

être diffusée de façon élastique ou inélastique. Lors d’une diffusion élastique, l’énergie  de 

l’onde est conservée, seule sa direction de propagation est changée, alors qu’une onde 

diffusée inélastiquement son énergie et son impulsion sont modifiées. 

La diffusion inélastique est toujours présente dans les systèmes physiques réels et contribue à 

la destruction de la cohérence de l’onde, empêchant ainsi l’apparition d’interférences. Lors de 

la diffusion d’une onde différents phénomènes surviennent si celle-ci diffuse faiblement ou 

fortement sur un ensemble d’obstacles réguliers ou non. Si le milieu traversé par l’onde est 

peu dense, celle-ci subira peu de collision et sera légèrement perturbée. Au contraire, une 

forte densité de potentiels engendrera la diffusion multiple [1-3]. L’onde subit alors plusieurs 

collisions avant de sortir du milieu.  

Les différents régimes de propagation sont caractérisés par un paramètre important : le libre 

parcours moyen le qui représente la distance moyenne entre deux collisions successives, pour 

un système de taille L on a : 

 Régime balistique (le > L) l’électron se déplacera d’un mur à un autre sans diffusion et 

la conductivité du système est quantifiée. 
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 Régime métallique (le<L) l’électron diffuse plusieurs fois à travers le système. Pour un 

désordre petit, le>>ξ (ξ longueur de localisation) et la conductivité est grande. 

 Régime localisé (isolant) (le<L) la taille du système excède la longueur de localisation 

ξ (L>>ξ) et la conductivité est faible : décroit en )exp( λL− . 

Les propriétés de transport d’une onde cohérente en milieu désordonné sont déterminées par 

l’interférence des chemins de diffusion multiple, ce qui mène à la localisation spatiale et à 

l’absence de diffusion dans le milieu. Ce phénomène, connu sous le nom de localisation 

d’Anderson [2] a d’abord été prédit pour des électrons dans des cristaux désordonnés, avant 

d’être étendu au cas des ondes classiques, ce qui a permis son observation dans différents 

systèmes. L’avènement récent des systèmes d’atomes ultra froids [4-7], qui sont très bien 

contrôlés expérimentalement. Ils offrent de nouvelles possibilités pour étudier le problème de 

localisation d’Anderson. 

Ce chapitre est consacré aux notions générales de la diffusion d’une onde dans un milieu 

désordonné, on s’intéressera particulièrement à la localisation d'Anderson qui est un 

phénomène emblématique des systèmes désordonnés, où les effets de diffusion et 

d'interférences s'entremêlent. Nous verrons aussi l’effet du désordre sur les propriétés de 

transport en passant par la théorie d’échelle pour la caractérisation des états électroniques.  

A la fin du chapitre on introduit le phénomène de la condensation de Bose-Einstein, par un 

rappel historique des différentes découvertes et des techniques utilisées pour obtenir un 

condensat. Nous présenterons aussi les observations expérimentales de la localisation 

d’Anderson avec des atomes froids. 

 

1.2 Diffusion des ondes dans un milieu aléatoire    
       Lorsqu’une onde se propage dans un milieu matériel, elle interagit avec lui et son 

comportement sera modifié. Cette interaction peut être décrite en terme de diffusion : l’onde 

rencontre un constituant élémentaire du milieu (atome, grain d’une poudre, impureté ou 

défaut du réseau cristallin,...) appelé diffuseur, si l’onde incidente rencontre plusieurs 

diffuseurs, l’onde sortante résulte de l’interférence de toutes les ondes diffusées. L’onde 

sortante peut être alors écrite comme la somme d’ondes partielles. Pour chacune de ces ondes 

partielles, on peut distinguer le nombre de diffuseurs qu’elle a rencontré voir figure 1.1.  
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Fig. 1.1 : Représentation  d’un processus de diffusion multiple [46] 

 

Par conséquent dans un milieu désordonné, la fonction d’onde 𝜓𝜓(r) est donnée par une somme 

partielle de fonctions d’ondes de chaque diffuseur n avec des chemins différents dans le 

milieu :       

 

𝜓𝜓(𝑟𝑟) = ∑ 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑟𝑟)𝑛𝑛                                                    (1.1) 

 

En présence d’un potentiel périodique La fonction d’onde de l’électron est donnée sous la 

forme d’une onde de Bloch: 

 

𝜓𝜓𝑛𝑛 ,𝑘𝑘(𝑟𝑟) = 𝑈𝑈𝑛𝑛 ,𝑘𝑘(𝑟𝑟) exp 𝑖𝑖𝑘𝑘𝑟𝑟                                               (1.2) 

 

L’onde de Bloch est solution de l’équation de Schrödinger dans l’espace libre avec les 

conditions aux limites périodiques, et les effets du réseau peuvent être absorbés dans la masse 

effective de l’électron. La symétrie de la solution signifie que nous pouvons trouver la 

fonction d’onde de tout l’échantillon en répétant la solution d’une cellule unité. 

Quand le désordre est introduit, la symétrie est perdue et des quantités physiques deviennent 

aléatoirement distribuées. La fonction d’onde doit être calculée pour plusieurs réalisations 

d’une petite cellule et des grandeurs physiques sont évaluées en prenant les moyennes sur les 

valeurs prévues. 

La théorie semi-classique du transport à T = 0oK pour un faible désordre utilise les états de 

Bloch comme un ensemble complet de base et permet la diffusion d’un état de Bloch à un 

autre comme un résultat du désordre. La distance moyenne que l’électron traverse entre 
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événement de diffusion qui est le libre parcours moyen le  est une bonne mesure de la force du 

désordre [49] dans le régime métallique. 

Nous considérons ici la propagation d’une onde plane monochromatique de vecteur d’onde k 

se propageant dans un milieu désordonné statique de taille finie aux positions ri. Pour décrire 

la diffusion de l’onde dans ce milieu aléatoire, il est nécessaire d’introduire les différentes 

échelles spatiales intervenant dans le problème : 

La longueur d’onde λ = 2π k⁄ , le libre parcours moyen le  et l’extension L de ce dernier. 

 On distingue alors deux régimes de diffusion : 

 le régime de diffusion simple : lorsque L<< le où l’onde subit peu (ou pas) de 

diffusions. 

  le régime de diffusions multiples : lorsque le<< L où l’onde subit dans ce cas de 

nombreuses collisions avec le milieu désordonné avant d’en sortir. 

Dans  le cas d’un faible désordre (k le>>1), On peut considérer que l’onde se propage de 

diffuseur en diffuseur, comme représenté figure 1.2.  

L’amplitude complexe A (k, k’) de l’onde diffusée dans la direction k’ s’écrit sous la forme :  

 

𝐴𝐴(𝑘𝑘,𝑘𝑘 ′) = ∑ 𝑓𝑓(𝑟𝑟1,𝑟𝑟2 𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2)𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑘𝑘 .𝑟𝑟1−𝑘𝑘 ′ .𝑟𝑟2)                                     (1.3) 

 

où f(r1, r2) est l’amplitude complexe associée au chemin de diffusion multiple entre les points 

r1 et r2 (voir figure 1.2), elle tient compte de la phase accumulée par l’onde le long de ce 

chemin de diffusion. L’intensité de l’onde s’écrit alors : 

 

�𝐴𝐴(𝑘𝑘,𝑘𝑘 ′)�
2

= ∑ ∑ 𝑓𝑓(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2)𝑓𝑓∗(𝑟𝑟3, 𝑟𝑟4)𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑘𝑘 .𝑟𝑟1−𝑘𝑘 ′ .𝑟𝑟2)
𝑟𝑟3,𝑟𝑟4𝑟𝑟1,𝑟𝑟2 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑘𝑘 .𝑟𝑟3−𝑘𝑘 ′ .𝑟𝑟4)               (1.4) 

 

Le produit des amplitudes 𝑓𝑓(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2)𝑓𝑓∗(𝑟𝑟3, 𝑟𝑟4)fait intervenir un terme de phase qui est égal à la 

différence de phase entre les deux chemins  𝑟𝑟1 → 𝑟𝑟2et 𝑟𝑟3 → 𝑟𝑟4. Cette différence de phase varie 

aléatoirement suivant des chemins empruntés. Ainsi une moyenne de ce produit sur les 

différentes réalisations du désordre est nulle sauf dans les cas où les chemins correspondent à 

des trajectoires identiques (la différence de phase étant alors nulle quelque soit la réalisation 

du désordre). Il existe deux possibilités pour obtenir des trajectoires identiques : r1 = r3 et r2 = 
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r4 ou r1 = r4 et r2 = r3. Ces deux chemins correspondent à une propagation de l'onde suivant 

un chemin donné selon le même sens de propagation ou en sens opposé comme l'illustre la 

figure 1.2. 

 

 
 

Fig. 1.2 : Chemins de propagation contribuant à l’intensité diffusée : les chemins parcourus 

dans le même sens de propagation (a) correspondent à la diffusion classique et ceux parcourus 

dans des sens opposés (b) donnent lieu aux interférences [45] 

 

Il vient alors pour l'intensité diffusée moyennée sur les réalisations du désordre (〈… 〉 

représente une moyenne sur les différentes réalisations du désordre) : 

 

〈�𝐴𝐴(𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ′)�
2〉 = 〈∑ |𝑓𝑓(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2)|2�1 + 𝑒𝑒𝑖𝑖�𝑘𝑘+𝑘𝑘 ′�.(𝑟𝑟1−𝑟𝑟2)�𝑟𝑟1,𝑟𝑟2 〉                       (1.5) 

 

L'équation (1.5) fait intervenir la somme de deux termes. Le premier terme de phase nulle 

correspond à la propagation en sens identique. Il s'agit du terme de diffusion "classique" égal 

à la somme des intensités diffusées sur chaque diffuseur (〈|𝐴𝐴(𝑘𝑘,𝑘𝑘′)|2〉 = 〈∑ |𝑓𝑓(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2)|2
𝑟𝑟1,𝑟𝑟2 〉, 

terme qui existe en l'absence d'interférences. Le second terme a une phase non nulle qui s'écrit 

(k + k').(r1 - r2) il correspond à la présence d'interférences et à des chemins parcourus en sens 

opposés figure 1.2. C'est la prise en compte de ce second terme qui conduit à l'existence 

d'effets particuliers dus aux interférences lors de la diffusion dans un milieu désordonné. 
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1.2.1  Diffusion simple 

Du point de vue de la rétrodiffusion cohérente, les chemins de diffusion simple sont 

particuliers : leurs chemins directs et renversés sont identiques. Ils ne contribuent donc pas à 

l'augmentation cohérente de l'intensité. Dans tous les cas où la diffusion simple ne peut être 

éliminée, le facteur d'augmentation est toujours strictement inférieur à 2, même si les 

amplitudes des chemins directs et renversés sont égales. 

 

 

 

Fig. 1.3 : Les chemins directs et renversés sont confondus. 

 

1.2.2 Diffusions multiples 

        Les diffusions multiples d'onde dans un milieu désordonné est un problème important 

pour différents domaines de la physique comme l'optique, l'acoustique ou la mécanique 

quantique. Dans de nombreux cas, le caractère désordonné du milieu diffusant l'onde détruit 

tous les effets d’interférences [7]. Toute fois, il y a également des situations où la prise en 

compte des effets d’interférences est essentielle. C'est le cas par exemple de la localisation 

d'Anderson [2], pour laquelle les interférences sont suffisamment fortes pour empêcher la 

propagation de l'onde dans le milieu et mener à un état localisé. Un autre effet dû aux 

interférences, plus aisé à observer expérimentalement, est l'augmentation cohérente de la 

rétrodiffusion, qui peut se voir comme un effet précurseur de la localisation d'Anderson. Cet 

effet a été largement étudié depuis le milieu des années 1980, principalement pour la diffusion 

multiple de la lumière [7, 8]. 

L'observation de la rétrodiffusion cohérente et de la localisation d'Anderson nécessite un 

milieu fortement diffusant. A ce titre, l'utilisation d'atomes comme diffuseurs des ondes 
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électromagnétiques semble très prometteuse : un atome est un très bon diffuseur, présentant 

des transitions résonantes étroites, avec une section efficace à résonance importante, de l'ordre 

du carré de la longueur d'onde, qui est très grande devant la taille de l'atome. 

Expérimentalement, l'utilisation d'atomes comme diffuseurs est possible grâce aux progrès 

récents concernant le contrôle et la manipulation de gaz d'atomes froids, dont un des 

aboutissements est l'observation de la condensation de Bose-Einstein [9, 10]. 

 

1.3  Le désordre et les interférences  
          La propagation des ondes en milieu aléatoire est un phénomène commun à nombreux 

domaines de la physique. Son étude à connu récemment un regain d’intérêt après la 

découverte, en optique et en mécanique quantique, d’effets cohérents inattendus dans un 

régime où l’on pensait que le désordre était suffisamment fort pour éliminer apriori tout effet 

d’interférence.    

Afin de comprendre l’origine de ces effets cohérents, il peut être utile de rappeler quelques 

généralités sur les interférences. Bien que très spectaculaire en mécanique quantique, leur 

traduction dans le langage optique physique permet d’en avoir une intuition plus directe.    

Dans un milieu périodique, les effets d’interférences jouent un rôle essentiel pour la  

propagation d’une onde. La diffraction de la lumière par un réseau, ou la théorie de Bloch 

d’un électron dans un cristal parfait en sont des exemples bien connus. Lorsque le milieu 

devient désordonné, le problème devient complexe. Dans la plupart des cas, l’accès à la 

connaissance détaillée du milieu est tellement difficile que les physiciens se contentent d’en 

faire une approche statistique. Cela revient à étudier l’influence en moyenne des diffuseurs 

sur l’onde : le modèle physique inclut les diffuseurs et leurs propriétés intrinsèques. La 

moyenne sur toutes les positions des diffuseurs revient à faire disparaitre les interférences, car 

on superpose alors des figures d’interférences avec des franges différentes. Ce qui conduit à 

des théories de transport dans lesquelles les effets d’interférences sont négligés. Par exemple 

le modèle de Drude pour la conduction électronique, ou la théorie du transfert radiatif pour le 

transport de l’intensité lumineuse tiennent compte avec succès d’un grand nombre 

d’observations [4, 11,12]. À la suite de ces observations les effets cohérents liés  à la présence 

d’interférence par exemple phénomènes de diffusions multiples en présence de désordre ne 

doivent plus subsister à un calcul de moyenne d’ensemble. 
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1.4 Théorie de la localisation   
         Dans son article initial de 1958 [2], Anderson montre que les fonctions d'onde 

électroniques d'un matériau peuvent être profondément altérées par la présence d'un désordre 

suffisamment fort. L’hamiltonien du système considéré, basé sur un modèle de liaisons fortes, 

est de la forme:  

 

𝐻𝐻𝜓𝜓𝑛𝑛 =  𝐸𝐸𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝜖𝜖𝑛𝑛𝜓𝜓𝑛𝑛 + ∑ 𝑡𝑡𝑗𝑗𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛      𝑘𝑘≠𝑛𝑛                                      (1.6) 

 

Où 𝜓𝜓𝑛𝑛  désigne la composante de la fonction d'onde sur le site n d'un réseau de dimensions d, 

𝜖𝜖𝑛𝑛  est l’énergie sur un site aléatoire, suivant une distribution rectangulaire P(ε) = 1/W avec ε 

∈[−W/2, W/2] et tjn sont les énergies de saut d'un site j vers un site n qui sont le plus souvent 

restreints aux plus proches voisins. 

Quand le désordre est suffisamment fort par opposition avec les ondes étendues de Bloch, les 

fonctions d'ondes sont exponentiellement localisées figure 1.4 de  forme générale: 

 

|𝜓𝜓(𝑟𝑟)|~ exp �− |𝑟𝑟−𝑟𝑟0����⃗ |
𝜉𝜉
�                                             (1.7) 

 

Où ξ  représente la longueur de localisation qui dépend de l'énergie et du désordre. 

L'existence de tels états est assez claire dans le régime de désordre très fort. Les états propres 

sont alors, en première approximation, des états classiquement piégés dans les minimas 

locaux du désordre. En partant de ces états, Anderson a développé une théorie des 

perturbations en terme de paramètre d'effet tunnel sur le réseau. 

 

 

 

Fig. 1.4 : Fonctions d'onde  (a) un état étendu et (b) un état localisé. 

 ℓ et ξ sont respectivement le libre parcours moyen et la longueur de localisation [13]. 
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La conclusion principale est qu'il est finalement difficile de délocaliser un état de cette 

manière car le couplage entre les états est soit pénalisé par des recouvrements 

exponentiellement faibles soit par un dénominateur très grand (différence des énergies 

apparaissant dans la théorie des perturbations).  

Une conséquence intuitive de l'existence de ces états localisés est alors la suppression du 

transport et donc l'absence de diffusion. Par contre, à mesure que le désordre diminue, on 

espère alors finir par délocaliser les états propres et rétablir le transport à travers le système.  

Mott, Twose et Borland [14,15] ont montré qu'à 1D tous les états sont exponentiellement 

localisés et ceci quelque soit l'amplitude du désordre alors qu'en 3D il existe une valeur 

critique du désordre Wc en dessous de laquelle les états sont délocalisés [2].  

La phénoménologie de la localisation d'Anderson dépend donc hautement de la 

dimensionnalité, point sur lequel nous reviendrons par la suite. 

Deux points extrêmement importants sont alors à noter. Tout d'abord la localisation due au 

désordre peut avoir lieu même si l'énergie de l'onde est bien plus grande que le désordre E>W 

(1D en est l'exemple le plus frappant). En d'autres termes, la localisation d'Anderson est un 

phénomène non classique car elle interdit le transport classiquement autorisé. L'autre point est 

l'existence d'une transition métal-isolant (transition d'Anderson). En raison effets 

d'interférences. 

Enfin, au lieu de faire varier l'amplitude du désordre on peut simplement la fixer et regarder le 

comportement des états en fonction de leurs énergies. S'il existe une valeur critique du 

désordre (transition d'Anderson à 3D) pour localiser un état, il est clair que tous les états 

d'énergie inférieure à ce seuil seront localisés et ceux au dessus, délocalisés. 

Pour un désordre fixe, on parle alors de bord de mobilité désignant ainsi la valeur de l'énergie 

au delà de laquelle le transport est possible. En particulier dans un solide, si l'énergie de Fermi 

est en dessous ou en dessus de ce seuil, le système sera isolant ou conducteur. Ce concept, 

introduit par Mott en 1967 [16], explique clairement pourquoi une transition métal-isolant est 

possible en changeant la densité d'électrons et donc l'énergie de Fermi dans un semi-

conducteur. 

 

1.4.1 La localisation faible 
       Un régime où les interférences sont relativement facilement inclus celui ; dit « de 

localisation faible » caractérisé par 𝑘𝑘𝑙𝑙𝑒𝑒 ≫ 1. Avec k  le vecteur d’onde : 𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋 𝜆𝜆⁄  sous cette 

condition, les interférences ne sont pas toutes détruites par une  moyenne  d’ensemble sur le 
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désordre : les chemins de diffusion visitant les mêmes diffuseurs dans l’ordre inverse 

continuent d’interférer. En effet, la différence de phase entre deux chemins est : 

 

𝛿𝛿𝛿𝛿 = (𝑘𝑘1 + 𝑘𝑘2). (𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2)                                             (1.8) 

 

Où  𝑟𝑟1et 𝑟𝑟2 sont les vecteurs positions du premier et du dernier diffuseur, 𝑘𝑘1et 𝑘𝑘2 sont les 

vecteurs d’onde incident et sortant. Si les deux chemins sont fermés 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 il n’y a aucune 

source de déphasage entre eux. Ils interférent constructivement et contribuent à 

l’augmentation cohérente de la probabilité de retour à l’origine qui se traduit par une 

diminution de la constante de diffusion et par conséquent de la transmission vers l’avant d’où 

le nom de localisation faible. La condition pour que les interférences aient lieu est que la taille 

du milieu L soit inférieure à la longueur de cohérence (L<lcoherence) , par contre dans un milieu 

absorbant, cette longueur est la même dans les deux chemins. Ce phénomène qualifié de 

localisation faible est à l’origine de modification de transport des électrons notamment la 

transition de phase métal-isolant induit par le désordre. Il a vu le jour expérimentalement au 

début des années 1980 après un grand nombre de travaux théoriques, leur interprétation est 

aujourd’hui très claire et mis en évidence dans de nombreuses expériences [17-19]. 

 

1.4.2 Localisation d'Anderson 
  En 1958, P. W. Anderson montre que dans un milieu suffisamment désordonné, les 

effets d'interférences peuvent être tellement forts qu'ils empêchent la propagation de l'onde 

[2], celle-ci est localisée dans certaines régions à l'intérieur du milieu, et à l'extérieur duquel 

son intensité décroît exponentiellement. Les interférences sont destructives presque partout, 

sauf autour de la position initiale de l’électron, et la constante de diffusion de l'intensité est 

nulle. Cet effet porte le nom de localisation forte ou localisation d'Anderson. Il a été observé 

avec des ondes de matière électronique dans des semi-conducteurs [20,21],  le désordre étant 

créé par des impuretés. Pour les systèmes tridimensionnels, l'apparition d'états localisés est 

donnée par le critère de  Ioffe-Regel [22] : 𝑘𝑘𝑙𝑙 ≃ 1 

Où k est le vecteur d'onde. Cela signifie que la localisation d'Anderson se produit lorsque le 

libre parcours moyen est comparable à la longueur d’onde  𝜆𝜆 = 2𝜋𝜋/𝑘𝑘.  

L’idée d’Anderson est devenue un véritable casse tète pour les physiciens. Il leur faillait une 

théorie moderne qui couvre l’essentiel des propositions d’Anderson tout en incluant les 

possibilités expérimentales. En plus, il a été découvert en 1980 que la localisation d’Anderson 
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ne se limite pas aux électrons, mais s’applique aussi aux ondes “classiques” comme la 

lumière, les micro-ondes, les ondes acoustiques et plus récemment les ondes de matière  

[50-52]. Sergey Skipetrov [53], en collaboration avec l’université de Manitoba, ont employé 

des ondes acoustiques pour réaliser l’expérience, consistant à envoyer des ultrasons dans un 

milieu désordonné à 3D 

 

1.4.3 Critères de localisation 

       Il est utile d’avoir des idées claires qui permettent de comprendre les principales 

caractéristiques de la localisation, restant valable pour des modèles plus compliqués. Les 

critères suivant aident à avoir  une image simple. 

• Critère d’Ioffe-Regel 

Le libre parcours moyen ℓe est caractéristique des hétérogénéités du milieu, il représente la 

longueur moyenne parcourue pour une onde entre deux diffusions. Dans le cas de diffuseurs 

isotropes, aux quels on se limitera ici, ces deux longueurs sont confondues s’il n’y a pas 

localisation. Un libre parcours moyen « grand » correspond à un milieu faiblement 

désordonné, la comparaison s’effectuant par rapport à la longueur d’onde de l’onde se 

propageant dans le milieu. Lorsque le désordre est faible, le transport des ondes est bien décrit 

en moyenne par l’équation de diffusion. Mais que se passe-t-il lorsque le libre parcours 

moyen devient comparable à la longueur d’onde ? Dans ce cas les effets d’interférences ne 

sont plus négligeables et la description en termes de diffusion n’est plus valable. La 

localisation correspond à l’arrêt du transport dans un milieu diffusant à cause des 

interférences entre les ondes diffusées. Dans un milieu diffusant 3D, il existe le critère de 

Ioffe-Regel, communément considéré comme nécessaire pour l’obtention des effets 

prépondérants des interférences. Ce critère, [22,54], stipule que la longueur d’onde doit être 

supérieure au libre parcours moyen : 

 

𝑘𝑘𝑙𝑙 < 1                                                                 (1.9) 

 

Lorsque ce critère est respecté, de nombreuses diffusions ont lieu sur une longueur d’onde et 

le phénomène de localisation forte a une grande probabilité d’avoir lieu. 

 

 

 



Diffusion des ondes                                                                                                                                                                                 Chapitre1 

 

16 
 

• Critère de Thouless 

En 1974, D.J. Thouless [25] considère un système désordonné de taille L≪ ℓ dans le régime 

étendu (non localisé). Selon l’´equation de diffusion, le temps caractéristique pour qu’une 

onde traverse le milieu est 𝑡𝑡𝐷𝐷 = 𝐿𝐿2/𝐷𝐷 , où D est le coefficient de diffusion. Par conséquent les 

états propres du système ont une largeur typique δ𝐸𝐸 ≈ D/𝐿𝐿2 appelée énergie de Thouless. On 

peut comparer cette largeur avec l’écart moyen entre les niveaux ΔE donné 

approximativement par l’inverse de la densité d’état : ∆𝐸𝐸 = 1
𝜌𝜌(𝐸𝐸)𝐷𝐷(𝐸𝐸)𝐿𝐿𝑑𝑑

 ou 𝐿𝐿𝑑𝑑  est le volume 

d’un système de  dimension d. On peut alors définir : 

 

𝑔𝑔≡ 𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛥𝛥𝛿𝛿
≈ 𝜌𝜌(𝐸𝐸)𝐷𝐷(𝐸𝐸)𝐿𝐿𝑑𝑑−2                                                (1.10) 

 

Où 𝜌𝜌(𝐸𝐸) est la densité d’état et 𝐿𝐿𝑑𝑑  est le volume du système de dimension d.  g est une 

variable sans dimension appelée conductance. 

Si 𝑔𝑔 > 1 alors la diffusion peut être assurée par les micros états du système désordonné, ce 

dernier étant donc dans le régime métallique. Pour 𝑔𝑔 < 1 il ne peut plus y avoir diffusion car 

il n’y a plus recouvrement entre les niveaux, l’écart moyen pour la diffusion δ𝐸𝐸 ne contient 

qu’un seul micro état, le système se trouve alors dans le régime localisé. Le critère pour la 

localisation dans un milieu fini devient donc : 𝑔𝑔 < 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑒𝑒 ≈ 1 

Ce critère est universel, il est bien utilisé comme un critère approximatif pour la localisation.             

          

1.4.4 Théorie d’Echelle 

• Approche de Thouless 

Thouless [59] a développé des arguments qui permettent de faire le lien entre le modèle 

d’Anderson et la conductance d’un système. De plus ces arguments vont conduire aux 

arguments d’échelle qui seront présentés dans la partie suivante. 

Considérons un système de taille L en dimension d. Les niveaux d’énergie d’un tel système 

sont espacés d’une largeur ∆ qui est l’inverse de la densité d’états ρ(E). Un électron qui 

diffuse dans un système explorera les niveaux d’énergie contenus dans une bande de largeur 

𝐸𝐸𝑇𝑇 = ℎ𝐷𝐷
𝐿𝐿2 ,  où ET est appelée énergie de Thouless et D est la constante de diffusion. Le rapport 

entre l’énergie de Thouless et l’espacement de niveaux est appelé nombre de Thouless noté g, 

peut être relié à la conductance du système. En effet, on a : 
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g = 𝐸𝐸𝑇𝑇
∆

= ℎ𝐷𝐷𝜌𝜌(𝐸𝐸)
𝐿𝐿2                                                     (1.11) 

 

Or la relation d’Einstein relie la constante de diffusion à la conductivité du système σ : 

 

𝐷𝐷 = 𝜎𝜎 𝑒𝑒2𝑣𝑣(𝐸𝐸)⁄                                                     (1.12) 

 

Où ν (E) = ρ (E) Ld est la densité d’états par unité de volume. En notant que la conductance du 

système est donnée par G =σ Ld −2, on obtient : 

 

g = 𝐸𝐸𝑇𝑇
∆

= ℎ
𝑒𝑒2 𝐺𝐺                                                       (1.13) 

 

Le nombre de Thouless g est appelé conductance généralisée sans dimension. 

D’après le modèle d’Anderson. En supposant que les niveaux d’énergie des impuretés sont 

régulièrement repartis entre − W /2 et + W /2, l’espacement entre niveaux est Δ =W /N, où N 

est le nombre d’impuretés et par conséquent l’énergie de Thouless sera donnée par V/ N, où V 

est l’intégrale de recouvrement entre états. 

Le nombre de Thouless peut s’écrire : 

 

g = 𝑉𝑉
𝑊𝑊

= ℎ
𝑒𝑒2 𝐺𝐺                                                    (1.14) 

 

Et le critère d’Anderson donne que le système devient isolant lorsque le nombre de Thouless 

devient inférieur à une certaine valeur critique gc=V/Wc de l’ordre de 1. Ce résultat montre 

donc que dans le problème d’Anderson, c’est la conductance qui possède une valeur critique. 

 

 
 

δE Δ <1 Les états sont localisés 
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δE Δ >1 Les états sont étendus 

 

• Influence de la dimensionnalité de l’espace 

Dans l’argument d’Anderson, la présence de la transition a lieu quelle que soit la dimension 

de l’espace. Des arguments simples permettent de montrer que cette vision est fausse en 

dimension un, pour laquelle un désordre, aussi faible soit il, localise les états électroniques 

[60] pour le montrer, reprenons les arguments de Thouless. L’élargissement, en énergie, d’un 

paquet d’onde diffusant sur une longueur L est égal à l’énergie de Thouless E ∝ L−2 T, alors 

que l’espacement entre niveaux d’un système de dimension d varie comme L−d . 

Ainsi le nombre de niveaux contenus dans un paquet d’onde est proportionnel à Ld −2. Pour  

d =1, lorsque L augmente, le nombre de niveaux dans le paquet d’onde va diminuer jusqu’à ce 

qu’il ne reste qu’un état propre dans le paquet d’onde, conduisant à la localisation. Ainsi, 

quelque soit le désordre, les états électroniques en dimension un sont toujours localisés. 

Pour d = 2, l’élargissement du paquet d’onde et l’espacement entre niveaux varient tous les 

deux comme L−2 et aucune conclusion sur la localisation ne peut être donnée par cet argument. 

Il est alors nécessaire d’aller plus loin. 

 

• Raisonnement d’Abrahams, Anderson, Licciardello et Ramakrishnan 

En achevant le travail de Thouless, Abrahams, Anderson, Licciardello et Ramakrishnan  [57] 

déduisent la courbe β (g) à grandes et petites valeurs de g par interpolation entre deux régimes 

asymptotiques : 

 Forte conductance (g>>1) 

La loi d’Ohm classique g = σ Ld −2 s’applique et par conséquent : 

 

lim g→∞ β (g) = d − 2                                           (1.15) 
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à 2D, β (g) tends vers 0 ce qui traduit le fait bien connu que dans un plan la conductance est 

indépendante de la taille du système. Un calcul perturbatif en puissance de g-1 [13] donne la 

déviation de β (g) par rapport à sa valeur asymptotique (1.15): 

 

β (g) = d − 2 + a
g

+ 𝘖𝘖(g−2)                                         (1.16) 

 

 Faible conductance (g<<1) 

Les états sont localisés et la conductance décroît exponentiellement (La loi d’Ohm quantique) 

d’où: 

 

g ≈ g0e−L/ξ      et       lim g→∞ 𝛽𝛽 (g) = ln[g/g0(d)]             (1.17) 

 

Où g0 est un rapport sans dimension de l’ordre de 1, et ξ est la longueur de localisation. Il est 

là aussi possible d’aller plus loin en faisant un développement perturbatif en W/V [2], 

donnant une correction positive : 

 

β (g) = ln � g
g0
� [1 + α. g + θ(g2)]                                   (1.18) 

 

D’après ces conditions, Abrahams et al [60] ont tracés la fonction β (g) en faisant l’hypothèse 

de continuité entre les deux limites (1.16) et (1.18), et en remarquant que β(g) doit être 

monotone étant donné qu’une diminution de W/V signifie plus de localisation. Cette fonction 

est représentée pour les dimensions 1, 2 et 3 par la figure 1.5. 
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Fig. 1.5 : Fonction d'échelle 𝛽𝛽 en fonction de ℓn(g) pour différentes dimensions dans le cas 

d’un système désordonné [55]. 

 

• Commentaires sur la courbe β (g) 

- β (g) > 0, la conductance augmente lorsque la taille du système augmente, les 

électrons sont délocalisés, on a un régime métallique. 

- β (g) < 0, la conductance diminue avec la taille du système, on a un régime isolant. 

- β (g) = 0 (à l’intersection avec l’axe horizontal au point gc), ce qui traduit une 

transition de phase  pour d=3 due au désordre, d’un état isolant (g < gc) vers un état 

métallique (g > gc). 

La grande limitation de la théorie d’échelle est le problème des fluctuations universelles de 

conductance. Pour des échantillons macroscopiquement identiques, la conductance fluctue 

d’un échantillon à l’autre, car elle dépend de la configuration du désordre. La théorie n’est 

valable en moyenne que sur un grand nombre d’échantillons. D’après les études numériques 

réalisées [20,57],  la moyenne logarithmique < ln(g) > vérifie le mieux cette théorie. 

 

1.5 Théorie de la transition métal-isolant 

         Parmi les transitions de phase, les transitions métal-isolant occupent une place tout à fait 

prépondérante. D'une part parce que, plus de 75 ans après l'explication quantique de la forte 

distinction entre métaux et isolant faite par Bloch, Peierls et Wilson en 1929 et 1931[58], 

nombre de ces transitions ne sont pas encore intégralement comprises. D'autre part parce 



Diffusion des ondes                                                                                                                                                                                 Chapitre1 

 

21 
 

qu'elles relèvent d'une classe de transition de phase continue dites transitions de phase 

quantique puisqu'elles n'ont rigoureusement de sens qu'à T = 0°k, et que leur comportement 

critique est gouverné par des fluctuations quantiques et non pas thermiques [26]. 

Les transitions métal-isolant peuvent être divisées en deux catégories principales : dans la 

première, il s'agit d'une transition structurale due à une modification du réseau cristallin [27] 

telle qu'elle sépare les bandes de conduction, engendrant ainsi un état isolant. 

 

1.5.1  Transition d'Anderson  

         Au commencement de la mécanique quantique, l'étude des objets périodiques, sans 

défauts, a été privilégiée parce qu'elle permettait une résolution théorique relativement simple. 

Malheureusement, la nature nous présente plus de matériaux désordonnés que cristallins, ce 

qui a entraîné  le besoin d'une description de l'effet du désordre [18]. 

La limite des faibles désordres est traditionnellement décrite par la diffusion des ondes de 

Bloch, issues d'un calcul sur des systèmes périodiques. Il en résulte les équations de 

Boltzmann pour le transport. Depuis la fin des années 1970, on sait que cette approche n'est 

pas suffisante et ne décrit pas bien ce qui se passe en présence de désordre. De nouvelles 

approches ont émergé depuis avec l'étude du problème d'Anderson d’un électron dans un 

potentiel aléatoire ainsi que l'étude des interactions entre électrons en présence d'un potentiel 

aléatoire. 

Dans un réseau périodique chaque site a une énergie 𝜀𝜀𝑖𝑖  aléatoirement distribuée sur 

�– 𝑤𝑤    
2

, + 𝑤𝑤
2

 � figure 1.6.  

L'hamiltonien mono électronique  du système s'écrit alors : 

 

𝐻𝐻𝐴𝐴𝑛𝑛𝑑𝑑𝑒𝑒𝑟𝑟𝑐𝑐𝐴𝐴𝑛𝑛 = 𝑡𝑡 ∑ 𝑐𝑐𝑖𝑖
†𝑐𝑐𝑗𝑗 +𝑖𝑖𝑗𝑗 ∑ 𝜖𝜖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖

†𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖                                            (1.19) 

 

Où le premier terme décrit un terme type liaison forte et le deuxième qui décrit le désordre du 

système via l'énergie potentielle au site i.   

 Anderson a alors montré que la fonction d'onde d'un électron pouvait être profondément 

altérée par ce potentiel aléatoire s'il était suffisamment fort. En effet, lorsqu'il n'y a pas de 

désordre W=0, l'électron est dans un réseau périodique et on retrouve les fonctions de Bloch 

classique, le système est alors métallique. 
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Fig. 1.6 : Variation de l'énergie potentielle sur chaque site pour un système désordonnée 1D. 

 

A faible désordre, il ya diffusion des électrons par ce potentiel aléatoire. Ils perdent alors leur 

cohérence de phase au bout d'une longueur caractéristique de l'ordre de l qui est le libre 

parcours moyen. En revanche, lorsque W devient important, le trop fort désordre peut 

localiser la fonction d'onde qui décroit exponentiellement dans l'espace : 

 

|𝜓𝜓(𝑟𝑟)|~ exp �− |𝑟𝑟−𝑟𝑟0|
𝜉𝜉
�                                              (1.20) 

 

Où 𝜉𝜉est la longueur de localisation. 

 En effet, puisque le désordre est important, il existe une grande dispersion en énergie des 

états individuels des électrons. L'écart d'énergie ∆W entre deux sites voisins étant donné par : 

 

∆W~ 1
4
3πr3N(E)

                                                       (1.21) 

 

Où r est la distance séparant les deux sites considérés et N(E) la densité d'états du système, les 

orbitales proches spatialement et qui ont un recouvrement important ont des énergies très 

différentes. De même, les orbitales proches en énergie sont éloignées spatialement et donc, 

dans la limite d'un fort désordre, il n'y aura que peu de recouvrement, si bien qu'il ne peut pas 

y avoir d'états étendus. Le système est alors isolant. On a donc une transition métal-isolant 

induite par le désordre. On note également que l'on a deux longueurs caractéristiques : l le 

libre parcours moyen et 1
𝑘𝑘𝐹𝐹

 la longueur associée au vecteur d'onde de Fermi. La quantité 1
𝑘𝑘𝑓𝑓𝑙𝑙

 

augmente avec le désordre et peut donc être prise comme paramètre de désordre. Le désordre 
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critique auquel a lieu la TMI correspond à kF l = 1, c'est-à-dire à la situation où  le libre 

parcours moyen est de l'ordre de grandeur de la distance inter-atomique. 

 Dans un schéma de structure des bandes figure 1.7, les électrons se situent au milieu, la ou la 

densité d’état est maximale, interagissent beaucoup entre eux, et ont par conséquent plus de 

chance d’être délocalisés que les électrons de bord de bande [27]. 

 

 
 

Fig. 1.7 : Densité d’états pour un système avec un désordre intermédiaire [55]. 

 

 Si le rapport W/t est grand, les deux bords de mobilité séparant les états localisés des états 

étendus se rapprochent jusqu’a se rejoindre [27,28]. Tous les états sont alors localisés et le 

système est isolant. En revanche, si W/t est petit, les bords de mobilité s’éloignent et des états 

étendus apparaissent au milieu de la bande. Pour une valeur intermédiaire de W/t un des bords 

de mobilité traverse le niveau de Fermi et le système présente alors une transition métal-

isolant. 
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1.6  Généralités sur les condensations de Bose-Einstein 
          La condensation de Bose-Einstein est une transition de phase particulière puisqu’il 

s’agit d’une transition de phase quantique. Elle concerne les particules de spin entier, les 

bosons, et se caractérisé par une accumulation de ces derniers dans le même état quantique. 

En 1924, Albert Einstein reçut un projet d’article écrit par un jeune physicien bengali, 

Satyendra Nath Bose, qui démontrait la loi de Planck pour le rayonnement du corps noir en 

traitant les photons comme un gaz de particules identiques. Fort intéressé, Einstein traduisit le 

manuscrit en allemand et veilla à sa publication, puis généralisa cette idée à un gaz de 

particules matérielles. Dans un second article, publié en 1925, Einstein démontra une 

propriété extraordinaire de ce système de particules matérielles : si sa densité spatiale n est 

plus grande que la valeur critique donnée par : 

 

𝑛𝑛𝑐𝑐 ≃
0.166
ℏ3 (𝑚𝑚𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇)3/2                                               (1.22) 

 

Où kB et ℏ sont les constantes de Boltzmann et de Planck, et m la masse des particules. 

Une fraction macroscopique des atomes se « condense » dans l’état d’énergie le plus bas. 

Ainsi la température de condensation semble très basse même pour des densités élevées. Par 

exemple si l’on prend de l’hélium on obtient Tc≃3.2K pour n = 1.31027 atomes/m3 [31-33].  

 

1.6.1 Cas d’un gaz piégé dans un potentiel harmonique 
           Les expériences sur les gaz atomiques ne sont pas en général  menées dans des boîtes 

cubiques, mais dans des pièges harmoniques créés à l’aide de champs magnétiques ou de 

faisceaux laser. Considérons l’exemple simple d’un piège isotrope de pulsation 𝜔𝜔 : 

 

𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡 (𝑟𝑟) = 𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑟𝑟2

2
= 𝑚𝑚𝜔𝜔2

2
(𝑒𝑒2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2)                             (1.23) 

 

Les bosons sont alors répartis sur différents niveaux individuels caractérisés par trois nombres 

quantiques (nx, ny, nz), la valeur propre εn à : 

 

𝜀𝜀𝑛𝑛𝑒𝑒𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛𝑧𝑧 = �𝑛𝑛𝑒𝑒 + 𝑛𝑛𝑦𝑦 + 𝑛𝑛𝑧𝑧 + 3
2
� ℏ𝜔𝜔                                 (1.24) 
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𝜀𝜀𝑛𝑛 = �𝑛𝑛 + 3
2
�  ℏ𝜔𝜔                                                    (1.25) 

 

Avec : 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑒𝑒 + 𝑛𝑛𝑦𝑦 + 𝑛𝑛𝑧𝑧   

𝜓𝜓𝑛𝑛𝑒𝑒𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛𝑧𝑧(𝑟𝑟) = 𝜒𝜒𝑛𝑛𝑒𝑒 (𝑒𝑒)𝜒𝜒𝑛𝑛𝑦𝑦 (𝑦𝑦)𝜒𝜒𝑛𝑛𝑧𝑧(𝑧𝑧), où les ni sont des entiers positifs ou nuls. 

 Rappelons que chaque fonction d’Hermite 𝝌𝝌𝒋𝒋(𝒙𝒙) est le produit d’un polynôme l’Hermite de 

degré j par la gaussienne exp �− 𝑒𝑒2

2𝑑𝑑2�, avec 𝑑𝑑 = (ℏ/𝑚𝑚𝜔𝜔)1/2. La limite thermodynamique de 

ce système est obtenue en prenant  𝑁𝑁 → ∞,𝜔𝜔 → 𝑎𝑎, tout en gardant 𝑁𝑁𝜔𝜔3 constant. Comme 

pour le cas de la boîte, on trouve qu’une transition de phase se produit à la température 

critique Tc donnée par 𝑁𝑁(ℏ𝜔𝜔)3 = 𝜁𝜁(3)(𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇𝑐𝑐)3, où  𝜁𝜁 est la fonction de Riemann. 

 Pour T < Tc, une fraction macroscopique des particules s’accumule dans l’état fondamental 

du piège :     

                 

𝜓𝜓0,0,0(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑟𝑟2 2𝑑𝑑2)⁄
(𝜋𝜋𝑑𝑑2)3 4⁄                                                (1.26)                                  

 

A température nulle, toutes les particules occupent cet état. 

Si l'on prend alors pour zéro l'énergie de l'état fondamental, les valeurs propres de 

l'hamiltonien  à une particule valent  𝜀𝜀𝑛𝑛 = 𝑛𝑛ℏ𝜔𝜔  et le nombre moyen de particule nk occupant 

un état individuel à une particule associé au niveau d'énergie 𝜀𝜀𝑛𝑛  peut alors s'écrire en prenant 

𝜇𝜇 = 𝜀𝜀0 = 0 : 

  

〈𝑛𝑛𝑘𝑘〉 = 1
𝑧𝑧−1𝑒𝑒𝛽𝛽𝑛𝑛 ℏ𝜔𝜔−1

                                                          (1.27)    

                          

Avec : 

𝑧𝑧 = 𝑒𝑒𝛽𝛽𝜇𝜇                                                             (1.28) 

 

Où z est la fugacité du gaz définie à partir de son potentiel chimique μ, et 𝛽𝛽 = 1/𝐾𝐾𝐵𝐵𝑇𝑇 tel 

que  ℏ𝜔𝜔
𝑘𝑘𝐵𝐵
≪ 1. 
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Le nombre moyen de bosons piégés dans le potentiel est alors : 

 

𝑁𝑁 = 𝑁𝑁0 + 𝑁𝑁𝑇𝑇 = 𝑧𝑧
1−𝑧𝑧

+ 𝑁𝑁𝑇𝑇                                           (1.29) 

 

Où N0 est le nombre de particules dans l'état fondamental (la limite où ce nombre est 

macroscopique correspond à une situation où 𝜇𝜇 → 0, c'est-à-dire 𝑧𝑧 → 1 ). 

 

Concernant le nombre d'atomes non-condensés NT, on peut montrer, plus précisément que 

celui-ci, s'écrit [32, 33] : 

 

𝑁𝑁𝑇𝑇 = �𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇
ℏ𝜔𝜔
�

3
𝑔𝑔3(𝑧𝑧)                                            (1.30) 

 

Avec 𝑔𝑔3(𝑧𝑧) = 𝜁𝜁(3) dans la limite où z = 1 où 𝜁𝜁 est la fonction de Riemann. 

L'équation (1.29) peut alors s'écrire : 

 

𝑁𝑁 ≃ 𝑁𝑁0 + �𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇
ℏ𝜔𝜔
�

3
𝑔𝑔3(𝑧𝑧)                                             (1.31) 

 

On en déduit finalement la fraction 𝑁𝑁0
𝑁𝑁

   condensée dans l'état fondamental : 

 

𝑁𝑁0
𝑁𝑁
≃ 1 − �𝑇𝑇

𝑇𝑇𝑐𝑐
�

3
 pour 𝑇𝑇 ≤ 𝑇𝑇𝑐𝑐                                            (1.32) 

 

Avec Tc définie par 

  

𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 ≃  ℏ𝜔𝜔 � 𝑁𝑁
𝑔𝑔3(1)�

1/3
                                          (1.33) 

 

De (1.33), on voit clairement que 𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 peut être beaucoup plus grand que ℏ𝜔𝜔 Dans la plupart 

des pièges actuels, le nombre d'atomes est de quelques milliers à plusieurs millions de sorte 

que 𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇𝑐𝑐  est deux ordres de grandeurs environ plus grand que ℏ𝜔𝜔, l'approximation  ℏ𝜔𝜔
 kB Tc

≪ 1 
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est clairement valide. La quantité ℏ𝜔𝜔 est fixée expérimentalement. Pour une valeur de 9 n°K 

la température critique est de 300 n°K avec 40000 atomes dans le piège. 

D'un point de vue chronologique, beaucoup de travaux pour obtenir des condensats gazeux 

ont pris leur essor au niveau des années 80, utilisant des atomes d'hydrogène mais ont échoué 

en raison de la recombinaison des atomes pour former des molécules [35]. Or dans ces mêmes 

années ont été mises au point des techniques de refroidissement par laser [36,37].  

Ces techniques de refroidissement combinées à celles de refroidissement par évaporation [38] 

ont permis d'atteindre les températures nécessaires à l'obtention du phénomène. 

Ainsi, la condensation de Bose-Einstein a été observée pour la première fois en 1995 dans 

différentes expériences, d'une part utilisant des vapeurs de Rubidium [39] et d'autre part avec 

des atomes de Sodium [40] refroidis à des températures de l'ordre de la fraction de micro 

Kelvin. Si tous les atomes se trouvent dans le niveau fondamental, ceux-ci seront donc tous 

décrits par la même fonction d'onde 𝛿𝛿(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)  dite fonction d'onde du condensat (ou paramètre 

d'ordre du condensat), nous verrons dans la suite comment l'on peut décrire quantitativement 

cette fonction d'onde mais avant cela nous allons donner quelques notions expérimentales sur 

la condensation de Bose-Einstein. 

 

1.6.2 Résultats expérimentaux 
Nous allons commencer par montrer l'une des premières et plus célèbres images figure 

1.8 d'un condensat obtenu par Anderson et al en 1995 [40].   

L'image de gauche correspond à un gaz juste au-dessus de la température critique, celle du 

milieu, juste après l'apparition du condensat et celle de droite au condensat quasi pur. La taille 

de l'image est de 200 𝜇𝜇m à 270 𝜇𝜇m et correspond à une situation où les atomes se sont 

déplacés pendant un temps de t=20 s. Nous pouvons distingués la fraction condensée au 

centre du nuage et le nuage thermique ou se trouvent les atomes non condensés. A 50 nK, le 

nuage thermique n’est plus n’est plus détecté, nous observons uniquement le condensat.   
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Fig. 1.8 : Distribution d’un nuage au voisinage du seuil de condensation, image par 

absorption du nuage de 87Rb prise après un temps de vol [40]. 

 

Nous pouvons ensuite illustrer la formule (1.27) qui donne la fraction d'atomes condensés 

N0/N en fonction du rapport de température T/𝑇𝑇𝑐𝑐0 . 

 

 
 

Fig. 1.9 : La fraction d'atomes condensés N0/N en fonction du rapport température T/𝑇𝑇𝑐𝑐0 [34]. 
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Sur la figure 1.9, il est clair qu'il existe une température critique pour laquelle un nombre 

macroscopique d'atomes se retrouvent dans l'état fondamental du système. 

 

Enfin on peut montrer  figure 1.10 une autre expérience assez spectaculaire qui illustre les 

propriétés de cohérence des condensats de Bose-Einstein. 

 

 

 
 

Fig. 1.10 : Figure illustrant des expériences de M.I.T. où l'on fait  recouvrir deux condensats 

indépendants qui ont permis d'observer des franges dues aux interférences d'onde de matière 

qui prouve que les condensats sont bien des systèmes cohérents de phase [60]. 

 

 

- Observation de la localisation avec des ondes de matière 

 

Nous présentons sur la figure 1.11 les résultats récents sur la localisation d’un condensat de 

Bose-Einstein en expansion dans un potentiel optique désordonné (Champ de tavelures) à 1D.  

Dans le régime de faible désordre, la transmission de l’onde de matière à travers une 

modulation unique du potentiel aléatoire est proche de l’unité. Après un temps d’expansion 

suffisamment long au bout duquel les interactions sont négligeables, le scénario proposé par 

Anderson est possible. Sanchez et al ont pu identifier le domaine de paramètres où la 

localisation d’Anderson peut être obtenue [41, 43, 44]. Cette étude a mis en évidence que les 
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potentiels induits par des tavelures optiques (speckle) ont des propriétés très particulières qui 

peuvent produire une transition effective d’un régime de localisation exponentielle à un 

régime de localisation en puissance.  

 

 

 
 

 

Fig. 1.11 : Image représentant la densité atomique de rubidium dans les expériences 

d’Anderson, prise en coupant le piège et en laissant s’étendre le condensat [41]. 
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1.7 Conclusion : 

    Dans ce chapitre nous avons introduit les notions élémentaires liées à la diffusion des ondes 

dans un système désordonné. En passant en revue les principaux travaux ayant contribués à 

l’établissement de la théorie de localisation, nous avons donné les propriétés électroniques de 

ces systèmes particulièrement la caractérisation de l’état (localisé ou délocalisé) en fonction 

du degré du désordre. On s’est particulièrement intéressé à la localisation d’Anderson où la 

diffusion et les interférences des ondes sont liées. A la fin du chapitre nous présentons la 

condensation de Bose-Einstein des atomes ultra-froids dans les quelles la localisation 

d’Anderson a été observé expérimentalement.  
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condensation de Bose-

Einstein  
 

 

 

2.1 Introduction     

 On sait que la localisation d'Anderson est le phénomène emblématique des systèmes 

désordonnés, où les effets de diffusion et d'interférences sont présents [1-3]. En 1958, P.W. 

Anderson prédit en effet que le désordre, lié par exemple à la présence d'impuretés dans la structure 

cristalline, peut conduire à une suppression totale du transport des ondes électroniques, celles-ci 

restant localisées dans le milieu. D'origine purement ondulatoire, cette localisation a depuis été 

observée avec différents types d'ondes: électroniques, puis classiques (ondes lumineuses, ultra-sons, 

micro-ondes) et dernièrement avec des atomes ultra-froids [4-6]. 

 Sachant  aussi que les résultats de la théorie d’Anderson  concernant les phénomènes de 

localisation dus aux interférences destructives des ondes induites par le désordre, en particulier 

lorsque le désordre est corrélé [7,8] où en prenant en considération les interactions non linéaires [9-

13] montrent qu’il y’a un transport électronique même à 1D. 
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De ce fait le phénomène de la condensation de Bose-Einstein  est devenu l’un des domaines de 

recherche les plus actifs en physique. Les raisons d’un tel intérêt pour les gaz de bosons condensés 

sont simples à comprendre, l’effet des interactions entre atomes qui joue, comme nous l’avons vu, 

un rôle important dans la description macroscopique du condensat, est beaucoup plus simple à 

décrire et à interpréter pour des systèmes gazeux que pour des phases liquides ou solides, on peut 

dans la plupart des cas se limiter à des interactions à deux corps, ce qui est évidemment impossible 

pour des systèmes plusieurs milliards de fois plus denses comme l’hélium liquide. 

De fait la localisation d'Anderson dépend crucialement de la dimension : tous les états sont en 

principe localisés à 1D et 2D, tandis qu'une réelle transition métal-isolant (états diffusifs-localisés), 

appelée la transition d'Anderson, est attendue à 3D. Phénomène fondamental et complexe, cette 

transition n'a pas encore livrée tous ses secrets. En particulier, la nature exacte du comportement 

critique pose toujours question. Un enjeu important à l'heure actuelle reste donc le développement 

de systèmes bien contrôlés pour permettre l'observation directe et précise de cette transition à 3D. 

Les atomes ultra-froids constituent d'excellents candidats, et, suite aux premières démonstrations 

réalisées à 1D, deux expériences viennent de faire un premier pas vers cet objectif en observant un 

effet de localisation à 3D : l'une effectuée par le groupe B. DeMarco avec un gaz de fermions [14] 

et l'autre dans le Laboratoire Charles Fabry de l'Institut d'Optique – Palaiseau  à partir d'un BEC 

[15]. 

 

Après avoir présenté au chapitre1 une image physique simple du  transport et de la localisation 

d’ondes en milieu désordonné et des généralités sur la condensation de Bose Einstein,  nous 

donnons dans ce chapitre une description  théorique de base du condensat et une introduction de 

l’équation de Gross-Pitaevskii [16-19] ainsi que ses approximations.  

 

2.2 L’équation de Gross-Pitaevskii   
L'équation de Gross–Pitaevskii [16-19] est l'équation qui régit l'état et la dynamique d'un gaz 

de bosons ultra-froids BEC sous l'approximation d'Hartree. Sa forme indépendante du temps 

s’obtient en considérant un gaz dilué de 𝒩𝒩 bosons ultra-froids dans un potentiel de confinement ou 

de potentiel de piégeage 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟), interagissant entre eux via un potentiel 𝑉𝑉(𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗  ) ne dépendant 

que de la distance entre 2 bosons. 

 

L’accumulation du condensat au fond du puits de potentiel conduit à une densité spatiale de l’ordre 

de 1020 atomes/m3, pour laquelle le modèle du gaz parfait n’est plus valable, on ne peut pas ignorer 
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les interactions entre atomes. Ces interactions jouent un rôle essentiel pour déterminer les propriétés 

statiques du condensat : taille, énergie, ainsi que les propriétés dynamiques : modes de vibration, 

superfluidité. Leur prise en compte semble a priori un problème difficile, car le potentiel 

d’interaction entre deux atomes 𝑉𝑉(𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗  ) est compliqué :  

 

Attractif à longue distance (�𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗ � > 0.5𝑛𝑛𝑛𝑛), il devient répulsif quand les deux atomes sont 

suffisamment proches pour que leurs nuages électroniques se recouvrent. 

Cependant, à très basse température, il n’est pas nécessaire de prendre en compte la forme précise 

de ce potentiel pour décrire les propriétés du gaz atomique. La relation d’incertitude de Heisenberg 

affirme qu’un atome est d’autant plus délocalisé que sa vitesse est bien connue. 

L’ordre de grandeur de cette délocalisation quantique est donné par la longueur d’onde thermique 

λTh : quand celle-ci devient supérieure à la portée du potentiel, on peut ignorer les détails de  

𝑉𝑉(𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗  )  et le caractériser par une seule quantité, appelée longueur de diffusion et notée a [20].  

 

En particulier, deux potentiels ayant même longueur de diffusion ont des effets physiques 

équivalents à très basse température. On peut ainsi remplacer le potentiel réel 𝑉𝑉�𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗  � par le 

potentiel effectif [21] beaucoup plus simple : 

 

 𝑉𝑉��𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗ �� = 4𝜋𝜋ℏ2𝑎𝑎
𝑛𝑛

𝛿𝛿�𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗ � = 𝑔𝑔𝛿𝛿�𝑟𝑟𝑖𝑖��⃗ − 𝑟𝑟𝑗𝑗��⃗ �                           (2.1) 

 

Où  δ(r⃗) représente la distribution de Dirac. La longueur de diffusion peut être positive (exemple :  

a = 0.065 nm pour l’hydrogène, 5.4 nm pour le rubidium) ou négative (a= -1.5 nm pour le lithium).  

 

- Dans le premier cas, on dit qu’on a affaire à une interaction effective répulsive, car cela 

coûte de l’énergie de mettre deux atomes au même endroit, dans ce domaine de très basse 

température.  

- Dans le cas contraire, l’interaction est dite attractive. 

 

Considérons maintenant 𝒩𝒩 atomes confinés dans un potentiel extérieur 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟) . Avec un potentiel 

d’interaction donné par (2.1), l’hamiltonien du système s’écrit : 

 

Ĥ =      ∑ �𝑃𝑃
�⃗𝑖𝑖

2

2𝑛𝑛
+ 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟𝑖𝑖)�𝑁𝑁

𝑖𝑖=1�������������
ℎ1 ℎ𝑎𝑎𝑛𝑛𝑖𝑖𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎𝑛𝑛𝑖𝑖𝑒𝑒𝑛𝑛  à 1 𝑐𝑐𝑎𝑎𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐

+ ∑ 𝑉𝑉(|𝑟𝑟1���⃗ − 𝑟𝑟2���⃗ |)𝑖𝑖 ,𝑗𝑗 (𝑖𝑖≠𝑗𝑗 )                             (2.2) 
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Où 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟) est le potentiel extérieur de piégeage des atomes qui est en général harmonique (pas 

forcément isotrope). 

Comme le système est à très basse température et donc presque totalement condensé, on adopte une 

approximation de champ moyen ceci en appliquant la méthode de Bogoliubov [22] avec les 

approximations suivantes : 

 

- Les 𝒩𝒩 bosons sont sans spin, en interactions binaires à température nulle. 

- Le gaz est dilué : 𝑛𝑛𝑎𝑎3 ≪ 1  où n est la densité atomique. 

- Le condensat est presque pur,  quasiment tous les atomes sont condensés. 

 

D’après l’approximation du champ moyen tous les atomes sont dans le même état quantique, décrit 

par une fonction d’onde unique  𝜓𝜓(𝑟𝑟)  vérifiant la condition de normalisation 

 

�|𝜓𝜓(𝑟𝑟)|2𝑑𝑑𝑟𝑟 = 1 

 

Dans l’approximation de Hartree, la fonction d’onde Ψ  totale du système est considérée comme 

étant le produit des fonctions d’onde à une particule 𝜓𝜓:  

 

�|Ψ�〉 = ∏ | �𝜓𝜓𝑖𝑖〉𝑁𝑁
𝑖𝑖=1                                                                   (2.3) 

 

Notons que cette fonction d'onde reste inchangée par permutation de 2 particules, ce qui correspond 

bien à un système de bosons. 

L’énergie E associée à l’équation (2.2) est donnée par :  

 

𝐻𝐻𝜓𝜓 = 𝐸𝐸𝜓𝜓 = 𝒩𝒩 �∫ �− ℏ2

2𝑛𝑛
| �∇ψ(r)|2 + Vext (r) �� |ψ(r)|2 + 4𝜋𝜋ℏ2𝑎𝑎

𝑛𝑛
 (𝒩𝒩−1)

2
 |ψ(r)|4� 𝑑𝑑𝑟𝑟        (2.4) 

 

 

La densité de particules est donnée par : 𝑛𝑛(𝑟𝑟) = 𝒩𝒩|ψ(r)|2 
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La fonction d’onde 𝜓𝜓(𝑟𝑟) minimise l’énergie du système, on obtient son équation d’évolution en 

différentiant (2.4) avec la contrainte de normalisation de 𝜓𝜓(𝑟𝑟) [23,24] : 

 

− ℏ2

2𝑛𝑛
Δψ(r) + Vext (r)ψ(r) + 4πℏ2a

m
  (𝒩𝒩− 1)|ψ(r)|2ψ(r) = μψ(r)                    (2.5) 

 

Où  𝜇𝜇 = 𝜕𝜕𝐸𝐸 𝜕𝜕𝒩𝒩⁄  est le potentiel chimique. 

 

En posant le terme d’interaction  𝑔𝑔0 = 𝑈𝑈0 = 4𝜋𝜋ℏ2𝑎𝑎
𝑛𝑛

 (𝒩𝒩 − 1) ≃ 4𝜋𝜋ℏ2𝒩𝒩𝑎𝑎
𝑛𝑛

   

 

On obtient une équation qui a la structure d’une équation de Schrödinger avec un terme non linéaire 

additionnel, cette équation est appelée équation de Gross-Pitaevskii et qui permet de transposer à un 

système macroscopique (~ 1 million d’atomes) des concepts quantiques développés initialement 

pour des particules individuelles : 

 

− ℏ2

2𝑛𝑛
∇2ψ(r) + Vext (r)ψ(r) + 𝑔𝑔0|ψ(r)|2ψ(r) = μψ(r)                        (2.6) 

 

Dans l’équation (2.6), le terme 𝑔𝑔0|ψ(r)|2 traduit l’interaction entre les atomes. Pour l’hydrogène, le 

sodium ou le rubidium 87, 𝑔𝑔0est positif, ce qui correspond à une interaction répulsive. On peut alors 

mettre un nombre arbitrairement élevé d’atomes dans le condensat, sa taille d’équilibre augmentant 

avec sa population. Au contraire, une interaction attractive, comme c’est le cas pour le lithium 7, 

limite le nombre d’atomes condensables. Au-delà d’une certaine valeur, de l’ordre du millier 

d’atomes, le condensat s’effondre sur lui-même. Des molécules et des agrégats sont formés lors de 

cet effondrement, et ils s’échappent du piège. 

 

2.3 Les approximations à l’équation de Gross-Pitaevskii 
On étudie ici plusieurs cas limites de l’équation de Gross-Pitaevskii qui nous permettrons de 

faire nos calculs au chapitre3. 

 

2.3.1 Équation sans interaction : Oscillateur harmonique 
Dans le cas où le nuage condensé est suffisamment dilué pour que l’on puisse négliger, dans 

l’équation de Gross-Pitaevskii, le dernier terme (terme non linéaire dû aux interactions  atomiques), 

on retrouve pour 𝜓𝜓(𝑟𝑟) une équation de Schrödinger standard bien que le sens physique de la 

fonction d’onde soit assez différent du cas d’une seule particule. 
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Les solutions analytiques de l’oscillateur harmonique à une dimension sont bien connues : 

 

ψn(x) = π−
1
4

√2n  n!
 e−x2

2�    Hn(x)                                                      (2.7) 

 

Où 𝐻𝐻𝑛𝑛(𝑒𝑒) est le polynôme de Hermite de rang n, défini par : 

 

ψn(x) = (−1)n ex2 dn

dxn  (ex2 )                                                   (2.8) 

 

Par exemple:  H0(x) = 1,  H1(x) = 2x , H2(x) = 4x2 − 2. 

Pour chaque fonction d’onde ψn(x) correspond une énergie 𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1
2
 

La fonction d’onde 𝜓𝜓(𝑟𝑟) sera le produit de trois oscillateurs  harmoniques : 

 

𝜓𝜓(𝑒𝑒,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝜓𝜓0(𝑒𝑒) 𝜓𝜓0(𝑦𝑦)𝛼𝛼
1
4 𝜓𝜓0�√𝛼𝛼 𝑧𝑧� = 𝛼𝛼

1
4

𝜋𝜋
3
4

 𝑒𝑒−
𝑒𝑒2+𝑦𝑦2+𝛼𝛼𝑧𝑧2

2                      (2.9) 

 

Où 𝛼𝛼 est le rapport d’anisotropie :   

                                  

𝛼𝛼 = 𝜔𝜔𝑒𝑒
𝜔𝜔𝑧𝑧

                                                                     (2.10) 

 

avec  𝜔𝜔𝑒𝑒  pulsation d’oscillation radiale et  𝜔𝜔𝑧𝑧  pulsation d’oscillation axiale                                                                                                                    

 

 

Dont le potentiel chimique associé est : 

 

𝜇𝜇 = 1 + 𝛼𝛼
2
                                                                     (2.11) 
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2.3.2 Calcul variationnel : Approximation par une Gaussienne 
Nous avons vu qu’en l’absence d’interactions entre les particules, la fonction d’onde est une 

gaussienne. L’interaction entre les atomes augmente les dimensions du condensat, on prend donc 

une fonction test 𝜓𝜓(𝑟𝑟) ayant la forme suivante : 

 

𝜓𝜓𝑎𝑎 ,𝑏𝑏(𝑒𝑒,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 1

𝜋𝜋
3

4� 𝑎𝑎√𝑏𝑏
𝑒𝑒−

𝑒𝑒2+𝑦𝑦2 
2𝑎𝑎2  + 𝑧𝑧

2

2𝑏𝑏2                                               (2.12) 

 

Où a et b sont des paramètres à ajuster pour minimiser l’énergie (2.4). On obtient : 

 

𝐸𝐸(𝜓𝜓𝑎𝑎 ,𝑏𝑏) = 𝒩𝒩� 1
2𝑎𝑎2 + 1

4𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2

2
+ 𝛼𝛼2𝑏𝑏2

4
+ 𝐴𝐴

2(2𝜋𝜋)
3
2𝑎𝑎2𝑏𝑏

�                           (2.13) 

 

Avec :    

                                                     𝐴𝐴 = 𝑔𝑔0
ℏ𝜔𝜔𝑒𝑒

 1

( ℏ
𝑛𝑛𝜔𝜔𝑒𝑒

)
3

2�
                                                                      (2.14) 

 
𝜕𝜕𝐸𝐸(𝜓𝜓𝑎𝑎 ,𝑏𝑏)

𝜕𝜕𝑎𝑎
= 0   𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜕𝜕𝐸𝐸(𝜓𝜓𝑎𝑎 ,𝑏𝑏 )

𝜕𝜕𝑏𝑏
= 0     

 

S’écrivent alors: 

 

�
𝑎𝑎2 − 1

𝑎𝑎2 −
𝐴𝐴

(2𝜋𝜋)
3
2𝑎𝑎2𝑏𝑏

= 0

𝛼𝛼2𝑏𝑏2 − 1
𝑏𝑏2 −

𝐴𝐴

(2𝜋𝜋)
3
2𝑎𝑎2𝑏𝑏

= 0
     �                                            (2.15) 

 

                        

Il est alors facile de résoudre ce système d’équations. On en déduit alors, comme dans tout calcul 

variationnel, une limite supérieure de la valeur du potentiel chimique 𝜇𝜇 = �𝜓𝜓𝑎𝑎 ,𝑏𝑏�𝐻𝐻�𝜓𝜓𝑎𝑎 ,𝑏𝑏�. 
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2.3.3 Équation sans terme d’énergie cinétique : régime de Thomas-Fermi 
Dans le régime de forte densité atomique, plus exactement pour 𝐴𝐴 ≫ 1 c'est-à-dire l’énergie 

d’interaction est grande par rapport à l’énergie cinétique. On peut négliger le terme d’énergie 

cinétique − ℏ2

2𝑛𝑛
∇𝑟𝑟2 dans l’équation (2.6) , c’est ce qu’on appelle l’approximation de Thomas-Fermi. 

L’équation devient alors : 

 

Vext (r)ψ(r) + 𝑔𝑔0|ψ(r)|2ψ(r) = μψ(r)                                          (2.16) 

 

La solution de cette équation s’écrit simplement : 

 

𝜓𝜓𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑟𝑟) = � �
𝜇𝜇−𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟)

𝑔𝑔0

         0          𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛
�  𝑆𝑆𝑖𝑖 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟) < 𝜇𝜇                                    (2.17) 

 

La valeur de μ est donnée par la condition de normalisation  ∫|ψ(r)|2 dr = 1. 

On donne le résultat obtenu pour 1D [25].  

 

𝜇𝜇 = 1
2
�3𝐴𝐴

2
�

2 3⁄
                                                           (2.18) 

 

Pour 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟) un piège harmonique, le profil de densité |ψ(r)|2a la forme d’une parabole inversée. 

L’équation (2.17) caractérise l'équilibre local entre l'énergie d'interaction et le potentiel de  

piégeage, selon la relation : 

 

  𝑔𝑔0|𝜓𝜓0(𝑟𝑟)|2 + 𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑟𝑟) = 𝜇𝜇                                                (2.19) 

 

Cet équilibre de Thomas-Fermi est représenté dans la figure 2.1. Notons que le régime de Thomas-

Fermi est caractérisé en l'absence d'interactions par  le a0 mesure typique de la condensation qui 

peut être obtenue en appliquant le théorème du Viriel. 
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L’énergie cinétique de l'atome ~ℏ2/(2𝑛𝑛𝑎𝑎0
2) est égale à son énergie potentielle ~𝑛𝑛𝜔𝜔0

2𝑎𝑎0
2/2 , on 

obtient 𝑎𝑎0~�ℏ/𝑛𝑛𝜔𝜔0 . 

Dans le régime de Thomas-Fermi, les interactions répulsives sont fortes et on s'attend que la     

mesure typique R0 du condensat qu’elle soit beaucoup plus grand que a0.  

R0 suit l'équation. (2.17): 

𝑅𝑅0 = �
2𝜇𝜇
𝑛𝑛𝜔𝜔0

2                                                                    (2.20) 

 

En appliquant la condition  𝑅𝑅0 ≫ 𝑎𝑎0, nous obtenons finalement : 

𝜇𝜇 ≫ ℏ𝜔𝜔                                                                       (2.21) 

 

Qui est l’inégalité fondamentale du régime de Thomas-Fermi. 

 

 

Fig. 2.1 : Fonction d’onde de Thomas-Fermi dans un potentiel de piégeage harmonique à symétrie 

sphérique [26]. 
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2.4 Conclusion 

           Nous retiendrons dans ce chapitre, que l’équation de Gross-Pitaevskii correspond à l'équation 

de Schrödinger d’un gaz parfait à laquelle on ajoute un terme non-linéaire dû aux interactions qui 

ont pour origines les collisions entre atomes. Inclure dans la description du système les collisions 

interatomiques s’avère assez difficile. Néanmoins le problème est simplifié en traitant les atomes 

ultra-froids en utilisant une méthode variationnelle (approximation de Hartree). L’équation de 

Gross-Pitaevskii est d'ailleurs souvent appelée équation de Schrödinger non linéaire par les 

mathématiciens, le choix de la condition de normalisation est essentiel pour son obtention. 

Cependant, en changeant cette normalisation, on change l'équation.  
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Délocalisation d’un condensat de Bose-

Einstein en présence d’interactions dans un 

champ de tavelures 

 

 

 

3.1 Introduction : 

         L’objet de ce dernier chapitre est consacré à l’étude de l’effet d’un potentiel optique 

aléatoire unidimensionnel (speckel) sur la forme de la fonction d’onde  d’un condensat de 

Bose-Einstein avec interactions. Nous traitons le condensat  de Bose-Einstein dans 

l’approximation du champ moyen et nous utilisons l’équation de Gross-Pitaevskii  afin de 

calculer  la densité |𝜓𝜓|2
 d’un condensat de Bose Einstein. Nous trouvons dans le cas 

particulier, lorsque  la longueur de relaxation ξ est plus petite que la longueur de corrélation 

 𝜎𝜎𝑅𝑅  , le condensat assume  une délocalisation (profile de Thomas Fermi). Dans le cas 

contraire, lorsque la longueur de corrélation est plus petite que la longueur de relaxation, le 

condensat suit les modulations de potentiel optique aléatoire. Enfin, l’existence d’un BEC 

avec interaction en présence du potentiel désordonné permet de modifier le profil de la densité 

|𝜓𝜓|2 suivant la nature du potentiel aléatoire et la fonction d’onde reste toujours délocaliser 

même pour une très faible longueur de corrélation du désordre. 
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3.2 Potentiel optique aléatoire : champ de tavelures ou speckel. 

         Ce travail décrit l’étude du transport 1D d’un condensat de Bose-Einstein avec 

interactions en présence d’un potentiel optique aléatoire. L'origine physique des potentiels 

optiques vus par les atomes froids vient de la force dipolaire proportionnelle au gradient du 

module du champ électrique laser [1] ; Le champ électrique 𝐸𝐸(𝑟𝑟) possède une amplitude 

complexe donne lieu à un potentiel lumineux proportionnel au carré du champ 𝐸𝐸𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑟𝑟) =

𝛼𝛼(𝜔𝜔)𝐸𝐸(𝑟𝑟)2: 𝛼𝛼(𝜔𝜔) la polarisabilité de l’atome à une fréquence 𝜔𝜔. Le champ électrique fait 

intervenir  l’intensité lumineuse  𝐼𝐼(𝑟𝑟) = |𝐸𝐸(𝑟𝑟)|2.  Pour caractériser le potentiel aléatoire issu 

d’une réalisation d’un champ de tavelures, il nous faut donc caractériser l’échelle spatiale ∆𝑧𝑧 

des variations de l’intensité du champ de tavelures. Cette taille ∆𝑧𝑧 correspond à la taille 

typique des taches de tavelures voir figure 3.1. 

L’échelle de variations  spatiales  ∆𝑧𝑧  est définie comme  la largueur  de la fonction auto-

corrélation de la distribution  d’intensité  définie par  

𝐶𝐶1(𝛿𝛿𝑟𝑟) = 〈𝐼𝐼(𝑟𝑟)𝐼𝐼(𝑟𝑟 + 𝛿𝛿𝑟𝑟〉   

où  𝐼𝐼(𝑟𝑟) est l’intensité au point  𝑟𝑟. 

les crochets : <>  désigne la moyenne statistique. 

Où la déviation standard 𝜎𝜎𝐼𝐼 est définie par : 

𝜎𝜎𝐼𝐼 = �〈𝐼𝐼2〉 − 〈𝐼𝐼〉2. 
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Fig.3.1- Variation spatiale de l’intensité d’une réalisation de tavelures selon une direction de 

l’espace. La déviation standard 𝜎𝜎𝐼𝐼  (pointillés noirs) caractérise l’amplitude typique des pics 

d’intensité. La longueur ∆𝑧𝑧  caractérise l’échelle spatiale des modulations de l’intensité. 

 

Nous nous intéressons à des propriétés moyennes des atomes telle que  sa valeur moyenne et 

sa fonction de corrélation pour un champ de tavelure est donné par :  

𝑉𝑉(𝑟𝑟)𝑉𝑉(𝑟𝑟 − ∆𝑧𝑧) 

Nous désignons par un speckel un champ de tavelure ou grains de tavelure par une 

distribution spatiale aléatoire d’intensité. Cette distribution spatiale aléatoire d’intensité 

résulte de la diffusion d’une lumière laser cohérente sur une surface rugueuse. Cette diffusion 

de la lumière laser par une surface rugueuse peut se faire en réflexion ou  en transmission 

selon le montage et dans les deux cas, elle consiste en une modulation spatiale de la phase et  

de l’amplitude du champ électrique de la lumière incidente [2-3]. Ces modulations viennent 

des variations locales de l’épaisseur d’un verre dépoli qui représente un diffuseur. Le 

caractère aléatoire des variations de l’intensité et l’échelle spatiale de modulation apparaissent 

sur ce profil unidimensionnel (voir figure 3.2). 
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Fig.3.2- Diffusion d’une onde plane incidente cohérente par un verre diffuseur. Les aspérités 

du verre diffuseur engendrent des ondes partielles qui interférent au point 𝑟𝑟 et dont les 

différences relatives de marche en 𝑟𝑟 peuvent être grandes devant la longueur d’onde. 
 

3.3 Propriété statistiques du champ de tavelures. 
         Pour comprendre le phénomène de tavelures ou champ de tavelures, les 

expérimentateurs ont considéré que la surface rugueuse du diffuseur peut être modélisée 

comme une assemblée de N diffuseurs ponctuels indépendant. Ce phénomène est valide 

lorsque l’échelle spatiale 𝛿𝛿𝑣𝑣𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑣𝑣  de variation de l’épaisseur de verre (dans le plan de la surface 

rugueuse (voir figure 3.2))  est grande devant  la longueur d’onde. Chaque diffuseur ponctuel 

ayant pour taille typique de longueur de corrélation  𝛿𝛿𝑣𝑣𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑣𝑣   de la surface du diffuseur. En 

effet, sur une taille inférieure à la longueur de corrélation  𝛿𝛿𝑣𝑣𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑣𝑣 , les variations de l’épaisseur 

sont faibles et la diffusion de l’onde incidente peut être considérée uniforme en première 

approximation. Au contraire deux points de surface rugueuse séparés d’une distance  plus 

grande que la longueur de corrélation 𝛿𝛿𝑣𝑣𝑣𝑣𝑟𝑟𝑟𝑟𝑣𝑣   sont par définition décorrélés. Ils diffuseront la 

lumière incidente indépendamment l’un de l’autre, en particulier les amplitudes et les phases 

diffusés par ces deux points seront indépendantes. 

Les ondes partielles issues des différents centres diffuseurs de la surface rugueuse possèdent 

donc des amplitudes et des phases aléatoires et interfèrent constructivement ou 

destructivement lors de leur propagation en un point 𝑟𝑟 de l’espace (voir figure 3.2). 
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3.4 Condensation de Bose-Einstein  
         Le phénomène de condensation de Bose-Einstein [4,5] tient aux propriétés statistiques 

d’un type de particules, les bosons, qui ne se manifestent que lorsque la nature ondulatoire 

(quantique) de la matière apparaît. La théorie de la dualité onde-corpuscule associe à une 

particule de quantité de mouvement p une longueur d’onde, dite longueur de de Broglie, 

𝜆𝜆𝑑𝑑𝑑𝑑 = ℏ 𝑑𝑑⁄ . A un ensemble statistique de particules ayant une énergie thermique moyenne 

égale à 3𝐾𝐾𝑑𝑑𝑇𝑇/2  on associe une longueur de de Broglie thermique : 

 

                                                     𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 2𝜋𝜋ℏ2

𝑚𝑚𝐾𝐾𝑑𝑑𝑇𝑇
                                                                   (3.1) 

 

Le caractère ondulatoire d’un ensemble de bosons apparaît lorsque la distance moyenne entre 

particules est inférieure à l’extension spatiale 𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑  de l’onde qui lui est associée. Nous 

obtenons alors le critère  

  

                                             𝑛𝑛 𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑3 ∼ 1                                                                                 (3.2) 

 

Où 𝑛𝑛  avec  𝑛𝑛 = |𝜓𝜓|2est la densité du gaz de bosons.  

Le critère exact de condensation d’un gaz idéal de bosons à 3D [𝑛𝑛 𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑3 ≥ 2.612] s’obtient en 

étudiant la statistique d’un assemblée de boson où il apparaît une saturation des niveaux 

excités [4]. Tous les atomes ajoutés au système peuplent alors l’état fondamental et nous 

pouvons définir un condensat de Bose-Einstein comme un ensemble de particules dont un 

nombre macroscopique peuple un seul et même état quantique.  

A la limite thermodynamique, il est possible de définir la température critique 𝑇𝑇𝑐𝑐0 pour le gaz 

idéal en dessous de laquelle le phénomène de condensation a lieu. Dans un piège harmonique 

𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 , cette température critique de condensation est égale à 

 

                                        𝐾𝐾𝑑𝑑𝑇𝑇𝑐𝑐0 = ℏ𝜔𝜔� � 𝑁𝑁
1.202

�
1 3⁄

                                                                   (3.3) 

 

Avec 𝜔𝜔� = �𝜔𝜔𝑒𝑒𝜔𝜔𝑦𝑦𝜔𝜔𝑧𝑧�
1 3⁄

 et N le nombre d’atome du gaz. Le nombre d’atomes condensés 𝑁𝑁0, 

i.e occupant macroscopiquement l’état fondamental du système, suit l’équation  
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                                      𝑁𝑁0
𝑁𝑁

= 1 − � 𝑇𝑇
𝑇𝑇𝑐𝑐0
�

3
                                                                                (3.4) 

 

La description d’une assemblée de bosons sans interaction permet une compréhension 

intuitive du phénomène de condensation mais ne permet pas de décrire la situation d’un gaz 

dégénéré où des interactions sont présentes. Même faibles, les interactions modifient 

profondément la fonction d’onde du condensat de Bose-Einstein [4, 5]   

  

3.5  Equation de Gross-Pitaevskii     
    Dans les gaz d’atomes froids dilués avec lesquels nous travaillons [𝑛𝑛𝑎𝑎3 ≪ 1 𝑜𝑜ù 𝑎𝑎 est la 

longueur de diffusion], les interactions sont très bien décrites par une diffusion en onde s. il 

est possible d’écrire une équation d’évolution pour l’opérateur champ en seconde 

quantification [7], 𝜓𝜓� ,  où le terme d’interaction est décrit par la diffusion en onde s. Il vient 

 

                          𝑑𝑑ℏ 𝜗𝜗
𝜗𝜗𝑒𝑒
𝜓𝜓�(𝑟𝑟, 𝑒𝑒) = �− ℏ2∆

2𝑚𝑚
+ 𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑔𝑔�𝜓𝜓�(𝑟𝑟, 𝑒𝑒)�

2
�𝜓𝜓�(𝑟𝑟, 𝑒𝑒)                                 (3.5) 

 

Où 𝑔𝑔 = 4𝜋𝜋ℏ2𝑎𝑎 𝑚𝑚⁄  est la constante de couplage des interactions dans l’onde s. 

En supposant alors l’existence d’un condensat de Bose-Einstein à T=0, nous pouvons écrire  

𝜓𝜓� ≃ 𝜓𝜓0 + 𝛿𝛿𝜓𝜓� 𝑜𝑜ù 𝜓𝜓0 est la fonction d’onde du condensat et 𝛿𝛿𝜓𝜓� l’opérateur qui décrit les états 

excités orthogonaux au mode du condensat. En remplaçant  𝜓𝜓� ≃ 𝜓𝜓0 dans l’équation (3.5), 

nous obtenons l’équation de Gross-Pitaevskii dépendant du temps.  

En régime stationnaire (i.e. à l’équilibre). L’équation de précédente (3.5) se réduit, en 

substituant  𝜓𝜓0(𝑟𝑟, 𝑒𝑒) =  𝜙𝜙0(𝑟𝑟)𝑣𝑣−𝑑𝑑𝑖𝑖𝑒𝑒 /ℏ, à l’équation de Gross-Pitaevskii in dépendant du 

temps : 

 

                        − ℏ2

2𝑚𝑚
∆𝜙𝜙0 + 𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜙𝜙0 +  𝑔𝑔|𝜙𝜙0|2𝜙𝜙0 = 𝑖𝑖𝜙𝜙0                                                      (3.6) 

 

Et l’énergie 𝑖𝑖 s’identifie au potentiel chimique du condensat. Cette équation fait apparaître 

trois anergies : l’énergie cinétique proportionnelle à ℏ2 ; l’énergie potentielle 𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒  ; l’énergie 

d’interaction proportionnelle à  𝑔𝑔. Elle permet de décrire la plupart des propriétés des 

condensats atomiques à l’équilibre dont nous allons donner quelques exemples dans les 

paragraphes qui suivante.  



Délocalisation d’un condensat de Bose-Einstein en présence  d’interactions dans un champ de tavelures              chapitre3 
 

54 

 

3.6 Régime de Thomas Fermi 
         Lorsque l’énergie cinétique devient négligeable devant dans l’équation de Cross 

Piteevskii, des trois énergies mises en jeu par l’équation (3.6) l’énergie d’interaction, l’énergie 

potentielle et l’énergie cinétique, seules les l’énergie d’interaction et potentielle contribuent 

aux propriétés du condensat [4]. 

Pour un condensat dans un piège isotrope et d’extension spatiale R, le terme d’énergie 

cinétique est de l’ordre de  ℏ2 2𝑚𝑚𝑅𝑅2⁄   et le terme d’interaction de l’ordre 𝑔𝑔𝑛𝑛. Avec 𝑛𝑛 = |𝜓𝜓|2 

Ainsi, si la taille du nuage R est grande devant la longueur de relaxation   𝜉𝜉 = ℏ/�2𝑚𝑚𝑔𝑔𝑛𝑛, 

𝑅𝑅 ≫ 𝜉𝜉, le terme cinétique est négligeable devant le terme d’interaction. La condition du 

régime de Tomas-Fermi requiert donc un nombre d’atome suffisant afin que la taille du nuage 

due aux interactions répulsives soit grande devant l’extension spatial de l’état fondamental du 

piège 𝑎𝑎𝑜𝑜ℎ = � ℏ
𝑚𝑚𝜔𝜔�

  où  𝜔𝜔� = �𝜔𝜔𝑒𝑒𝜔𝜔𝑦𝑦𝜔𝜔𝑧𝑧�
1 3⁄

.  Elle se met sous la forme  

 

                                                       𝑁𝑁0𝑎𝑎
𝑎𝑎0ℎ

≫ 1                                                                           (3.7) 

 

Nous voulons caractériser le profil de la densité qui est une solution de l’équation de Gross-

Pitaevskii pour un condensat à l’équilibre dans un potentiel anisotrope : 𝜔𝜔𝑒𝑒 = 𝜔𝜔𝑦𝑦 = 𝜔𝜔𝑧𝑧 = 𝜔𝜔 

perponduclaire  et selon la direction longitudinal 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑧𝑧 .  
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3.7  Modèle physique 

Nous nous interessons à la présence d’un gaz d’atomes froids de rubidium de masse 

=142,73x10-27kg. Avec des interactions en présence d’un champ de tavelures de la forme  

 

                                     𝑉𝑉(𝑧𝑧) = 𝑉𝑉𝑅𝑅 cos(𝑘𝑘𝑧𝑧)                                                                           (3.8) 

 

La corrélation apparaît dans l’amplitude du potentiel  𝑉𝑉𝑅𝑅 ;
 
𝑉𝑉𝑅𝑅 =  ℏ2

2𝑚𝑚𝜎𝜎𝑅𝑅2 

La longueur  𝜎𝜎𝑅𝑅  caractérise l’échelle spatiale des fluctuations du potentiel aléatoire. 

Nous travaillons dans le cas de faible désordre :𝑉𝑉𝑅𝑅  est faible par rapport du potentiel 

chimique  𝑖𝑖, C’est à dire la longueur de corrélation est supérieur à la longueur de relaxation 

du condensat. 

Nous  considérons la seule direction du condensat dans laquelle le potentiel aléatoire possède 

des fluctuations sur la taille du nuage, soit l’axe Oz et nous suposons que les interaction sont 

répulsives ‘est à dire, le terme g apparaît dans l’équation (3.5) est positive. 

Le potentiel extérieur 𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑧𝑧) s’écrit comme somme du piège harmoniqur magnétiqur et du 

potentiel aléatoire  

 

                                𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑧𝑧) = 1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔𝑧𝑧2𝑧𝑧2 + 𝑉𝑉𝑅𝑅(𝑧𝑧)                                                                 (3.9) 

   

Ainsi, si le condensat est dans régime Tomas-Fermi, les modulations de son profile de densité 

selon l’axe Oz reflètent les fluctuations spatiales du potentiel aléatoire.  

 

                   𝑖𝑖 𝜓𝜓(𝑧𝑧) = �− ℏ2∇2

2𝑚𝑚
+ 𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑧𝑧) + 𝑔𝑔1𝐷𝐷|𝜓𝜓(𝑧𝑧)|2�𝜓𝜓(𝑧𝑧)                                           (3.10) 
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Avec :  𝑔𝑔1𝐷𝐷 = 2ℏ𝜔𝜔⊥𝑎𝑎,   

 ℏ: La constante de Planck. 

 𝜔𝜔⊥: est la fréquence dans la direction transverse. 

 𝑎𝑎: est la longueur de diffusion dans la direction transverse 

Nous nous étudions  d’abord le cas où le potentiel aléatoire est négligeable.  

 

3.7.1 Régime de Thomas fermi en absence de potentiel aléatoire  
 
         Nous restons toujours dans le régime Thomas-Fermi, lorsque les interactions sont 

dominantes (couplage fort) et dans le régime de faible désordre. Dans ce cas, l’énergie 

cinétique est négligeable devant l’énergie d’interactions entre les atomes, la solution de 

l’équation de Gross-Pitaevskii indépendante du temps  

 

                             𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑧𝑧) + 𝑔𝑔1𝐷𝐷|𝜓𝜓(𝑧𝑧)|2 = 𝑖𝑖                                                                     (3.11) 

 

Pour une amplitude de désordre faible devant le potentiel chimique du :   𝑉𝑉𝑅𝑅 ≪ 𝑖𝑖 

Avec: 𝑉𝑉𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑉𝑉(𝑧𝑧) =  1
2
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑧𝑧2  

 

                                    �   
|𝜓𝜓(𝑧𝑧)|2 = [𝑖𝑖 − 𝑉𝑉(𝑧𝑧)]/𝑔𝑔1𝐷𝐷               Pour      μ > 𝑉𝑉(𝑧𝑧)
|𝜓𝜓(𝑧𝑧)|2 = 0                                                           sinon

�                (3.12) 

 

Le profil de la densité est donné par : 

 

                                  |𝜓𝜓(𝑧𝑧)|2 = 𝑖𝑖−𝑉𝑉(𝑧𝑧)
𝑔𝑔1𝐷𝐷

                                                                                       (3 .13) 

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Constante_de_Planck
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Nous remplaçons  l’expression du potentiel chimique à l’état stationnaire sans le potentiel 

harmonique:  𝜓𝜓0 = �𝑖𝑖/𝑔𝑔1𝐷𝐷  dans l’équation (3.13), nous trouvons 

 

                                 |𝜓𝜓(𝑧𝑧)|2 = 𝜓𝜓0
2𝑔𝑔1𝐷𝐷−𝑉𝑉(𝑧𝑧)
𝑔𝑔1𝐷𝐷

                                                                        (3.14) 

 

 

Nous remplaçons le terme d’interactions dans (3,14) 

                                           |𝜓𝜓(𝑧𝑧)|2  = 𝜓𝜓0
2 �1 − 𝑉𝑉(𝑧𝑧)

𝑖𝑖
� 

Avec : 

                                  𝜓𝜓(𝑧𝑧) = 𝜓𝜓0 �1 −
𝑉𝑉(𝑧𝑧)
2𝑖𝑖
�

1/2
                                                                    (3.15) 

 

Nous utilisons l’approximation du développement limité 

Dans le cas 𝑉𝑉(𝑧𝑧) ≪ 𝑖𝑖, nous trouvons 

 

                            𝜓𝜓(𝑧𝑧) ≃ 𝜓𝜓0 −
𝑉𝑉(𝑧𝑧)𝜓𝜓0

2𝑖𝑖
                                                                                 (3.16) 

                                          

L’équation (3.16), nous donne la relation entre la fonction d’onde à l’état fondamental en et la 

fonction d’onde à l’état excité selon la direction oz. 
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Lorsque le couplage est fort  𝑖𝑖 ≫ ℏ𝜔𝜔 et la longueur de relaxation du BEC est beaucoup plus 

petite que la longueur de corrélation du potentiel (𝜉𝜉 ≪ 𝜎𝜎𝑅𝑅)  Par conséquent, la fonction 

d'onde du BEC  est donnée par : 

 

                                  𝑛𝑛0(𝑧𝑧) = 𝑖𝑖−𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑧𝑧2/2
𝑔𝑔1𝐷𝐷

= 𝑖𝑖0(𝑧𝑧) 𝑔𝑔1𝐷𝐷⁄                                                      (3.17) 

 

La longueur de Thomas Fermi du condensat est définie sur les bords où la fonction d’onde 

s’annule. 

 

                        𝜓𝜓(𝑧𝑧) ≃ 0 ⇒ 1
𝑔𝑔
�𝑖𝑖 − 𝑉𝑉(LTF )� = 0                                                                     (3.18)                                         

 

Cette équation nous donne 

 𝐿𝐿𝑇𝑇𝑇𝑇 = �2𝑖𝑖 𝑚𝑚𝜔𝜔2⁄ :  

Nous traçons la courbe |𝜓𝜓|2 en fonction la taille du système z, pour un potentielle chimique = 
219h HZ, Il y’a une relation µ et 𝜔𝜔 
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Fig3.3-: Densité d’état en fonction du  Z/LTF  dans piège. 

 

Nous constatons sur la figure 3.3 que la courbe a la forme d’une distribution gaussienne. Le 

maximum de la courbe atteint  la valeur (0.75) au centre (z=0). Au-delà de cette valeur, |𝜓𝜓|2 

décroit au fur à mesure en s’éloignant de l’origine. Lorsque la taille du système devient 

supérieure à la longueur LTF, |𝜓𝜓|2 devient négligeable et s’annule aux points -1 et +1. La 

largeur a  mi-hauteur de la courbe est de (0.675), les atomes sont en mouvement sous l’effet 

des interactions.       
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Nous concluons dans ce cas, que lorsque nous négligeons l’amplitude du désordre devant le 

potentiel chimique du condensat la densité reflète le confinement parabolique du piège 

harmonique. De plus, la condition de validité du régime de Thomas-Fermi (𝜉𝜉 < 𝜎𝜎𝑅𝑅) est locale. 

Ainsi sur les bords du condensat où la densité chute jusqu'à s’annuler, le profile de densité 

n’est pas parabolique. 

 

3.7.2 Effet d’un potentiel d’un aléatoire lissé : 
         La situation change lorsque la longueur de relaxation est de l’ordre supérieur à la 

longueur de corrélation du potentiel. En effet, le terme cinétique n’est plus négligeable et le 

condensat sort du régime de Thomas-Fermi. Dans ce cas particulier la fonction d’onde exacte 

d’un condensat de Bose-Einstein n’ait pas encore trouvé analytiquement [6]. 

L’utilité de définir un potentiel 𝑉𝑉�(𝑟𝑟) aléatoire lissé par le terme d’interaction en champ 

moyen d’un condensat est de trouver une fonction d’onde  approximative afin de résoudre le 

problème transport dans le cas où 𝜉𝜉 > 𝜎𝜎𝑅𝑅 

Pour une amplitude de potentiel faible, les techniques de la théorie de perturbation permettent 

d’écrire la fonction d’onde d’un condensat de Bose-Einstein comme 

  𝜓𝜓(𝑧𝑧) = 𝜓𝜓0 + 𝛿𝛿𝜓𝜓(𝑧𝑧) ,  

Pour  𝛿𝛿𝜓𝜓 ≪ 𝜓𝜓0  

Avec  𝜓𝜓0 est la solution de l’équation  de Gross-Pitaevskii: 

Nous écrivons 

 

                          𝑖𝑖𝜓𝜓0 = − ℏ2

2𝑚𝑚
∇2𝜓𝜓0 + 𝑔𝑔𝜓𝜓0

3                                                                        (3.19)    

 

 

 



Délocalisation d’un condensat de Bose-Einstein en présence  d’interactions dans un champ de tavelures              chapitre3 
 

61 

 

Le premier ordre de la série de perturbation est donné par : 

 

                − ℏ2

2𝑚𝑚
∇2(𝛿𝛿𝜓𝜓) − �𝑖𝑖 − 3𝑔𝑔 𝜓𝜓0

2�𝛿𝛿𝜓𝜓 = −𝑉𝑉(𝑟𝑟) 𝜓𝜓0                                                  (3.20) 

 

Sachant que  𝑖𝑖 − 3𝑔𝑔 𝜓𝜓0
2 = −2𝑖𝑖, 

L’équation (3.20) s’écrit comme: 

 

                         −𝜉𝜉0(𝑧𝑧)2

2
∇2(𝛿𝛿𝜓𝜓) + 𝛿𝛿𝜓𝜓 = −𝑉𝑉(𝑧𝑧) 𝜓𝜓0

2𝑖𝑖
                                                              (3.21) 

 

Où 𝜉𝜉0(𝑧𝑧) = ℏ �2𝑚𝑚𝑖𝑖0(𝑧𝑧)⁄   

Avec 𝜉𝜉0(𝑧𝑧) est la longueur de relaxation locale.  

Le potentiel aléatoire 1D lissé 𝑉𝑉�(𝑧𝑧)  est défini par [6] 

 

                      𝑉𝑉�(𝑟𝑟) = ∫𝑑𝑑𝑟𝑟′𝐺𝐺(𝑟𝑟′)𝑉𝑉�(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′).                                                                       (3.22) 

 

La fonction  𝑉𝑉′ est liée à 𝑉𝑉(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′) par la fonction de Green G. 

Le terme 𝑉𝑉(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′)représente la corrélation entre deux points. 

 A 1D, la fonction de Green s’écrit comme 

 

                        𝐺𝐺(𝑧𝑧) = 1
√2𝜉𝜉

exp �− √2𝑧𝑧
𝜉𝜉
�                                                                                       (3.23) 
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En se limitant au premier terme de l’intégrale, le potentiel lissé est donné par la relation 

suivante : 

 

                            𝑉𝑉�(𝑘𝑘) = 𝑉𝑉(𝑘𝑘)

1+�𝑘𝑘𝜉𝜉0(𝑧𝑧)�2                                                                                   (3.24) 

 

avec:  𝑉𝑉(𝑘𝑘) = 𝑉𝑉𝑅𝑅cos(𝑘𝑘𝑧𝑧),  𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋/𝜎𝜎𝑅𝑅 ,    

En se limitant toujours au premier terme du développement limité, la fonction d’onde s’écrit 

comme  

 

                             𝜓𝜓(𝑟𝑟) ≃ 𝜓𝜓0 −
𝑉𝑉�(𝑟𝑟)𝜓𝜓0

2𝑖𝑖
                                                                                        (3.25) 

 

Nous restons toujours dans le cas où  𝜉𝜉 > 𝜎𝜎𝑅𝑅, nous prenons,   𝜎𝜎𝑅𝑅
𝜉𝜉

= 0.5, la figure 3.4  montre le 

profil de la densité d’un condensat de Bose-Einstein en présence d’un champ de tavelures., 

nous remarquons que la présence du potentiel aléatoire se manifeste par l’appariation de 

modulations de la densité. 
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         Fig3.4- Profils de densité d'un condensat de Bose-Einstein désordonné en fonction 

z/LTF (
𝜎𝜎𝑅𝑅
𝜉𝜉

= 0.5) 

 

 



Délocalisation d’un condensat de Bose-Einstein en présence  d’interactions dans un champ de tavelures              chapitre3 
 

64 

 

Dans ce cas particulier, où le  potentiel lissé mais nous bordons le cas avec  𝜎𝜎𝑅𝑅
𝜉𝜉

= 10. Nous 

observons sur la figure 3.5 que la forme de la courbe reste toujours gaussienne mais   les 

modulations de la densité   disparaissent se confondant ainsi avec le régime de Thomas-Fermi. 

Ce résultat peut être expliqué par l’effet des interactions qui suppriment l’effet du désordre. 

Le système est donc dans un état délocalisé.   
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       Fig3.5- Profils de densité d'un condensat de Bose-Einstein désordonné en fonction 
z/LTF  (

𝜎𝜎𝑅𝑅
𝜉𝜉

= 10) 

 

 



Délocalisation d’un condensat de Bose-Einstein en présence  d’interactions dans un champ de tavelures              chapitre3 
 

65 

 

3.7.3 Variation du maximum de la densité   

         Afin de savoir l’effet du désordre sur la nature des états, il est intéressant d’étudier 

comment varie le maximum de la densité pour différentes valeurs du rapport  𝜎𝜎𝑅𝑅/𝜉𝜉, les 

résultats trouvés montrent que le maximum de la densité croit lentement en fonction de  𝜎𝜎𝑅𝑅/𝜉𝜉  

voir la figure 3.6.  Dans l’intervalle [𝜎𝜎𝑅𝑅 < 𝜉𝜉  ], la courbe reste presque stable, le maximum de 

la densité ne change pas. Dans le cas contraire 𝜎𝜎𝑅𝑅 > 𝜉𝜉  une variation linéaire apparaît sur la 

courbe. Ceci est dû aux fluctuations de l’amplitude du potentiel aléatoire. 
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Fig.3.6- Variations du maximum du profil de la densité d’état en fonction 𝜎𝜎𝑅𝑅/𝜉𝜉 
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3.7.4  Variation de la largeur de la densité   

L’étude de la largeur à mi-hauteur nous renseigne sur l’état des atomes dans le piège.  Il est 

intéressant de voir comment varie la largeur du profil de la densité en fonction de  𝜎𝜎𝑅𝑅/𝜉𝜉 .  

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1.00

1.01

 

 

 

la
 la

rg
eu

r 
de

 la
 d

en
si

té

σR/ξ
 

 

Fig.3.7- Variations de la largeur du profil de la densité d’état en fonction de 𝜎𝜎𝑅𝑅/𝜉𝜉 

 

 Nous constatons sur la figure 3.7 que si  𝜎𝜎𝑅𝑅 < 𝜉𝜉 la largeur à mi-hauteur décroit faiblement ce 

qui explique que le système reste délocalisé. Contrairement pour   𝜎𝜎𝑅𝑅 > 𝜉𝜉, la décroissance de 

la largeur est importante, ainsi, nous pouvons dire que le système est faiblement délocalisé. 
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3.8 CONCLUSION : 
         Nous étudions dans ce chapitre le rôle des interactions et le potentiel optique aléatoire 

sur l’état d’un condensat de Bose-Einstein. Nous commençons d’abord par la présence des 

condensats de Bose-Einstein dans un piège harmonique en présence des interactions. Les 

interactions répulsives sont responsables de l’expansion longitudinale du condensat dans la 

direction oz unidimensionnel. Dans l’approximation du champ moyen et en utilisant 

l’équation non-linéaire de Gross-Pitaevskii,  nous trouvons la densité d’état atomique |𝜓𝜓|2 

pour un nuage d’atomes froids. Nous étudions deux cas possible, lorsque le potentiel 

chimique des condensats est supérieur au potentiel aléatoire 𝜉𝜉 < 𝜎𝜎𝑅𝑅, cela traduit le régime de 

Thomas Fermi où les interactions sont importantes, dans ce cas, les condensats bougent dans 

le piège harmonique sous l’effet des interactions. La densité d’état atomique présente une 

courbe large de forme parabole reflète la forme du piège harmonique et nous explique que le 

condensat est dans un état délocalisé. Dans le cas inverse, lorsque 𝜉𝜉 > 𝜎𝜎𝑅𝑅, le potentiel optique 

aléatoire existe et se manifeste par la présence de la corrélation, dans ce cas le condensat sort 

du régime de Thomas-Fermi.  Après avoir utilisé le développement limité au premier ordre 

afin de chercher le potentiel lissé par les interactions.  Le calcul de la densité d’état donne un 

profil différent à celle obtenu dans le régime de Thomas-Fermi. Les modulations apparaît sur 

la courbe reflètent les fluctuations spatiales du potentiel aléatoire.  

Dans ce cas particulier, en présence du potentiel lissé, nous avons pris le cas ou l’énergie du 

champ de tavelures est inferieure à l’énergie d’interactions.  
Le résultat est en bon accord avec le régime de Thomas-Fermi, les modulations disparaissent 

en diminuant la longueur de corrélation. 

En fin, nous concluons que les interactions contribuent à délocalisé le condensat de Bose-

Einstein, alors que le désordre conduit à le localisé. 

Si les interactions sont importantes et le potentiel aléatoire est présent alors le condensat reste 

délocalisé. 
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Conclusion Générale 
 
 

Ce travail décrit l’étude du transport 1D d’un condensat de Bose-Einstein avec 

interactions en présence d’un potentiel optique aléatoire. Nous nous sommes interessés à un 

gaz d’atomes froids de rubidium de masse =142,73x10-27kg avec des interactions en 

présence d’un champ de tavelures de la forme . Nous  considérons la 

seule direction du condensat dans laquelle le potentiel aléatoire possède des fluctuations sur 

la taille du nuage, soit l’axe Oz et nous suposons que les interaction sont répulsives. 

 

En utilisant l’approximation du champ moyen et  l’équation non-linéaire de Gross-Pitaevskii,  

nous calculons la densité d’état atomique pour un nuage d’atomes froids. Nous étudions 

deux cas possible, lorsque le potentiel chimique des condensats est supérieur au potentiel 

aléatoire , cela traduit le régime de Thomas Fermi où les interactions sont importantes, 

dans ce cas, les condensats bougent dans le piège harmonique sous l’effet des interactions. 

La densité d’état atomique présente une courbe large de forme parabole reflétant ainsi  la 

forme du piège harmonique et nous montrons que le condensat est dans un état délocalisé. 

Dans le cas inverse, lorsque  , le potentiel optique aléatoire existe et se manifeste par 

la présence de la corrélation, dans ce cas le condensat sort du régime de Thomas-Fermi. En 

utilisant le développement limité au premier ordre afin de chercher le potentiel lissé par les 

interactions.  Le calcul de la densité d’état présente un profil différent à celui obtenu dans le 

régime de Thomas-Fermi. Les modulations qui apparaissent sur la courbe reflètent les 

fluctuations spatiales du potentiel aléatoire.  

 

Dans ce cas particulier, en présence du potentiel lissé, nous avons pris le cas ou l’énergie du 

champ de tavelures est inferieure à l’énergie d’interactions.  

 

Le résultat est en bon accord avec le régime de Thomas-Fermi, les modulations 

disparaissent en diminuant la longueur de corrélation. 
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En fin, nous concluons que les interactions contribuent à une délocalisation du condensat de 

Bose-Einstein, alors que le désordre conduit à une localisation. Mais si les interactions sont 

importantes et le potentiel aléatoire est présent alors le condensat reste délocalisé. 

 

Notons qu’il  est utile de vérifier ces résultats par une résolution numérique de l’équation de 

l’équation de Gross-Petaevskii. 
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