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Résumé

Les applications harmoniques et biharmoniques sont des correspondances entre les variétés
riemanniennes ou pseudo-riemanniennes qui sont solution des équations d’Euler-Lagrange.
L’objet principal dans cette these, est de donner une nouvelle classe d’applications biharmo-
niques entre les variétés admettant une structure riemannienne produit tordu. Une famille
d’exemples a été construite afin d’illustrer les résultats originaux obtenus. Nous allons étudier
par la suite une extension plus large, appelée application f-harmonique, en traitant parti-
culierement la f-biharmonicité des applications conformes entre les variétés riemanniennes

équidimensionnelles.
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Abstract

The harmonic and biharmonic maps are correspondences between the riemannian or
pseudo-riemannian manifolds which are solutions of the Euler-Lagrange equations. The main
goal in this thesis is to give a new class of biharmonic maps between the manifolds which
admit a riemannian warped product structure. A family of examples has been built up to
show the original results we have found. Then, we will study a more general extension, cal-
led f-harmonic maps, with particular attention on the f-biharmonicity of conformal maps

between equidimensional riemannian manifolds.
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Chapitre

Introduction

La théorie des applications harmoniques a été introduite par J. H. Sampson dans 1’espoir
d’obtenir une version homotopique a la théorie de Hodge de la cohomologie tres réussie en
1952. J. Eells et J. H. Sampson dans [12], ont publié le premier article sur les applications
harmoniques entre les variétés riemanniennes en 1964. Le document était considéré comme
étant le travail de pionniers dans la notion d’applications harmoniques, par la suite, ils ont
publié un deuxiéme puis un troisieme papier conjoint [13, 14]. L application harmonique entre
deux variétés riemanniennes ¢ : (M™, g) — (N™, h) est définie soit comme étant le point

critique de I’énergie fonctionnelle,

1
B6.0)=3 [ aol e,

ou v, est la forme volume de M déterminée pour la métrique g et D un domaine compact
dans M, soit comme des solutions pour les équations d’Euler-Lagrange ( dites équations

harmoniques),
7 (¢) = trace,Vde =0

ou bien localement,

S P9 060097 99" ;.\ 9
— 4 " — k -
@) =g {axz‘axj odT 8 °? " Bt F”} 5y ="

avec T (¢) est le champ de tension et fzﬁ et Ffj sont les symboles de Christoffel sur N et M

respectivement.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ce systeme d’équation semi-linéaire elliptique, nous montre bien le lien profond, établi par
les applications harmoniques, entre la géométrie des variétés d’une part, et divers problemes
de la théorie des équations aux dérivées partielles d’autre part.

Le théoreme donné ci-apres, fut le principal résultat démontré par J. Eells et J. H. Sampson

dans [12];

Théoréme Soit (M™, g) — (N", h) application de classe C*°. On suppose que la cour-
bure de Ricci sur M est non négatif et la courbure de Riemann sur N est non positive. Alors
¢ est harmonique si est seulement si elle est géodésique. De plus,

1. S’il existe au moins un point de M pour lequel sa courbure de Ricci est positive, alors
I’application harmonique ¢ est constante.

2. Si la courbure riemannienne sur N est partout négative, alors I'application harmonique

soit elle est constante soit I'image est une géodésique fermée dans N.

Une extension naturelle des applications harmoniques, appelée application biharmonique,
est suggérée par J. Eells et L. Lemaire dans [11]. Le premier résultat dans ce domaine a
été obtenu par Y. Jiang G dans [15], il a dérivé I’équation d’Euler-Lagrange de la bi-énergie

fonctionnelle,

E> (¢, D) Z%/Dh(cb)l%g

Cette équation caractérise les applications biharmoniques et est donnée par le fait que le

bi-tension 73 (¢) soit nul;

72 () = AT (¢) — trace,RY (do, 7 (¢)) dp = 0
ot A étant le laplacien sur le fibré induit ¢! (T'N) et RY est le tenseur de courbure sur N.

L’équation biharmonique 75 (¢) = 0 est une équation elliptique de quatriéme ordre.

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. Plusieurs résultats ont été
prouvés donnant la condition nécessaire et suffisante pour qu’une application biharmonique
soit harmonique, on cite ente autre, le cas d'une submersion riemannienne voir [20]. Cepen-

dant, le premier résultat répondant au probleme posé, fut démontré par Y. Jiang G dans [16] ;

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Théoreme Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C*°. Si M est com-
pacte, orientable et la courbure sectionnelle Riem”™ < 0, alors ¢ est biharmonique si et

seulement si elle est harmonique.

Depuis I'année 2000, la théorie des applications biharmoniques a regu une attention crois-
sante et est devenue le sujet d’études avec beaucoup de progres. Plusieurs mathématiciens se
sont intéressés a construire des applications biharmoniques non harmoniques, c¢’est ce qu’on
appelle application bi-harmonique propre, voir [2] — [4] et [21] — [26] pour quelques construc-
tions. On pourrait mentionner que dans [2], Baire et Kamissoko ont étudié la biharmonicité
de 'application identité par rapport a la déformation de la métrique domaine, et que Balmus
dans [3] I'a fait par rapport a la déformation de la métrique co-domaine. Dans [4], Balmus,
Montaldo et Oniciuc ont étudié les applications biharmoniques entre les variétés produits
tordus ou ils ont donné une condition pour la biharmonicité de I'inclusion d’une variété rie-
mannienne N dans le produit M x; N, ou f € C* (M) une fonction positive, et celle de la

projection T : M Xy N — M.

Le but principal de ce travail est de donner une autre construction des applications bi-
harmoniques entre les variétés riemanniennes produits tordus en démontrant des théoremes
généralisant quelques résultats obtenus dans [4]. De plus, nous allons étudier les propriétés
géométriques d’une extension plus large des applications biharmoniques, appelée application

f-biharmonique, ou f : M — (0, 00) une fonction positive.

Dans le premier chapitre de la these, on donne un rappel géométrique de quelques notions de
variétés riemanniennes, particulierement la géométrie associée a l’espace fibré tangent inverse

et la connexion induite, et celle associée aux applications harmoniques et biharmoniques.

On s’intéresse dans le deuxieme chapitre a I’étude de la structure riemannienne des variétés
produits et celle des variétés produits tordus introduite par B. O Neill voir [19]. Apres avoir
défini la métrique produit, dite diagonale, et la métrique produit tordu de deux variétés
riemannienne, nous allons exprimer la connexion linéaire associée aux variétés produits et
variétés produits tordus en fonction de la connexion de Levi-Civita. Nous démontrerons par

la suite, les principaux résultats donnant la formule des invariants riemanniens dans le cas
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produit riemannien et celui du produit tordu riemannien.

Le troisieme chapitre est consacré a la construction d’une nouvelle classe d’applications
biharmoniques entre les variétés riemanniennes qui sont produits tordus, généralisant ainsi
certains résultats obtenus par Balmus, Montaldo et Oniciuc dans [4]. Une famille d’exemples
a été construite afin d’illustrer les théoremes, cités ci-apres, qui sont publiés dans 'article

22];

Théoréme 1. Soit ¢ : (M™ x, N",G,) — (M™ x5 N™,Gg) une application définie par

¢ (z,y) = (x,y). L’application ¢ est biharmonique si et seulement si

gradA f + 2Ricci (gradf) — 2 (Alna + (n — 2) |gradIn 04]2) gradf

2

+ (n—4) (V;\/T[adlnagradf) — Qn%df (gradln B) gradln 8

2
— n% (ngadfgrad In B) =0,

ot f=a%—p%eta,BeC®(M)sont des fonctions positives.

Théoréme 2. Soit ¢ : (M™ x; N", G) — (PP x PP, G) définie par ¢ (2, y) = (¢ () , % (y))
ou ¢ : (M,g) — (P, k1) et ¥ : (N,h) —> (Ps, ks) deux applications harmoniques. Alors

I’application (E est biharmonique si et seulement si

Tr, (V¢)2 dé (gradin f) + TryRP (d¢ (gradIn f), d¢) dp +nV sdé (gradn f) = 0.

gradln

Théoréme 3. Soit ¢ : (N, h) — (PP, k) une application harmonique, alors I'applica-
tion 5: N — (M x; P,Gy) définie par a(y) = (z0, ¢ (y)) est biharmonique si et seulement
si
(¢ (9)) grad (lgradf*|*) = 2(Ae (9)) gradf? = 0
et

d¢ (grad (e (¢))) =0

Les applications f-biharmoniques, qui généralisent les applications harmoniques, ont été

5



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

d’abord introduites par Lichnerowicz [18] en 1970. Elles ont été récemment étudiées par N.
Course [9,10], Ouakkas, Nasri et Djaa [23] et Chiang et Wolak [7, 8], ainsi que d’autres. Le
quatrieme chapitre a pour but d’étudier particulierement la f-biharmonicité des applications
conformes. Pour se faire, on donne en premier lieu certaines définitions élémentaires puis on
traite la notion du tenseur f-énérgie impulsion et les propriétés géométriques associées aux
applications f-biharmoniques et celles associées aux applications conformes afin de pouvoir
démontrer le théoreme principal, cité ci-apres, donnant la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une application conforme entre les variétés riemanniennes équidimensionnelles soit

biharmonique ;

Théoréme. Soit ¢ : (M",g) — (N",h) (n > 3)une application conforme de dilatation

A, alors ¢ est f-biharmonique si et seulement si

-6
gradAln \ — (n 5 )grad (|g7"ad In )\|2) + 2V gradin rgradIn X
— (2(AlnA) + (n —2) lgradln A — Aln f — \gmdlnf|2) gradln A

+ 2|gradIn A]” gradin f + 2Ricci™ (gradin \) = 0



Chapitre

Géomeétrie associée aux applications

harmoniques et biharmoniques

Nous allons donner dans ce chapitre, un rappel géométrique de quelques notions de
variétés riemanniennes, particulierement la géométrie associée a l’espace fibré tangent inverse

et la connexion induite, et celle associée aux applications harmoniques et biharmoniques.

2.1 Préliminaire géométrique

2.1.1 Variété riemannienne, notions élémentaires

Définition 2.1.1. Une variété riemannienne de classe C'°° et de dimension m, est une
variété différentiable munie d’une application C'*° (M )-bilinéaire symétrique , non dégénérée
et définie positive, qu'on note g : I' (T'M) x I' (T'M) — C> (M), appelée métrique rieman-

nienne. si on munit la variété M™ d’un systéme de coordonnées locales {z;} alors la

i=1...m?

métrique s’écrit localement comme suit ;
m
i=1

ou g;; sont des fonctions de classe C°.
Définition 2.1.2. Une connexion linéaire V sur une variété différentiable M™, est une
application V : I'(TM) x I'(TM) — ' (T'M) vérifiant :

2. Vx (fY)=fVx(YV)+ X (/)Y
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3. Vxipy (2) = Vx (Z)+ fVy (2)

VX,Y,Z €T (TM) et Vf € C* (M)

Définition 2.1.3. Soient (M™,g) une variété riemannienne et V une connexion linéaire

associée a M™ et soit {e;} une base orthonormée sur M™.

i=1..m

I. On appelle tenseur de courbure, toute application C'* (M)-trilinéaire, R : I' (T M) x
D(TM)xT'(TM) — T'(TM), vérifiant :

. RX,)Y,Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z,X,)Y)=0
2. (VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z,X) + (VzR) (X,Y) =0
IT. On appelle courbure de Ricci, toute forme bilinéaire symétrique telle que :

Ricci (X,Y) =Y g(R(X,e;)e;,Y)

=1

III. On appelle courbure scalaire, la fonction définie sur M™ par :

Scal = TryRicci = Z g (R (ei,ej)e;, e)

ij=1
Définition 2.1.4. Soient (M™,¢g) une variété riemannienne et V une connexion linéaire
associée a M™.

1. On définit le gradient d’une fonction f € C* (M), pour tout champ de vecteur
VX eI'(TM) par :

g (gradf, X) = X (f)

2. On définit la divergence d’un champ de vecteurs X € I' (T M) par :
divX = g(Ve X e;)
i=1

3. On définit la divergence d'une 1-forme w € I' (T* M) par :

divw = Z (Ve,w)e;

=1

4. On définit le laplacien d'une fonction f € C* (M) par :

A(f) = div (gradf)
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ot {e;},_, ,. étant une base orthonormée sur M™.

Définition 2.1.5. Soit (M™, g) une variété riemannienne. On appelle forme volume définie

sur la variété M™, la mesure définie localement dans un repere par :

dv, = +/detgdz' A ... Ada™ = \/detg;jdx

Proposition 2.1.1. ([1]) Soit D un domaine compact a bord dans une variété riemannienne
(M™, g) et soient w une 1-forme et X un champ de vecteurs, définis sur un voisinage inclu

dans D. Alors,

/D (divw) dv, = /a @) dy, /D (divX) dv, = /8 (o (Xm) dvy

ou, OD est le bord de D et n=n(x) est le vecteur unitaire normale a OD.

Corollaire 2.1.1. Pour touts w une 1-forme et X un champ de vecteurs da support compact

dans D, alors

/ (divw) dv, = O,/ (divX)dy, =0
D

D

2.1.2 Espace fibré tangent et connexion induite
Définition 2.1.6. Soient (M™,g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes et ¢ : M — N
une application de classe C'*°. Alors on définit le fibré tangent inverse par :
¢7'TN = {(z,v),x € Met v € Ty,)N}

L’ensemble de toutes les sections de C°° de ¢~'T'N se note par ' (¢~ 'T'N), et est défini

par :
D¢ 'TN)={v:M — TN,Vz € M et v, € Ty N}

Définition 2.1.7. Soit V¥ la connexion linéaires de Levi-Cevita sur (N™ h). Alors pour

toute ¢ € C° (M; N), on peut définir la connexion induite comme étant I'unique connexion

sur le fibré T (¢7'T'N) comme suit :
V&V = VY avee V=Y o el (¢"'TN),Y € [ (TN)
Remarque 2.1.1. Soient X = X'0; € T'(TM) et Y = Y79; € I'(T'N) donc la connexion

induite peut étre écrite en coordonnées locales comme suit :

9 .0 Ok 0
N Y = X' Y — 4 X yIT,
(vd(j)(X) ) (Qb ($)) (3351 T ay] + 8$Z T jkayl

9
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Proposition 2.1.2. ([1]). Soient M et N deux variétés différentiables et ¢ : M — N une
application de classe C*. Alors pour X,Y € I'(TM), on a :

Vido (Y) — Vide (X) = do ([X,Y])

Remarque 2.1.2. La connexion induite sur le fibré tangent ¢~!T'N est compatible avec la

métrique h, voir [27]

2.1.3 Seconde forme fondamentale

Définition 2.1.8. Soient (M™,g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes et ¢ : M —— N
une application de classe C°. On appelle seconde forme fondamentale de ¢, la dérivée

covariante de la 1-forme d¢ définie pour X,Y € I' (T'M) par :

(Vd§) (X.Y) = (Vxdg) (V) = (Vido) (V) —do (VAY).
ott (Vxde) (Y) € T (¢~1TN)

Remarque 2.1.3. Pour un systéme de coordonnées locales (z!,...,2™) sur M et (y',...,y™)

sur N, on écrit :

B o 9\ ., 0
(Vo) = Ve <a_a7) = %Gy

Alors,

0 0 0 0
(v 2.40) (a_) = Vo " ow Vi ow

:va(aw 0 )_qbr,?.i

a7 \ Oz’ Oy Y Ok

0P O 09*09° . O 09~ 0
— Y _ k_
g {8xi8xj oy + Oxd Ox' Fas oy ¢ -1 oxk Oy~ ° ¢}

Ainsi,

P 08T o 06 00

Vo= — .. _—
U Qaipxi Y Oxk B Hxi 9O

ol Ffj et I 5 sont les symboles de Christoffel de (M™, g) et (N", h) respectivement.

Q.

10
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Définition 2.1.9. Soit ¢ : M —— N une application de classe C*°; si Vd¢ = 0 alors ¢ est

dite totalement géodésique.

2.2 Applications harmoniques

2.2.1 Définitions élémentaires
Définition 2.2.1. Soient (M™, g) et (N", h) deux variétés riemanniennes et
¢ : M — N une application de classe C*°. On appelle densité de ¢, la fonction e (¢) : M —
R, définie par :
1 2
Ve e M,e (o) (x) = 5 |d. o] (2.2.1)

ou |d,¢| étant la norme de Hilbert-Schmidt de d,¢ définie comme suit :

do* =Y h(det (€5) . dutp (e))
i=1
ou {e;} étant la base orthonormale sur T, M.

Définition 2.2.2. On définit le pull-back ¢*h de la métrique h par :

5 (X,Y) = h(d$ (X),d6 (V)), VX, Y € T (TM)
Alors on a :

|dz¢|2 = trggb*h = Z »*h (61'7 ez‘)

i=1

Remarque 2.2.1. L’équation (1.2.1) peut étre écrite comme suit :

e(p) = %trgqb*h

11
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Ce qui nous donne en coordonnées locales :

1 .09 0"
¢(6) = 5699797 (o 0 6)

Définition 2.2.3. Soit ¢ : M —— N une application de classe C'"*° et D un domaine compact
de M. On définit la fonctionnelle de 'énergie de ¢ au-dessus de D, comme étant I'intégrale

de la densité de ¢ ;

.0 = [ ety = [ 1ol

ol v, est la forme volume sur M donnée par :

= /detg;dz' A ... AN dx™ = \/detg;;dx

Définition 2.2.4. Soient (M™,g) et (N", h) deux variétés riemanniennes. On dit qu’une
application ¢ : M —— N de classe C" est harmonique si elle est un point critique de la

fonctionnelle de I"énergie E (¢, D) pour tout compact D C M ;

d
GE (61.D) |10 =0

pour toute variation de classe C*°, {gbt}té[_s o> & support compact dans D définie par :

F:(—e,e) x M — N, (t,z) — F(t,x) = ¢ (x)

vérifiant :

F(0,z)=¢(z),Vxr € M et F: (—¢c,e) x M — Nest de classe C*™

2.2.2 Premiere variation de 1’énergie

Pour établir la premiere variation de I’énergie on a besoins du résultat suivant :

Lemme 2.2.1. Soit F: (—¢,6) x M — Nest de classe C* avec F (t,z) = ¢y (x). Alors on

a !

_E (64, D /Zh V%F*ei,F*ei) v,

ou {e;} étant la base orthonormale sur T,,M

12
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Démonstration. Soit F': (—¢,e) x M — N, (t,z) — F (t,z) = ¢; (x) de classe C*°, on a

alors :

0 0
F. Ty ((—.8) X M) — TramN, — — F, [ <
(=69 % ) 2 Toeas o B (7)

(on note par fois F, par dF)

Donc, Vx € M on aura :

0 0 d
F* <E) (0,z) - (b* (a> (0,z) N % [¢t ($)]t:0 - (l')
d

ol 7 (¢ (2)],_o = v (x) est appelé variation de champ de vecteurs le long de ¢.

D’ou, d’apres la définition on a :

d 1 [(~d
70D =5 [ 3G o) dun )

D’autre part, pour x € M, on a :

d d

Eh (i (€i) , Pus (€5) = ahm(x) (Drs (i (7)), Prs (ei (2)))
d
= Dbt (B (e (1.), P e (0,2)

= (2) h (F.e;, Fye;)
o) .

= (V% Fuei, Feei) + h (Fuei, V9, Fuey )
ot ot

= 2h (V‘g Fle;, F*el-) car V? est compatible avec h.
ot
d’ou,

d
i) (P (s (6,2)) P (e (t,2)) = 2h (vg FLei, Fe) (2.2.2)
ot

Et par conséquent,

13



CHAPITRE 2. GEOMETRIE ASSOCIEE AUX APPLICATIONS HARMONIQUES ET
BIHARMONIQUES

—E (bt, /Zh V%F*ei,F*ei) I/g

Théoreme 2.2.1. ( Premiére variation de l’énergie ).Soient (M™,g) et (N", h) deuz
variétés riemanniennes et {¢, }, une variation de classe C* a support dans un domaine com-

pact D C M. Alors :

=1

GE(0.D) = - /Dh(U’Z{vzmei)—@(vgfei)}> v,

d
ot pr [0 (2)],_ = v (x) et {e1,...,en} une base orthonormée de M.

Démonstration. Pour F': (—c,e) x M — N, (t,x) — F (t,z) = ¢ (x)

de classe C"*° on a :,
V% (EY) - Ve (F.X)=F.([X,Y]),VX,Y € T (TM)
0 .
Donc, pour X = g et Y = ¢;, on obtient :
V%, (F.e;) — V¢ F*2 = F, 9 ) vxy e T (TM)
2 (2 e; at ata 1 ) ’
ot

0
Or, { ez} =0, d’ou, V% (Fie;) = Vfi (F*a) on obtient ainsi :

ot

aa

2% (vg (F*ei),F*ei> — o (vfl_ (p%)m)
= alan(n(2) ) n (m (2) o))

D’autre part, on sait que le champ de vecteur X; € I' (T'M) est déterminé par ( voir [1]) :

g(X,Y)=h (F (%) F, (Y)) VY € (TM) (2.2.3)

Ce qui nous donne :
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ieih <F (%) F., (ei)> = ieig (X, e) + Emj {9(VYXie) +9 (X, V) }

i=1 i=1

= div(Xy) + Z h(X;, VYe;), ( par la définition de div (X))

i=1

= div(Xy) + Zh (F* (%) , Fl (Vﬁfei)) ,((d’apres 2.2.3)
i=1

D’autre par, on a :

1d
= b (e (), B (€)= h(V‘% FeFe)  ( dapres 2.2.2)

i = fen(r(2) mw) - (r () virw))

On aura donc,

m

%E(@, D) = /{Zh(V FeZ,Fe>}

=1

_ /{2{ < (i)p())—h(p<%)v¢F<>)}}y
/de (X)) vy /{ilh( ( ) v%) Zlh( ( ) i;F*(ei))}yg

= /Ddz’v (X1) v, —/Dh (F* <%> ,i {VE ¢ (ei) — ¢. (Véw@)}) Vg

=1

Or, [, div(X;) v, =0, ( Formule de Green).
D’ou,

SBuD)=- [ h(F* (5) 21720 0. (eri)}) wo (224)

et pourt=0o0n a:
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F*(%):wx),m(en( 7) = 6. (e) et F. (V) = 6, (VM) ()

On obtient au final,

d = M
B (&, D) = - /D h(v,;{vzqu (e:) = u (Veiei)}>v
Définition 2.2.5. On définit le champ de tension de ¢, comme étant la section 7 €

[ (¢~'TN), par :
7 (6) = Trace,Vdo = 3" {2 6. (1) — 6. (VVer)} (225)
i=1

Corollaire 2.2.1. Une application ¢ € C* (M, N) est dite harmonique si et seulement si

T(¢) =0 (2.2.6)

c’est a dire ¢ est un point critique de l'énergie fonctionnelle E (¢, D).

Remarque 2.2.2. 1. ’équation 2.2.6 est appelée systeme des applications harmoniques.
2. Si {z'} et {y*} désignent les coordonnées locales sur les variétés M et N respectivement,

alors I'expression locale du champ du tension 7 (¢) est donnée par :

y 27 PP _
@) = o 00— Sy ) 2

Oxidxi  Oxidxi P Ok L

oy ¢

N 96°04°
_ {A 5+ g9 o qs@xzaﬂ}ay 6

Ou, T} et T'7 ;5 sont les symboles de Christoffel de (M™, g) et (N, h) respectivement. On
constate ainsi, que I’équation 2.2.6 est localement déterminée par un systeme non linéaire
d’équation aux dérivées partielles de second ordre, ou la partie principale est 'opérateur

Laplacien sur la variété M.

2.2.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 2.2.1. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, poury € N fize, toute

application constante ¢ : M — N, ¢ (x) =y est harmonique car la densité de la fonction ¢
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est nulle.

Exemple 2.2.2. On pose (N, h) = (R’“, (., '>Rk)k:1 et notons par ¢ = (@1, ..., 4n), 'ap-
plication ¢ € C'® (M, ]Rk). Alors :
¢ (M,g) — (R¥ (., '>Rk)k:1 . est harmonique si et seulement si (A¢;);_; , = 0 c’est a

dire si et seulement si chaque ¢; est harmonique, Vi =1, ..., k.

Exemple 2.2.3. Posons M = [a,b] C R. Alors Uapplication v : [a,b] — N est une courbe

sur N et on a 7(¢) =0 si et seulement si :

>y dry? dr©
I
FTE R S TR

Donc, v est harmonique si et seulement si v est géodésique.

2.2.4 Seconde variation de I’énergie

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application harmonique et considérons une variation ¢,

de classe C'*° définie par :
F:IxIxM— N,(s,t,x) — F(s,t,x) = ¢s: (),
telles que :
F est de classe C* et F'(0,0,2) = ¢ (z)V,x € M
Soient v et w deux champs de vecteurs de variation définis, Vo € M par :
(@) = 5 660 )] yion) € To N
VAL = 7 160 W ] (5,5=(0,0) $(X)
et
w(x):i[qb (az)} € Tyx)N
ds L7t (s,£)=(0,0) $(X)

: g 0 : o . :
Soient —, — et X des champs de vecteurs de I' (T'M) on obtient ainsi les notation suivantes :

ds’ Ot
0 0
v=dkooq) (a—) =5 (a_)
(s,t)=(0,0)

5 5
= dFoo00 | 7; | = F | =
w = dFo ) (&) (5’5)(5@(070)

On définit la hessienne de 'énergie E notée H (E) (v,w) au point critique ¢ par :

et
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82
0sOt &

H(E), (v,w) = (¢st)] —(0,0)

Théoreme 2.2.2. ( Seconde variation de ’énergie ).Soit¢p : (M™,g) — (N", h) une

application harmonique. Alors la hessienne de l’énergie E au point ¢ est donnée par :

H(E), (v,w) :/Dh(J¢ (v),w) vy, Yo,w €T (¢7'TN)

ou Jy étant l'opérateur différentiel elliptique auto-adjoint du deuxiéme ordre défini par :

Jy=— i{w"vd’ v%} ZRN b.65) bues, Yo € T (¢~ TN)

=1
et, D est un domaine compact de M, RN est le tenseur de courbure sur N et {e,...,en}

une base orthonormale sur T, M

Démonstration. On a:

Blou) = 5 [ 320000 (0 0000 e vy
= /Zh (€:), Fi(e;) dy,

On refait les mémes calculs vus dans la section 2.2.2, on obtient la méme équation que

(1.24) :

%E(@,t) = —/Dh (F* (%) ,é {VeF. (e;) = Fx (Vé”el)}> Vg

Par la différentiabilité par apport a s, on trouve :

aa;t E(dst) = —/gsh (F (%),i{vgﬂ(ei)—m(vg‘f@)}> Vg

=1

- [ (mn () Stmn - ) s

r(m () Ev e rwtn).

Or,

/Dh< ( ) Z{W — Fx (VMe )}>yg=o
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puisque l'application ¢ est harmonique, donc au point (s,¢) = (0,0) on aura :
> {VIE (e;) — Fx (VMe)} =7 (¢)=0
i=1

D’autre part, on a :

d
RN <F (—) Fe> Fe;=V%V? Fe;— V2V’ Fe; —V?, Fie
ds ds

s [&5-ei]

ce qui entraine que

[ e O0s

)
Ve V¢ Fe; =VeVe Fe; +V?, Fe;+RY(F. (=), F.e; | Fee;
2 e e; 2 ]

En appliquant la proposition 2.1.2 a Vg F.e;, on trouve :
ds

VO VeF.e = V¢IVPF, 9 + F, Q,ei +V?, |F.e
5 i i 0s 0s [ e

8s°%1
N 0
+ R F* _3 ,F*el- F*el-

et comme [%, ei] = 0, on obtient alors :

V% V?®F.e; = VOV F, L By F, 9 ,F.e; | F.e;
5 i Js Js

0 0 0
% e e Vi”f@iF* (85) £ {83’ eiez} VQfEiF* (85)

0 0
Par conséquent, pour (s,t) = (0,0) on a F, (a—) =, F, (§> = w et F,e; = ¢ye;, on
s

obtient finalement,
62 m m
—_— = ¢ 7 ¢ _ N ' .
5o E (0nr) = = /D h (;{V@vei ~ Vo b ;R (v,¢*el>¢*ez,w) v,

Définition 2.2.6. L'opérateur J, = qu — R, est appelé opérateur de Jacobi, tels que qu et

R, sont définis respectivement par :
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Z {V¢ V¢ VM }U, pour tout v € ' (¢~!T'N)
et

Rpv = Z RN (v, ¢.e;) ¢ye;, pour tout v € ' (¢~ 'TN)

Remarque 2.2.3. ([27]) L'opérateur différentiel A, est appelé Laplacien brut.

2.3 Applications biharmoniques

Définition 2.3.1. Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes et D un domaine

compact de M. On définit la fonctionnelle bi-énergie d’une application de classe C'*™ ¢ :

=3, rer

Définition 2.3.2. Une application ¢ : (M™, g) — (N™, h) de classe C* est dite biharmo-

M — N par :

nique si elle est point critique de la fonctionnelle bi-énergie Fs (¢, D) pour tout compact D
de M ;

d

EE2 (61, D) =0

pour toute variation {¢;} de ¢ a support dans D.

2.3.1 Premiere variation de la bi-énergie

Théoréeme 2.3.1. ([15],[27]) .Soientp : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*
et {¢t},e;- Une variation de classe C*° a support dans un compact D de M. Alors

d
G B0 D)y = [ hwma(o)) iy,

O, v désigne le champ de vecteur de la variation {¢¢},.; et 5 (¢) € I' (¢7'T'N) est appelé
champ bi-tension de ¢ défini par :

™ (9) = = = Y A VEVE -V T (0) = YRV (7 (6) bue) b

1=1
Corollaire 2.3.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) de classe C* est dite biharmo-

nique si et seulement si

72(¢) =0 (2.3.1)
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Remarque 2.3.1. 1. L’équation (2.3.1) est appelée équation du champ bi-tension ou équation
biharmonique.
2. ¢ est dite biharmonique si et seulement si 7 (¢) € kerJ, ot Jy : T' (7' TN) — T (¢~ 'TN)

3. Toute application harmonique est biharmonique.

Définition 2.3.3. L’application ¢ : (M™, g) — (N™, h) est dite une application harmo-

nique propre si elle est non harmonique biharmonique.

2.3.2 Exemples d’applications biharmoniques

Exemple 2.3.1. Soit l'application de classe C*, ¢ : (M™,g) — R", tel que pour tout
reM, ¢(x)=(¢,...,0"), donc :

le champ de tension 7(¢) = —A¢ = — (A¢', ..., Ad") et By = %/D ]A¢]2dug avec D un
compact de M.

Alors, l’équation bitharmonique est donnée par :
7 (¢) = A% = (A%, .., A%") =0
D’ou, lapplication est biharmonique si et seulement si les fonctions ¢' sont biharmoniques.

Exemple 2.3.2. Soient v : I — (N, h) une géodésique ett : [ — Jt —> t(s) =t un
changement de paramétre, ou I, .J deux intervalles de R. Alors lapplication v = yot : J —
N est biharmonique si et seulement si c%i =0 et 5—2 #0

Exemple 2.3.3. Soit ¢ : (M™,g) — R™ une immersion riemannienne, alors en utilisant
I’équation Ap =mH, on a :

¢ est biharmonique si et seulement si A?¢p = mAH =0

Nous avons vu que toute application harmonique est nécessairement biharmonique, par
ailleurs, beaucoup de résultats ont été prouvés donnant la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une application biharmonique soit harmonique, on cite entre autres, le cas d’une
immersion riemannienne et celui d’'une courbe biharmonique sur une surface, voir respecti-
vement [20] et [5]. Cependant, le premier résultat répondant au probleme posé, fut démontré

en 1986 par G. Y. Jiang;

Théoreme 2.3.2. (G.Y. Jiang, [15]).Soitp : (M™,9) — (N",h) une application de
classe C™. Si M est compacte, orientable et la courbure sectionnelle Riem®™ < 0 ; alors ¢

est biharmonique si et seulement si elle est harmonique.
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Chapitre

Structure Riemannienne des Variétés Produits

tordus

On s’intéresse dans ce chapitre a I'étude de la structure riemannienne des variétés pro-
duits et celle des variétés produits tordus introduite par B. O N’eill voir [19]. Aprés avoir
défini la métrique produit, dite diagonale, et la métrique produit tordu de deux variétés
riemannienne, nous allons exprimer la connexion linéaire associée aux variétés produits et
variétés produits tordus en fonction de la connexion de Levi-Civita. Nous démontrerons par
la suite, les principaux résultats donnant la formule des invariants riemanniens dans le cas

produit riemannien et celui du produit tordu riemannien.

3.1 Structure riemannienne des variétés produits

3.1.1 Notion de relevements, définitions et notations

Définition 3.1.1. Soient M et N deux variétés différentiables de classe C'*° munies d’un

atlas (ui, ¢i);e; et (vj, wj)j < ;» la structure de variété produit sur M x N est donnée par I'atlas

(u; X Vj, P; X wj)(i,j)e(fo)

Définition 3.1.2. Soient M et N deux variétés différentiables de classe C°°, on définit les

projections 7 et o de classe C'™°, comme suit :
7. MxN— M (x,y)— 7 (z,y) =z

et
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o:MxN— N, (z,y)— o (x,y) =y

Remarque 3.1.1. 1. les projections 7 : M X N — M et 0 : M x N — N sont des
submersions.

2. les restrictions ‘ Mx{y} €t 0 |(z3xn sont des diffeomorphismes de M x {y} sur M et de
{y} x N sur N respectivement. En particulier, leurs applications linéaires tangentes nous
donnent un isomorphisme.

3. On a dimM x N = dimM + dimN et pour tout (x,y) € M x N, on a T, )M x N =
.M ®T,M

Définition 3.1.3. 1. Soient M et N deux variétés différentiables de classe C° de dimension
m et n respectivement. On appelle relevé de f € C* (M) a M x N, la fonction ]?: form

ou 7 est la projection canonique de M x N sur M.

Remarque 3.1.2. De méme on peut définir le relevé de f € C*° (N) par f=fooonoest

la projection canonique de M x N sur N.

Si fi, fo € C* (M) et g1,g2 € C*(N), on a:
L(fi+ f2) :,]?14':{27 ()\/}T) :)\fl et (fif2) :fl]?z
2. g1+ g2 = Gi + G2 AGL = MG et G = Gi

Définition 3.1.4. Soit v € T,,M un vecteur tangent, alors le relevé de v au point (z,y) et

par définition I'unique vecteur tangent v € T{,,)M x N telles que :
Az )T (V) = v et d(zyy0 (V) =0ou (z,y) € M x N
c’est a dire,
v=(v,0) € T,y M x N avec v € T, M.

Définition 3.1.5. Soit X € I' (M) un champ de vecteurs, alors le relevé de X a M x N est

le champ de vecteurs X tel que :

c’est a dire,

X = (X,0) €T (M x N) ow X € I' (M) (dm)?zxon,do—o)?:o)
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Remarque 3.1.3. Les vecteurs tangents et les champs de vecteurs de N ayant des relevés

a M x N , définis d'une maniere analogue en utilisant la projection canonique o sur N.

Remarque 3.1.4. 1. On note par L (M) (respectivement parL (N)) 'ensemble des relevés
de champs de vecteurs de M (respectivement de N).

2. Nous avons L (M) et L (N) des sous-espaces vectoriels de T' (M x N)

Proposition 3.1.1. ([6]) Soient X;,Xs € T'(M) et Y1,Y, € I'(N), f € C®°(M) et
g€ C>®(N). On a alors :

P —_—— —~————

LX) = (5 (), X1 @) =0 et (X)) = X

—~ — ~

21 = (V1 (9). Va (F) =0 et (g1) = 302

—~——

5. [X0, %] = (X, X0, [, 0] = 03] et [X0,71] =0
Proposition 3.1.2. ([6]) Soient T, Ty deuz tenseurs de type (0,7) ou (1,7) tels que :
T ()71 E(Vk) —T ()71 )Tk) VX1, . Xp € T (M)
et
T (?1 ﬁ) —T (?1 YZ) YY1, ..., Vi € D(N)
Alors, Ty =Ty

Proposition 3.1.3. ([6]) Soient VM et VV les connexions linéaires définies respectivement
sur M et N, alors il existe une unique connexion V sur M x N, dite connexion produit,

telles que :

1. Vix,w) (X2, Y2) = (VE X5,0) + (0, VY Y?)
2. Vg Xo = (VU X,) = (VY X0,0) et VirTs = (VI 3) = (0, VI 12)

3.V =VeX =0

Pour tous X1, Xo € I'(M) et Y1,Y, € T'(N)
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Proposition 3.1.4. Soient TM TV (respectivement RM,RN) les tenseurs de torsion sur
M et N (respectivement les tenseurs de courbure sur M et N). Alors le tenseur de torsion
T et le tenseur de courbure R sur M x N sont donnés par :

1T =TM TN = (TM 0) + (0,TV) = (TM,TV)

2. R=RM + RN = (R™,0) + (0, R) = (RM, RN)

Démonstration. X;, XoeI'(M)et Y, Yo€'(N)ona:
T(X, %) = VgX - Vg X - (X, %]
= (V¥ X2,0) — (VX,X1,0) — ([X1,X2],0)
= (VX X5 — V§, X1 — [X1, X,],0)

= (T" (X1, X,),0) = (TM,T") ()71)72)
et
T(V.%,) = Vghh- V¥ - [7.7)]
= (0,VEYs) — (0, VEYR) — (0,17, Y3))
= (0.7Y (11, Y2)) = (TM,TV) (?1?2)
Ainsi, d’apres la proposition (2.1.12), on en déduit que :

T = (T™,0) + (0,TV) = (T™,TN)

—_—

D’une maniere analogue, on prouve que R = RM + RN

Corollaire 3.1.1. La variété M x N est sans torsion si et seulement si les variétés M et

N le sont.
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3.1.2 Meétrique produit et invariants riemanniens

Définition 3.1.6. Soient (M™, g) et (N", h) deux variétés riemanniennes de dimension m et
n respectivement. On appelle métrique diagonale produit, la métrique riemannienne produit

sur M x N définie par :
V(z,y) € M x N,V (v,w) € Tizyy (M x N), on a:
Gag) (V1) = go (diayy™ (V) , dia)™ (W) + Dy (A gy0 (W) , iz g0 (w))
ou par abus d’écriture,
G=7m"g+ o"h,

ou G (X1, %) = g(X1, %), G (V1. 53) = h(¥1,¥3) et G (X,,T2) =0,
VX,Y €T (M x N)

Définition 3.1.7. La variété M x N munie de la métrique riemannienne produit est appelée

variété riemannienne produit.

Proposition 3.1.5. Soient (M™,g) et (N",h) deuzx variétés riemanniennes de connexion

de Levi-Cevita respectives Mnabla et NV, alors VX,,Y; € L (M) et VXo, Y €L (N), ona :

1. V)f;l?l est le relevé de MVX1Y1 — V;{l?l =MV, Y, = (MVX1Y170)
2. V@}% est le relevé de NV x, Yy <= V@?z = Nm = (07N VXQYQ)

3.VeXo=VeX; =0
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Démonstration. 1. D’apres la formule de Koszul, ‘V’E(vl, 371, ZieL (M) on a:
2G (Ve Z1) = %G (V1,2) + NG (7, X)) - 4G (X0 77)
+ G (7 [Xn])+e (7 [2. X)) -6 (%[, 21))
= XigW,Z1) +Yig(Z1, X1) — Z1g (X1, 1)
+ 92, [X,N]) +9 M, [ 21, X)) — g(Xa, [V, Z4))

= 29 (V¥ Y. Z))

Par conséquent on obtient :

26 (Vg Vi, Z1) =26 (M0, 21) =26 (MY, 14,0), 2 )
D’ou,
V¥ =MV, Y = (MVy,Y1,0)

2. Pour tous Xa,Ya, Z € L (N), la formule de Koszul nous donne :
26 (Vg0 2) = %G (V2 2%) + 06 (22, %) - 56 (%0, 1s)
+ G (%, [%0])+6 (% [%.%]) - ¢(%. [ 7))
= Xoh (Y, Zs) + Yoh (Zy, X3) — Zoh (X, Y3)
+  h(Zs, [Xa, Ya]) + h (Yo, [Z2, Xa]) — b (Xa, [Ya, Z5])

= 2h(VX,Ys,25)
Ainsi,
26 (V¥ %) = 2G (VA2 %) =26 ((0, VA, %) . 2 )
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D’ou,
Vgl = ¥Vx,Ys = (0,Y Vi, 1))

3. On a pour tous )A(/l,ﬁ,/ZvleL(M) et )@,}%,ZEL(N) :

G (V;{l)/(\z,/zv1> =G (V@K,Z) =0
D’ou,

V)’a)/(\Q = V)/(\QXl =0

Proposition 3.1.6. Soient X,Y,Z € L (M) et (7,17,W € L(N), on a alors :
IR (f( Y, Z) est le relevé de RM (X,Y, Z)
2. R ((7, ?,W) est le relevé de RN (U, V, W)

3. R est nul si 'un des champs de vecteurs est dans L (M) et les autres sont dans L (N) et

vice versa.

Démonstration. 1. On a par définition :

R(X,V,Z) = VgVpZ-VpViZ - Vg2

= VYVYZ-VUVYZ -V, Z
= (VMVMZ V¥V -V, Z,0)

—_——

= RM(X,Y,Z)=(RM(X,Y,Z2),0)
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2. De méme on a :

—_—
N

= VAV Z - VIVYZ -V 2

= (0,VYVYZ - VJVy — vfgmz)

—

= RN(X,Y,Z)=(0,R"(X,Y,Z))

3.0na:

R(U.Y.Z) =VgVsZ = VVZ = Vg7 =0

D’une maniere analogue, on trouve le méme résultat en échangeant la position des champs

de vecteurs.

Proposition 3.1.7. Soient X,Y € L (M) et UVe L(N), on a alors :

e~

1. Rice <)?, ?) est le relevé de Ricey (X,Y)

—

2. Ricc <I?, ‘7> est le relevé de Ricey (U,V)

3. Ricc()?,ﬁ) =0
Démonstration. Soient {&1,...,&n}, {&ntt1, -, Eman} la base orthonormales des champs
de vecteurs relativement a la carte (Uy, p) de M et (Us, v) celle de N respectivement. Donc

pour tout point p € U; X Uy, on a :

m m-+n

Riee (R.7) = Y 6(R(EX)7.6)+ 3 G(r(6.X)7.8)
i=1 i=1+m
Or,
S 6 (R(E.5)7.8) =0
1=14+m
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D’ou,

m
—_—

Rice ()N( 17) =3 g(Ru (6. X) Y.&) = Ricy (X,Y),

P

D’une maniere similaire on peut établir les autres propriétés.

3.2 Structure riemannienne des variétés produits tor-

dus

3.2.1 Meétrique produit tordu

Définition 3.2.1. Soient (M™, g) et (N", h) deux variétés riemanniennes de dimension m
et n respectivement et soit f € C'° (M) une fonction strictement positive. Le produit tordu

M x ¢ N est le produit M x N muni de métrique Gy définie par :

Gy=m"g+ (for) o*h

Plus explicitement, V (z,y) € M x; N et V(v,w) € T (M x; N), on a :

Gy (v,w) =g (dr (v),dr (w)) + (fo 7r)2 h(do (v),do (w))

ou,
m:(r,y) € M x; N a2 Meto: (xr,y) € M x; N =y € N sont les projections

canoniques.

Remarque 3.2.1. 1. La variété M est appelée la base de M x; N et N est appelé le fibre.

2. Si f =1, la métrique produit tordu n’est que le produit des métriques g et h.

3.2.2 Propriétés et notations

L’ensemble M x {y} = o~ ! (y), appelé feuilles, et 'ensemble {x} x N = 7! (z), appelé
fibres, sont des sous variétés de la variété produit tordu M x s N. Les vecteurs tangents dans

Ty (M x {y}) et celui dans T{, . ({x} x N) sont appelés respectivement vecteur horizontal
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et vertical. Siv € T,M,x € M te y € N, alors le relevé v au point (x,y) est 'unique vecteur

tangent sur T}, ) ( tel que dm (v) = v, voir [6] et [19].

Y foN)

Notons par, L (M) et L (N), ensemble des relevés de M x ¢ N des champs de vecteurs sur
M et N respectivement. Donc , VX,Y € L (M) et VU,V € L(N) on a :

P

[)?,37] — [X,Y] € L(M), [ﬁ,ﬂ — [X,Y] € L(N), [5(’(7] ~0

Proposition 3.2.1. Soit ( € C* (M), alors le gradient du relevé ( om de { a M x5 N est
le relevé du gradient de ¢ a M Xy N sur M.

Démonstration. Soit v un vecteur tangent vertical (v € T(,,) (M x {y})), alors dr (v) =

0, on a donc :

Gy (grad(Com),v) =v(Com) =d(Com) () =0

cela veut dire que grad (¢ o 7) est un vecteur tangent horizontal.

Soit maintenant w un vecteur tangent horizontal (w € Ty ({z} x N )), on a alors :
Gy (grad (Com),w) = g (dr (grad (¢ om)) ,dr (w)) + (f o)’ h(do (grad (¢ o 7)), do (w))

Or, do (w) =0, donc :

Gylgrad(Com),v) = g(dm(grad(Com)),dr (w))=w(¢on)

= dr (w) (¢) = g(grad(C),dr (w))
Alinsi,

dm (grad (¢ om)) = grad(
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3.2.3 Invariants riemanniens

Dans tout ce qui suit, on notera de la méme maniere les champs de vecteurs et leurs

relevés de M et ceux de N dans L (M) et L (N).

Proposition 3.2.2. Soient (M™,g) et (N™, h) deuz variétés riemanniennes de dimension
m et n respectivement. Soient V la connexion de Levi-Civita associée a la variété produit
(M x N,QG), alors la connezion de Levi-Civita, notée ¥, associée a la variété produit tordu

(M x¢ N,Gy) est donnée comme suit :

_ 1 1
VxY =VxY + 2—f2X1 (%) (0,Y2) + Z—fQY1 (%) (0, X>)

, (3.2.1)
— §h(X2,}/2) (grade,O)

VX1, Y1 € L(M), VX5, Y, € L(N) 0 X = (X1, X,),Y = (Y1,Y3) € T (T (M x; N))

Démonstration. D’apres la formule de Koszul, on a :

2G; (VxY,Z) = X(Gy(Y.Z2))+Y (G;(X,2)) — Z(G;(X,Y))
+ Gy (Z,[X)Y])+ G (Y, [Z2,X]) - Gs(X,]Y, Z])
= X{g(1,Z1) + f’h (Y2, Z2) } + Y {g (X1, Z1) + f*h (X2, Zo) }
— Z{g(Xy, Y1) + f*h (X2, Va) } + g (Z1, [ X1, Y1)
+ fPh(Zs, (X2, Ya)) + g (Y, [Z0, X0)) + f21 (Ya, [Zo, Xo))

- g (le [Yiv Zl]) - f2h (X27 [5/27 Z2])
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Donc,

2G; (VxY,Z) = 29 ((VX.Y1,Z1) 4+ 2f°h (VY,Ya, Zo) + X1 (f?) h (Ya, Zo)

+ Y1 (f?) h(Xa, Zo) — Z1 (f?) (X2, Ya)

= 29 (VXY1, Z0) + 2f°h (VN, Y2, Za) + b (X1 (f7Y2) + Y3 (f7) Xo, Z5)

— Z1(f?) h(Xy,Y)

= 26, (VI VALY . 2) + h (X (£29) 4 Vi () X, 2)

- g (h (X27 YVQ) grade, Zl)

Alinsi,

2 2
2G; (VxY,Z) = 2G; ((VE1,V,Y2) . Z) + G; (X1<f>Yz+Y1<f>X2’Z)

f2

— Gy (h(Xo,Ya) gradf?, Z)

X1 (), )

1
22 e X, — 3 (h(Xa2,Ys) gradf?, Z}

D’ou,

_ 1 1
VY = VXY+2—FX1 () (0,Y2)+2—f2Y1 (/%) (0, X>)

1
— §h (X, Y3) (grade,O)

VX1,Y:,Z1 € L(M),VX2,Ys,Z € L(N) ot X = (X1, X),Y = (Y1,Y2),Z = (2, %) €
T (T (M x; N))

Proposition 3.2.3. Soient (M™,g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes de dimension
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m et n respectivement. Notons par R et R les tenseurs de courbures de la variété (M x N, Q)

et (M x¢ N,Gy) respectivement. Alors on a :

R(X,)Y)-R(X,)Y)= 2;2 (vyl gradf? — 2—fQY1 (%) grade,O) Ag, (0,X5)

1

T3 (Vxlgmdf2 - LX1 (/%) gradf2,0> Aa, (0,Y2)  (3.2.2)

272

4f4 |gmdf | (0, X2) Ag, (0,Y2).

Ou, (X Na,Y)Z =Gy (2,Y)X -Gy (Z,X)Y, pour tous X = (X1, X2),Y = (Y1,Y3) €
(T (M x; N)) avec X,,Y1,Z, € L(M) et Xo,Ys, Zo € L(N)

Démonstration. On a:
R(X,)Y)Z = R((X1,Xs),(V1,Y2))Z=R(X\,V1)Z+R(X1,Y2) Z

1. R(X1,Y1) Z = R(X1,Y1) Z + R (X1, Y1) Zs

G.R (Xl, Yi) Zl = lelezl - levxlzl - v[Xl,Yl]Zl

= VX VY2 - VY VY Z1 = Vix, vy 4 = (RM (X1,7) Z,0)
D’ou,
R(X1, Y1) Zy = (RM (X1,Y1) Z,0)

b' E <X17 )/1> ZZ = levHZQ - vylelzl - v[Xl,YﬂZZ
Or, en appliquant la proposition 3.2.2, on obtient :

VY1Z2 2f2Y (fz) (07 Z2) - 2f2§/1 (fz)
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De méme pour 7X1Z2 et V[thl]Zg

On trouve, par la suite :

ROGHZ = Vx, (50 () 2= W (520 (7)) 2- B () 2

- o (i) -9 (g ) - B o)
= (G A0+ 5 03D 2k (5 (V) 2
- (Q—fm X, (f )ZQ_ ([X;}fﬂ (f2)) Zs =0

}_%<X17Y1) Z = (RM (X1,Y1) Z, 0)

2' R<X17Y2) Z = R(Xh)/é) Zl _}_E(XDYQ) ZQ

/0
——

a.R(X1,Y2)Z1 = Vx,Vv,Z1 —Vv,Vx,Z1 — Vix, v, Z1

— 1 9 2
= Vx, <2_f221 (f )>Y2 2f2v)]\f4121 (/) 2

— Xi() 2 () | Xi(Z(f?) M 2
R(X1,Y2) 21 = {_ 2/ + 272 szlezl(f>}

_ b oy _ X1 U2 ) oy (e
- g i e - ez ()

X1 (f%)

1
= op {Vﬁég (gradf?, Z\) — g (gradf?, V¥ Z1) — g (gradf?, 7,) } Y,

Ainsi,
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R(X\,Y:) 2 = Gf{ (V gradf?—X1§§2>,o),<Zl,0>}<o,Y2>

/0
—

bﬁ (XI,YQ) ZQ - levYQZ2 _VngXlzl _v[Xl,YQ]Z2
7 N 1 2 7 1 2
= VX1 VY2Z2 — §h (1/2, ZQ) gradf - VY22—f2X1 (f ) ZQ

— 1 — —
- VX1VXJXZZ2 —zh (}/27 ZZ) legT’adf2 - _Xl (f2) VYQZ2
2 212

1 1
- Q_chXl (f*) Vv, 22 — 2h(YQ,Zz)V gradf?

1
- X () { vz

1
2h (Ya, Zs) grade}

2
_ _%h (Ya, Zs) {V%gmdﬂ - Xlzﬁfj; )gTade}

Alinsi,

E(Xbxgzgz-{a(mA@y(azg){ (v gradf? — ‘X“f%gndﬁ>,o}

212 2f?

Et par conséquent, on trouve :

R(X,Y9)Z = Gf{2f2 (VXlgradﬂ X1f(2fZ)’O>,(Z1,0)}(0,Y2)

- Gf<<o,Y2>,<o,Zz>>{2f2 (v df2—X12§f)g df) }

D’ou,

R(X.Y)) Z = L (VY gradp? — 2) 0.Y;
( 1, 2) — 252 Vxlg””a f 212 /\Gf( ) 2)
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3. R(X5,Y5) Z = R(X5,Ys) Zy + R(X3,Ys) Zy
a.R(X2,Y2) Z1 = Vx,Vv,Z1 — Vv, Vx,21 — Vix,v 21

/0 0

_ A ) . /—/R ,
= Vx, { V2 +2—]£221 (/%) (0,Y2) p = Vi, { VX, 21 +2—fQZ1 (%) (0, X2)
0
1 2
— A Vw2 +555 20 (£7) (0. [Xs, Ya])

2

1

= Vg ()Y~ Vg (1) % 51

2_f2Z1 (f2) [X27 }/2]

= 2_.]5221 (VXQYé _vYZXQ - [X27}/2]) =0

b.R(X5,Y3) Zy = Vx,Vy,Zo — Vv, Vx,Z5 — v[X27y21Z2 Calculons Vx,Vy, Z,, on a donc :

- — — 1
VX2VY2ZQ == VXZ {V)]\/ZZQ - ﬁ

7 h (Y2, Zo) (gradf?,0) }

— — 1
— VXQV}A/QZQ —Vx, (2f2 (Ya, Zs) (grade,O))

= VY, Vi Z, — QjCQh(Xg,vﬁXQZQ) (gradf?,0)

— 2_f2h (Ya, Z5) (V%Qgrade,O) — QLJ(_QXQ( (Ya, Z3)) (grade,O)

De méme, on trouve apres les calculs :

L —h (Y2, V¥, Z2) (gradf?,0)

Vs = VEVY,Z - - 7

— QLth(X%ZQ) (Vi gradf?,0) — Q—;QYQ( (X2, Z5)) (gradf?,0)

et

v[XmYz}Z? = V&Q,YQ]Z 2f2h ([X2, Yo]) (gradf?, 0)
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On aura donc,

_ 1 1
R(X5,Y2) Zy = (0,Ry(X2,Y32) Za) — =5 (Xa, V3, Z2) (gradf?,0) — ——h (Ya, Z2) V¥, (gradf?,0)
2f2 2f2

1 1
+ 2—th (Ya, VX, Z5) (gradf?,0) + 2—fzh (Xa, Z5) V), (gradf?,0)

+ Qszh (X2, Ya], Zo) (gradf?,0) + QLth (X2, Z2) VY (gradf?,0)

- QLJQXz (h(Ya, Z3)) (gmdfz, 0) + 2Lf.2}/2 (h (X2, Z3)) (gmde, 0)

Or, d’autre part on a :

%ﬁhdYg,Xﬂ,ZZ) (gradf®,0) = %ﬁ{h(n,%%)—Vﬁzh(n,%)}(gmdf?,o)

1
+ g7 (Y (X0, 22) = (X0, V3, 22)} ™, 0)

— _2—;2h([X2,Y2] , Z) (gradf?,0)

D’ou,

1 1
R(Xy,Y2)Zy = (0,Ry(Xy,Y2) Zy) — Q_th (Y2, Z5) VY, (gradf?,0) + Q—thh(XQ, Z5) Vy, (gradf?,0)

1
= (O7RN (X27}/2) ZQ) - _h (}/Q,Zz)

2f2 g?”df2 (fz) (07 XQ)

1
2f2
1

1
+ 2_f2h (Xo, Z5) Q—FQTde (/%) (0,Y3)

= (O, RN (XQ, }/2) ZQ) — gradf2‘2 {h (}/2, ZQ) (0, XQ) — h (XQ, Z2> (0, }/2)}

1
e
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On obtient alors,

R <X27 }/2) Zy = (07 Ry (X2’ }/2> Z2) - 4Lf4 ‘gradfz‘z {Gf ((07 3/2> ) (07 ZQ)) (O’ X2>}

4%04 |g7"adf2|2 {G; ((0,X2),(0,22)) (0,Y2)}

Et par conséquent, on trouve :

_ 1
R(Xo,Y5) 2 = (0. By (X2, 2) Z2) = 4 5 |gradf?|” (0, X2) Ag, (0, Y)

4. R(XQ,K) Z — E(Xg,i/l) Zl —f—R(XQ,}/l) Z2

En suivant le méme raisonnement vu précédemment, et apres les calculs on trouve :

2
R(Xo, Y1) 2 = Gy {2%2 (%];)gmdf? — v%gmdﬁ) ,Zl} (0, Zy)

et

R(X0Y)Z = Cp{(0,X0), (0, Z0)} — <VM Y1 (f?)

2f2 Vi 22 gradf2,0>

D’ou,

R(Xo,Y1)Z = (;,c{2if2 (Yé(fé) gradf?® — v,’{gmdﬁ),zl}(o,zz)

2
LG {(0,Xs), (0, 2y) 2;2 (vyl KQSC];)gmde,O)

Ainsi, on obtient au final :

R(X,)Y)-R(X,)Y) = QLfQ (v%gmdf - 2—fQY1 (%) gmdﬂ,o) Ac, (0, X3)

_ 2%‘“2 <V)Aégradf2 - QLfQXl (fZ) gmdf2,0) el (0,Y2)

1 2
17 |gradf?|” (0, X3) Aq, (0,Y2)
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Ou, (X Ag,Y)Z=G;(2,Y)X -G (Z,X)Y

Proposition 3.2.4. Soit (M x; N,Gy) la variété produit tordu telles que la dimM = m
et dimN = n > 1. Alors pour tous X,Y € L(M) et UV € L(N), le tensur de Ricci de
M x; N satisfait :

1. Rice(X,Y) = (Ricey,0) — $Hessf (X,Y)

2. Ricc(X,U) =0

3. Rice (U, V) = (0, Ricey) — {% Y (n—1) M} G (U, V)

ou, Riccys et Ricey sont les tenseurs de Ricci de M et N respectivement et Af étant le

laplacien de f.

Démonstration. Cela découle de la proposition 3.2.3 et de la formule du tenseur de Ricci,

voir [6] et [19]
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Chapitre I

Construction d’applications biharmoniques sur

les variétés produits tordus

Le troisiéme chapitre est consacré a la construction d’une nouvelle classe d’applications
biharmoniques entre les variétés riemanniennes qui sont produits tordus, généralisant ainsi
certains résultats obtenus par Balmus, Montaldo et Oniciuc dans [4]. Une famille d’exemples

a été construite afin d’illustrer les théorémes démontrés dans I'article [22].

4.1 Casl:¢:(M™x,N" G,) — (M™ x5 N" Gp)

Avant d’étudier le premier cas, Nous allons simplifier la formule (3.2.2) démontrée dans
le second chapitre. Donnons tout d’abord, l’expression de la connexion riemannienne des

variétés produit tordu équivalente & (3.2.1), voir par exemple [4];

Proposition 4.1.1. Soient (M™,g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes de dimension
m et n respectivement. Soient V la connexion de Levi-Civita associée a la variété produit
(M x N,G), alors la connexion de Levi-Civita, notée %, associée a la variété produit tordu

(M x ¢ N,Gy) est donnée comme suit :
ViY =VxY + X1 (Inf)(0,3) + Y1 (In f) (0, Xo) — f2h (X2, Y2) (gradln f,0).  (4.1.1)

VX1, Yy € L(M), VX5, Yo € L(N) ot X = (X1, X5),Y = (Y1,Y3) € T (T (M x; N))

Proposition 4.1.2. Soient (M™,g) et (N",h) deux variétés riemanniennes et soit f €

C> (M) une fonctions positive. La relation entre le tenseur de courbure de Gy et G est
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donnée par le formule suivante :

R(X,)Y) = R(X,)Y) = (Vygradln f +Yi (In f) gradln f,0) Ag, (0, X»)
— (Vx,gradln f + X; (In f) gradIn f,0) Ag, (0,Y2) (4.1.2)

— |gradIn f[* (0, X3) Ag, (0,Y2),

pour tous X, Y € T'(T (M x N)), ou X = (X1,X3), Y = (Y1,Y3) et V étant la connexion

définie sur la variété M

Démonstration. On a démontré que :

R(X,)Y)—-R(X,Y) = L (Vylgradf2 — LYl (%) gradf2,0> Aa; (0, X5)

212 212
— 2—}2 (VXlgmdF - Qifgxl (/%) gmde,O) Aa, (0,Yz)  (41.3)

1

- 4_f4 |g7"adf2|2 (O,XQ) /\Gf (0,}/2) .

Un calcul simple nous donne

Vy.gradf? = 2Vy, f*gradln f
= 2f?Vy,gradln f +2Y) (f2) gradln f

= 2f?Vy,gradln f + 4f%Y; (In f) gradln f

et
Y1 (f?) gradf?* = 4f'Y1 (In f) gradIn f,

d’ou

Vy.gradf* — 2%@}/1 (fQ) gradf? = 2f*Vy,gradln f +2f?Y; (In f) gradIn f. (4.1.4)
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D’une maniere analogue on trouve

Vx,gradf’ — — X1 (f?) gradf* = 2f*Vx,gradIn f + 2f*X; (In f) gradIn f (4.1.5)

1
2f2

et
‘graalfz‘2 = ‘szgradlnf‘2 = 4f*|gradln f|”. (4.1.6)

si on remplace (4.1.4), (4.1.5) et (4.1.6) dans (3.1.3), on obtient

R(X> Y) - R(X7 Y) = (VY1g7aadlnf+le (lnf) g?“adlnf, O) /\Gf (O:X2>
— (Vx,gradln f + X, (In f) gradIn f,0) Ag; (0,Y2)

— |gradln f\z (0, X3) Ag, (0,Y3)

Considérons deux variétés riemanniennes (M™, g) et (N™, h) et soient o, 5 € C* (M).
Nous allons démontrer a présent un résultat donnant une condition nécessaire est suffisante

pour que l'application ¢ : (M™ x, N", Gy) — (M™ x5 N™, Gg) soit biharmonique.

Théoreme 4.1.1. Soit ¢ : (M™ x, N",G,) — (M™ xg N",Gg) une application définie

par ¢ (x,y) = (x,y). L’application ¢ est biharmonique si et seulement si

gradA f + 2Ricci (gradf) — 2 (Alna + (n — 2) |gradIn a|2) gradf

2
+(n—4) (Vﬁadlnagradf) — 2n%df (gradln B) gradln g (4.1.7)
62
—n (Vé\fadfgradlnﬁ) =0,

ou f=a*— B2 and a,B € C® (M) sont des fonctions positives.

Démonstration. Soient (€;),;<,, et (f;),<;<, deux reperes orthonormés définis sur M et
N respectivement. Le repere orthonormé sur M x, N est donné par {(ei, 0), é (0, fj)} et celui
sur (M xz N) par ({(61,0) , % (O,fj)}>. Notons que dans ce cas on a do (X,Y) = (X,Y)
pour tous X € I'(TM) et Y € I'(TN).

Par définition du champ tension, on a :
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7(¢) = Tre, Vdo
= V0,040 (€,0) = do (V5N (e,0))

1
+ 23V @0 0.5) = 250 (Vi35 0.1)

en utilisant 'équation (3.2.2), on obtient :
o = MxsN
V?ei,O)d(b <€i’ 0) - v(e:,(()[; (ei’ O) - (Vf]i\ilei7 0) )

d¢ (6??03]\/ (€i, 0)) = d¢ (Ve e, 0) = (Ve 0),

MXﬁN(

Vo100, ;) = 0.£) = (0.V} ;) —n#* (gradin3,0)

et

do (V?g; N (0, f])> =d¢ ((0, ng}) —na? (gradlna, 0)) = (O, V%fj) —na? (gradln o, 0)

donc
2

7(¢) =n(gradlna,0) — n% (gradln ,0) = %&2 (gmd (a2 — 52) ,0) .

Notons que I'application ¢ est harmonique si et seulement si la fonction o — 5% est constante.

Par définition, 'application ¢ est biharmonique si et seulement si
Tre, V7 (6) + Tre, RN (7 (), dg) dp = 0

Soit f = a? — 32, alors ¢ est biharmonique si et seulement si

~. 1 1 ~
T7~Gav2E (gradf,0) + @TrGaRMXﬁN ((gradf,0) ,d¢) dp = 0. (4.1.8)
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Commencons par calculer le premier terme Trg, 62$ (gradf,0) de (4.1.8), on a :

~5 1 ~ ~ 1 1
2 — v ¢
Tre,V o2 (gradf,0) = v(ei,O)v(ei,O (gradf,0) — V?Zixg)]v( 0) o2 (gradf,0)

1 (= 1 ~ 1
+ _2 <V¢ v?of (gra/df7 ) (é](\/lxas\f(o f]) (gradf7 )> :
0. fj
(4.1.9)

Nous allons calculer 'expression (4.1.8) terme par terme. Par I’équation (3.2.1), on a :

~ 1 1 ~ 1
V?)ei,O) o2 (gradf,0) = o2 V(e 0) (gradf,0) +e; ( ) (gradf,0)

]_ i X ]_
— —2V?i_70‘;N (gradf,0) + e; <a ) (gradf,0)

«

1 2
= — (Vilgradf,0) = —ei(Ina) (gradf,0),

Il s’ensuit que

1 1 2
VA vi4 M
Vie.oVieo (gradf 0) = (e 0) (a2 (VY gradf,0) — 3G (In ) (gradf, 0))

1 ~ 1
= Vi (@ (Ve gradf, 0)> - 2V{, g (@&' (Ina) (gradf, 0)) :
Par (3.2.1), on aura :

1 1 2
VA v M
Vie.o VY (e:.0) (gradf 0) = (e 0) <a2 (V¥ gradf,0) — 36 (In ) (gradf, 0))

1 ~ 1
= Vo (@ (Ve gradf, 0)) —2V{,0) (@61' (In ) (gradf, 0))
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et

Vo) (%e (Ina) (gradf, 0)) = aiez (Ina) (V¥gradf,0) + e; (; (lna)> (gradf,0)
= (ée (e; (Ina)) + ¢ (é) e; (In a)) (gradf,0)

1
+ @ (vgradlnagradf 0)

= L (e (e (o) — 2¢, (na) e, (o)) (gradf, 0)

a2

1
+ @ (Vg{adln agradfa 0)

1
- E (vi]\;{adlnagradfa 0)

1
+ o] (ei (e; (Ine)) — 2|gradIn a|2) (gradf,0).
On en déduit que

1 1
V V¢e 0) 2 (gmdf, O) = g ((Vé\fvggmdf, ) (VgTadlnoagradf7 0))

(e4,0)

(4.1.10)

— % (e,- (e; (Ina)) — 2 |gradln a|2) (gradf,0) .

Pour le terme V§MXQN( o)% (gradf,0) et en utilisant I’équation (3.2.1), on trouve :
(e

v¢> MxaqN

1 ~ 1
v( & (e 0) (gradf7 ) - ?vé\?eiy()) E (gra‘df7 O)

—MxgN

1
= V(Vév,fei,O) el (gradf,0)

a2 (Vggei,o

- i%stN ) (gradf,0) + (Vé\fei) (%) (gradf,0),
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d'ot,

1 1 2
v%’”*ﬂ”(ei,o)ﬁ (gradf,0) = el (Vyggeigradf, O) - (VYe;) (Ina) (gradf,0). (4.1.11)
(e4:0)
Les équations (4.1.10) and (4.1.11) nous donnent

o~ 1 _ 1
¢ ¢ - _v? —
Ve, Ve gz (9radf, 0) v%é\j:g)N(e,-,o) — (gradf,0)

= 5 (T, Vgradf,0) — 4 (Vo ooradf,0))  (4112)

2
- (Alna — 2|gradln a|2) (gradf,0) .

D’une maniere similaire, le calcul du terme %‘(ﬁo’ fj)ﬁf’ )% (gradf,0) donne

MXﬁN

~ 1 1~
V(bo’ , V¢ 5 (gradf,0) = 0.f; V o)) (gradf,0)
0.07) ¥ (0. o2 ( ) (

=g, (st arodm) 0.7 )

MXBN

= —df (gradln B) V ©O.1;) (0, f7)

= %df (gradln B) ((O, Vjc\;f]) —nfB3* (gradIn 3, O))

par la suite

Vo) vfof ! _ (gradf, O)——2df (gradIn B) ((o,vgfj> — ng? (gradlnﬁ,@)). (4.1.13)

Pour le dernier terme %%MX&N % (gradf,0), on a :

(O,fj) (vaj)
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. 1 . 1 . 1
¢ ¢ PAvA%
vaﬂxjjjv(o e — (gradf,0) = ( w5 1) e (gradf,0) — na V(gmdlnmo)@ (gradf,0)

gradf,0) — nvﬂg;;fllnaO) (gradf,0)

—na? (gradIn a) (é) (gradf,0)

1
= Ealf (gradln B) (O, V%]%-) —n (Vé\fadlnagradf, 0)

+ 2n |gradIn o|? (gradf,0)
on obtient alors

~ 1
Ve i gradf,0) = ﬁdf (gradln 3) (0, V%f]) -n (ngdlnagradf 0)

Vo ij(O,fj)@ (
(4.1.14)

+ 2n |gradIn af? (gradf, 0)

Les équations (4.1.13) et (4.1.14) nous donnent

1 S 1
V¢0 e 2 (gradf, O) - V?'anzv — (gradf, O)

(0
%t f5) ) 2
J V(O,f]-) (O,fj)oé

=n (vé\;{adlnagradf, O) — 2n|gradln a|2 (gradf,0) (4.1.15)

- ni—idf (gradIn ) (gradln 3, 0)

En remplagant (4.1.12) et (4.1.15) dans (4.1.9), on arrive a la formule suivante :

~5 1 1 n—4
TrGaVQE (gradf,0) = el (TryV?gradf,0) + PR (ngdlnagmdf 0)

2
) (A Ina+ (n—2) ]gmdlnaﬁ) (gradf,0)

2

— n%df (gradln ) (gradln 3,0).
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Or, en utilisant le fait que (voir [21])
Tr,V?gradf = gradAf + Ricci (gradf),

On obtient au final :

~5 1 1 1
T?“GaV2§ (gradf,0) = — (gradAf,0) + ] (Ricci (gradf) ,0)

a2

2
= (Alna + (n—2) |gradlna|2) (gradf,0)
n=d g d P if (grad) dl
+ o2 (vgradlnagra’ f7 0) - ng f (gra DB) (gra nﬁ,O) :

(4.1.16)

Pour achever la preuve, il reste & calculer le terme Trq, RM*5N ((gradf,0), d¢) de, on a :

Tre, RN ((gradf,0), de) dp = RM*#N ((gradf,0) , (e;,0)) (e;,0)

(4.1.17)

n é RM*sN ((gradf,0), (0, £;)) (0, f;)

Par (4.1.2), on trouve :
RMxsN ((gradf,0), (e;,0)) = RM*#N ((gradf,0), (e;,0)) = (RM (gradf,e;) ,O) ,

d'ot,

RM*N ((gradf,0), (e;,0)) (e;,0) = (Ricci (gradf) ,0). (4.1.18)

Pour le terme RM*sN ((gradf,0) , (0, fi) (0, f;) et par (4.1.2), on aura

RM*oN ((gradf,0),(0, £;)) = — (VgragrgradIn 8,0)Ag, (0, f;)—df (gradln 8) (gradIn 8,0)Ac, (0, f;) .
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Or,

((VgragrgradIn 8,0) A, (0, f3)) (0, f;) = G5 ((0, f3) . (0, f;)) (VgragrgradIn 3, 0)
- Gﬁ ((07 f]) ) (Vgradfgradlnﬁa 0)) (Oa f])

= nB> (VgragrgradIn 3,0)
et
((gradin 8,0) A, (0, f;)) (0, f3) = G5 ((0, f;), (0, £;)) (gradn 3,0)

— G5 ((0, f;), (gradIn 3,0)) (0, f;)

= n® (gradln 3,0),

ainsi,

Yo (gradf, 0),(0, £)) (0, £;) = =nB%df (gradIn §) (gradn 3,0)
(4.1.19)

— nf? (V;\f{adfgmd In 3, O) .

Si on remplace (4.1.18) et (4.1.19) dans (4.1.17), on obtient :

TrGaEMxﬂN ((gradf,0),d¢)dp = (Ricci (gradf),0) — ng—de (gradln ) (gradln §,0)

2
— n% (ngadfgrad In 3,0)

(4.1.20)

Finalement, les équations (4.1.16) et (4.1.20) nous donnent l’expression suivante :

20



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION D’APPLICATIONS BIHARMONIQUES SUR LES
VARIETES PRODUITS TORDUS

~. 1 1 -
TTGOV2@ (gradf,0) + ?TTGQRMXBN ((gradf,0),d¢) do

2
gradAf,0) + ] (Ricci (gradf) ,0)

:E(

2
- (Alna+ (n—2) \gradlnoz|2) (gradf,0)

n—4 ,_ B2
+ 7 (vgradlnagTadfv 0) - na (Vgradfgrad hlﬁ, O)

- 2n§—zdf (gradln f8) (gradin 3,0).

Par conséquent ¢ est biharmonique si et seulement si

gradAf + 2Ricci (gradf) — 2 (A Ina + (n —2) |gradln a|2) gradf

2
+ (n —4) (Vé\fadlnagmdf) — n% (Vé\fadfgrad In ﬁ)

52
— QnEdf (gradlnB) gradln g = 0.

Comme conséquence, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 4.1.1. L’application ¢ : (M X, N,G,) — (M x N,G) définie par ¢ (z,y) =

(z,y) est biharmonique si et seulement si
grad (Alna) + ggrad (|gradin a|2) + 2Ricci (gradln o) = 0.

Démonstration. Par le théoréme 4.1.1, si on remplace f = o? — 1, on déduit que ¢ :
(M x4 N,G,) — (M x N,G)définie par ¢ (x,y) = (x,y) est biharmonique si et seulement
si

gradAa® + 2Ricci (grada®) — 2 (Alna + (n — 2) [gradIn a|2) grada’®
+ (n—4) (V) amagrada®) =0

gradlna
Un calcul simple nous donne

grado® = 202gradln a,
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M 2 _ M 2
vgradlnagrada = 2vg’r‘adlno¢a gradlna

= QQZV%adlnagrad Ina + 2gradln a (042) gradln o

= o’grad (|gradlna|2) + 402 |gradIn af? gradln a.
On sait que
Ac? = 202°Aln o + 40 [gradIn o

donc
gradAo® = grad (2a2A Ina + 4a? |gradIn a]z)

= 2grad (o*Alna) + 4grad (o* |gradIn a|2)
= 2a’grad (Alna) + 4a* (Alna) gradln o

+ 4a’grad (|gradIn a|2) + 8a?|gradln af® grad (In o)

Finalement, on conclue que ¢ : (M x, N,G,) — (M x N,G) définie par ¢ (z,y) = (x,y)

est biharmonique si et seulement si
grad (Alna) + ggrad (|gradin oz|2) + 2Ricci (gradlna) = 0.

Exemple 4.1.1. Soit ¢ : R™\ {0} xq N* — R™\ {0} x N™ (m # 2) définie par ¢ (x,y) =
(x,y), et supposons que In« est radiale (Ina = f (r)). Alors par le corollaire 3.1.1, on déduit
que ¢ est biharmonique si et seulement si la fonction [ satisfait [’équation différentielle
suivante :

m—1 m—1

f/// + f// _ r2 f/ ‘l’ nf/f// — O

r

Soit B = f', cette équation deviendra

B,,+m—1

B - mr; Lsnpa —o.

On obtient ainsi une solution particuliére de type 8 = % (a € R*), donc ¢ est biharmonique
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St
4 —2m
a= .
n

4—2m

On obtient a(r) = Cr = (C > 0) et dans ce cas Uapplication ¢ : R™\ {0} x, N* —

R™\ {0} x N™ définie ¢ (x,y) = (z,y) est biharmonique non-harmonique.

Exemple 4.1.2. Soit M = S™ paramétrée par v = (coss,sins.z) s € [0,7], z € S™1. On

définit sur S™ une base orthonormée donnée par e; = %, e; = (0, f;) pour i =2,....m, ou
m

fi sont tangents a S™~' avec Y V..e; = — (m — 1) cot s L.
i=2

On considére Uapplication ¢ : S™ X, N — S™ x N™ définie par ¢ (x,y) = (x,y) =
((coss,sins.z),y) et supposons que la fonction f = Ina dépends uniquement de s. Alors
par le Corollaire 3.1.3, on déduit que 'application ¢ est bitharmonique si et seulement si la

fonction f satisfait I’équation différentielle suivante :
" Hnf' "+ (m—1) ((cots) f" — (1 —cot®s) f') = 0.
Soit v (s)=f"(s), alors la derniére équation devient

v +nyy + (m—1) ((cots) 7 — (1 — cot®s)) = 0.

2
ns+C

a(s) = {/(ns+C)>%

Et dans ce cas, Uapplication ¢ : St x4 N* — S x N™ définie par ¢ (z,y) = (x,y) =

En particulier, si m = 1, la fonction v (s) = est une solution de l’équation, on obtient

donc

((cos s,sin s),y) est biharmonique non-harmonique.
Un résultat similaire est donné comme suit :

Corollaire 4.1.2. L’application ¢ : (M x N,G) — (M x3 N,Gp) définie par ¢ (x,y) =

(x,y) est biharmonique si et seulement si

gradAln f+2(Alnp) gradln g + (4 — 2nﬂ2) |gradln 6|2 gradln 8

+ (2 — 352) grad (|grad1n 8|?) + 2Ricci (gradIn ) = 0.

Ce qui est équivalent a dire que, ¢ est biharmonique si et seulement si la fonction f = 3% —1
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vérifie I'équation différentielle suivante :

gradAf + 2Ricci (gradf) — %grad (|gradf|2) =0

4.2 CasIl: ¢: (M™x; N" Gf) — (P x P, Q)

Dans cette section, nous allons étudier la biharmonocité de ’application (E (MM xyN™, G,) —

PP x PP G) définie par ¢ (z,y) = (6 (z), % (y)). Nous avons le résultat suivant :
1 2

Théoréme 4.2.1. Soit ¢ : (M™ x; N",Gy) — (PP x P*.G) définie par ¢ (z,y) =
(¢ (z),v(y)) ou ¢ : (M,9) — (Pr,k1) and ¥ : (N,h) — (Py, ko) deuzx applications har-

moniques. Alors lapplication 5 est biharmonique si et seulement si

Tr, (vqﬁ)2 d¢ (gradln f) + TryR™ (d¢ (gradln f) ,dg) dp + nV,, a1, pde (gradln f) = 0.
(4.2.1)

Démonstration. Choisissons (e;),;,,, comme étant un repere orthonormé sur M et
(fi)1<j<n celui sur N. Un repére orthonormé sur M xy N est donné par {(ei, 0), % (0, f])}
Notons que dans ce cas on a do (X,Y) = (d¢ (X),dy (Y)) pour chaque X € I' (T M) et
Y € I'(T'N). Par la définition du champ de tension, on a :

. (25) = Trg,Vdo

1 ~

= V¢ )d5<€“ 0) + P—OWV?O’fj)d¢ (07 f])

(e;,0

1

_f207r

~dé (ﬁeim (€3, 0)) do (6(0,&) (0, fj)) :

en utilisant ’équation (3.2.1), un calcul direct nous donne :

V(eho) (61', O) = (Veiei, 0)

et
Vo, 0, ;) = 0.V, f;) —n (f2or) (gradln f,0),
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donc

r(4) = (Vido(e),0) = (43 (V..e).0)

T (0.9 v (£)) - e (0,46 (Y5, f5)) +n (d6 (gradn f) ,0)

fiom fPom
= (7(0).0)+ o= (007 () + n (d5 (gradin f),0).

Puisque ¢ et ¢ sont harmoniques, on déduit que
T (5) =n(d¢ (gradln f),0).
Par définition, ’application 5 est biharmonique si et seulement si
N\ 2 ~ ~
Trg, (W) (dé (gradln f),0) + Trg, RP P <(d¢ (gradln f),0) ,d¢> dp=0. (4.2.2)

N2
Commencons par la simplification du terme Trg, (V¢’> (d¢ (gradln f),0), on a

) - -
Tra, (V°) (dé (gradin f),0) = V(, ) V(.. (46 (gradin £),0) = Ve, - (dé (gradin £),0)

1 - _
from (Vfovfj)V?OJj) (d¢ (gradln f),0)

®

) V%K%ij) (d9 (gradin f),0).

Or,

¢

Vo) Vi (@9 (gradin f),0) = (V7 V. dé (gradin ) ,0)

v;MXfN(e' ,, (@0 (gradln ) ,0) = v"(’veﬁ y) (46 (gradln ) ,0) = (V%Eieidgf) (gradln f) ,0) ,
(es,0) V7" oY

V?OJJ,)V?OJJ_) (do (gradln f),0) =0

et

v%?ﬁ;f(oj].) (d¢ (gmd In f) 70) =-n (f2 o 7T) <vzradln fd¢ (grad In f) 7())
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donc

Tra, (V5>2 (d¢ (gradln f),0) = (Trg (V¢)2 do (gradln f) + nvjmdlnqus (gradln f) ,O) :
(4.2.3)
Pour le terme TrGfRP1XP2 ((d¢ (gradln f),0) ,qu) d%, on a

Trg, RPP: ((dqﬁ (gradln f),0) ,d%) d¢ = RP*P: ((d¢> (gradln f),0),dé (e;, 0)) dé (e:, 0)
L mm ({1 _ _
Fg ((4 (gradmn 1) ,0) 45 (0, £,)) 46 (0, 1)

Et comme

RP<P((dg (gradin f),0),d6 (e:,0) ) o (e:,0) = (TryR™ (do (gradin ) , dg) d, 0)
et
BRI ((d6 (gradln f),0),d6 (0, £,)) d6 (0, f;) = 0,

alors

Trg, RPP: ((d¢ (gradln f),0) ,d&s') dj = (Tr,R™ (do (gradln f),dg) d,0) . (4.2.4)
Les deux équations (4.2.3) and (4.2.4) nous donnent

Tre, (V5)2 (d (gradIn f),0) + Trg, R ((dé (gradin f),0) o) dé

- (Trg (V) do (gradIn f) + nV,oqm 1dé (gradn f) + TryR™ (dé (gradn f), do) dé, 0)

On conclut que l'application qg est biharmonique si et seulement si ¢ satisfait 1’équation

suivante

Tr, (V¢)2 do (gradIn f) + Tr,R™ (d¢ (gradln f) ,d¢) dp + nv? sd¢ (gradin f) = 0.

gradln

On donne a présent, un exemple d’application illustrant le théoreme ;

Exemple 4.2.1. Soit ¢ : R* — R? la projection définie par ¢ (t,xo, 13, 24) = (t, T2, x3)
et considérons Uapplication ¢ : R4 Xy N" — R® x N™ définie par & ((t, m9, 13, 24) ,y) =
((t,x9,23),y) ou on suppose que la fonction a = In f dépends uniquement de t. Par le

théoreme 4.2.1, gg est biharmonique si et seulement si o« = In f satisfait [’équation différentielle
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d’ordre 8 suivante :

a/// + 7,LO{/O{// — 0
Posons B (t) = o/ (t), on obtient alors

Bll‘i_n/ﬁﬁl — 0

Par exemple, la fonction g = mic est une solution de l’équation, d’ou f(t) = {/(nt + 0)2

et dans ce cas, Uapplication ¢ est biharmonique non harmonique.
Une conséquence immédiate du théoreme 4.2.1 est donnée ci-apres :

Corollaire 4.2.1. Soit ¢ : (M™ Xt N" Gy) — (M™ x PP, () définie par o (z,y) =
(x,v (y)) ou v : N — P est une application harmonique. Alors 5 est biharmonique i

et seulement si
gradAln f + 2Ricci™ (gradln f) + ggrad (\gmdln f\2) =0.

En particulier, si v = Idy, on obtient

Corollaire 4.2.2. Soit ¢ : (M™ x; N*,G,) — (M™ x N™, Q) définie par ¢ (z,y) = (z,y).

Alors ¢ est biharmonique si et seulement si

gradAln f + 2Ricci™ (gradln f) + ggrad (\gmdln f\Q) =0.

4.3 CasIIl: ¢: N — (M x; P,Gy)

Maintenant, on considere 'application ¢ : (N, h) — (PP, k), et étudions la biharmoni-

cité de 'application 5: N — (M x P,Gy) définie par a(y) = (20,0 (y)).

Théoréme 4.3.1. Soit ¢ : (N, h) — (PP, k) une application harmonique, alors l’applica-
tion 5: N — (M x; P,Gy) définie par g(y) = (x0, ¢ (y)) est biharmonique si et seulement

(¢ (9)) grad (lgradf**) = 2(Ae (9)) gradf? = 0
et

do (grad(e())) =0
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Démonstration. Soit (f;),;., un repere orthonormé sur N. Le champ tension de ¢ est

donné par

; (;g) — T, Vdd
= V3,49 () — 45 (Vi 5;)
= V3, (0.do (;)) = (0.do (V3 15) )
= (0.95,d0.()) — 2/ (6) (gradin £.0) 0 6~ (0,d6 (V} 1))

= (0.7(¢)) — 2% (¢) (gradln £,0) 0 6.
Comme ¢ est harmonique, on aura donc
T (5) = —2f%(¢) (gradln f,0) o o.
Alors 5 est biharmonique si et seulement si
-\ 2 ~ ~ ~ N~
Try, <V¢> e(¢) (gradln f,0) 0 ¢ + e (¢) Trp RM*1F ((gradln f,0)0 ¢, dgb) dp =0. (4.3.1)
~\ 2 ~
Pour le terme T'ry, <V¢> e (¢) (gradln f,0) o ¢ of (4.3.1), on a par définition

~\ 2 —~ o~ o~ —~ o~ —

Try (v¢>) ¢ () (gradln f,0)06 = V4 V% e (¢) (gradIn f,0)09—VEy . e (9) (gradln f,0)00.
i Ji ;7

(4.3.2)

Calculons le premier terme 6% 6%6 (¢) (gradIn f,0)o¢ de (4.3.2). D’apres (3.2.1), on obtient

Ve () (gradn £,0) 0 & = ¢ (9) V5, (gradln £,0) 0 &+ f; (¢ (¢)) (gradIn £,0) 0 &

= e (¢)|gradln f|* (0,de (f;)) 0 ¢+ f; (e (¢)) (gradn f,0) o &,

d’ot,
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V} Ve (@) (gradin £,0) 0 6 =V (e (6) lgradn f* (0,do (£,)) 0
+ V5, (£ (e (6)) (gradn £.0) 0 5)
= ¢(0) lgradn f* V4 (0.do (£;)) 0 &
+ £;(¢(6)) V5, (gradln £,0) 0 ¢ + [gradIn f1” £; (¢ (6)) (0,dé (£;) &

+ i (£ ((6))) (gradn £,0) 0 6.
On déduit que

V9§ Vi e (@) (gradin £,0) 0 = [gradin f* e (6) (0,V5 do (f;)) &

—2f2(e(8)) lgradIn f|* (gradln f,0) o ¢
(4.3.3)

+ 2|gradln f|2 (0,d¢ (grade (¢))) o gg

+ [ (fi (e(9))) (gradIn f,0) o ¢

En utilisant I’équation (3.2.1), on aura

Vi, (0) (gradin £,0)0 6 = ¢ (6) Vey ; (gradin £,0) 0 6+ (VI f;) (¢ (6) (gradin £,0) 0 &
= |gradln 2 e (¢) (0, do (vjcjfj)) o3

+ (V) £) (e (6) (gradin £,0) 0 6.
(4.3.4)

On remplace (4.3.3)et (4.3.4) dans (4.3.2) et on utilise le fait que ¢ est harmonique, on
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obtient

Tr, (V%) e (6) (gradin £.0) 0 & = ~2f (¢ (8))* [grad n f* (gradIn 1.0) o &

+2|gradln f|* (0,d¢ (grad (e (¢)))) © ¢ (4.3.5)

+ Ae(¢) (gradIn f,0) o ¢.

D’autre part, on a
TraR17 ((gradin £,0) 0 6,dd) dg = RS ((gradin £,0), (0,do (;))) (0.9 (7)) © 6.
Par (4.1.2), un simple calcul nous donne

R (gradin £,0), (0,40 (,))) =~ (grad (igradin £T) 0) A, 0,6 ;)

— |gradIn f|? (gradIn f,0) Ag, (0,dé (f;)) .

Or,

((grad (lgradin f?) ,0) Ag, (0,do (f;))) (0,dd (f;)) = 2f%€ (¢) (grad (|gradIn f|*) ,0)

et
((gradn £,0) Ac, (0,do (£,))) (0,dé (f;)) = 2% () (gradln f,0).

Alors,

Tr, RM*sP ((gradln f,0)0 o, d%) do = —f2e (¢) (9rad (|gradIn f|2) ,0) o o

(43.6)
—2f%|gradIn f|2 e(¢) (gradln f,0) o ¢.
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Finalement, on conclut que

Tr (V7) () (gradin £,0) o 6+ ¢ (6) Tr 21" ((gradin £,0) 0 6. d5) do
= —4/%(e(¢))’ |gradIn f|’ (gradln f,0) 0 &

+ Ae (¢) (gradln f,0) 0 ¢
— f2(e(#))* (grad (|gradIn f|?) ,0) o &

+2|gradIn f|*(0,d¢ (grad (e (¢)))) o 6.
Ainsi, 5 est biharmonique si et seulement si

(e (¢))2 (4 |gradln f]zgmdlnf + grad (\gmdln f\Q)) — (Ae(¢)) gradln f =0

and

d¢ (grad (e (¢))) =0
grad (\ gmdﬂf) — grad (\2 Fgradln f}2>
= 4grad (f*|gradln f|*)
= 4f*grad (|gradln f|*) + 16 f* |grad1n f|? gradIn f

=4f1 (4 \gradn f|* gradln f + grad (|grad1n f|2)) ,

cela veut dire que

1
4|gradln f|” gradln f + grad (\gmdlnf\z) = 4—f4gmd (|gmdf2|2> :
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Par conséquent ¢ est biharmonique si et seulement si

(e (0))” grad (|gradf?*) = 2(Ae (9)) gradf* = 0
and

dg (grad (e(¢))) =0

Une application directe du Théoreme 4.3.1 peut étre vue, en supposant que la fonction

e (¢) est constante, d’ou le résultat suivant :

Corollaire 4.3.1. Soit ¢ : (N",h) — (PP, k) une application harmonique telle que e (¢)
est constante. Alors 'application qu N — (M x¢ P,Gy) définie par a(y) = (20,0 (y)) est

biharmonique si et seulement si

grad (|g7’adf2|2> =0.

En particulier, si ¢ = Idy, on obtient (voir [4])

Corollaire 4.3.2. ['inclusion iy, : N — (M x; N,Gy) définie iy, (y) = (x0,y) est bihar-

monique si et seulement st

grad <|g7“adf2|2> =0.

4.4 CasIV:¢: (M™x;N".Gy) —s (P k)

En premier temps, on consideére 'application de classe C*® ¢ : (M™, g) — (PP, k) et
définissons I'application ¢ : (M™ xyN" Gy) — (PP, k) par ¢ (z,y) = ¢ (). Nous allons

étudier la biamonicité de I’application 5 Commencons par le résultat suivant :

Proposition 4.4.1. Soit ¢ : (M™, g) — (PP, k) une application de classe C*> . Le champ
de tension de l'application 5: (M™ x; N".Gy) — (PP, k) définie par g(x,y) = ¢(x) est
donné par :

T (5) =17(¢) +ndo (gradln f) (4.4.1)

Démonstration. Soient {e;},;,, une base orthonormée sur M et {f;},_,, celle définie
sur N. Donc la base orthonormée définie sur M x; N est donnée par {(ei,()) , % (0, f])}
Notons que dans ce cas on a do (X,Y) = (d¢ (X),0) pour tous X € I'(TM) et Y € T (TN).
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Par la définition du champ de tension, on a :

’ <$> =Trg, Vdo
L L

= V{00 (€:,0) + ﬁVfo’fj)dd) 0, f;)

1

_dé (6(%0) (es, 0)) “

do (%(o,m (0, fj)) :

Un calcul simple nous donne,

Vi 0o (€:,0) = VEdo (e)

et

v((zjovfj)dg (0, /) =0,

En utilisant I’équation (4.1.1), on déduit que

v(ei,O) (6i7 0) = (Vei€i7 0)

et
ﬁ(o,fj) (0, f;) = (0, ijfj) —nf%(gradln f,0) .

Il s’ensuit que,

7 () = V4do (e) - do (V1) + ndo (gradin f).
on obtient alors
T <$> =17(¢) +ndo (gradln f).

Nous allons calculer le champ bitension de I'application ¢ : (M™ x; N™ Gy) — (PP, k).

Théoréme 4.4.1. Soit ¢ : (M™,g9) — (PP, k) une application de classe C*>. Le champ
bitension de ’application (; D (M™ xy N™".Gy) — (PP, k) définie par a(as,y) = ¢ (x) est

donné par :

T ((Z) =15 (¢) — n (Tr,V2d¢ (gradin f) + Tr, R (d¢ (gradln f) , de) do)

—nVgraain 7 (¢) — n2vgmd1nfd¢ (gradln f).

(4.4.2)
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Démonstration. Par la définition du champ bitension, on a
~ N2 s N~
T (¢) = —Trg, (v¢> - (¢> — Trg, R (T (¢) ,d¢) dé (4.4.3)

N2 e
Pour le premier terme T'rg, <V¢> T ((b), on a :

Tre, <V$>2 T (5) = V?ei,O)V?EiVO)T (5) + %vi fj)vg;o:fj)T (;5)

N vé(ei,o)(ei,O)T @) /? Vd’( fj)(o’fj)T @) |

Nous allons calculer cette expression terme par terme. On aura donc :

V?ei,o)vfei,O)T <¢) v(e O)V?e oT (@) + nV(e 0) ?%O)dgzﬁ (gradln f)
= Ve VST (6) +nVE Ve de (gradln f)

et

Vo Vo™ (4) =0

En utilisant I’équation (4.1.1), on obtient :

¢ 7\ — v
V%(Ei’o)(eho)T <¢) = vageﬂ' () + nVVM d¢ (gradln f),

et
Vé(of )(0 7 <5> = —anijdlnfT (¢) — n’f? ngdlnfd(b (gradln f).

Alors, on déduit que :

Trg, <V$>2 T (gg) =Tr, (V¢)2 7(¢) +nTr, (V¢)2 do (gradln f)

+ nv;‘adln fT (¢) +n vg?“adln fd¢ (grad In f) :

(4.4.4)

Pour terminer la démonstration, nous allons simplifier le terme Trg, RP (7‘ <Q~S) ,dgg) d%, on
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Trg, R <T <gb> d¢) dé = RP (T (gb) (€:,0 )dg (e, 0)
R (7 (6) 4910, £) 3 0. 1)
_RP (7 (6) . dé (ei,0)) o (e:,0)
= R (7(¢),do (e;)) do (e:)

+nR" (d¢ (gradln f),d¢ (e;)) do (e;) -

Il s’ensuit que,

Trg, R (T (5) ,d&?) dd = Tr,R” (1 (¢),de) dd + nTr,RY (d (gradln f) ,dd) dé. (4.4.5)
On remplace (4.4.4) et (4.4.5) dans (4.4.3), on trouve :

. (%) = 75(6) — n (Tr,V?de (gradn f) + Tr R (d¢ (gradln f) , do) do)

— V. gradin ;7 (0) — 1°V graam rdé (gradln f) .

Comme conséquence, si ¢ est harmonique, on a :

Corollaire 4.4.1. Soit ¢ : (M™,g) — (PP, k) une application harmonique. L’application
o (M™ x¢ N" Gy) — (PP, k) définie par o (z,y) = ¢ () est biharmonique si et seulement

St
TryV2do (gradin f) + TrgR” (dg (gradin f), ) d + nV gragia do (grad n f) = 0.

En prticulier si ¢ = Idy, la premiére projection Py @ (M™ x; N",Gy) — (M™, g) définie

par Py (x,y) = x est biharmonique si et seulement si (voir [4])
gradAln f + ggrad (lgradIn f|2) + 2Ricci™ (gradln f) = 0.

On donne a présent un exemple d’application biharmonique non harmonique.

Exemple 4.4.1. Soit ¢ : R™\{0} x fN" — R™\{0} définie par ¢ (x,y) = =5 en supposons

||
que In f est radiale (In f = a(r)). Donc par le théoréeme 4.4.1, on déduit que l'application

0 : R™\ {0} x; N* — R™\ {0} est biharmonique si est seulement si la fonction o satisfait
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[’équation différentielle suivante :

na™ + n(m_5)au_ 3n(3m_7)a’—|—n2a’a”— 2_712(0/)2 B 8(m_2) (m_4) —0.
r r? r r3
Soit = o, cette équation deviendra :
_ _ 2 _ _
r r r

Pour une solution particuli¢re de type 3 = ¢ (a € R*), alors ¢ : R™\ {0} xy N* — R™\ {0}

est biharmonique si est seulement si

3n%a® +2n (5m — 14)a + 8 (m — 2) (m — 4) = 0.

4(4—m)
3n

2m ot g =
n

Cette équation admet deux solutions : a =

1. Pour a = *=2™_ on obtient f (r) = Cr™ et dans ce cas @ : R™\ {0} Xy N" —

R™\ {0} est biharmonique donc harmonique.

4(4—m)

2. Pour a = %, on obtient f (r) = Cr~sn et dans ce cas ¢ : R™\ {0} x; N* —

R™\ {0} est biharmonique non harmonique.

Maintenant, on considere l'application 1 : (N", g) — (PP, k) et on définit 'application
W (M™ x; N™ Gy) — (PP, k) par ¢ (z,y) = ¢ (y). Nous allons étudier la biharmonicité

@Z, on obtient le résultat suivant :

Théoréeme 4.4.2. Soit ¢ : (N™, h) — (PP, k) une application de classe C™, on définit
oo (M Xy N" Gy) — (PP k) par U (z,y) = ¥ (y). Le champ tension et bitension de

l’application 1; sont donnés par :
~ 1
: (w) () (4.4.6)
et

7 (3) = s () — o (Al f + (n—2)|gradin f?) om) 7 (6). (447

o
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Démonstration. Commencons par calculer le champ tension de . Par définition, on a :

r(8) = Tre,vap
= Vii70)d’$ (ei, O) + V{%f dJ (07 f])

o= (Vs (0.£)).

1
f_
— ) (Vi (00,0)) = f2

En utilisant I’équation (4.1.1), on obtient,

T(@) f21o7r Fdv (f;) — flww(vfjfj)_Q—

donc
~ 1
T<¢> = f2O7TT(1/))‘
Ainsi QZ est harmonique si est seulement si ¢ est harmonique. Calculons maintenant le champ

bitension de I’application @E On a:
T (J) = ~Trg, (vi>2 r (%E) — Trg, R (T ({z?) ,d{z?) b, (4.4.8)
Pour le premier terme T'rg, (VJ)Q T (&), on trouve :

Trg, <sz)27' (¢> V?)e O)V?}e 07 (J) + fg%ﬂv (0,4) v?%f) ({D

- v%(eiﬁo)(ei,O)T <J> a f210 Wv%(O,fj)(O,fj)T ({D '

Or
R ~ 2
Vi Vo (9) = Fro7 (@lgradin ff =i (el ) o) 7 (0)
et
1 - ~
fQOWv%fy)v%,f)T<w> f4o7TV”’V¢ T ().

Finalement, par (4.1.1), on obtient :

Ve o (7) = rom (Vees (@) om )
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et

1 i ~ 1 2
Ve o™ (1) = Froz Vo, 0+ oz ((radin ) o) ()

fPom 6(O’fj

Ce qui nous donne,

Lﬂ (Al f+ (n—2)|gradln f?) o ) 7 (1))

Trg, (sz)Q T (12) S TrV21 (1) — o
(4.4.9)

_f4o7T

Par conséquent, pour le premier terme T'rg, R? (7’ (J) ,diZ) dzz, on peut établir que

Tra, R (r @) ,dzZ) dip = f410 TR ( (1), dup) d. (4.4.10)

En substituant (4.4.10) et (4.4.10) dans (4.4.8), on trouve :

n () = f%ﬂﬁ () — FLM (Alnf + (n - 2) [gradln f12) o 1) 7 ().

Une conséquence immédiate du Théoreme 4.4.2 est donnée par le résultat suivant : :

Corollaire 4.4.2. Soit ¢ : (N",h) — (PP, k) une application biharmonique non harmo-
nique. Alors Uapplication ¢ : (M™ Xy N" Gy) — (PP, k) définie par U (z,y) = ¥ (y) est

biharmonique si te seulement si la fonction f*~2 est harmonique.

68



Chapitre

Géométrie des applications f-biharmoniques

Ce chapitre a pour but d’étudier particulierement la f-biharmonicité des applications
conformes. Pour se faire, on donne en premier lieu certaines définitions élémentaires puis on
traite la notion du tenseur f-énérgie impulsion et les propriétés géométriques associées aux
applications f-biharmoniques et celles associées aux applications conformes afin de pouvoir
démontrer le théoreme principal donnant la condition nécessaire et suffisante pour qu’une

application conforme entre les variétés riemanniennes équidimensionnelles soit biharmonique.

5.1 Application f-harmonique et f-biharmonique

5.1.1 Application f-harmonique

Définition 5.1.1. Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes et ¢ : M
N une application de classe C* et f : (M™, g) — (0,400) une fonction de classe C'*
strictement positive. On appelle f-énergie de I'application ¢ sur un domaine compact de M,

la fonctionnelle Ey définie par :

By 0.0) =5 [ fa@)ldol' s, (511)

Définition 5.1.2. Une application ¢ : (M™,g) — (N™ h) de classe C* est dite f-

harmonique, si elle est point critique de la fonctionnelle f-énergie Ef (¢, D), c’est a dire :

d
B (60,D) g = 0 (5.1.2)

ou {¢;} est une variation de {¢} a support dans D.
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Définition 5.1.3. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*°. Le champ
f-tension de ¢ est une section 74 (¢) € I' (¢~ (T'N)), définie par :

Ty (¢) = tryV fdo (5.1.3)
Remarque 5.1.1. I'équation donnée par (5.1.3) est appelée équation d’Euler-Lagrange as-
sociée a (5.1.1)

Proposition 5.1.1. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*°, le champ

f-tension est donnée par :
77 (¢) = [T () + d¢ (gradf) (5.1.4)

Démonstration. Soit {ey, ..., €, } une base orthonormée sur M. Par la définition du champ

f-tension, on a :

7 (¢) = tryVfdg = Z Vfdg (e e)

= (V2 fdg (&) — fdo (VVe:))
=1

m

=" (FVESdo (&) + i () do (e) = fdo (V2er))

i=1

Z F(V fdo () — dp (VMe)) + e (f) do i)

> (V2 fde (er) — do (VEes)) =7(0)
=1
et

> ei(f)do(e) = do (gradf)

i=1

70



CHAPITRE 5. GEOMETRIE DES APPLICATIONS F-BIHARMONIQUES

on obtient au final :

71 () = [T () + do (gradf)

Remarque 5.1.2. Toute application harmonique ¢ : (M™, g) — (N™, h) est f-harmonique

si et seulement si gradf € kerdg.

Théoréme 5.1.1. ( Premiére variation de la f-énergie )
Soitgp : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C™ et {¢:} est une variation de classe
C* de {¢} a support dans D. Alors :

5 O Do = /D h (0,77 (8)) vy (5.1.5)

. d
ouv = 3@ |t:0

Démonstration. Soit {ey, ..., e, } une base orthonormée sur M. Posons F' : (—¢, +€) X

M, (t,x) — F (t,x) = ¢; (z) de classe C*°, on a donc :

d (60D /th (AF (), dF (e1)) ¥ li=o

(5.1.6)
= /Dth (V2 v, do (e;) v,

avec (dF (€:)) gy = do (€i) g0y = 5% () [1=0 = v (2)

Soit maintenant la 1-forme 6 a support compact définie par :
0(X) = h (v, fdd (X)) ,¥X € T (TM)

Alors,

div™ g = Z {e: (0(e) =0 (Vie)}

=1

m

= {n(Viu, fdd (e;)) + h (v, VE fd (e5)) — h (v, fdp (VY e)) }

=1
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Ainsi, d’apres (5.1.6) et le théoreme de Stokes, on aura :

d m
5 Fr(0nD) =~ /D Zh (0. AVE S (e5) — fdd (Vier) }) vy

—— [ hom @),

Remarque 5.1.3. 1. Si on considere f = 1, on retrouve la définition du champ de tenseur

a g, 1y (¢) =71 ().

2. Le champ f-tension de ¢ ,77 (¢), peut étre écrit localement comme suit :

.. 0267 aaaﬁ—k OB Tk oF b7 9
Tf (¢) :‘gw{ Bziga:j —’_f@(fci@fj Foc,30¢_fa;£krij+ 851%} WO¢

Exemple 5.1.1. Soit ¢ = (R, (,)g) — (R,(,)g) une fonction de classe C* si f(z) =

e’ Yx € R, alors ¢ est f-harmonique si ¢ est solution de ’équation différentielle :
fO'+f¢ =0=0¢"+¢ =0=¢(x) =a+be"Va,b €R

On constate qu’une application f-harmonique n’est pas nécessairement harmonique.

5.1.2 Tenseur f-énergie impulsion

Soit ¢ : (M™, g) — (N, h) une application de classe C*°. Si {g}te[ une variation

—e,+€]

de la métrique g avec gy = g, alors on définit le tenseur 2-covariant dg sur la variété M par :
0 ] ]
(Sg: Egh:(] - F(T M@T M)
localement, on obtient :

g = gij (t,x) de* @ da?, go = g = gi; () da’ @ daletdg = L2 g;; (t, %) dz' ® da?

Définition 5.1.4. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°. On appelle

tenseur énergie impulsion de ¢, le tenseur symétrique 2-covariant défini par :

S(¢)=e(g)g—¢"h

c’est a dire,
VX,V €T (TM),S(6) (X,Y) = e (6) g(X,Y) — h(de (X),do (V)
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ou e (¢) = 3 |dp|® étant la densité de ¢ et ¢*h la métrique pull back.

Proposition 5.1.2. ([1]) Soient ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C™ et

{g}te[%#d une variation de la métrique g de classe C*°. Alors,

d

—E(¢r, D)

dt 2

=1 /D (S(6),69) v,

ou D étant le domaine compact de M et (,) la métrique induite.

Théoréme 5.1.2. Soit ¢ : (M™, g) — (N", h) une application de classe C*, alors

div''S (¢) = =h (7 (9) , do)

Démonstration. Soit {ey,..,e,} une base orthonormée sur M définie au voisinage de

x € M, on a par définition :

== h(de (ex),dé (ex)) 6 — h(de (e:) , dob (e;))

k=1

S () (es,¢€5)

[\Dlt—\

ainsi,

m

(div™S () (e;) = D Ve, S(9)(eire))

i=1

m

_ ézez (A (ex) ,d (ex))) 65 — > ei (h(d (), do (e))))

i,k=1 i=1

—_

= (7 (6).d0(e;)) = D h(do(er), VE,do (e)) — VE,do (c:))
= h(r (@) do(e))

Corollaire 5.1.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*. Si ¢ est

harmonique, alors div™ S (¢) = 0.

Définition 5.1.5. Soient ¢ : (M™, g) — (N™ h) une application de classe C* et f :
(M™, g) — (0,400) une fonction de classe C* strictement positive. On définit le tenseur

f-énergie impulsion de ¢ par :
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Sy (¢) = fe(d)g— fo" (h) (5.1.7)
c’est a dire,

Sp () (X,Y) = fe(9) g (X,Y) = fh(de (X),do(Y))

Proposition 5.1.3. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C*> et f :

(M™,g) — (0,400) une fonction de classe C* strictement positive, alors :

div™ Sy (¢) = —h (17 (9) ,do) + e (¢) df (5.1.8)

Démonstration. Soit {ey,..,e,} une base orthonormée sur M telle que V»e; = 0 au

point x € M, Vi,j=1,....m, on adonc VX € I' (T'M) :

(div™ Sy (¢)) (X) = (VeiSy () (€1, X)

= D {ei (57 () (€. X)) = S (9) (e VI X) } (5.1.9)

D’une part, en utilisant (5.1.7) on obtient :

Z{ei(sf( (e, X }—Z{el fe(¢) g (ei, X)) — ei (fh(do (), do (X))}

m

Z )) fg(ei, X) + e (f)e (o) g (ei, X) + fe(9) g (e VIX)}

—{ei (f) h(de (i), do (X)) — fh(VEde (i), dod (X))

— fh(d¢ (), VEdo (X))
(5.1.10)
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Ainsi,
m m

> {ei(Sp(9) (e, X))} = fX (e(0) +e (@) X (f)+ > g (e VVX)

— h(d¢ (gradf),do (X)) = fh(7(¢),d¢ (X))

— fh(do (e;), VMdo (e;, X)) — fh(do (e;),do (VY X))
d¢ (gradf) + fr(8) =74 (9)
et
h(do (), VM (ei, X)) = X (e ()

on conclut que :

Z{ez (St (0) (e, X))} = —h (77 (9),dd (X)) + e () df (X)

(5.1.11)

+Z{fe g (€1, VYX) = fh(do (e;) ,do (VX)) }

D’autre part, le terme Sy (¢) (e;, VM X) de (5.1.8) se calcule en utilisant (5.1.7), on a donc :

> 81 () (e, VY X) Z {fe(®)g(e;, VEX) — fh(dg (e;),do (VIX))} (5.1.12)
i=1
Par conséquent, en remplagant (5.1.10) et (5.1.11) dans (5.1.9), on aura :
div™ Sy (¢) = —h (7 (¢) ,do) + e (¢) df

En particulier, on a :

Proposition 5.1.4. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une submersion de classe C*°. Alors ¢

est f-harmonique si et seulement si

divM (fo*h) = fdiv (e (¢))
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Démonstration. On a ¢ est f-harmonique si et seulement si i (7 (¢), d¢) = 0.

Or, d’apres (4.1.8), ¢ est f-harmonique si et seulement si

div™ Sy (¢) = e (¢) df

or,

divM Sy (¢) = div™ (fe(d)g— fo*h)

= d(fe(9)) —div" (f¢*h)

= fde(¢) +e(¢)df —div™ (fo"h)

Théoréme 5.1.3. ([9]) ( Seconde variation de la f-énergie )
Soiento : (M™,g) — (N™, h) une application f-harmonique de classe C*°, D un domaine
compact de M et ¢rs : M — N (t,s € (—€,+€)) une variation de classe C™ a deuz pa-

rametres a support compact dans D tels que,

Ot s _Od¢.s
5 | 9=00) €t w="55|(19=(00)

v =
alors,

2By (6053 D) = [ (= ftr,RY (v.d6) do — tr, (V24 9%0 = fV3,0) )

5.2 Application f-biharmonique

Définition 5.2.1. Soient ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C* et D un

domaine compact de M. On définit la fonctionnelle f-bi-énergie de I'application ¢ par :

Esy (¢, D /fl

Définition 5.2.2. Une application ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*°
est dite f-biharmonique si elle est point critique de la fonctionnelle f-bi-énergie, pour tout

compact de M.
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Le résultat ci-apres, donne I’'équation de ’application f-biharmonique en dérivant 1’équation

d’Euler-Lagrange ;

Théoréme 5.2.1. ([28]) Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*. Alors

¢ est f-biharmonique si et seulement si le champ f-bitension s’annule, c’est a dire :
mos (0) = =Ty (V°)" f7(0) = fTryRY (7 (9) ) do = J° (f7(¢)) = 0
ou J? est l'opérateur de Jacobi le long de lapplication ¢ défini par :
J¢(X) = —Tr, ((vﬁ)2 X + RN (X, dg) dgz5>

Proposition 5.2.1. ([28]) Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°. La

relation entre le champ f-bitension 1o ¢ (¢) et le champ bitension 1o (¢) est donnée par :

.5 (0) = [12 () = A(f) 7 (¢) = 2V gragr7 (¢)

Remarque 5.2.1. 1. Un calcul simple nous donne que Af = fAinf + f |g7"acllnf|2 et
gradf = fgradinf, on obtient alors :

g (¢) = f {2 (¢) — (Alnf + f |gradinf|*) 7 (¢) — 2V graansT (8) }

d’ou, 'application ¢ est f-biharmonique si et seulement si

T2 <¢) - (Alnf + f |g7"adlnf\2) T <¢) - zvgradlnfT ((b) = 0

2. Il est clair que toute application harmonique est f-biharmonique. Si 'application ¢ est

biharmonique, alors ¢ est f-biharmonique si et seulement si

(Alnf + flgradinf|*) 7 (¢) + 2V gradingT (6) = 0

5.3 f-biharmonicité des applications conformes

Définition 5.3.1. Soient (M™, g) et (N", h) deux variétés riemanniennes. On dit que 'ap-
plication ¢ : M —— N est conforme s'il existe une fonction A : M — (0,00) de classe

C>,appelée dilatation de ¢, telle que :
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h(de (X),dé (V) = A2g(X,Y),VX,Y € T (TM)

Proposition 5.3.1. ([1]) Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application conforme de dilata-

tion A. Alors le champ de tension de ¢ est donné par :

7¢ (¢) = (2 —n) d¢ (gradin\)

Théoréme 5.3.1. Soit ¢ : (M™, g) — (N",h), n > 3, une application conforme de dilata-

tion X\, alors le champ bitension de ¢ est donné par :

72 (@) = (n—2)do (H)

ou,

H = gradAln\ — (n ; G)grad (|gradln)\|2) + 2Ricc™ (gradin))
(5.3.1)

— (2((AlnA) + (n—2) |gradln)\|2) gradln\

Avant de prouver ce théoreme, on a besoin de deux lemmes. Dans le premier, on donne la
formule du terme 7y (V¢)2 d¢ (gradry) de Iapplication conforme ¢ : (M™, g) — (N™, h),
n > 3 de dilatation A\ pour toute fonction v € C* (M)

Lemme 5.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h), n > 3, une application conforme de dilatation

A, alors pour toute fonction v € C*° (M), on a :

Tr, (V¢)2 do (grady) = d¢ (gradAvy) + 4d¢ (V graamrgradry) + d¢ (Rich (grad’y))
+ (AlnX) do (grady) — 2 (Av) do (gardin\) (5.3.2)

— (n — 2)din) (grady) do(gardin

Démonstration. Soit v € C*° (M), par définition on a :

Try (V) do (grady) = V? V2 d¢ (grady) — Ve ..do(grady) (5.3.3)

78



CHAPITRE 5. GEOMETRIE DES APPLICATIONS F-BIHARMONIQUES

On a alors (Ici la sommation des termes est calculée sur des indices répétés) :

V¢ do (grady) = ¢ (e;, grady) + do (Ve grady)

Or, on sait que (voir [1]),

¢ (ei, grady) = e; (InA) dp (grady) + dinX (grady) dé (e;) — e; (v) do (grad))

donc,

Ve de (grady) = e; (In)) do (grady) + din (grady) dé (e;)
(5.3.4)

—¢e; () do (gradin)) + d¢ (V. gradry)

Il s’ensuit que,

Vfinidgb (grady) = Vfi {e; (In\) do (grady)} + Vfl_ {dInA (grado (e;))}
(5.3.5)

— V¢ {e; (v) dé (gradin))} + V¢ do (V.,grady)

Pour étudier expression (5.3.5), commencons par le terme V¢ {e; (In)) dp (grady)}, on a :

Vfi {e; (In\) do (grady)} = e; (In)) Vfidgb (gradry) + e; (e; (InX)) do (grady)

En utilisant I’équation (5.3.4), on déduit que

V¢ {e; (InX) do (grady)} = e; (InX) e; (In)) do (grady) + e; (InX) din (grady) dé (e;)

—¢; (InX) e; (7) do (gradin)) + e; (InX) dé (V,gradry)

+ e; (e; (InX)) do (grady)
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on obtient donc,

Vfi {e; (In\) d¢ (grady)} = |g7’adln)\\2 d¢ (grady) + do (V gragmrgrady)
(5.3.6)

+ e; (e; (InX)) do (grady)

Pour le terme V¢ {dinA (grady) d¢ (e;)}, un calcul similaire nous donne,

Vfi {dInA (grad~y) deo (e;)} = dinA (gradry) Vfidgb (e;) + e {g (gradinA, grady)} do (e;)

= dinX (grady) V2 do (e;) + g (Ve gradin), grady) d¢ (e;)

+ g (gradin\, V., grady) do (e;)

= din) (grady) V2.do (€;) + 9 (Vgragygradin, e;) do (e;)

+ 9 (Vgraamrgrady, e;) do (e;)
ainsi,

V¢ {dinX (grady) d¢ (e;)} = din) (grady) V2 de (e;) + dd (V graaygradin)
(5.3.7)

+ d¢ (vgradln)\grad’y)

D’une maniere analogue, on a :

Vfi {ei (7)do (gradin))} = e; () Vfidgb (gradinX) + e; (e; (y)) do (gradin))

=¢; (7) e; (In\) do (gradinX) + e; (y) dlnA (gradin)) do (e;)

—¢; (7) e;i (InX) do (gradin)) + e; () dp (V.,gradin\)

+ e; (e; (7)) do (gradin))
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ce qui nous donne,

Vfi {e; () do (gradin))} = ]gradln/\|2 do (grady) + do (V gragygradin)
(5.3.8)

+e; (e; (7)) do (gradin))

Pour le dernier terme, on a :

V) (Ve,grady) = e; (InX) dp (Ve,grady) + dinX (Ve,grady) de (e;)
— g (e, Ve,grady) do (gradin) + d¢ (V,, Ve, grady)
= 2d¢ (V graamrgrady) — (A7) deo (gradin))

+do (Ve,Ve,grady)

donc,
V?i d¢ (Veigrad’y) = d¢ (Veiveigra/de) + 2d¢ (vgradln)\gradﬁﬂ

(5.3.9)
— (A%) do (gradin))

On remplace (5.3.6), (5.3.7), (5.3.8) et (5.3.9) dans (5.3.5), on trouve :

Vivi d¢ (gmd’y) = 4d¢ (vgradln/\gradﬁ)/) + € (ei (ln)‘)) de (gradfy)
+ din (grady) Vfldéb (e;) — e; (e; (N)) do (gradln\) (5.3.10)

+ d¢ (vezvezgradﬁﬂ o (A’y) d¢ (gradln)\>

D’autre part, on a :

V%eieidqﬁ (grady) = Vdo (V,e;, gradry) + do (Vvﬁieigmdfy)
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De plus, en utilisant 1’équation (5.3.4), on obtient :

V%Eieidqﬁ (grady) = Ve,e; (InX) do (grady) + din (gradyy) do (Ve,e;)
(5.3.11)

= Veei (7)do (gradin)) + d¢ (Vv ., grady)

Par conséquent, en substituant (5.3.10) et (5.3.11) dans (5.3.3), on trouve :

Try (V°)" dé (grady) = VEV2do (grady) =V, . dé (grady)
= d¢ (TrgVQgrad'y) +4do (vgradln/\grad’}/)
+ (AlnX) do (grady) + dinA (grady) T (¢)

—2(Av)d¢ (gradinX)
Ainsi, en utilisant le fait que (voir [24])
Tr, (V¢)2 d¢ (grady) = gradAy + Ricc™ (grad\)

et
7(¢) = (n — 2) d¢ (gradin))

on obtient au final,

Tr, (V¢)2 do (grady) = d¢ (gradAvy) + 4dd (V gradimrgrady) + d¢ (Rz'ch (gradw))
+ (AlnX) do (grady) — 2 (Av) do (gardin\)

— (n —2)dInX (grady) do(gardin

Maintenant, dans le deuxieme lemme donné ci-apres, nous allons calculer

TryRY (d¢ (grady)) d¢
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associé a Iapplication conforme ¢ : (M™,g) — (N™, h), n > 3 de dilatation A pour toute

fonction v € C> (M) ;

Lemme 5.3.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h), n > 3, une application conforme de dilatation

A, alors pour toute fonction v € C* (M), on a :

TryR" (d¢ (grady)) de = d¢ (Ricc™ (grady)) — (n — 2) dé (V graargradin)

— (Aln)\ + (n—2) |gmdln)\|2) do (gradry) (5.3.12)

+ (n — 2) dinX (grady) d¢ (gradinX)

Démonstration. Soit v € C* (M), par définition on a :
TryRY (¢ (grady) , dg) dp = RY (do (grady) , d¢ (e:)) dep (e;) (5.3.13)

or, on sait que (voir [1])

Ricc™ (d¢ (X),dp (Y)) = Ricc™ (X,Y) + (n —2) X (In\) Y (In))

— (n—2)|gradinA]* ¢ (X,Y)

—(n—=2)VdinA (X,Y) — (Aln)) g (X,Y)
Donc,

RN (do (grady) ,d¢ (e;)) = Ricc™ (grady, e;) + (n — 2) grady (In) e; (In\)

— (n—2)|gradin\|” g (grad~, e;)

— (n—=2)InX(gradX, e;) — (AlnX) g (grady, ;)
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a0 .
il s’ensuit que,

RN (d¢ (grady) ,d¢ (e;)) = Ricc™ (grady, e;) + (n — 2) dinX (grady) e; (In\)

— (n —2) |gradin A’ e; (v) — (n — 2) Vdln) ((grady, e;)  (5.3.14)

— (AlnA) e; ()

En remplagons (5.3.13) dans (5.3.12), on en déduit que :

Tr,RN (d¢ (grady) ,d¢) dp = RN (dé (grady) ,d¢ (e;)) de (e;)

= d¢ (Ricc" (grady)) + (n — 2) din (grady) d¢ (gradin))

— (n —2) |gradin\* do (grady) — (n — 2) VdinX (grady, e;) do (e;)

— (Aln\) do (gradry)

D’autre part on a :

Vdin (grady, e;) do (e;) = {e; (g (gradinA, grady)) — dinX (Ve,grady)} dé (e;)

=g (Veigr@dln)‘a gradﬁ)/) d¢ (61)

=g (vgradvgradln)‘v 62‘) dQS (ez)

= do (Vgraaygradin)
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On obtient au final,

TryRY (d¢ (grady)) de = d¢ (Ricc™ (grady)) — (n — 2) dé (V graargradin)
— (AlnA + (n —2) |gradln/\|2) d¢ (gradry)

+ (n — 2) din (grady) dé (gradin))

On donne a présent la preuve du théoreme 5.3.1.

Démonstration. Par définition, le champ bitension est donné par :
7 (9) = Try (V9)" 7 (9) = TryRY (7 (9) ,dg) do
Or, le champ tension associé a 'application conforme ¢ est donné par :
T(¢) = (n — 2)do (gradin))
on obtient alors,
72 (6) = (n — 2) (Trg (V9)* d (gradin)) + TryRY (dé (gradin)) , dg) d¢> (5.3.15)

Or, par le lemme 5.3.1, on a :

Tr, (V¢)2 do (grady) = d¢ (gradAvy) + 4dd (V gradinrgrady) + d¢ (Rich (gmdv))
+ (AlnX) do (grady) — 2 (Av) do (gardin\)

— (n — 2)dinX (grady) d¢ (gardin\)
(5.3.16)

et en utilisant le lemme 5.3.2 et le fait que V gqamrgradin\ = %grad (|gradln/\|2), on trouve :

TryR" (d¢ (gradin)) , d¢) dg = d¢ (Ricc™ (gradin))) — (AlnX) d¢ (gradin))

(5.3.17)
(n—2)

- qub (grad (|g7’adln/\|2))
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Par conséquent, si on remplace (5.3.16) et (5.3.17) dans (5.3.15), on obtient :

(n—2)(n—06)
2

To () = (n — 2)do (gradAln)) — d¢ (grad (|gmdln)\|2))

—(n=2) (2(AlnX) + (n —2) |g7’adln)\|2) do (gradin))

+2(n —2)d¢ (Ricc" (gradin)))
Ainsi, le bitension de ¢ est donné par,
72 (¢) = (n —2)do (H)

ou,

H = gradAln\ — grad (|gradln)\]2) + 2Ricc™ (gradin))

(n - 6)
2

— (2(AInA) + (n — 2) |gradinA|*) gradin)
Nous allons démontrer a présent un résultat caractérisant la f-biharmocicité des appli-

cations conformes.

Théoréme 5.3.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) (n > 3) une application conforme de dilata-

tion X\, alors ¢ est f-biharmonique si et seulement si

gradAln \ — grad (|g7’ad In )\|2) + 2V gradin rgrad In X

(n = 6)
2

— (2(AlnX) + (n —2) |gradIn A2 = Aln f — |gradln f|2) gradln \ (5.3.18)

+ 2 |gradln | gradln f 4+ 2Ricci™ (gradln \) = 0.

Démonstration. On a vu que le champ f-bitension de ¢ est donné par :

Ty (8) = f{m(¢) — (Alnf + |gradln f|*) 7 (¢) — 2V gradi 7 () } - (5.3.19)

Puisque ¢ est une application conforme, alors

7(¢) = (2 — n)do(gradln \)
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et
72(¢) = (n —2)do (H)

ol,

H = gradAln )\ — (n ; 6)grad (lgradIn )\|2) + 2Ricei™ (gradin \)

— (2(AlnA) + (n — 2)|gradIn )\]2) gradln \,
ce qui nous donne
To.f () =(n—2)f {dqb (H) + (A In f + |gradIn f\Q) do (gradIn ) + 2V grqam rd¢ (grad In )\)} .

Pour le terme V 441 rd¢ (gradln X), on a (voir [1])

V gradin £d¢ (gradln X) = Vde (gradln A, gradln f) + d¢ (V gradin fgradIn X)

= |gradIn \|> do (gradin f) 4+ dd (V graam rgradn \) .

Donc
T () = (n —2) fdo (H + (Alnf + |gradln f|2) gradln A + 2 |gradln )\|29mdlnf + 2V gqagradIn )\)
Finalement , on conclut que le champ f-bitension de ¢ est donné par :

20 () = (n —2) fdo (H (A, f))

ou,

H(\ f)=gradAln )\ — (n ; 6)gmd (|gmdln >\|2) + 2V gradin rgradIn A
— (2(AlnA) + (n —2) lgradin \* — Aln f — |gradlnf|2) gradln\

+2|gradln | gradln f + 2Ricci™ (gradln \) .

En considérant le fait que n > 3, on déduit que I'application conforme ¢ est f-biharmonique
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si et seulement si

H (A f)=gradAln )\ — (n ; 6)grad (lgradIn >\|2) + 2V gradim rgradIn A
— (2(AlnA) + (n —2) lgradin \* — Aln f — |gradlnf|2) gradln\

+2|gradln \? gradIn f 4+ 2Ricci™ (gradln \) = 0.

Exemple 5.3.1. Let ¢ : R*\ {0} — R"\{0} (n > 3) est linversion définie par ¢ (z) = #
¢ est une application conforme de dilatation A\ = 7%2 (r = |x|). On suppose que In f est radiale
(In f = a(r)). Donc par le théoréme 5.3.2, on déduit que l'application ¢ : R™ \ {0} —

R™\ {0} est f-biharmonique si la fonction « satisfait ’équation différentielle suivante :

1 -7 1 4(n—4
—o/’—i—(n2 )Oz/—l——(o/)Q— (n3 ):O.
r r r r
Soit = o, I'équation deviendra
1 -7 1 4(n—4
_ﬁ/+(n2 )ﬁ+_ﬁ2_¥20
r r r r

Une solution particuli¢re est de type f = 2 (a € R*), alors ¢ : R" \ {0} — R"\ {0} est

f-btharmonique si et seulement st
a>+(n—8a—4(n—4)=0.

Cette équation admet deux solutions : a =4 et a =4 — n.
1. Poura =4, on obtient f (r) = Cr* et dans ce cas linversion ¢ : R"\ {0} — R™"\ {0}
est f-biharmonique.
2. Pour a=4—mn, on obtient f (r) = Cr*=™ est linversion ¢ : R"\ {0} — R"\ {0}est
f-biharmonique.

Si on suppose que f = A, on obtient le corollaire ci-apres qui est une conséquence

immédiate du théoreme 5.3.2;

Corollaire 5.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) (n > 3) est une application conforme de

dilatation \, alors ¢ est A-biharmonique si et seulement si

gradAlnX — (Aln A+ (n —5) [gradIn )\]2) gradln

- @grad (lgradin )\|2) + 2Ricci™ (gradln \) = 0.
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En particulier, on prouve que la A\-biharmonicité de I’application conforme ¢ : (R", g) —
(N, h) (n > 3) ou la dilatation A est radiale (In A =« (r),r = |z|et a € C* (R,R)), nous
ramene a une équation équation différentielle ordinaire du second ordre. Plus précisément,

on a .

Remarque 5.3.1. Soit ¢ : (R",g) — (N",h) (n > 3) est une application conforme de
dilatation A et supposons que In A est radiale (In A = a(r),r = |z|and o € C* (R, R)). Un

calcul direct nous donne

gradln A = o/g,
or

lgradIn \* = (),

grad (|gradln \*) = 20/0/’82,
”

-1
Aln)=da" + Ty
r

et
0

E.

—1 —1
grad (Aln )\) = (o/” + 2 . o — nr2 o/)

Ainsi ¢ est A-biharmonique si et seulement si la fonction « satisfait I’équation différentielle

suivante :

o/"—(n—?)o/o/’—l—n; o — —5—a’ — (o)’ = (n—5) (')’ = 0.

Si on dénote par S = o, la A-biharmonicité de ¢ est équivalente a 1’équation différentielle

n_lﬁ'—nzlﬁ—n;152—(n—5)ﬁ3=0.

T r

" (n—T) BB +

Une solution particuliere est de type = 2 (a € R*), on déduit alors ¢ : (R", g) — (N", h)
(n > 3) est A-biharmonique si et seulement si a est une solution de I’équation algébrique

suivante :

(n—5)a*+6a+2n —4 = 0.

cette équation admet des solutions réelles si et seulement si n € {3,4,5,6}.
3+v13 3-V13
1.Sin:3,ontrouvea:%moua:%ﬁ,donc/\:CA 2 )ou)\:C’r( 2 )

(C € R%). Alors chaque application conforme ¢ : (R? g) — (N? h) de dilatation

3+v13 3—

A= C?"( 2 ) ou\= Cr< 2 ) est A-biharmonique.
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2. Sin =4, ontrouve a = 3++v13oua = 3—+v/13, donc A = Cr(3+V18) gu A = o (3-V13)
(C € R%). Alors chaque application conforme ¢ : (R* g) — (N* h) de dilatation
A= C’r(3+‘/ﬁ) ou A = Cr(3-V13) gt A-biharmonique.

3. Sin =5, ontrouve a = —1, donc A = % (C' € R%). Alors chaque application conforme

¢ (R® g) — (N®, h) de dilatation A = € est A-biharmonique.

4. Sin=6,ontrouvea =—2oua=—4,donc A = S oul =4 (C € RY). Alors dans ce
cas chaque application conforme ¢ : (RS g) — (N, h) de dilatation \ = % ou A= g

est A-biharmonique. Par exemple , I'inversion ¢ : (R"\ {0}, grn) — (R™\ {0}, g gn)

définie par ¢ (x) = Ix% est une application conforme de dilatation \ = T% et elle est

A-biharmonique si et seulement si n = 6.
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