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de m’apporter lors de mes différents stages.
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Résumé

Les applications harmoniques et biharmoniques sont des correspondances entre les variétés

riemanniennes ou pseudo-riemanniennes qui sont solution des équations d’Euler-Lagrange.

L’objet principal dans cette thèse, est de donner une nouvelle classe d’applications biharmo-

niques entre les variétés admettant une structure riemannienne produit tordu. Une famille

d’exemples a été construite afin d’illustrer les résultats originaux obtenus. Nous allons étudier

par la suite une extension plus large, appelée application f -harmonique, en traitant parti-

culièrement la f -biharmonicité des applications conformes entre les variétés riemanniennes

équidimensionnelles.
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Abstract

The harmonic and biharmonic maps are correspondences between the riemannian or

pseudo-riemannian manifolds which are solutions of the Euler-Lagrange equations. The main

goal in this thesis is to give a new class of biharmonic maps between the manifolds which

admit a riemannian warped product structure. A family of examples has been built up to

show the original results we have found. Then, we will study a more general extension, cal-

led f -harmonic maps, with particular attention on the f -biharmonicity of conformal maps

between equidimensional riemannian manifolds.

iii



Table des matières

Remerciements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i
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Chapitre 1
Introduction

La théorie des applications harmoniques a été introduite par J. H. Sampson dans l’espoir

d’obtenir une version homotopique à la théorie de Hodge de la cohomologie très réussie en

1952. J. Eells et J. H. Sampson dans [12], ont publié le premier article sur les applications

harmoniques entre les variétés riemanniennes en 1964. Le document était considéré comme

étant le travail de pionniers dans la notion d’applications harmoniques, par la suite, ils ont

publié un deuxième puis un troisième papier conjoint [13, 14]. L’application harmonique entre

deux variétés riemanniennes φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est définie soit comme étant le point

critique de l’énergie fonctionnelle,

E (φ,D) =
1

2

∫
D

|dφ|2 υg

où υg est la forme volume de M déterminée pour la métrique g et D un domaine compact

dans M , soit comme des solutions pour les équations d’Euler-Lagrange ( dites équations

harmoniques),

τ (φ) = traceg∇dφ = 0

ou bien localement,

τ (φ) = gij
{

∂2φγ

∂xi∂xj
+
∂φα∂φβ

∂xi∂xj
Γ̄γαβ ◦ φ−

∂φγ

∂xk
Γkij

}
∂

∂y
◦ φ = 0

avec τ (φ) est le champ de tension et Γ̄γαβ et Γkij sont les symboles de Christoffel sur N et M

respectivement.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ce système d’équation semi-linéaire elliptique, nous montre bien le lien profond, établi par

les applications harmoniques, entre la géométrie des variétés d’une part, et divers problèmes

de la théorie des équations aux dérivées partielles d’autre part.

Le théorème donné ci-après, fut le principal résultat démontré par J. Eells et J. H. Sampson

dans [12] ;

Théorème Soit (Mm, g) −→ (Nn, h) application de classe C∞. On suppose que la cour-

bure de Ricci sur M est non négatif et la courbure de Riemann sur N est non positive. Alors

φ est harmonique si est seulement si elle est géodésique. De plus,

1. S’il existe au moins un point de M pour lequel sa courbure de Ricci est positive, alors

l’application harmonique φ est constante.

2. Si la courbure riemannienne sur N est partout négative, alors l’application harmonique

soit elle est constante soit l’image est une géodésique fermée dans N .

Une extension naturelle des applications harmoniques, appelée application biharmonique,

est suggérée par J. Eells et L. Lemaire dans [11]. Le premier résultat dans ce domaine a

été obtenu par Y. Jiang G dans [15], il a dérivé l’équation d’Euler-Lagrange de la bi-énergie

fonctionnelle,

E2 (φ,D) =
1

2

∫
D

|τ (φ)|2 υg

Cette équation caractérise les applications biharmoniques et est donnée par le fait que le

bi-tension τ2 (φ) soit nul ;

τ2 (φ) = −∆τ (φ)− tracegRN (dφ, τ (φ)) dφ = 0

où ∆ étant le laplacien sur le fibré induit φ−1 (TN) et RN est le tenseur de courbure sur N .

L’équation biharmonique τ2 (φ) = 0 est une équation elliptique de quatrième ordre.

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. Plusieurs résultats ont été

prouvés donnant la condition nécessaire et suffisante pour qu’une application biharmonique

soit harmonique, on cite ente autre, le cas d’une submersion riemannienne voir [20]. Cepen-

dant, le premier résultat répondant au problème posé, fut démontré par Y. Jiang G dans [16] ;

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Théorème Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si M est com-

pacte, orientable et la courbure sectionnelle RiemN ≤ 0, alors φ est biharmonique si et

seulement si elle est harmonique.

Depuis l’année 2000, la théorie des applications biharmoniques a reçu une attention crois-

sante et est devenue le sujet d’études avec beaucoup de progrès. Plusieurs mathématiciens se

sont intéressés à construire des applications biharmoniques non harmoniques, c’est ce qu’on

appelle application bi-harmonique propre, voir [2]− [4] et [21]− [26] pour quelques construc-

tions. On pourrait mentionner que dans [2], Baire et Kamissoko ont étudié la biharmonicité

de l’application identité par rapport à la déformation de la métrique domaine, et que Balmus

dans [3] l’a fait par rapport à la déformation de la métrique co-domaine. Dans [4], Balmus,

Montaldo et Oniciuc ont étudié les applications biharmoniques entre les variétés produits

tordus où ils ont donné une condition pour la biharmonicité de l’inclusion d’une variété rie-

mannienne N dans le produit M ×f N , où f ∈ C∞ (M) une fonction positive, et celle de la

projection π : M ×f N −→M .

Le but principal de ce travail est de donner une autre construction des applications bi-

harmoniques entre les variétés riemanniennes produits tordus en démontrant des théorèmes

généralisant quelques résultats obtenus dans [4]. De plus, nous allons étudier les propriétés

géométriques d’une extension plus large des applications biharmoniques, appelée application

f -biharmonique, où f : M −→ (0,∞) une fonction positive.

Dans le premier chapitre de la thèse, on donne un rappel géométrique de quelques notions de

variétés riemanniennes, particulièrement la géométrie associée à l’espace fibré tangent inverse

et la connexion induite, et celle associée aux applications harmoniques et biharmoniques.

On s’intéresse dans le deuxième chapitre à l’étude de la structure riemannienne des variétés

produits et celle des variétés produits tordus introduite par B. O N’eill voir [19]. Après avoir

défini la métrique produit, dite diagonale, et la métrique produit tordu de deux variétés

riemannienne, nous allons exprimer la connexion linéaire associée aux variétés produits et

variétés produits tordus en fonction de la connexion de Levi-Civita. Nous démontrerons par

la suite, les principaux résultats donnant la formule des invariants riemanniens dans le cas
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

produit riemannien et celui du produit tordu riemannien.

Le troisième chapitre est consacré à la construction d’une nouvelle classe d’applications

biharmoniques entre les variétés riemanniennes qui sont produits tordus, généralisant ainsi

certains résultats obtenus par Balmus, Montaldo et Oniciuc dans [4]. Une famille d’exemples

a été construite afin d’illustrer les théorèmes, cités ci-après, qui sont publiés dans l’article

[22] ;

Théorème 1. Soit φ : (Mm ×α Nn, Gα) −→ (Mm ×β Nn, Gβ) une application définie par

φ (x, y) = (x, y). L’application φ est biharmonique si et seulement si

grad∆f + 2Ricci (gradf)− 2
(
∆ lnα + (n− 2) |grad lnα|2

)
gradf

+ (n− 4)
(
∇M
grad lnαgradf

)
− 2n

β2

α2
df (grad ln β) grad ln β

− nβ
2

α2

(
∇M
gradfgrad ln β

)
= 0,

où f = α2 − β2 et α, β ∈ C∞ (M) sont des fonctions positives.

Théorème 2. Soit φ̃ : (Mm ×f Nn, Gα) −→ (P p1
1 × P

p2
2 , G) définie par φ̃ (x, y) = (φ (x) , ψ (y))

où φ : (M, g) −→ (P1, k1) et ψ : (N, h) −→ (P2, k2) deux applications harmoniques. Alors

l’application φ̃ est biharmonique si et seulement si

Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad ln f) + TrgR

P1 (dφ (grad ln f) , dφ) dφ+ n∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) = 0.

Théorème 3. Soit φ : (Nn, h) −→ (P p, k) une application harmonique, alors l’applica-

tion φ̃ : N −→ (M ×f P,Gf ) définie par φ̃ (y) = (x0, φ (y)) est biharmonique si et seulement

si 
(e (φ))2 grad

(
|gradf 2|2

)
− 2 (∆e (φ)) gradf 2 = 0

et

dφ (grad (e (φ))) = 0

Les applications f -biharmoniques, qui généralisent les applications harmoniques, ont été

5



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

d’abord introduites par Lichnerowicz [18] en 1970. Elles ont été récemment étudiées par N.

Course [9, 10], Ouakkas, Nasri et Djaa [23] et Chiang et Wolak [7, 8], ainsi que d’autres. Le

quatrième chapitre a pour but d’étudier particulièrement la f -biharmonicité des applications

conformes. Pour se faire, on donne en premier lieu certaines définitions élémentaires puis on

traite la notion du tenseur f-énérgie impulsion et les propriétés géométriques associées aux

applications f -biharmoniques et celles associées aux applications conformes afin de pouvoir

démontrer le théorème principal, cité ci-après, donnant la condition nécessaire et suffisante

pour qu’une application conforme entre les variétés riemanniennes équidimensionnelles soit

biharmonique ;

Théorème. Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3)une application conforme de dilatation

λ, alors φ est f -biharmonique si et seulement si

grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2∇grad ln fgrad lnλ

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2 −∆ ln f − |grad ln f |2

)
grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|2 grad ln f + 2RicciM (grad lnλ) = 0

6



Chapitre 2
Géométrie associée aux applications

harmoniques et biharmoniques

Nous allons donner dans ce chapitre, un rappel géométrique de quelques notions de

variétés riemanniennes, particulièrement la géométrie associée à l’espace fibré tangent inverse

et la connexion induite, et celle associée aux applications harmoniques et biharmoniques.

2.1 Préliminaire géométrique

2.1.1 Variété riemannienne, notions élémentaires

Définition 2.1.1. Une variété riemannienne de classe C∞ et de dimension m, est une

variété différentiable munie d’une application C∞ (M)-bilinéaire symétrique , non dégénérée

et définie positive, qu’on note g : Γ (TM)× Γ (TM) −→ C∞ (M), appelée métrique rieman-

nienne. si on munit la variété Mm d’un système de coordonnées locales {xi}i=1...m, alors la

métrique s’écrit localement comme suit ;

g =
m∑
i=1

gijdx
i ⊗ dxj

où gij sont des fonctions de classe C∞.

Définition 2.1.2. Une connexion linéaire ∇ sur une variété différentiable Mm, est une

application ∇ : Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM) vérifiant :

1. ∇X (Y + Z) = ∇XY +∇XZ

2. ∇X (fY ) = f∇X (Y ) +X (f)Y

7



CHAPITRE 2. GÉOMÉTRIE ASSOCIÉE AUX APPLICATIONS HARMONIQUES ET
BIHARMONIQUES

3. ∇X+fY (Z) = ∇X (Z) + f∇Y (Z)

∀X, Y, Z ∈ Γ (TM) et ∀f ∈ C∞ (M)

Définition 2.1.3. Soient (Mm, g) une variété riemannienne et ∇ une connexion linéaire

associée à Mm et soit {ei}i=1...m une base orthonormée sur Mm.

I. On appelle tenseur de courbure, toute application C∞ (M)-trilinéaire, R : Γ (TM) ×

Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM), vérifiant :

1. R (X, Y, Z) +R (Y, Z,X) +R (Z,X, Y ) = 0

2. (∇XR) (Y, Z) + (∇YR) (Z,X) + (∇ZR) (X, Y ) = 0

II. On appelle courbure de Ricci, toute forme bilinéaire symétrique telle que :

Ricci (X, Y ) =
m∑
i=1

g (R (X, ei) ei, Y )

III. On appelle courbure scalaire, la fonction définie sur Mm par :

Scal = TrgRicci =
m∑

i,j=1

g (R (ei, ej) ej, ei)

Définition 2.1.4. Soient (Mm, g) une variété riemannienne et ∇ une connexion linéaire

associée à Mm.

1. On définit le gradient d’une fonction f ∈ C∞ (M), pour tout champ de vecteur

∀X ∈ Γ (TM) par :

g (gradf,X) = X (f)

2. On définit la divergence d’un champ de vecteurs X ∈ Γ (TM) par :

divX =
m∑
i=1

g (∇eiX, ei)

3. On définit la divergence d’une 1-forme ω ∈ Γ (T ∗M) par :

divω =
m∑
i=1

(∇eiω) ei

4. On définit le laplacien d’une fonction f ∈ C∞ (M) par :

∆ (f) = div (gradf)

8



CHAPITRE 2. GÉOMÉTRIE ASSOCIÉE AUX APPLICATIONS HARMONIQUES ET
BIHARMONIQUES

où {ei}i=1...m étant une base orthonormée sur Mm.

Définition 2.1.5. Soit (Mm, g) une variété riemannienne. On appelle forme volume définie

sur la variété Mm, la mesure définie localement dans un repère par :

dνg =
√
detgijdx

1 ∧ ... ∧ dxm =
√
detgijdx

Proposition 2.1.1. ([1]) Soit D un domaine compact à bord dans une variété riemannienne

(Mm, g) et soient ω une 1-forme et X un champ de vecteurs, définis sur un voisinage inclu

dans D. Alors,

∫
D

(divω) dνg =

∫
∂D

ω (η) dνg,

∫
D

(divX) dνg =

∫
∂D

(g (X, η)) dνg

où, ∂D est le bord de D et η = η (x) est le vecteur unitaire normale à ∂D.

Corollaire 2.1.1. Pour touts ω une 1-forme et X un champ de vecteurs à support compact

dans D, alors ∫
D

(divω) dνg = 0,

∫
D

(divX) dνg = 0

2.1.2 Espace fibré tangent et connexion induite

Définition 2.1.6. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et φ : M 7−→ N

une application de classe C∞. Alors on définit le fibré tangent inverse par :

φ−1TN =
{

(x, v) , x ∈Met v ∈ Tφ(x)N
}

L’ensemble de toutes les sections de C∞ de φ−1TN se note par Γ (φ−1TN), et est défini

par :

Γ (φ−1TN) =
{
v : M → TN,∀x ∈M et vx ∈ Tφ(x)N

}
Définition 2.1.7. Soit ∇N la connexion linéaires de Levi-Cevita sur (Nn, h). Alors pour

toute φ ∈ C∞ (M ;N), on peut définir la connexion induite comme étant l’unique connexion

sur le fibré Γ (φ−1TN) comme suit :

∇φ
XV = ∇N

dφ(X)Y avec V = Y ◦ φ ∈ Γ (φ−1TN) , Y ∈ Γ (TN)

Remarque 2.1.1. Soient X = X i∂i ∈ Γ (TM) et Y = Y j∂j ∈ Γ (TN) donc la connexion

induite peut être écrite en coordonnées locales comme suit :

(
∇N
dφ(X)Y

)
(φ (x)) = X i ∂

∂xi
Y j
x

∂

∂yj
+X i∂φ

k

∂xi
Y j
x Γljk

∂

∂yl

9



CHAPITRE 2. GÉOMÉTRIE ASSOCIÉE AUX APPLICATIONS HARMONIQUES ET
BIHARMONIQUES

Proposition 2.1.2. ([1]). Soient M et N deux variétés différentiables et φ : M 7−→ N une

application de classe C∞. Alors pour X, Y ∈ Γ (TM), on a :

∇φ
Xdφ (Y )−∇φ

Y dφ (X) = dφ ([X, Y ])

Remarque 2.1.2. La connexion induite sur le fibré tangent φ−1TN est compatible avec la

métrique h, voir [27]

2.1.3 Seconde forme fondamentale

Définition 2.1.8. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et φ : M 7−→ N

une application de classe C∞. On appelle seconde forme fondamentale de φ, la dérivée

covariante de la 1-forme dφ définie pour X, Y ∈ Γ (TM) par :

(∇dφ) (X, Y ) = (∇Xdφ) (Y ) =
(
∇φ
Xdφ

)
(Y )− dφ

(
∇M
X Y
)
,

où (∇Xdφ) (Y ) ∈ Γ (φ−1TN)

Remarque 2.1.3. Pour un système de coordonnées locales (x1, ..., xm) sur M et (y1, ..., yn)

sur N , on écrit :

(∇φ)ij = ∇φ
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= φγij

∂

∂yγ

Alors,

(
∇ ∂

∂xi
dφ
)( ∂

∂xj

)
= ∇ ∂

∂xj
φ∗

∂

∂xj
− φ∗∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

= ∇ ∂

∂xi

(
∂φα

∂xj
,
∂

∂yα

)
− φ∗Γkij

∂

∂xk

= gij
{

∂2φα

∂xi∂xj
∂

∂yα
+
∂φα

∂xj
∂φβ

∂xi
Γ̄γαβ

∂

∂yγ
◦ φ− Γkij

∂φα

∂xk
∂

∂yα
◦ φ
}

Ainsi,

φγij =
∂2φγ

∂xi∂xj
− Γkij

∂φγ

∂xk
+ Γ̄γαβ

∂φα

∂xj
∂φβ

∂∂xi

où Γkij et Γ̄γαβ sont les symboles de Christoffel de (Mm, g) et (Nn, h) respectivement.
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Définition 2.1.9. Soit φ : M 7−→ N une application de classe C∞, si ∇dφ = 0 alors φ est

dite totalement géodésique.

2.2 Applications harmoniques

2.2.1 Définitions élémentaires

Définition 2.2.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et

φ : M 7−→ N une application de classe C∞. On appelle densité de φ, la fonction e (φ) : M →

R+ définie par :

∀x ∈M, e (φ) (x) =
1

2
|dxφ|2 (2.2.1)

où |dxφ| étant la norme de Hilbert-Schmidt de dxφ définie comme suit :

|dxφ|2 =
m∑
i=1

h (dxφ (ei) , dxφ (ei))

où {ei} étant la base orthonormale sur TxM .

Définition 2.2.2. On définit le pull-back φ∗h de la métrique h par :

φ∗h (X, Y ) = h (dφ (X) , dφ (Y )) , ∀X, Y ∈ Γ (TM)

Alors on a :

|dxφ|2 = trgφ
∗h =

m∑
i=1

φ∗h (ei, ei)

Remarque 2.2.1. L’équation (1.2.1) peut être écrite comme suit :

e (φ) =
1

2
trgφ

∗h
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Ce qui nous donne en coordonnées locales :

e (φ) =
1

2
gij
∂φα

∂xi

∂φβ

∂xj
(hαβ ◦ φ)

Définition 2.2.3. Soit φ : M 7−→ N une application de classe C∞ et D un domaine compact

de M . On définit la fonctionnelle de l’énergie de φ au-dessus de D, comme étant l’intégrale

de la densité de φ ;

E (φ,D) =

∫
D

e (φ) νg =
1

2

∫
D

|dφ|2 νg

où νg est la forme volume sur M donnée par :

νg =
√
detgijdx

1 ∧ ... ∧ dxm =
√
detgijdx

Définition 2.2.4. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes. On dit qu’une

application φ : M 7−→ N de classe C∞ est harmonique si elle est un point critique de la

fonctionnelle de l’énergie E (φ,D) pour tout compact D ⊂M ;

d

dt
E (φt, D) |t=0 = 0

pour toute variation de classe C∞, {φt}t∈[−ε,ε], à support compact dans D définie par :

F : (−ε, ε)×M → N, (t, x) 7→ F (t, x) = φt (x)

vérifiant :

F (0, x) = φ (x) ,∀x ∈M et F : (−ε, ε)×M → Nest de classe C∞

2.2.2 Première variation de l’énergie

Pour établir la première variation de l’énergie on a besoins du résultat suivant :

Lemme 2.2.1. Soit F : (−ε, ε)×M → Nest de classe C∞ avec F (t, x) = φt (x). Alors on

a :

d

dt
E (φt, D) =

∫
D

m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂t

F∗ei, F∗ei

)
νg

où {ei} étant la base orthonormale sur TxM
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Démonstration. Soit F : (−ε, ε)×M → N, (t, x) 7→ F (t, x) = φt (x) de classe C∞, on a

alors :

F∗ : T(t,x) ((−ε, ε)×M)→ TF (t,x)N ,
∂

∂t
7→ F∗

(
∂

∂t

)
(t,x)

(on note par fois F∗ par dF )

Donc, ∀x ∈M on aura :

F∗

(
∂

∂t

)
(0,x)

= φ∗

(
∂

∂t

)
(0,x)

=
d

dt
[φt (x)]t=0 = υ (x)

où
d

dt
[φt (x)]t=0 = υ (x) est appelé variation de champ de vecteurs le long de φ.

D’où, d’après la définition on a :

d

dt
E (φt, D) =

1

2

∫
D

m∑
i=1

d

dt
h (φt,∗ (ei) , φt,∗ (ei)) νg

D’autre part, pour x ∈M , on a :

d

dt
h (φt,∗ (ei) , φt,∗ (ei)) =

d

dt
hφt(x) (φt,∗ (ei (x)) , φt,∗ (ei (x)))

=
d

dt
hF (t,x) (F∗ (ei (t, x)) , F∗ (ei (t, x)))

=

(
∂

∂t

)
(t,x)

h (F∗ei, F∗ei)

= h
(
∇φ

∂
∂t

F∗ei, F∗ei

)
+ h

(
F∗ei,∇φ

∂
∂t

F∗ei

)

= 2h
(
∇φ

∂
∂t

F∗ei, F∗ei

)
car ∇φ est compatible avec h.

d’où,

d

dt
hF (t,x) (F∗ (ei (t, x)) , F∗ (ei (t, x))) = 2h

(
∇φ

∂
∂t

F∗ei, F∗ei

)
(2.2.2)

Et par conséquent,
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d

dt
E (φt, D) =

∫
D

m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂t

F∗ei, F∗ei

)
νg

Théorème 2.2.1. ( Première variation de l’énergie ) .Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux

variétés riemanniennes et {φt}t une variation de classe C∞ à support dans un domaine com-

pact D ⊂M . Alors :

d

dt
E (φt, D) = −

∫
D

h

(
υ,

m∑
i=1

{
∇φ
ei
φ∗ (ei)− φ∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg

où
d

dt
[φt (x)]t=0 = υ (x) et {e1, ..., em} une base orthonormée de M .

Démonstration. Pour F : (−ε, ε)×M → N, (t, x) 7→ F (t, x) = φt (x)

de classe C∞ on a :,

∇φ
X (F∗Y )−∇φ

Y (F∗X) = F∗ ([X, Y ]) ,∀X, Y ∈ Γ (TM)

Donc, pour X =
∂

∂t
et Y = ei, on obtient :

∇φ

∂

∂t

(F∗ei)−∇φ
ei

(
F∗

∂

∂t

)
= F∗

([
∂

∂t
, ei

])
, ∀X, Y ∈ Γ (TM)

Or,

[
∂

∂t
, ei

]
= 0, d’où, ∇φ

∂

∂t

(F∗ei) = ∇φ
ei

(
F∗

∂

∂t

)
, on obtient ainsi :

2h
(
∇φ

∂
∂t

(F∗ei) , F∗ei

)
= 2h

(
∇φ
ei

(
F∗

∂

∂t

)
, F∗ei

)

= 2

{
eih

(
F∗

(
∂

∂t

)
, F∗ (ei)

)
− h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,∇φ

ei
F∗ (ei)

)}

D’autre part, on sait que le champ de vecteur Xt ∈ Γ (TM) est déterminé par ( voir [1]) :

g (Xt, Y ) = h

(
F∗

(
∂

∂t

)
, F∗ (Y )

)
,∀Y ∈ Γ (TM) (2.2.3)

Ce qui nous donne :
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m∑
i=1

eih

(
F∗

(
∂

∂t

)
, F∗ (ei)

)
=

m∑
i=1

eig (Xt, ei) +
m∑
i=1

{
g
(
∇M
ei
Xt, ei

)
+ g

(
Xt,∇M

ei
ei
)}

= div (Xt) +
m∑
i=1

h
(
Xt,∇M

ei
ei
)
, ( par la définition de div (Xt))

= div (Xt) +
m∑
i=1

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
, F∗

(
∇M
ei
ei
))

, ( d’après 2.2.3 )

D’autre par, on a :

1

2

d

dt
h (φt,∗ (ei) , φt,∗ (ei)) = h

(
∇φ

∂
∂t

F∗ei, F∗ei

)
, ( d’après 2.2.2 )

=

{
eih

(
F∗

(
∂

∂t

)
, F∗ (ei)

)
− h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,∇φ

ei
F∗ (ei)

)}

On aura donc,

d

dt
E (φt, D) =

∫
D

{
m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂t

F∗ei, F∗ei

)}
νg

=

∫
D

{
m∑
i=1

{
eih

(
F∗

(
∂

∂t

)
, F∗ (ei)

)
− h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,∇φ

ei
F∗ (ei)

)}}
νg

=

∫
D

div (Xt) νg+

∫
D

{
m∑
i=1

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
, F∗

(
∇M
ei
ei
))
−

m∑
i=1

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,∇φ

ei
F∗ (ei)

)}
νg

=

∫
D

div (Xt) νg −
∫
D

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,
m∑
i=1

{
∇φ
ei
φ∗ (ei)− φ∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg

Or,
∫
D
div (Xt) νg = 0, ( Formule de Green) .

D’où,

d

dt
E (φt, D) = −

∫
D

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,
m∑
i=1

{
∇φ
ei
φ∗ (ei)− φ∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg (2.2.4)

et pour t = 0 on a :
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F∗

(
∂

∂t

)
= υ (x), F∗ (ei) (0, x) = φ∗ (ei) et F∗

(
∇M
ei

)
= φ∗

(
∇M
ei

)
(x)

On obtient au final,

d

dt
E (φt, D) = −

∫
D

h

(
υ,

m∑
i=1

{
∇φ
ei
φ∗ (ei)− φ∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg

Définition 2.2.5. On définit le champ de tension de φ, comme étant la section τ ∈

Γ (φ−1TN), par :

τ (φ) = Traceg∇dφ =
m∑
i=1

{
∇φ
ei
φ∗ (ei)− φ∗

(
∇M
ei
ei
)}

(2.2.5)

Corollaire 2.2.1. Une application φ ∈ C∞ (M,N) est dite harmonique si et seulement si

τ (φ) = 0 (2.2.6)

c’est à dire φ est un point critique de l’énergie fonctionnelle E (φt, D).

Remarque 2.2.2. 1. L’équation 2.2.6 est appelée système des applications harmoniques.

2. Si {xi} et {yα} désignent les coordonnées locales sur les variétés M et N respectivement,

alors l’expression locale du champ du tension τ (φ) est donnée par :

τ (φ) = gij
{

∂2φγ

∂xi∂xj
+
∂φα∂φβ

∂xi∂xj
Γ̄γαβ ◦ φ−

∂φγ

∂xk
Γkij

}
∂

∂y
◦ φ

=

{
∆Mφγ + gijΓ̄γαβ ◦ φ

∂φα∂φβ

∂xi∂xj

}
∂

∂y
◦ φ

Où, Γkij et Γ̄γαβ sont les symboles de Christoffel de (Mm, g) et (Nn, h) respectivement. On

constate ainsi, que l’équation 2.2.6 est localement déterminée par un système non linéaire

d’équation aux dérivées partielles de second ordre, où la partie principale est l’opérateur

Laplacien sur la variété M .

2.2.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 2.2.1. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, pour y ∈ N fixe, toute

application constante φ : M → N, φ (x) = y est harmonique car la densité de la fonction φ
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est nulle.

Exemple 2.2.2. On pose (N, h) =
(
Rk, 〈., .〉Rk

)
k=1,..,n

et notons par φ = (φ1, ..., φn), l’ap-

plication φ ∈ C∞
(
M,Rk

)
. Alors :

φ : (M, g) →
(
Rk, 〈., .〉Rk

)
k=1,..,n

est harmonique si et seulement si (∆φi)i=1,..,k = 0 c’est à

dire si et seulement si chaque φi est harmonique, ∀i = 1, ..., k.

Exemple 2.2.3. Posons M = [a, b] ⊂ R. Alors l’application γ : [a, b] → N est une courbe

sur N et on a τ (φ) = 0 si et seulement si :

d2γα

dt2
+ Γ̄αβζ ◦ γ

dγβ

dt

dγζ

dt
= 0

Donc, γ est harmonique si et seulement si γ est géodésique.

2.2.4 Seconde variation de l’énergie

Soit φ : (Mm, g)→ (Nn, h) une application harmonique et considérons une variation φs,t

de classe C∞ définie par :

F : I × I ×M → N, (s, t, x) 7−→ F (s, t, x) = φs,t (x),

telles que :

F est de classe C∞ et F (0, 0, x) = φ (x)∀, x ∈M

Soient v et w deux champs de vecteurs de variation définis, ∀x ∈M par :

v (x) =
d

dt

[
φ(s,t) (x)

]
(s,t)=(0,0)

∈ Tφ(X)N

et

w (x) =
d

ds

[
φ(s,t) (x)

]
(s,t)=(0,0)

∈ Tφ(X)N

Soient
∂

∂s
,
∂

∂t
et X des champs de vecteurs de Γ (TM) on obtient ainsi les notation suivantes :

v = dF(0,0,x)

(
∂

∂s

)
= F∗

(
∂

∂s

)
(s,t)=(0,0)

et

w = dF(0,0,x)

(
∂

∂t

)
= F∗

(
∂

∂t

)
(s,t)=(0,0)

On définit la hessienne de l’énergie E notée H (E) (v, w) au point critique φ par :
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H (E)φ (v, w) =
∂2

∂s∂t
[E (φs,t)](s,t)=(0,0)

Théorème 2.2.2. ( Seconde variation de l’énergie ) .Soitφ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une

application harmonique. Alors la hessienne de l’énergie E au point φ est donnée par :

H (E)φ (v, w) =

∫
D

h (Jφ (v) , w) νg, ∀v, w ∈ Γ
(
φ−1TN

)
où Jφ étant l’opérateur différentiel elliptique auto-adjoint du deuxième ordre défini par :

Jφ = −
m∑
i=1

{
∇φ
ei
∇φ
ei
−∇φ

∇Mei ei

}
−

m∑
i=1

RN (., φ∗ei)φ∗ei, ∀v ∈ Γ (φ−1TN)

et, D est un domaine compact de M , RN est le tenseur de courbure sur N et {e1, ..., em}

une base orthonormale sur TxM

Démonstration. On a :

E (φs,t) =
1

2

∫
D

m∑
i=1

h
(
φ(s,t),∗ (ei) , φ(s,t),∗ (ei

)
dνg

=
1

2

∫
D

m∑
i=1

h (F∗ (ei) , F∗ (ei ) dνg

On refait les mêmes calculs vus dans la section 2.2.2, on obtient la même équation que

(1.2.4) :

∂

∂t
E (φs,t) = −

∫
D

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,
m∑
i=1

{
∇φ
ei
F∗ (ei)− F∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg

Par la différentiabilité par apport à s, on trouve :

∂2

∂s∂t
E (φs,t) = −

∫
D

∂

∂s
h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,
m∑
i=1

{
∇φ
ei
F∗ (ei)− F∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg

= −
∫
D

h

(
∇φ

∂
∂s

F∗

(
∂

∂t

)
,

m∑
i=1

{
∇φ
ei
F∗ (ei)− F∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg

−
∫
D

h

(
F∗

(
∂

∂t

)
,
m∑
i=1

∇φ
∂
∂s

{
∇φ
ei
F∗ (ei)− F∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg

Or, ∫
D

h

(
∇φ

∂
∂s

F∗

(
∂

∂t

)
,

m∑
i=1

{
∇φ
ei
F∗ (ei)− F∗

(
∇M
ei
ei
)})

νg = 0
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puisque l’application φ est harmonique, donc au point (s, t) = (0, 0) on aura :

m∑
i=1

{
∇φ
ei
F∗ (ei)− F∗

(
∇M
ei
ei
)}

= τ (φ)=0

D’autre part, on a :

RN

(
F∗

(
∂

∂s

)
, F∗ei

)
F∗ei = ∇φ

∂
∂s

∇φ
ei
F∗ei −∇φ

ei
∇φ

∂
∂s

F∗ei −∇φ

[ ∂∂s ,ei]
F∗ei

ce qui entrâıne que

∇φ
∂
∂s

∇φ
ei
F∗ei = ∇φ

ei
∇φ

∂
∂s

F∗ei +∇φ

[ ∂∂s ,ei]
F∗ei +RN

(
F∗

(
∂

∂s

)
, F∗ei

)
F∗ei

En appliquant la proposition 2.1.2 à ∇φ
∂
∂s

F∗ei, on trouve :

∇φ
∂
∂s

∇φ
ei
F∗ei = ∇φ

ei

{
∇φ
ei
F∗

(
∂

∂s

)
+ F∗

[
∂

∂s
, ei

]}
+∇φ

[ ∂∂s ,ei]
F∗ei

+ RN

(
F∗

(
∂

∂s

)
, F∗ei

)
F∗ei

et comme
[
∂
∂s
, ei
]

= 0, on obtient alors :

∇φ
∂
∂s

∇φ
ei
F∗ei = ∇φ

ei
∇φ
ei
F∗

(
∂

∂s

)
+RN

(
F∗

(
∂

∂s

)
, F∗ei

)
F∗ei

Or,

∇φ
∂
∂s

∇φ
ei
F∗ei = ∇φ

∇Mei ei
F∗

(
∂

∂s

)
+ F∗

[
∂

∂s
,∇eiei

]
= ∇φ

∇Mei ei
F∗

(
∂

∂s

)

Par conséquent, pour (s, t) = (0, 0) on a F∗

(
∂

∂s

)
= v, F∗

(
∂

∂t

)
= w et F∗ei = φ∗ei, on

obtient finalement,

∂2

∂s∂t
E (φs,t) = −

∫
D

h

(
m∑
i=1

{
∇φ
ei
∇φ
ei
−∇φ

∇Mei ei

}
v −

m∑
i=1

RN (v, φ∗ei)φ∗ei, w

)
νg

Définition 2.2.6. L’opérateur Jφ = ∆φ−<φ est appelé opérateur de Jacobi, tels que ∆φ et

<φ sont définis respectivement par :
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∆φv = −
m∑
i=1

{
∇φ
ei
∇φ
ei
−∇φ

∇Mei ei

}
v, pour tout v ∈ Γ (φ−1TN)

et

<φv =
m∑
i=1

RN (v, φ∗ei)φ∗ei, pour tout v ∈ Γ (φ−1TN)

Remarque 2.2.3. ([27]) L’opérateur différentiel ∆φ est appelé Laplacien brut.

2.3 Applications biharmoniques

Définition 2.3.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et D un domaine

compact de M . On définit la fonctionnelle bi-énergie d’une application de classe C∞ φ :

M −→ N par :

E2 (φ,D) =
1

2

∫
D

|τ (φ)|2 νg

Définition 2.3.2. Une application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ est dite biharmo-

nique si elle est point critique de la fonctionnelle bi-énergie E2 (φ,D) pour tout compact D

de M ;

d

dt
E2 (φt, D) = 0

pour toute variation {φt} de φ à support dans D.

2.3.1 Première variation de la bi-énergie

Théorème 2.3.1. ([15] , [27]) .Soientφ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞

et {φt}t∈I . Une variation de classe C∞ à support dans un compact D de M . Alors

d

dt
[E2 (φt, D)]t=0 =

∫
D

h (v, τ2 (φ)) dνg

Où, v désigne le champ de vecteur de la variation {φt}t∈I et τ2 (φ) ∈ Γ (φ−1TN) est appelé

champ bi-tension de φ défini par :

τ2 (φ) = Jφ (τ (φ)) = −
m∑
i=1

{
∇φ
ei
∇φ
ei
−∇φ

∇Mei ei

}
τ (φ)−

m∑
i=1

RN (τ (φ) , φ∗ei)φ∗ei

Corollaire 2.3.1. Une application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ est dite biharmo-

nique si et seulement si

τ2 (φ) = 0 (2.3.1)
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Remarque 2.3.1. 1. L’équation (2.3.1) est appelée équation du champ bi-tension ou équation

biharmonique.

2. φ est dite biharmonique si et seulement si τ (φ) ∈ kerJφ où Jφ : Γ (φ−1TN) −→ Γ (φ−1TN)

3. Toute application harmonique est biharmonique.

Définition 2.3.3. L’application φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est dite une application harmo-

nique propre si elle est non harmonique biharmonique.

2.3.2 Exemples d’applications biharmoniques

Exemple 2.3.1. Soit l’application de classe C∞, φ : (Mm, g) −→ Rn, tel que pour tout

x ∈M , φ (x) = (φ1, ..., φn), donc :

le champ de tension τ (φ) = −∆φ = − (∆φ1, ...,∆φn) et E2 =
1

2

∫
D

|∆φ|2 dνg avec D un

compact de M .

Alors, l’équation biharmonique est donnée par :

τ2 (φ) = ∆2φ = (∆2φ1, ...,∆2φn) = 0

D’où, l’application est biharmonique si et seulement si les fonctions φi sont biharmoniques.

Exemple 2.3.2. Soient γ : I −→ (N, h) une géodésique et t : I −→ J, t 7−→ t (s) = t un

changement de paramètre, où I, J deux intervalles de R. Alors l’application γ̃ = γ ◦ t : J −→

N est biharmonique si et seulement si
d4t

ds4
= 0 et

d2t

ds2
6= 0

Exemple 2.3.3. Soit φ : (Mm, g) −→ Rn une immersion riemannienne, alors en utilisant

l’équation ∆φ = mH, on a :

φ est biharmonique si et seulement si ∆2φ = m∆H = 0

Nous avons vu que toute application harmonique est nécessairement biharmonique, par

ailleurs, beaucoup de résultats ont été prouvés donnant la condition nécessaire et suffisante

pour qu’une application biharmonique soit harmonique, on cite entre autres, le cas d’une

immersion riemannienne et celui d’une courbe biharmonique sur une surface, voir respecti-

vement [20] et [5]. Cependant, le premier résultat répondant au problème posé, fut démontré

en 1986 par G. Y. Jiang ;

Théorème 2.3.2. (G.Y. Jiang, [15]) .Soitφ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de

classe C∞. Si M est compacte, orientable et la courbure sectionnelle RiemN ≤ 0 ; alors φ

est biharmonique si et seulement si elle est harmonique.
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Chapitre 3
Structure Riemannienne des Variétés Produits

tordus

On s’intéresse dans ce chapitre à l’étude de la structure riemannienne des variétés pro-

duits et celle des variétés produits tordus introduite par B. O N’eill voir [19]. Après avoir

défini la métrique produit, dite diagonale, et la métrique produit tordu de deux variétés

riemannienne, nous allons exprimer la connexion linéaire associée aux variétés produits et

variétés produits tordus en fonction de la connexion de Levi-Civita. Nous démontrerons par

la suite, les principaux résultats donnant la formule des invariants riemanniens dans le cas

produit riemannien et celui du produit tordu riemannien.

3.1 Structure riemannienne des variétés produits

3.1.1 Notion de relèvements, définitions et notations

Définition 3.1.1. Soient M et N deux variétés différentiables de classe C∞ munies d’un

atlas (ui, ϕi)i∈I et (vj, ψj)j∈J , la structure de variété produit sur M×N est donnée par l’atlas

(ui × vj, ϕi × ψj)(i,j)∈(I×J)

Définition 3.1.2. Soient M et N deux variétés différentiables de classe C∞, on définit les

projections π et σ de classe C∞, comme suit :

π : M ×N −→M, (x, y) 7−→ π (x, y) = x

et
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σ : M ×N −→ N, (x, y) 7−→ σ (x, y) = y

Remarque 3.1.1. 1. les projections π : M × N −→ M et σ : M × N −→ N sont des

submersions.

2. les restrictions π
∣∣
M×{y} et σ

∣∣{x}×N sont des difféomorphismes de M × {y} sur M et de

{y} × N sur N respectivement. En particulier, leurs applications linéaires tangentes nous

donnent un isomorphisme.

3. On a dimM × N = dimM + dimN et pour tout (x, y) ∈ M × N , on a T(x,y)M × N =

TxM ⊕ TyM

Définition 3.1.3. 1. Soient M et N deux variétés différentiables de classe C∞ de dimension

m et n respectivement. On appelle relevé de f ∈ C∞ (M) à M × N , la fonction f̃ = f ◦ π

où π est la projection canonique de M ×N sur M .

Remarque 3.1.2. De même on peut définir le relevé de f ∈ C∞ (N) par f̂ = f ◦ σ où σ est

la projection canonique de M ×N sur N .

Si f1, f2 ∈ C∞ (M) et g1, g2 ∈ C∞ (N), on a :

1. ˜(f1 + f2) = f̃1 + f̃2, (̃λf1) = λf̃1 et (̃f1f2) = f̃1f̃2

2. ĝ1 + g2 = ĝ1 + ĝ2, λ̂g1 = λĝ1 et ĝ1g2 = ĝ1ĝ2

Définition 3.1.4. Soit v ∈ TxM un vecteur tangent, alors le relevé de v au point (x, y) et

par définition l’unique vecteur tangent ṽ ∈ T(x,y)M ×N telles que :

d(x,y)π (ṽ) = v et d(x,y)σ (ṽ) = 0 où (x, y) ∈M ×N

c’est à dire,

ṽ = (v, 0) ∈ T(x,y)M ×N avec v ∈ TxM .

Définition 3.1.5. Soit X ∈ Γ (M) un champ de vecteurs, alors le relevé de X à M ×N est

le champ de vecteurs X̃ tel que :

X̃(x,y) = X̃x = (Xx, 0)

c’est à dire,

X̃ = (X, 0) ∈ Γ (M ×N) où X ∈ Γ (M)
(
dπ ◦ X̃ = X ◦ π, dσ ◦ X̃ = 0

)
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Remarque 3.1.3. Les vecteurs tangents et les champs de vecteurs de N ayant des relevés

à M ×N , définis d’une manière analogue en utilisant la projection canonique σ sur N .

Remarque 3.1.4. 1. On note par L (M) (respectivement parL (N)) l’ensemble des relevés

de champs de vecteurs de M (respectivement de N).

2. Nous avons L (M) et L (N) des sous-espaces vectoriels de Γ (M ×N)

Proposition 3.1.1. ([6]) Soient X1, X2 ∈ Γ (M) et Y1, Y2 ∈ Γ (N), f ∈ C∞ (M ) et

g ∈ C∞ (N). On a alors :

1. X̃1

(
f̃
)

= ˜(X1 (f)), X̃1 (ĝ) = 0 et (̃fX1) = f̃ X̃1

2. Ŷ1 (ĝ) = ̂(Y1 (g)), Ŷ1

(
f̃
)

= 0 et (̂gY1) = ĝŶ1

3.
[
X̃1, X̃2

]
= ˜[X1, X2],

[
Ŷ1, Ŷ2

]
= ̂[Y1, Y2] et

[
X̃1, Ŷ1

]
= 0

Proposition 3.1.2. ([6]) Soient T1, T2 deux tenseurs de type (0, r) ou (1, r) tels que :

T1

(
X̃1, ..., X̃k

)
= T2

(
X̃1, ..., X̃k

)
, ∀X1, ..., Xk ∈ Γ (M)

et

T1

(
Ŷ1, ..., Ŷk

)
= T2

(
Ŷ1, ..., Ŷk

)
, ∀Y1, ..., Yk ∈ Γ (N)

Alors, T1 = T2

Proposition 3.1.3. ([6]) Soient ∇M et ∇N les connexions linéaires définies respectivement

sur M et N , alors il existe une unique connexion ∇ sur M × N , dite connexion produit,

telles que :

1. ∇(X1,Y1) (X2, Y2) =
(
∇M
X1
X2, 0

)
+
(
0,∇N

Y1
Y2

)
2. ∇X̃1

X̃2 = ˜(∇M
X1
X2

)
=
(
∇M
X1
X2, 0

)
et ∇Ŷ1

Ŷ2 = ̂(∇N
Y1
Y2

)
=
(
0,∇N

Y1
Y2

)
3. ∇X̃1

Ŷ1 = ∇Ŷ1
X̃1 = 0

Pour tous X1, X2 ∈ Γ (M) et Y1, Y2 ∈ Γ (N)
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Proposition 3.1.4. Soient TM , TN
(
respectivement RM , RN

)
les tenseurs de torsion sur

M et N (respectivement les tenseurs de courbure sur M et N). Alors le tenseur de torsion

T et le tenseur de courbure R sur M ×N sont donnés par :

1. T = T̃M + T̂N =
(
TM , 0

)
+
(
0, TN

)
=
(
TM , TN

)
2. R = R̃M + R̂N =

(
RM , 0

)
+
(
0, RN

)
=
(
RM , RN

)
Démonstration. X1, X2 ∈ Γ (M) et Y1, Y2 ∈ Γ (N) on a :

T
(
X̃1, X̃2

)
= ∇X̃1

X̃2 −∇X̃2
X̃1 −

[
X̃1, X̃2

]

=
(
∇M
X1
X2, 0

)
−
(
∇M
X2
X1, 0

)
− ([X1, X2] , 0)

=
(
∇M
X1
X2 −∇M

X2
X1 − [X1, X2] , 0

)

=
(
TM (X1, X2) , 0

)
=
(
TM , TN

) (
X̃1, X̃2

)
et

T
(
Ŷ1, Ŷ2

)
= ∇Ŷ1

Ŷ2 −∇Ŷ2
Ŷ1 −

[
Ŷ1, Ŷ2

]

=
(
0,∇N

Y1
Y2

)
−
(
0,∇N

Y2
Y1

)
− (0, [Y1, Y2])

=
(
0, TN (Y1, Y2)

)
=
(
TM , TN

) (
Ŷ1, Ŷ2

)
Ainsi, d’après la proposition (2.1.12), on en déduit que :

T =
(
TM , 0

)
+
(
0, TN

)
=
(
TM , TN

)
D’une manière analogue, on prouve que R = R̃M + R̂N

Corollaire 3.1.1. La variété M × N est sans torsion si et seulement si les variétés M et

N le sont.
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3.1.2 Métrique produit et invariants riemanniens

Définition 3.1.6. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes de dimension m et

n respectivement. On appelle métrique diagonale produit, la métrique riemannienne produit

sur M ×N définie par :

∀ (x, y) ∈M ×N, ∀ (v, w) ∈ T(x,y) (M ×N), on a :

G(x,y) (v, w) = gx
(
d(x,y)π (v) , d(x,y)π (w)

)
+ hy

(
d(x,y)σ (w) , d(x,y)σ (w)

)
ou par abus d’écriture,

G = π∗g + σ∗h,

où G
(
X̃1, X̃2

)
= g (X1, X2) , G

(
Ŷ1, Ŷ2

)
= h (Y1, Y2) et G

(
X̃1, Ŷ2

)
= 0,

∀X, Y ∈ Γ (M ×N)

Définition 3.1.7. La variété M×N munie de la métrique riemannienne produit est appelée

variété riemannienne produit.

Proposition 3.1.5. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes de connexion

de Levi-Cevita respectives M̂nabla et N∇, alors ∀X̃1, Ỹ1 ∈ L (M) et ∀X̂2, Ŷ2 ∈ L (N), on a :

1. ∇X̃1
Ỹ1 est le relevé de M∇X1Y1 ⇐⇒ ∇X̃1

Ỹ1 = ˜M∇X1Y1 =
(
M∇X1Y1, 0

)
2. ∇X̂2

Ŷ2 est le relevé de N∇X2Y2 ⇐⇒ ∇X̂2
Ŷ2 = ̂N∇X2Y2 =

(
0,N ∇X2Y2

)
3. ∇X̃1

X̂2 = ∇X̂2
X̃1 = 0
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Démonstration. 1. D’après la formule de Koszul, ∀X̃1, Ỹ1, Z̃1 ∈ L (M) on a :

2G
(
∇X̃1

Ỹ1, Z̃1

)
= X̃1G

(
Ỹ1, Z̃1

)
+ Ỹ1G

(
Z̃1, X̃1

)
− Z̃1G

(
X̃1, Ỹ1

)

+ G
(
Z̃1,
[
X̃1, Ỹ1

])
+G

(
Ỹ1,
[
Z̃1, X̃1

])
−G

(
X̃1,

[
Ỹ1, Z̃1

])

= X1g (Y1, Z1) + Y1g (Z1, X1)− Z1g (X1, Y1)

+ g (Z1, [X1, Y1]) + g (Y1, [Z1, X1])− g (X1, [Y1, Z1])

= 2g
(
∇M
X1
Y1, Z1

)
Par conséquent on obtient :

2G
(
∇X̃1

Ỹ1, Z̃1

)
= 2G

(
˜M∇X1Y1, Z̃1

)
= 2G

((
M∇X1Y1, 0

)
, Z̃1

)
D’où,

∇X̃1
Ỹ1 = ˜M∇X1Y1 =

(
M∇X1Y1, 0

)
2. Pour tous X̂2, Ŷ2, Ẑ2 ∈ L (N), la formule de Koszul nous donne :

2G
(
∇X̂2

Ŷ2, Ẑ2

)
= X̂2G

(
Ŷ2, Ẑ2

)
+ Ŷ2G

(
Ẑ2, X̂2

)
− Ẑ2G

(
X̂2, Ŷ2

)

+ G
(
Ẑ2,
[
X̂2, Ŷ2

])
+G

(
Ŷ2,
[
Ẑ2, X̂2

])
−G

(
X̂2,

[
Ŷ2, Ẑ2

])

= X2h (Y2, Z2) + Y2h (Z2, X2)− Z2h (X2, Y2)

+ h (Z2, [X2, Y2]) + h (Y2, [Z2, X2])− h (X2, [Y2, Z2])

= 2h
(
∇N
X2
Y2, Z2

)
Ainsi,

2G
(
∇X̂2

Ŷ2, Ẑ2

)
= 2G

(
∇̂N
X2
Y2, Ẑ2

)
= 2G

((
0,∇N

X2
Y2

)
, Ẑ2

)
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D’où,

∇X̂2
Ŷ2 = ̂N∇X2Y2 =

(
0,N ∇X2Y2

)
3. On a pour tous X̃1, Ỹ1, Z̃1 ∈ L (M) et X̂2, Ŷ2, Ẑ2 ∈ L (N) :

G
(
∇X̃1

X̂2, Z̃1

)
= G

(
∇X̂2

X̃1, Ẑ2

)
= 0

D’où,

∇X̃1
X̂2 = ∇X̂2

X̃1 = 0

Proposition 3.1.6. Soient X̃, Ỹ , Z̃ ∈ L (M) et Û , V̂ , Ŵ ∈ L (N), on a alors :

1. R
(
X̃, Ỹ , Z̃

)
est le relevé de RM (X, Y, Z)

2. R
(
Û , V̂ , Ŵ

)
est le relevé de RN (U, V,W )

3. R est nul si l’un des champs de vecteurs est dans L (M) et les autres sont dans L (N) et

vice versa.

Démonstration. 1. On a par définition :

R
(
X̃, Ỹ , Z̃

)
= ∇X̃∇Ỹ Z̃ −∇Ỹ∇X̃Z̃ −∇[X̃,Ỹ ]Z̃

= ˜∇M
X∇M

Y Z − ˜∇M
Y ∇M

X Z − ∇̃M
[X,Y ]Z

=
(
∇M
X∇M

Y Z −∇M
Y ∇M

X −∇M
[X,Y ]Z, 0

)

= ˜RM (X, Y, Z) =
(
RM (X, Y, Z) , 0

)
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2. De même on a :

R
(
Û , V̂ , Ŵ

)
= ∇X̂∇Ŷ Ẑ −∇Ŷ∇X̂Ẑ −∇[X̂,Ŷ ]Ẑ

= ̂∇N
X∇M

Y Z − ̂∇N
Y ∇M

X Z − ∇̂N
[X,Y ]Z

=
(
0,∇N

X∇N
Y Z −∇N

Y ∇N
X −∇N

[X,Y ]Z
)

= ̂RN (X, Y, Z) =
(
0, RN (X, Y, Z)

)
3. On a :

R
(
Û , Ỹ , Z̃

)
= ∇Û∇Ỹ Z̃ −∇Ỹ∇Û Z̃ −∇[Û ,Ỹ ]Z̃ = 0

D’une manière analogue, on trouve le même résultat en échangeant la position des champs

de vecteurs.

Proposition 3.1.7. Soient X̃, Ỹ ∈ L (M) et Û , V̂ ∈ L (N), on a alors :

1. Ricc
(
X̃, Ỹ

)
est le relevé de ˜RiccM (X, Y )

2. Ricc
(
Û , V̂

)
est le relevé de ̂RiccN (U, V )

3. Ricc
(
X̂, Û

)
= 0

Démonstration. Soient {ξ1, ..., ξm} , {ξm+1, ..., ξm+n} la base orthonormales des champs

de vecteurs relativement à la carte (U1, ϕ) de M et (U2, ψ) celle de N respectivement. Donc

pour tout point p ∈ U1 × U2, on a :

Ricc
(
X̃, Ỹ

)
p

=
m∑
i=1

G
(
R
(
ξ̃i, X̃

)
Ỹ , ξ̃i

)
+

m+n∑
i=1+m

G
(
R
(
ξ̂i, X̃

)
Ỹ , ξ̂i

)

Or,

m+n∑
i=1+m

G
(
R
(
ξ̂i, X̃

)
Ỹ , ξ̂i

)
= 0
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D’où,

Ricc
(
X̃, Ỹ

)
p

=
m∑
i=1

g (RM (ξi, X)Y, ξi) = ˜RicM (X, Y )p

D’une manière similaire on peut établir les autres propriétés.

3.2 Structure riemannienne des variétés produits tor-

dus

3.2.1 Métrique produit tordu

Définition 3.2.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes de dimension m

et n respectivement et soit f ∈ C∞ (M ) une fonction strictement positive. Le produit tordu

M ×f N est le produit M ×N muni de métrique Gf définie par :

Gf = π∗g + (f ◦ π)2 σ∗h

Plus explicitement, ∀ (x, y) ∈M ×f N et ∀ (v, w) ∈ T (M ×f N), on a :

Gf (v, w) = g (dπ (v) , dπ (w)) + (f ◦ π)2 h (dσ (v) , dσ (w))

où,

π : (x, y) ∈ M ×f N → x ∈ M et σ : (x, y) ∈ M ×f N → y ∈ N sont les projections

canoniques.

Remarque 3.2.1. 1. La variété M est appelée la base de M ×f N et N est appelé le fibre.

2. Si f = 1, la métrique produit tordu n’est que le produit des métriques g et h.

3.2.2 Propriétés et notations

L’ensemble M × {y} = σ−1 (y), appelé feuilles, et l’ensemble {x} ×N = π−1 (x), appelé

fibres, sont des sous variétés de la variété produit tordu M ×f N . Les vecteurs tangents dans

T(x,y) (M × {y}) et celui dans T(x,y) ({x} ×N) sont appelés respectivement vecteur horizontal
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et vertical. Si v ∈ TxM,x ∈M te y ∈ N , alors le relevé ṽ au point (x, y) est l’unique vecteur

tangent sur T(x,y)(M×fN) tel que dπ (ṽ) = v, voir [6] et [19].

Notons par, L (M) et L (N), l’ensemble des relevés de M ×f N des champs de vecteurs sur

M et N respectivement. Donc , ∀X̃, Ỹ ∈ L (M) et ∀Û , V̂ ∈ L (N) on a :[
X̃, Ỹ

]
= [̃X, Y ] ∈ L (M),

[
Û , V̂

]
= [̂X, Y ] ∈ L (N),

[
X̃, Û

]
= 0

Proposition 3.2.1. Soit ζ ∈ C∞ (M), alors le gradient du relevé ζ ◦ π de ζ à M ×f N est

le relevé du gradient de ζ à M ×f N sur M .

Démonstration. Soit v un vecteur tangent vertical
(
v ∈ T(x,y) (M × {y})

)
, alors dπ (v) =

0, on a donc :

Gf (grad (ζ ◦ π) , v) = v (ζ ◦ π) = d (ζ ◦ π) (v) = 0

cela veut dire que grad (ζ ◦ π) est un vecteur tangent horizontal.

Soit maintenant w un vecteur tangent horizontal
(
w ∈ T(x,y) ({x} ×N)

)
, on a alors :

Gf (grad (ζ ◦ π) , w) = g (dπ (grad (ζ ◦ π)) , dπ (w)) + (f ◦ π)2 h (dσ (grad (ζ ◦ π)) , dσ (w))

Or, dσ (w) = 0, donc :

Gf (grad (ζ ◦ π) , v) = g (dπ (grad (ζ ◦ π)) , dπ (w)) = w (ζ ◦ π)

= dπ (w) (ζ) = g (grad (ζ) , dπ (w))

Ainsi,

dπ (grad (ζ ◦ π)) = gradζ
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3.2.3 Invariants riemanniens

Dans tout ce qui suit, on notera de la même manière les champs de vecteurs et leurs

relevés de M et ceux de N dans L (M) et L (N).

Proposition 3.2.2. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes de dimension

m et n respectivement. Soient ∇ la connexion de Levi-Civita associée à la variété produit

(M ×N,G), alors la connexion de Levi-Civita, notée ∇, associée à la variété produit tordu

(M ×f N,Gf ) est donnée comme suit :

∇XY = ∇XY +
1

2f 2
X1

(
f 2
)

(0, Y2) +
1

2f 2
Y1

(
f 2
)

(0, X2)

− 1

2
h (X2, Y2)

(
gradf 2, 0

) (3.2.1)

∀X1, Y1 ∈ L (M), ∀X2, Y2 ∈ L (N) où X = (X1, X2) , Y = (Y1, Y2) ∈ Γ (T (M ×f N))

Démonstration. D’après la formule de Koszul, on a :

2Gf

(
∇XY, Z

)
= X (Gf (Y, Z)) + Y (Gf (X,Z))− Z (Gf (X, Y ))

+ Gf (Z, [X, Y ]) +Gf (Y, [Z,X])−Gf (X, [Y, Z])

= X
{
g (Y1, Z1) + f 2h (Y2, Z2)

}
+ Y

{
g (X1, Z1) + f 2h (X2, Z2)

}

− Z
{
g (X1, Y1) + f 2h (X2, Y2)

}
+ g (Z1, [X1, Y1])

+ f 2h (Z2, [X2, Y2]) + g (Y1, [Z1, X1]) + f 2h (Y2, [Z2, X2])

− g (X1, [Y1, Z1])− f 2h (X2, [Y2, Z2])
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Donc,

2Gf

(
∇XY, Z

)
= 2g

((
∇M
X1
Y1, Z1

)
+ 2f 2h

(
∇N
X2
Y2, Z2

)
+X1

(
f 2
)
h (Y2, Z2)

+ Y1

(
f 2
)
h (X2, Z2)− Z1

(
f 2
)
h (X2, Y2)

= 2g
(
∇M
X1
Y1, Z1

)
+ 2f 2h

(
∇N
X2
Y2, Z2

)
+ h

(
X1

(
f 2Y2

)
+ Y1

(
f 2
)
X2, Z2

)

− Z1

(
f 2
)
h (X2, Y2)

= 2Gf

((
∇M
X1
Y1,∇N

X2
Y2

)
, Z
)

+ h
(
X1

(
f 2Y2

)
+ Y1

(
f 2
)
X2, Z2

)

− g
(
h (X2, Y2) gradf 2, Z1

)
Ainsi,

2Gf

(
∇XY, Z

)
= 2Gf

((
∇M
X1
Y1,∇N

X2
Y2

)
, Z
)

+Gf

(
X1 (f 2)Y2 + Y1 (f 2)X2

f 2
, Z

)

− Gf

(
h (X2, Y2) gradf 2, Z

)

= 2Gf

{(
∇M
X1
Y1,∇N

X2
Y2

)
+
X1 (f 2)

2f 2
Y2 +

Y1 (f 2)

2f 2
X2 −

1

2

(
h (X2, Y2) gradf 2, Z

}
D’où,

∇XY = ∇XY +
1

2f 2
X1

(
f 2
)

(0, Y2) +
1

2f 2
Y1

(
f 2
)

(0, X2)

− 1

2
h (X2, Y2)

(
gradf 2, 0

)

∀X1, Y1, Z1 ∈ L (M), ∀X2, Y2, Z2 ∈ L (N) où X = (X1, X2) , Y = (Y1, Y2) , Z = (Z1, Z2) ∈

Γ (T (M ×f N))

Proposition 3.2.3. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes de dimension
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m et n respectivement. Notons par R et R les tenseurs de courbures de la variété (M ×N,G)

et (M ×f N,Gf ) respectivement. Alors on a :

R (X, Y )−R (X, Y ) =
1

2f 2

(
∇Y1gradf

2 − 1

2f 2
Y1

(
f 2
)
gradf 2, 0

)
∧Gf (0, X2)

− 1

2f 2

(
∇X1gradf

2 − 1

2f 2
X1

(
f 2
)
gradf 2, 0

)
∧Gf (0, Y2)

− 1

4f 4

∣∣gradf 2
∣∣2 (0, X2) ∧Gf (0, Y2) .

(3.2.2)

Où,
(
X ∧Gf Y

)
Z = Gf (Z, Y )X−Gf (Z,X)Y , pour tous X = (X1, X2) , Y = (Y1, Y2) ∈

Γ (T (M ×f N)) avec X1, Y1, Z1 ∈ L (M) et X2, Y2, Z2 ∈ L (N)

Démonstration. On a :

R (X, Y )Z = R ((X1, X2) , (Y1, Y2))Z = R (X1, Y1)Z +R (X1, Y2)Z

+ R (X2, Y1)Z +R (X2, Y2)Z

1. R (X1, Y1)Z = R (X1, Y1)Z1 +R (X1, Y1)Z2

a.R (X1, Y1)Z1 = ∇X1∇Y1Z1 −∇Y1∇X1Z1 −∇[X1,Y1]Z1

= ∇M
X1
∇M
Y1
Z1 −∇M

X1
∇M
Y1
Z1 −∇M

[X1,Y1]Z1 =
(
RM (X1, Y1)Z, 0

)
D’où,

R (X1, Y1)Z1 =
(
RM (X1, Y1)Z, 0

)
b. R (X1, Y1)Z2 = ∇X1∇Y1Z2 −∇Y1∇X1Z1 −∇[X1,Y1]Z2

Or, en appliquant la proposition 3.2.2, on obtient :

∇Y1Z2 = 1
2f2
Y1 (f 2) (0, Z2) = 1

2f2
Y1 (f 2)Z2
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De même pour ∇X1Z2 et ∇[X1,Y1]Z2

On trouve, par la suite :

R (X1, Y1)Z1 = ∇X1

(
1

2f 2
Y1

(
f 2
))

Z2 −∇Y1

(
1

2f 2
X1

(
f 2
))

Z2 −
[X1, Y1]

2f 2

(
f 2
)
Z2

=

{
∇M
X1

(
1

2f 2
Y1

(
f 2
))
−∇M

Y1

(
1

2f 2
X1

(
f 2
))
− [X1, Y1]

2f 2

(
f 2
)}

Z2

=

(
−1

2f 4
X1

(
f 2
)
Y1

(
f 2
)

+
1

2f 2
X1

(
Y1

(
f 2
)))

Z2 +

(
1

2f 4
X1

(
f 2
)
Y1

(
f 2
))

Z2

−
(

1

2f 2
Y1

(
X1

(
f 2
)))

Z2 −
(

[X1, Y1]

2f 2

(
f 2
))

Z2 = 0

D’où,

R (X1, Y1)Z =
(
RM (X1, Y1)Z, 0

)
2. R (X1, Y2)Z = R (X1, Y2)Z1 +R (X1, Y2)Z2

a.R (X1, Y2)Z1 = ∇X1∇Y2Z1 −∇Y2∇X1Z1 −

↗0︷ ︸︸ ︷
∇[X1,Y2]Z1

= ∇X1

(
1

2f 2
Z1

(
f 2
))

Y2 −
1

2f 2
∇M
X1
Z1

(
f 2
)
Y2

R (X1, Y2)Z1 =

{
−X1 (f 2)Z1 (f 2)

2f 4
+
X1 (Z1 (f 2))

2f 2
− 1

2f 2
∇M
X1
Z1

(
f 2
)}

Y2

=
1

2f 2

{
X1

(
Z1

(
f 2
))
− X1 (f 2)Z1 (f 2)

f 2
−∇M

X1
Z1

(
f 2
)}

Y2

=
1

2f 2

{
∇M
X1
g
(
gradf 2, Z1

)
− g

(
gradf 2,∇M

X1
Z1

)
− X1 (f 2)

f 2
g
(
gradf 2, Z1

)}
Y2

=
1

2f 2

{
g
(
∇M
X1
gradf 2, Z1

)
− X1 (f 2)

f 2
g
(
gradf 2, Z1

)}
Y2

Ainsi,

35



CHAPITRE 3. STRUCTURE RIEMANNIENNE DES VARIÉTÉS PRODUITS TORDUS

R (X1, Y2)Z1 = Gf

{
1

2f2

(
∇M
X1
gradf 2 − X1(f2)

f2
, 0

)
, (Z1, 0)

}
(0, Y2)

b.R (X1, Y2)Z2 = ∇X1∇Y2Z2 −∇Y2∇X1Z1 −

↗0︷ ︸︸ ︷
∇[X1,Y2]Z2

= ∇X1

{
∇N
Y2
Z2 −

1

2
h (Y2, Z2) gradf 2

}
−∇Y2

1

2f 2
X1

(
f 2
)
Z2

= ∇X1∇N
Y2
Z2 −

1

2
h (Y2, Z2)∇X1gradf

2 − 1

2f 2
X1

(
f 2
)
∇Y2Z2

=
1

2f 2
X1

(
f 2
)
∇N
Y2
Z2 −

1

2
h (Y2, Z2)∇M

X1
gradf 2

− 1

2f 2
X1

(
f 2
){
∇N
Y2
Z2 −

1

2
h (Y2, Z2) gradf 2

}

= −1

2
h (Y2, Z2)

{
∇M
X1
gradf 2 − X1 (f 2)

2f 2
gradf 2

}

Ainsi,

R (X1, Y2)Z2 = −Gf ((0, Y2) , (0, Z2))

{
1

2f 2

(
∇M
X1
gradf 2 − X1 (f 2)

2f 2
gradf 2

)
, 0

}

Et par conséquent, on trouve :

R (X1, Y2)Z = Gf

{
1

2f 2

(
∇M
X1
gradf 2 − X1 (f 2)

f 2
, 0

)
, (Z1, 0)

}
(0, Y2)

− Gf ((0, Y2) , (0, Z2))

{
1

2f 2

(
∇M
X1
gradf 2 − X1 (f 2)

2f 2
gradf 2

)
, 0

}

D’où,

R (X1, Y2)Z = 1
2f2

(
∇M
X1
gradf 2 − X1(f2)

2f2

)
∧Gf (0, Y2)
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3. R (X2, Y2)Z = R (X2, Y2)Z1 +R (X2, Y2)Z2

a.R (X2, Y2)Z1 = ∇X2∇Y2Z1 −∇Y2∇X2Z1 −∇[X2,Y2]Z1

= ∇X2


↗0︷ ︸︸ ︷
∇N
Y2
Z1 +

1

2f 2
Z1

(
f 2
)

(0, Y2)

−∇Y2


↗0︷ ︸︸ ︷
∇N
X2
Z1 +

1

2f 2
Z1

(
f 2
)

(0, X2)


−


↗0︷ ︸︸ ︷

∇N
[X2,Y2]Z1 +

1

2f 2
Z1

(
f 2
)

(0, [X2, Y2])


= ∇X2

1

2f 2
Z1

(
f 2
)
Y2 −∇Y2

1

2f 2
Z1

(
f 2
)
X2 −

1

2f 2
Z1

(
f 2
)

[X2, Y2]

=
1

2f 2
Z1

(
∇X2Y2 −∇Y2X2 − [X2, Y2]

)
= 0

b.R (X2, Y2)Z2 = ∇X2∇Y2Z2 −∇Y2∇X2Z2 −∇[X2,Y2]Z2 Calculons ∇X2∇Y2Z2, on a donc :

∇X2∇Y2Z2 = ∇X2

{
∇N
Y2
Z2 −

1

2f 2
h (Y2, Z2)

(
gradf 2, 0

)}

= ∇X2∇N
Y2
Z2 −∇X2

(
1

2f 2
h (Y2, Z2)

(
gradf 2, 0

))

= ∇N
X2
∇N
Y2
Z2 −

1

2f 2
h
(
X2,∇N

Y2
Z2

) (
gradf 2, 0

)

− 1

2f 2
h (Y2, Z2)

(
∇N
X2
gradf 2, 0

)
− 1

2f 2
X2 (h (Y2, Z2))

(
gradf 2, 0

)
De même, on trouve après les calculs :

∇Y2∇X2Z2 = ∇N
Y2
∇N
X2
Z2 −

1

2f 2
h
(
Y2,∇N

X2
Z2

) (
gradf 2, 0

)

− 1

2f 2
h (X2, Z2)

(
∇N
Y2
gradf 2, 0

)
− 1

2f 2
Y2 (h (X2, Z2))

(
gradf 2, 0

)
et

∇[X2,Y2]Z2 = ∇N
[X2,Y2]Z2 − 1

2f2
h ([X2, Y2]) (gradf 2, 0)

37



CHAPITRE 3. STRUCTURE RIEMANNIENNE DES VARIÉTÉS PRODUITS TORDUS

On aura donc,

R (X2, Y2)Z2 = (0, RN (X2, Y2)Z2)− 1

2f 2
h
(
X2,∇N

Y2
Z2

) (
gradf 2, 0

)
− 1

2f 2
h (Y2, Z2)∇N

X2

(
gradf 2, 0

)

+
1

2f 2
h
(
Y2,∇N

X2
Z2

) (
gradf 2, 0

)
+

1

2f 2
h (X2, Z2)∇N

Y2

(
gradf 2, 0

)

+
1

2f 2
h ([X2, Y2] , Z2)

(
gradf 2, 0

)
+

1

2f 2
h (X2, Z2)∇N

Y2

(
gradf 2, 0

)

− 1

2f 2
X2 (h (Y2, Z2))

(
gradf 2, 0

)
+

1

2f 2
Y2 (h (X2, Z2))

(
gradf 2, 0

)
Or, d’autre part on a :

1

2f 2
h ([Y2, X2] , Z2)

(
gradf 2, 0

)
=

1

2f 2

{
h
(
Y2,∇N

X2
Z2

)
−∇N

X2
h (Y2, Z2)

} (
gradf 2, 0

)

+
1

2f 2

{
∇N
Y2
h (X2, Z2)− h

(
X2,∇N

Y2
Z2

)} (
gradf 2, 0

)

= − 1

2f 2
h ([X2, Y2] , Z2)

(
gradf 2, 0

)
D’où,

R (X2, Y2)Z2 = (0, RN (X2, Y2)Z2)− 1

2f 2
h (Y2, Z2)∇N

X2

(
gradf 2, 0

)
+

1

2f 2
h (X2, Z2)∇N

Y2

(
gradf 2, 0

)

= (0, RN (X2, Y2)Z2)− 1

2f 2
h (Y2, Z2)

1

2f 2
grdf 2

(
f 2
)

(0, X2)

+
1

2f 2
h (X2, Z2)

1

2f 2
grdf 2

(
f 2
)

(0, Y2)

= (0, RN (X2, Y2)Z2)− 1

4f 4

∣∣gradf 2
∣∣2 {h (Y2, Z2) (0, X2)− h (X2, Z2) (0, Y2)}
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On obtient alors,

R (X2, Y2)Z2 = (0, RN (X2, Y2)Z2)− 1

4f 4

∣∣gradf 2
∣∣2 {Gf ((0, Y2) , (0, Z2)) (0, X2)}

+
1

4f 4

∣∣gradf 2
∣∣2 {Gf ((0, X2) , (0, Z2)) (0, Y2)}

Et par conséquent, on trouve :

R (X2, Y2)Z = (0, RN (X2, Y2)Z2)− 1

4f 4

∣∣gradf 2
∣∣2 (0, X2) ∧Gf (0, Y2)

4. R (X2, Y1)Z = R (X2, Y1)Z1 +R (X2, Y1)Z2

En suivant le même raisonnement vu précédemment, et après les calculs on trouve :

R (X2, Y1)Z1 = Gf

{
1

2f 2

(
Y1 (f 2)

2f 2
gradf 2 −∇M

Y1
gradf 2

)
, Z1

}
(0, Z2)

et

R (X2, Y1)Z2 = Gf {(0, X2) , (0, Z2)} 1

2f 2

(
∇M
Y1
− Y1 (f 2)

2f 2
gradf 2, 0

)

D’où,

R (X2, Y1)Z = Gf

{
1

2f 2

(
Y1 (f 2)

2f 2
gradf 2 −∇M

Y1
gradf 2

)
, Z1

}
(0, Z2)

+ Gf {(0, X2) , (0, Z2)} 1

2f 2

(
∇M
Y1
− Y1 (f 2)

2f 2
gradf 2, 0

)

Ainsi, on obtient au final :

R (X, Y )−R (X, Y ) =
1

2f 2

(
∇M
Y1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1

(
f 2
)
gradf 2, 0

)
∧Gf (0, X2)

− 1

2f 2

(
∇M
X1
gradf 2 − 1

2f 2
X1

(
f 2
)
gradf 2, 0

)
∧Gf (0, Y2)

− 1

4f 4

∣∣gradf 2
∣∣2 (0, X2) ∧Gf (0, Y2)
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Où,
(
X ∧Gf Y

)
Z = Gf (Z, Y )X −Gf (Z,X)Y

Proposition 3.2.4. Soit (M ×f N,Gf ) la variété produit tordu telles que la dimM = m

et dimN = n > 1. Alors pour tous X, Y ∈ L (M) et U, V ∈ L (N), le tensur de Ricci de

M ×f N satisfait :

1. Ricc (X, Y ) = (RiccM , 0)− n
f
Hessf (X, Y )

2. Ricc (X,U) = 0

3. Ricc (U, V ) = (0, RiccN)−
{

∆f
f

+ (n− 1)
Gf (gradf,gradf)

f2

}
Gf (U, V )

où, RiccM et RiccN sont les tenseurs de Ricci de M et N respectivement et ∆f étant le

laplacien de f .

Démonstration. Cela découle de la proposition 3.2.3 et de la formule du tenseur de Ricci,

voir [6] et [19]
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Chapitre 4
Construction d’applications biharmoniques sur

les variétés produits tordus

Le troisième chapitre est consacré à la construction d’une nouvelle classe d’applications

biharmoniques entre les variétés riemanniennes qui sont produits tordus, généralisant ainsi

certains résultats obtenus par Balmus, Montaldo et Oniciuc dans [4]. Une famille d’exemples

a été construite afin d’illustrer les théorèmes démontrés dans l’article [22].

4.1 Cas I : φ : (Mm ×α Nn, Gα) −→ (Mm ×β Nn, Gβ)

Avant d’étudier le premier cas, Nous allons simplifier la formule (3.2.2) démontrée dans

le second chapitre. Donnons tout d’abord, l’expression de la connexion riemannienne des

variétés produit tordu équivalente à (3.2.1), voir par exemple [4] ;

Proposition 4.1.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes de dimension

m et n respectivement. Soient ∇ la connexion de Levi-Civita associée à la variété produit

(M ×N,G), alors la connexion de Levi-Civita, notée ∇̃, associée à la variété produit tordu

(M ×f N,Gf ) est donnée comme suit :

∇̃XY = ∇XY +X1 (ln f) (0, Y2) + Y1 (ln f) (0, X2)− f 2h (X2, Y2) (grad ln f, 0) . (4.1.1)

∀X1, Y1 ∈ L (M), ∀X2, Y2 ∈ L (N) où X = (X1, X2) , Y = (Y1, Y2) ∈ Γ (T (M ×f N))

Proposition 4.1.2. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et soit f ∈

C∞ (M) une fonctions positive. La relation entre le tenseur de courbure de Gf et G est
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donnée par le formule suivante :

R̃ (X, Y )−R (X, Y ) = (∇Y1grad ln f + Y1 (ln f) grad ln f, 0) ∧Gf (0, X2)

− (∇X1grad ln f +X1 (ln f) grad ln f, 0) ∧Gf (0, Y2)

− |grad ln f |2 (0, X2) ∧Gf (0, Y2) ,

(4.1.2)

pour tous X, Y ∈ Γ (T (M ×N)), où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇ étant la connexion

définie sur la variété M

Démonstration. On a démontré que :

R̃ (X, Y )−R (X, Y ) =
1

2f 2

(
∇Y1gradf

2 − 1

2f 2
Y1

(
f 2
)
gradf 2, 0

)
∧Gf (0, X2)

− 1

2f 2

(
∇X1gradf

2 − 1

2f 2
X1

(
f 2
)
gradf 2, 0

)
∧Gf (0, Y2)

− 1

4f 4

∣∣gradf 2
∣∣2 (0, X2) ∧Gf (0, Y2) .

(4.1.3)

Un calcul simple nous donne

∇Y1gradf
2 = 2∇Y1f

2grad ln f

= 2f 2∇Y1grad ln f + 2Y1

(
f 2
)
grad ln f

= 2f 2∇Y1grad ln f + 4f 2Y1 (ln f) grad ln f

et

Y1

(
f 2
)
gradf 2 = 4f 4Y1 (ln f) grad ln f,

d’où

∇Y1gradf
2 − 1

2f 2
Y1

(
f 2
)
gradf 2 = 2f 2∇Y1grad ln f + 2f 2Y1 (ln f) grad ln f. (4.1.4)
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D’une manière analogue on trouve

∇X1gradf
2 − 1

2f 2
X1

(
f 2
)
gradf 2 = 2f 2∇X1grad ln f + 2f 2X1 (ln f) grad ln f (4.1.5)

et ∣∣gradf 2
∣∣2 =

∣∣2f 2grad ln f
∣∣2 = 4f 4 |grad ln f |2 . (4.1.6)

si on remplace (4.1.4), (4.1.5) et (4.1.6) dans (3.1.3), on obtient

R̃ (X, Y )−R (X, Y ) = (∇Y1grad ln f + Y1 (ln f) grad ln f, 0) ∧Gf (0, X2)

− (∇X1grad ln f +X1 (ln f) grad ln f, 0) ∧Gf (0, Y2)

− |grad ln f |2 (0, X2) ∧Gf (0, Y2)

Considérons deux variétés riemanniennes (Mm, g) et (Nn, h) et soient α, β ∈ C∞ (M).

Nous allons démontrer à présent un résultat donnant une condition nécessaire est suffisante

pour que l’application φ : (Mm ×α Nn, Gα) −→ (Mm ×β Nn, Gβ) soit biharmonique.

Théorème 4.1.1. Soit φ : (Mm ×α Nn, Gα) −→ (Mm ×β Nn, Gβ) une application définie

par φ (x, y) = (x, y). L’application φ est biharmonique si et seulement si

grad∆f + 2Ricci (gradf)− 2
(
∆ lnα + (n− 2) |grad lnα|2

)
gradf

+ (n− 4)
(
∇M
grad lnαgradf

)
− 2n

β2

α2
df (grad ln β) grad ln β

− nβ
2

α2

(
∇M
gradfgrad ln β

)
= 0,

(4.1.7)

où f = α2 − β2 and α, β ∈ C∞ (M) sont des fonctions positives.

Démonstration. Soient (ei)1≤i≤m et (fj)1≤j≤n deux repères orthonormés définis sur M et

N respectivement. Le repère orthonormé sur M×αN est donné par
{

(ei, 0) , 1
α

(0, fj)
}

et celui

sur (M ×β N) par
({

(ei, 0) , 1
β

(0, fj)
})

. Notons que dans ce cas on a dφ (X, Y ) = (X, Y )

pour tous X ∈ Γ (TM) et Y ∈ Γ (TN).

Par définition du champ tension, on a :
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τ (φ) = TrGα∇̃dφ

= ∇̃φ
(ei,0)dφ (ei, 0)− dφ

(
∇̃M×αN

(ei,0) (ei, 0)
)

+
1

α2
∇̃φ

(0,fj)
dφ (0, fj)−

1

α2
dφ
(
∇̃M×αN

(0,fj)
(0, fj)

)
,

en utilisant l’équation (3.2.2), on obtient :

∇̃φ
(ei,0)dφ (ei, 0) = ∇̃M×βN

(ei,0) (ei, 0) =
(
∇M
ei
ei, 0

)
,

dφ
(
∇̃M×αN

(ei,0) (ei, 0)
)

= dφ
(
∇M
ei
ei, 0

)
=
(
∇M
ei
ei, 0

)
,

∇̃φ
(0,fj)

dφ (0, fj) = ∇̃M×βN
(0,fj)

(0, fj) =
(

0,∇N
fj
fj

)
− nβ2 (grad ln β, 0) ,

et

dφ
(
∇̃M×αN

(0,fj)
(0, fj)

)
= dφ

((
0,∇N

fj
fj

)
− nα2 (grad lnα, 0)

)
=
(

0,∇N
fj
fj

)
−nα2 (grad lnα, 0)

donc

τ (φ) = n (grad lnα, 0)− nβ
2

α2
(grad ln β, 0) =

n

2α2

(
grad

(
α2 − β2

)
, 0
)
.

Notons que l’application φ est harmonique si et seulement si la fonction α2−β2 est constante.

Par définition, l’application φ est biharmonique si et seulement si

TrGα∇̃2τ (φ) + TrGαR̃
M×βN (τ (φ) , dφ) dφ = 0

Soit f = α2 − β2, alors φ est biharmonique si et seulement si

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) +

1

α2
TrGαR̃

M×βN ((gradf, 0) , dφ) dφ = 0. (4.1.8)
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Commençons par calculer le premier terme TrGα∇̃2 1
α2 (gradf, 0) de (4.1.8), on a :

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(ei,0)∇̃
φ
(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)− ∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)

+
1

α2

(
∇̃φ

(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)− ∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)

)
.

(4.1.9)

Nous allons calculer l’expression (4.1.8) terme par terme. Par l’équation (3.2.1), on a :

∇̃φ
(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
∇̃φ

(ei,0) (gradf, 0) + ei

(
1

α2

)
(gradf, 0)

=
1

α2
∇̃M×βN

(ei,0) (gradf, 0) + ei

(
1

α2

)
(gradf, 0)

=
1

α2

(
∇M
ei
gradf, 0

)
− 2

α2
ei (lnα) (gradf, 0) ,

Il s’ensuit que

∇̃φ
(ei,0)∇̃

φ
(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2

(
∇M
ei
gradf, 0

)
− 2

α2
ei (lnα) (gradf, 0)

)

= ∇̃φ
(ei,0)

(
1

α2

(
∇M
ei
gradf, 0

))
− 2∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2
ei (lnα) (gradf, 0)

)
.

Par (3.2.1), on aura :

∇̃φ
(ei,0)∇̃

φ
(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2

(
∇M
ei
gradf, 0

)
− 2

α2
ei (lnα) (gradf, 0)

)

= ∇̃φ
(ei,0)

(
1

α2

(
∇M
ei
gradf, 0

))
− 2∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2
ei (lnα) (gradf, 0)

)
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et

∇̃φ
(ei,0)

(
1

α2
ei (lnα) (gradf, 0)

)
=

1

α2
ei (lnα)

(
∇M
ei
gradf, 0

)
+ ei

(
1

α2
ei (lnα)

)
(gradf, 0)

=

(
1

α2
ei (ei (lnα)) + ei

(
1

α2

)
ei (lnα)

)
(gradf, 0)

+
1

α2

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)

=
1

α2
(ei (ei (lnα))− 2ei (lnα) ei (lnα)) (gradf, 0)

+
1

α2

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)

=
1

α2

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)

+
1

α2

(
ei (ei (lnα))− 2 |grad lnα|2

)
(gradf, 0) .

On en déduit que

∇̃φ
(ei,0)∇̃

φ
(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2

((
∇M
ei
∇M
ei
gradf, 0

)
− 4

(
∇M
grad lnαgradf, 0

))

− 2

α2

(
ei (ei (lnα))− 2 |grad lnα|2

)
(gradf, 0) .

(4.1.10)

Pour le terme ∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1
α2 (gradf, 0) et en utilisant l’équation (3.2.1), on trouve :

∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(∇Mei ei,0)
1

α2
(gradf, 0)

= ∇̃M×βN
(∇Mei ei,0)

1

α2
(gradf, 0)

=
1

α2
∇̃M×βN

(∇Mei ei,0)
(gradf, 0) +

(
∇M
ei
ei
)( 1

α2

)
(gradf, 0) ,
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d’où,

∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2

(
∇M
∇Mei ei

gradf, 0
)
− 2

α2

(
∇M
ei
ei
)

(lnα) (gradf, 0) . (4.1.11)

Les équations (4.1.10) and (4.1.11) nous donnent

∇̃φ
(ei,0)∇̃

φ
(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)− ∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)

=
1

α2

((
Trg∇2gradf, 0

)
− 4

(
∇M
grad lnαgradf, 0

))

− 2

α2

(
∆ lnα− 2 |grad lnα|2

)
(gradf, 0) .

(4.1.12)

D’une manière similaire, le calcul du terme ∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)
1
α2 (gradf, 0) donne

∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(0,fj)

(
1

α2
∇̃M×βN

(0,fj)
(gradf, 0)

)

= ∇̃φ
(0,fj)

(
1

α2
df (grad ln β) (0, fj)

)

=
1

α2
df (grad ln β) ∇̃M×βN

(0,fj)
(0, fj)

=
1

α2
df (grad ln β)

((
0,∇N

fj
fj

)
− nβ2 (grad ln β, 0)

)
par la suite

∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
df (grad ln β)

((
0,∇N

fj
fj

)
− nβ2 (grad ln β, 0)

)
. (4.1.13)

Pour le dernier terme ∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1
α2 (gradf, 0), on a :
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∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ(

0,∇Nfj fj
) 1

α2
(gradf, 0)− nα2∇̃φ

(grad lnα,0)

1

α2
(gradf, 0)

=
1

α2
∇̃M×βN(

0,∇Nfj fj
) (gradf, 0)− n∇̃M×βN

(grad lnα,0) (gradf, 0)

− nα2 (grad lnα)

(
1

α2

)
(gradf, 0)

=
1

α2
df (grad ln β)

(
0,∇N

fj
fj

)
− n

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)

+ 2n |grad lnα|2 (gradf, 0) ,

on obtient alors

∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
df (grad ln β)

(
0,∇N

fj
fj

)
− n

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)

+ 2n |grad lnα|2 (gradf, 0)

(4.1.14)

Les équations (4.1.13) et (4.1.14) nous donnent

∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)− ∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)

= n
(
∇M
grad lnαgradf, 0

)
− 2n |grad lnα|2 (gradf, 0)

− nβ
2

α2
df (grad ln β) (grad ln β, 0)

(4.1.15)

En remplaçant (4.1.12) et (4.1.15) dans (4.1.9), on arrive à la formule suivante :

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) =

1

α2

(
Trg∇2gradf, 0

)
+
n− 4

α2

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)

− 2

α2

(
∆ lnα + (n− 2) |grad lnα|2

)
(gradf, 0)

− nβ
2

α4
df (grad ln β) (grad ln β, 0) .
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Or, en utilisant le fait que (voir [21])

Trg∇2gradf = grad∆f +Ricci (gradf) ,

On obtient au final :

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
(grad∆f, 0) +

1

α2
(Ricci (gradf) , 0)

− 2

α2

(
∆ lnα + (n− 2) |grad lnα|2

)
(gradf, 0)

+
n− 4

α2

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)
− nβ

2

α4
df (grad ln β) (grad ln β, 0) .

(4.1.16)

Pour achever la preuve, il reste à calculer le terme TrGαR̃
M×βN ((gradf, 0) , dφ) dφ, on a :

TrGαR̃
M×βN ((gradf, 0) , dφ) dφ = R̃M×βN ((gradf, 0) , (ei, 0)) (ei, 0)

+
1

α2
R̃M×βN ((gradf, 0) , (0, fj)) (0, fj) .

(4.1.17)

Par (4.1.2), on trouve :

R̃M×βN ((gradf, 0) , (ei, 0)) = RM×βN ((gradf, 0) , (ei, 0)) =
(
RM (gradf, ei) , 0

)
,

d’où,

R̃M×βN ((gradf, 0) , (ei, 0)) (ei, 0) = (Ricci (gradf) , 0) . (4.1.18)

Pour le terme R̃M×βN ((gradf, 0) , (0, fj)) (0, fj) et par (4.1.2), on aura

R̃M×βN ((gradf, 0) , (0, fj)) = − (∇gradfgrad ln β, 0)∧Gf (0, fj)−df (grad ln β) (grad ln β, 0)∧Gf (0, fj) .
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Or,

(
(∇gradfgrad ln β, 0) ∧Gf (0, fj)

)
(0, fj) = Gβ ((0, fj) , (0, fj)) (∇gradfgrad ln β, 0)

−Gβ ((0, fj) , (∇gradfgrad ln β, 0)) (0, fj)

= nβ2 (∇gradfgrad ln β, 0)

et (
(grad ln β, 0) ∧Gf (0, fj)

)
(0, fj) = Gβ ((0, fj) , (0, fj)) (grad ln β, 0)

−Gβ ((0, fj) , (grad ln β, 0)) (0, fj)

= nβ2 (grad ln β, 0) ,

ainsi,

R̃M×βN ((gradf, 0) , (0, fj)) (0, fj) = −nβ2df (grad ln β) (grad ln β, 0)

− nβ2
(
∇M
gradfgrad ln β, 0

)
.

(4.1.19)

Si on remplace (4.1.18) et (4.1.19) dans (4.1.17), on obtient :

TrGαR̃
M×βN ((gradf, 0) , dφ) dφ = (Ricci (gradf) , 0)− nβ

2

α2
df (grad ln β) (grad ln β, 0)

− nβ
2

α2

(
∇M
gradfgrad ln β, 0

)
(4.1.20)

Finalement, les équations (4.1.16) et (4.1.20) nous donnent l’expression suivante :
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TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) +

1

α2
TrGαR̃

M×βN ((gradf, 0) , dφ) dφ

=
1

α2
(grad∆f, 0) +

2

α2
(Ricci (gradf) , 0)

− 2

α2

(
∆ lnα + (n− 2) |grad lnα|2

)
(gradf, 0)

+
n− 4

α2

(
∇M
grad lnαgradf, 0

)
− nβ

2

α4

(
∇M
gradfgrad ln β, 0

)

− 2n
β2

α4
df (grad ln β) (grad ln β, 0) .

Par conséquent φ est biharmonique si et seulement si

grad∆f + 2Ricci (gradf)− 2
(
∆ lnα + (n− 2) |grad lnα|2

)
gradf

+ (n− 4)
(
∇M
grad lnαgradf

)
− nβ

2

α2

(
∇M
gradfgrad ln β

)

− 2n
β2

α2
df (grad ln β) grad ln β = 0.

Comme conséquence, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 4.1.1. L’application φ : (M ×α N,Gα) −→ (M ×N,G) définie par φ (x, y) =

(x, y) est biharmonique si et seulement si

grad (∆ lnα) +
n

2
grad

(
|grad lnα|2

)
+ 2Ricci (grad lnα) = 0.

Démonstration. Par le théorème 4.1.1, si on remplace f = α2 − 1, on déduit que φ :

(M ×α N,Gα) −→ (M ×N,G)définie par φ (x, y) = (x, y) est biharmonique si et seulement

si

grad∆α2 + 2Ricci
(
gradα2

)
− 2

(
∆ lnα + (n− 2) |grad lnα|2

)
gradα2

+ (n− 4)
(
∇M
grad lnαgradα

2
)

= 0

Un calcul simple nous donne

gradα2 = 2α2grad lnα,
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∇M
grad lnαgradα

2 = 2∇M
grad lnαα

2grad lnα

= 2α2∇M
grad lnαgrad lnα + 2grad lnα

(
α2
)
grad lnα

= α2grad
(
|grad lnα|2

)
+ 4α2 |grad lnα|2 grad lnα.

On sait que

∆α2 = 2α2∆ lnα + 4α2 |grad lnα|2

donc

grad∆α2 = grad
(
2α2∆ lnα + 4α2 |grad lnα|2

)

= 2grad
(
α2∆ lnα

)
+ 4grad

(
α2 |grad lnα|2

)

= 2α2grad (∆ lnα) + 4α2 (∆ lnα) grad lnα

+ 4α2grad
(
|grad lnα|2

)
+ 8α2 |grad lnα|2 grad (lnα)

Finalement, on conclue que φ : (M ×α N,Gα) −→ (M ×N,G) définie par φ (x, y) = (x, y)

est biharmonique si et seulement si

grad (∆ lnα) +
n

2
grad

(
|grad lnα|2

)
+ 2Ricci (grad lnα) = 0.

Exemple 4.1.1. Soit φ : Rm \ {0}×αNn −→ Rm \ {0}×Nn (m 6= 2) définie par φ (x, y) =

(x, y), et supposons que lnα est radiale (lnα = f (r)). Alors par le corollaire 3.1.1, on déduit

que φ est biharmonique si et seulement si la fonction f satisfait l’équation différentielle

suivante :

f ′′′ +
m− 1

r
f ′′ − m− 1

r2
f ′ + nf ′f ′′ = 0.

Soit β = f ′, cette équation deviendra

β′′ +
m− 1

r
β′ − m− 1

r2
β + nββ′ = 0.

On obtient ainsi une solution particulière de type β = a
r

(a ∈ R∗), donc φ est biharmonique
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si

a =
4− 2m

n
.

On obtient α (r) = Cr
4−2m
n (C > 0) et dans ce cas l’application φ : Rm \ {0} ×α Nn −→

Rm \ {0} ×Nn définie φ (x, y) = (x, y) est biharmonique non-harmonique.

Exemple 4.1.2. Soit M = Sm paramétrée par x = (cos s, sin s.z) s ∈ [0, π], z ∈ Sm−1. On

définit sur Sm une base orthonormée donnée par e1 = ∂
∂s

, ei = (0, fi) pour i = 2, ....,m, où

fi sont tangents à Sm−1 avec
m∑
i=2

∇eiei = − (m− 1) cot s ∂
∂s

.

On considère l’application φ : Sm ×α Nn −→ Sm × Nn définie par φ (x, y) = (x, y) =

((cos s, sin s.z), y) et supposons que la fonction f = lnα dépends uniquement de s. Alors

par le Corollaire 3.1.3, on déduit que l’application φ est biharmonique si et seulement si la

fonction f satisfait l’équation différentielle suivante :

f ′′′ + nf ′f ′′ + (m− 1)
(
(cot s) f ′′ −

(
1− cot2 s

)
f ′
)

= 0.

Soit γ (s)=f ′ (s), alors la dernière équation devient

γ′′ + nγγ′ + (m− 1)
(
(cot s) γ′ −

(
1− cot2 s

))
= 0.

En particulier, si m = 1, la fonction γ (s) = 2
ns+C

est une solution de l’équation, on obtient

donc

α (s) =
n

√
(ns+ C)2.

Et dans ce cas, l’application φ : S1 ×α Nn −→ S1 × Nn définie par φ (x, y) = (x, y) =

((cos s, sin s), y) est biharmonique non-harmonique.

Un résultat similaire est donné comme suit :

Corollaire 4.1.2. L’application φ : (M ×N,G) −→ (M ×β N,Gβ) définie par φ (x, y) =

(x, y) est biharmonique si et seulement si

grad∆ ln β + 2 (∆ ln β) grad ln β +
(
4− 2nβ2

)
|grad ln β|2 grad ln β

+
(

2− n

2
β2
)
grad

(
|grad ln β|2

)
+ 2Ricci (grad ln β) = 0.

Ce qui est équivalent à dire que, φ est biharmonique si et seulement si la fonction f = β2−1
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vérifie l’équation différentielle suivante :

grad∆f + 2Ricci (gradf)− n

4
grad

(
|gradf |2

)
= 0

4.2 Cas II : φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf) −→ (P p1
1 × P

p2
2 , G)

Dans cette section, nous allons étudier la biharmonocité de l’application φ̃ : (Mm ×f Nn, Gα) −→

(P p1
1 × P

p2
2 , G) définie par φ̃ (x, y) = (φ (x) , ψ (y)). Nous avons le résultat suivant :

Théorème 4.2.1. Soit φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p1
1 × P

p2
2 , G) définie par φ̃ (x, y) =

(φ (x) , ψ (y)) où φ : (M, g) −→ (P1, k1) and ψ : (N, h) −→ (P2, k2) deux applications har-

moniques. Alors l’application φ̃ est biharmonique si et seulement si

Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad ln f) + TrgR

P1 (dφ (grad ln f) , dφ) dφ+ n∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) = 0.

(4.2.1)

Démonstration. Choisissons (ei)1≤i≤m comme étant un repère orthonormé sur M et

(fj)1≤j≤n celui sur N . Un repère orthonormé sur M ×f N est donné par
{

(ei, 0) , 1
f

(0, fj)
}

.

Notons que dans ce cas on a dφ̃ (X, Y ) = (dφ (X) , dψ (Y )) pour chaque X ∈ Γ (TM) et

Y ∈ Γ (TN). Par la définition du champ de tension, on a :

τ
(
φ̃
)

= TrGf∇dφ̃

= ∇φ̃
(ei,0)dφ̃ (ei, 0) +

1

f 2 ◦ π
∇φ̃

(0,fj)
dφ̃ (0, fj)

− dφ̃
(
∇̃(ei,0) (ei, 0)

)
− 1

f 2 ◦ π
dφ̃
(
∇̃(0,fj) (0, fj)

)
.

en utilisant l’équation (3.2.1), un calcul direct nous donne :

∇̃(ei,0) (ei, 0) = (∇eiei, 0)

et

∇̃(0,fj) (0, fj) =
(
0,∇fjfj

)
− n

(
f 2 ◦ π

)
(grad ln f, 0) ,
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donc

τ
(
φ̃
)

=
(
∇φ
ei
dφ (ei) , 0

)
− (dφ (∇eiei) , 0)

+
1

f 2 ◦ π

(
0,∇ψ

fj
dψ (fj)

)
− 1

f 2 ◦ π
(
0, dψ

(
∇fjfj

))
+ n (dφ (grad ln f) , 0)

= (τ (φ) , 0) +
1

f 2 ◦ π
(0, τ (ψ)) + n (dφ (grad ln f) , 0) .

Puisque φ et ψ sont harmoniques, on déduit que

τ
(
φ̃
)

= n (dφ (grad ln f) , 0) .

Par définition, l’application φ̃ est biharmonique si et seulement si

TrGf

(
∇φ̃
)2

(dφ (grad ln f) , 0) + TrGfR
P1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃

)
dφ̃ = 0. (4.2.2)

Commençons par la simplification du terme TrGf

(
∇φ̃
)2

(dφ (grad ln f) , 0), on a

TrGf

(
∇φ̃
)2

(dφ (grad ln f) , 0) = ∇φ̃

(ei,0)∇
φ̃

(ei,0) (dφ (grad ln f) , 0)−∇φ̃

∇̃
M×fN

(ei,0)
(ei,0)

(dφ (grad ln f) , 0)

+
1

f 2 ◦ π

(
∇φ̃

(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
(dφ (grad ln f) , 0)

−∇φ̃

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)
(dφ (grad ln f) , 0).

Or,

∇φ̃

(ei,0)∇
φ̃

(ei,0) (dφ (grad ln f) , 0) =
(
∇φ

ei
∇φ

ei
dφ (grad ln f) , 0

)
,

∇φ̃

∇̃
M×fN

(ei,0)
(ei,0)

(dφ (grad ln f) , 0) = ∇φ

(∇eiei,0)
(dφ (grad ln f) , 0) =

(
∇φ

∇eiei
dφ (grad ln f) , 0

)
,

∇φ̃

(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
(dφ (grad ln f) , 0) = 0

et

∇φ̃

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)
(dφ (grad ln f) , 0) = −n

(
f 2 ◦ π

) (
∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) , 0
)
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donc

TrGf

(
∇φ̃
)2

(dφ (grad ln f) , 0) =
(
Trg

(
∇φ
)2
dφ (grad ln f) + n∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) , 0
)
.

(4.2.3)

Pour le terme TrGfR
P1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃

)
dφ̃, on a

TrGfR
P1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃

)
dφ̃ = RP1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃ (ei, 0)

)
dφ̃ (ei, 0)

+
1

f 2 ◦ π
RP1×P2

((
dφ̃ (grad ln f) , 0

)
, dφ̃ (0, fj)

)
dφ̃ (0, fj) .

Et comme

RP1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃ (ei, 0)

)
dφ̃ (ei, 0) =

(
TrgR

P1 (dφ (grad ln f) , dφ) dφ, 0
)

et

RP1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃ (0, fj)

)
dφ̃ (0, fj) = 0,

alors

TrGfR
P1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃

)
dφ̃ =

(
TrgR

P1 (dφ (grad ln f) , dφ) dφ, 0
)
. (4.2.4)

Les deux équations (4.2.3) and (4.2.4) nous donnent

TrGf

(
∇φ̃
)2

(dφ (grad ln f) , 0) + TrGfR
P1×P2

(
(dφ (grad ln f) , 0) , dφ̃

)
dφ̃

=
(
Trg

(
∇φ
)2
dφ (grad ln f) + n∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) + TrgR
P1 (dφ (grad ln f) , dφ) dφ, 0

)
On conclut que l’application φ̃ est biharmonique si et seulement si φ satisfait l’équation

suivante

Trg
(
∇φ
)2
dφ (grad ln f) + TrgR

P1 (dφ (grad ln f) , dφ) dφ+ n∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) = 0.

On donne à présent, un exemple d’application illustrant le théorème ;

Exemple 4.2.1. Soit φ : R4 −→ R3 la projection définie par φ (t, x2, x3, x4) = (t, x2, x3)

et considérons l’application φ̃ : R4 ×f Nn −→ R3 × Nn définie par φ̃ ((t, x2, x3, x4) , y) =

((t, x2, x3) , y) où on suppose que la fonction α = ln f dépends uniquement de t. Par le

théorème 4.2.1, φ̃ est biharmonique si et seulement si α = ln f satisfait l’équation différentielle
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d’ordre 3 suivante :

α′′′ + nα′α′′ = 0.

Posons β (t) = α′ (t), on obtient alors

β′′ + nββ′ = 0.

Par exemple, la fonction β = 2
nt+C

est une solution de l’équation, d’où f (t) = n

√
(nt+ C)2

et dans ce cas, l’application φ̃ est biharmonique non harmonique.

Une conséquence immédiate du théorème 4.2.1 est donnée ci-après :

Corollaire 4.2.1. Soit φ̃ : (Mm ×f Nn, Gα) −→ (Mm × P p, G) définie par φ̃ (x, y) =

(x, ψ (y)) où ψ : N −→ P est une application harmonique. Alors φ̃ est biharmonique si

et seulement si

grad∆ ln f + 2RicciM (grad ln f) +
n

2
grad

(
|grad ln f |2

)
= 0.

En particulier, si ψ = IdN , on obtient

Corollaire 4.2.2. Soit φ : (Mm ×f Nn, Gα) −→ (Mm ×Nn, G) définie par φ (x, y) = (x, y).

Alors φ est biharmonique si et seulement si

grad∆ ln f + 2RicciM (grad ln f) +
n

2
grad

(
|grad ln f |2

)
= 0.

4.3 Cas III : φ̃ : N −→ (M ×f P,Gf)

Maintenant, on considère l’application φ : (Nn, h) −→ (P p, k), et étudions la biharmoni-

cité de l’application φ̃ : N −→ (M ×f P,Gf ) définie par φ̃ (y) = (x0, φ (y)).

Théorème 4.3.1. Soit φ : (Nn, h) −→ (P p, k) une application harmonique, alors l’applica-

tion φ̃ : N −→ (M ×f P,Gf ) définie par φ̃ (y) = (x0, φ (y)) est biharmonique si et seulement

si 
(e (φ))2 grad

(
|gradf 2|2

)
− 2 (∆e (φ)) gradf 2 = 0

et

dφ (grad (e (φ))) = 0
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Démonstration. Soit (fj)1≤j≤n un repère orthonormé sur N . Le champ tension de φ̃ est

donné par

τ
(
φ̃
)

= Trh∇̃dφ̃

= ∇̃φ̃
fj
dφ̃ (fj)− dφ̃

(
∇N
fj
fj

)

= ∇̃φ̃
fj

(0, dφ (fj))−
(

0, dφ
(
∇N
fj
fj

))

=
(

0,∇φ
fj
dφ (fj)

)
− 2f 2e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃−

(
0, dφ

(
∇N
fj
fj

))

= (0, τ (φ))− 2f 2e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃.

Comme φ est harmonique, on aura donc

τ
(
φ̃
)

= −2f 2e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃.

Alors φ̃ est biharmonique si et seulement si

Trh

(
∇φ̃
)2

e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃+ e (φ)TrhR̃
M×fP

(
(grad ln f, 0) ◦ φ̃, dφ̃

)
dφ̃ = 0. (4.3.1)

Pour le terme Trh

(
∇φ̃
)2

e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃ of (4.3.1), on a par définition

Trh

(
∇φ̃
)2

e (φ) (grad ln f, 0)◦φ̃ = ∇̃φ̃
fj
∇̃φ̃
fj
e (φ) (grad ln f, 0)◦φ̃−∇̃φ̃

∇Nfj fj
e (φ) (grad ln f, 0)◦φ̃.

(4.3.2)

Calculons le premier terme ∇̃φ̃
fj
∇̃φ̃
fj
e (φ) (grad ln f, 0)◦φ̃ de (4.3.2). D’après (3.2.1), on obtient

∇φ̃
fj
e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃ = e (φ)∇φ̃

fj
(grad ln f, 0) ◦ φ̃+ fj (e (φ)) (grad ln f, 0) ◦ φ̃

= e (φ) |grad ln f |2 (0, dφ (fj)) ◦ φ̃+ fj (e (φ)) (grad ln f, 0) ◦ φ̃,

d’où,
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∇φ̃
fj
∇φ̃
fj
e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃ = ∇φ̃

fj

(
e (φ) |grad ln f |2 (0, dφ (fj))

)
◦ φ̃

+∇φ̃
fj

(
fj (e (φ)) (grad ln f, 0) ◦ φ̃

)

= e (φ) |grad ln f |2∇φ̃
fj

(0, dφ (fj)) ◦ φ̃

+ fj (e (φ))∇φ̃
fj

(grad ln f, 0) ◦ φ̃+ |grad ln f |2 fj (e (φ)) (0, dφ (fj)) φ̃

+ fj (fj (e (φ))) (grad ln f, 0) ◦ φ̃.
On déduit que

∇φ̃
fj
∇φ̃
fj
e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃ = |grad ln f |2 e (φ)

(
0,∇φ

fj
dφ (fj)

)
◦ φ̃

− 2f 2 (e (φ))2 |grad ln f |2 (grad ln f, 0) ◦ φ̃

+ 2 |grad ln f |2 (0, dφ (grade (φ))) ◦ φ̃

+ fj (fj (e (φ))) (grad ln f, 0) ◦ φ̃.

(4.3.3)

En utilisant l’équation (3.2.1), on aura

∇φ̃

∇Nfj fj
e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃ = e (φ)∇φ̃

∇Nfj fj
(grad ln f, 0) ◦ φ̃+

(
∇N
fj
fj

)
(e (φ)) (grad ln f, 0) ◦ φ̃

= |grad ln f |2 e (φ)
(

0, dφ
(
∇N
fj
fj

))
◦ φ̃

+
(
∇N
fj
fj

)
(e (φ)) (grad ln f, 0) ◦ φ̃.

(4.3.4)

On remplace (4.3.3)et (4.3.4) dans (4.3.2) et on utilise le fait que φ est harmonique, on
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obtient

Trh

(
∇φ̃
)2

e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃ = −2f 2 (e (φ))2 |grad ln f |2 (grad ln f, 0) ◦ φ̃

+ 2 |grad ln f |2 (0, dφ (grad (e (φ)))) ◦ φ̃

+ ∆e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃.

(4.3.5)

D’autre part, on a

TrhR̃
M×fP

(
(grad ln f, 0) ◦ φ̃, dφ̃

)
dφ̃ = R̃M×fP ((grad ln f, 0) , (0, dφ (fj))) (0, dφ (fj)) ◦ φ̃.

Par (4.1.2), un simple calcul nous donne

R̃M×fP ((grad ln f, 0) , (0, dφ (fj))) = −1

2

(
grad

(
|grad ln f |2

)
, 0
)
∧Gf (0, dφ (fj))

− |grad ln f |2 (grad ln f, 0) ∧Gf (0, dφ (fj)) .

Or,

((
grad

(
|grad ln f |2

)
, 0
)
∧Gf (0, dφ (fj))

)
(0, dφ (fj)) = 2f 2e (φ)

(
grad

(
|grad ln f |2

)
, 0
)

et (
(grad ln f, 0) ∧Gf (0, dφ (fj))

)
(0, dφ (fj)) = 2f 2e (φ) (grad ln f, 0) .

Alors,

TrhR̃
M×fP

(
(grad ln f, 0) ◦ φ̃, dφ̃

)
dφ̃ = −f 2e (φ)

(
grad

(
|grad ln f |2

)
, 0
)
◦ φ̃

− 2f 2 |grad ln f |2 e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃.
(4.3.6)
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Finalement, on conclut que

Trh

(
∇φ̃
)2

e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃+ e (φ)TrhR̃
M×fP

(
(grad ln f, 0) ◦ φ̃, dφ̃

)
dφ̃

= −4f 2 (e (φ))2 |grad ln f |2 (grad ln f, 0) ◦ φ̃

+ ∆e (φ) (grad ln f, 0) ◦ φ̃

− f 2 (e (φ))2 (grad (|grad ln f |2
)
, 0
)
◦ φ̃

+ 2 |grad ln f |2 (0, dφ (grad (e (φ)))) ◦ φ̃.

Ainsi, φ̃ est biharmonique si et seulement si
f 2 (e (φ))2 (4 |grad ln f |2 grad ln f + grad

(
|grad ln f |2

))
− (∆e (φ)) grad ln f = 0

and

dφ (grad (e (φ))) = 0

On a

grad
(∣∣gradf 2

∣∣2) = grad
(∣∣2f 2grad ln f

∣∣2)

= 4grad
(
f 4 |grad ln f |2

)

= 4f 4grad
(
|grad ln f |2

)
+ 16f 4 |grad ln f |2 grad ln f

= 4f 4
(
4 |grad ln f |2 grad ln f + grad

(
|grad ln f |2

))
,

cela veut dire que

4 |grad ln f |2 grad ln f + grad
(
|grad ln f |2

)
=

1

4f 4
grad

(∣∣gradf 2
∣∣2) .
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Par conséquent φ̃ est biharmonique si et seulement si
(e (φ))2 grad

(
|gradf 2|2

)
− 2 (∆e (φ)) gradf 2 = 0

and

dφ (grad (e (φ))) = 0

Une application directe du Théorème 4.3.1 peut être vue, en supposant que la fonction

e (φ) est constante, d’où le résultat suivant :

Corollaire 4.3.1. Soit φ : (Nn, h) −→ (P p, k) une application harmonique telle que e (φ)

est constante. Alors l’application φ̃ : N −→ (M ×f P,Gf ) définie par φ̃ (y) = (x0, φ (y)) est

biharmonique si et seulement si

grad
(∣∣gradf 2

∣∣2) = 0.

En particulier, si φ = IdN , on obtient (voir [4])

Corollaire 4.3.2. l’inclusion ix0 : N −→ (M ×f N,Gf ) définie ix0 (y) = (x0, y) est bihar-

monique si et seulement si

grad
(∣∣gradf 2

∣∣2) = 0.

4.4 Cas IV : φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf) −→ (P p, k)

En premier temps, on considère l’application de classe C∞ φ : (Mm, g) −→ (P p, k) et

définissons l’application φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p, k) par φ̃ (x, y) = φ (x). Nous allons

étudier la biamonicité de l’application φ̃. Commençons par le résultat suivant :

Proposition 4.4.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (P p, k) une application de classe C∞ . Le champ

de tension de l’application φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p, k) définie par φ̃ (x, y) = φ (x) est

donné par :

τ
(
φ̃
)

= τ (φ) + ndφ (grad ln f) (4.4.1)

Démonstration. Soient {ei}1≤i≤m une base orthonormée sur M et {fj}1≤j≤n celle définie

sur N . Donc la base orthonormée définie sur M ×f N est donnée par
{

(ei, 0) , 1
f

(0, fj)
}

.

Notons que dans ce cas on a dφ̃ (X, Y ) = (dφ (X) , 0) pour tous X ∈ Γ (TM) et Y ∈ Γ (TN).
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Par la définition du champ de tension, on a :

τ
(
φ̃
)

= TrGf∇dφ̃

= ∇φ̃
(ei,0)dφ̃ (ei, 0) +

1

f 2
∇φ̃

(0,fj)
dφ̃ (0, fj)

− dφ̃
(
∇̃(ei,0) (ei, 0)

)
− 1

f 2
dφ̃
(
∇̃(0,fj) (0, fj)

)
.

Un calcul simple nous donne,

∇φ̃
(ei,0)dφ̃ (ei, 0) = ∇φ

ei
dφ (ei)

et

∇φ̃
(0,fj)

dφ̃ (0, fj) = 0,

En utilisant l’équation (4.1.1), on déduit que

∇̃(ei,0) (ei, 0) = (∇eiei, 0)

et

∇̃(0,fj) (0, fj) =
(
0,∇fjfj

)
− nf 2 (grad ln f, 0) .

Il s’ensuit que,

τ
(
φ̃
)

= ∇φ
ei
dφ (ei)− dφ

(
∇M
ei
ei
)

+ ndφ (grad ln f) ,

on obtient alors

τ
(
φ̃
)

= τ (φ) + ndφ (grad ln f) .

Nous allons calculer le champ bitension de l’application φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p, k).

Théorème 4.4.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (P p, k) une application de classe C∞. Le champ

bitension de l’application φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p, k) définie par φ̃ (x, y) = φ (x) est

donné par :

τ2

(
φ̃
)

= τ2 (φ)− n
(
Trg∇2dφ (grad ln f) + TrgR

p (dφ (grad ln f) , dφ) dφ
)

− n∇grad ln fτ (φ)− n2∇grad ln fdφ (grad ln f) .
(4.4.2)
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Démonstration. Par la définition du champ bitension, on a

τ2

(
φ̃
)

= −TrGf
(
∇φ̃
)2

τ
(
φ̃
)
− TrGfRP

(
τ
(
φ̃
)
, dφ̃
)
dφ̃ (4.4.3)

Pour le premier terme TrGf

(
∇φ̃
)2

τ
(
φ̃
)

, on a :

TrGf

(
∇φ̃
)2

τ
(
φ̃
)

= ∇φ̃
(ei,0)∇

φ̃
(ei,0)τ

(
φ̃
)

+
1

f 2
∇φ̃

(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
τ
(
φ̃
)

−∇φ̃

∇̃(ei,0)
(ei,0)

τ
(
φ̃
)
− 1

f 2
∇φ̃

∇̃
(0,fj)

(0,fj)
τ
(
φ̃
)
.

Nous allons calculer cette expression terme par terme. On aura donc :

∇φ̃
(ei,0)∇

φ̃
(ei,0)τ

(
φ̃
)

= ∇φ̃
(ei,0)∇

φ̃
(ei,0)τ (φ) + n∇φ̃

(ei,0)∇
φ̃
(ei,0)dφ (grad ln f)

= ∇φ
ei
∇φ
ei
τ (φ) + n∇φ

ei
∇φ
ei
dφ (grad ln f)

et

∇φ̃
(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
τ
(
φ̃
)

= 0.

En utilisant l’équation (4.1.1), on obtient :

∇φ̃

∇̃(ei,0)
(ei,0)

τ
(
φ̃
)

= ∇φ
∇Mei ei

τ (φ) + n∇φ
∇Mei ei

dφ (grad ln f) ,

et

∇φ̃

∇̃
(0,fj)

(0,fj)
τ
(
φ̃
)

= −nf 2∇φ
grad ln fτ (φ)− n2f 2∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) .

Alors, on déduit que :

TrGf

(
∇φ̃
)2

τ
(
φ̃
)

= Trg
(
∇φ
)2
τ (φ) + nTrg

(
∇φ
)2
dφ (grad ln f)

+ n∇φ
grad ln fτ (φ) + n2∇φ

grad ln fdφ (grad ln f) .

(4.4.4)

Pour terminer la démonstration, nous allons simplifier le terme TrGfR
P
(
τ
(
φ̃
)
, dφ̃
)
dφ̃, on
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a :

TrGfR
P
(
τ
(
φ̃
)
, dφ̃
)
dφ̃ = RP

(
τ
(
φ̃
)
, dφ̃ (ei, 0)

)
dφ̃ (ei, 0)

+
1

f 2
RP
(
τ
(
φ̃
)
, dφ̃ (0, fj)

)
dφ̃ (0, fj)

= RP
(
τ
(
φ̃
)
, dφ̃ (ei, 0)

)
dφ̃ (ei, 0)

= RP (τ (φ) , dφ (ei)) dφ (ei)

+ nRP (dφ (grad ln f) , dφ (ei)) dφ (ei) .

Il s’ensuit que,

TrGfR
P
(
τ
(
φ̃
)
, dφ̃
)
dφ̃ = TrgR

P (τ (φ) , dφ) dφ+ nTrgR
P (dφ (grad ln f) , dφ) dφ. (4.4.5)

On remplace (4.4.4) et (4.4.5) dans (4.4.3), on trouve :

τ2

(
φ̃
)

= τ2 (φ)− n
(
Trg∇2dφ (grad ln f) + TrgR

p (dφ (grad ln f) , dφ) dφ
)

− n∇grad ln fτ (φ)− n2∇grad ln fdφ (grad ln f) .

Comme conséquence, si φ est harmonique, on a :

Corollaire 4.4.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (P p, k) une application harmonique. L’application

φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p, k) définie par φ̃ (x, y) = φ (x) est biharmonique si et seulement

si

Trg∇2dφ (grad ln f) + TrgR
P (dφ (grad ln f) , dφ) dφ+ n∇grad ln fdφ (grad ln f) = 0.

En prticulier si φ = IdM , la première projection P1 : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (Mm, g) définie

par P1 (x, y) = x est biharmonique si et seulement si (voir [4])

grad∆ ln f +
n

2
grad

(
|grad ln f |2

)
+ 2RicciM (grad ln f) = 0.

On donne à présent un exemple d’application biharmonique non harmonique.

Exemple 4.4.1. Soit ϕ̃ : Rm\{0}×fNn −→ Rm\{0} définie par ϕ̃ (x, y) = x
|x|2 en supposons

que ln f est radiale (ln f = α (r)). Donc par le théorème 4.4.1, on déduit que l’application

ϕ̃ : Rm \ {0}×f Nn −→ Rm \ {0} est biharmonique si est seulement si la fonction α satisfait
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l’équation différentielle suivante :

nα′′′ +
n (m− 5)

r
α′′ − 3n (3m− 7)

r2
α′ + n2α′α′′ − 2n2

r
(α′)

2 − 8 (m− 2) (m− 4)

r3
= 0.

Soit β = α′, cette équation deviendra :

nβ′′ +
n (m− 5)

r
β′ − 3n (3m− 7)

r2
β + n2ββ′ − 2n2

r
β2 − 8 (m− 2) (m− 4)

r3
= 0.

Pour une solution particulière de type β = a
r

(a ∈ R∗), alors ϕ̃ : Rm\{0}×fNn −→ Rm\{0}

est biharmonique si est seulement si

3n2a2 + 2n (5m− 14) a+ 8 (m− 2) (m− 4) = 0.

Cette équation admet deux solutions : a = 4−2m
n

et a = 4(4−m)
3n

.

1. Pour a = 4−2m
n

, on obtient f (r) = Cr
4−2m
n et dans ce cas ϕ̃ : Rm \ {0} ×f Nn −→

Rm \ {0} est biharmonique donc harmonique.

2. Pour a = 4(4−m)
3n

, on obtient f (r) = Cr
4(4−m)

3n et dans ce cas ϕ̃ : Rm \ {0} ×f Nn −→

Rm \ {0} est biharmonique non harmonique.

Maintenant, on considère l’application ψ : (Nn, g) −→ (P p, k) et on définit l’application

ψ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p, k) par ψ̃ (x, y) = ψ (y). Nous allons étudier la biharmonicité

ψ̃, on obtient le résultat suivant :

Théorème 4.4.2. Soit ψ : (Nn, h) → (P p, k) une application de classe C∞, on définit

ψ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k) par ψ̃ (x, y) = ψ (y) . Le champ tension et bitension de

l’application ψ̃ sont donnés par :

τ
(
ψ̃
)

=
1

f 2 ◦ π
τ (ψ) (4.4.6)

et

τ2

(
ψ̃
)

=
1

f 4 ◦ π
τ2 (ψ)− 2

f 2 ◦ π
((

∆ ln f + (n− 2) |grad ln f |2
)
◦ π
)
τ (ψ) . (4.4.7)
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Démonstration. Commençons par calculer le champ tension de ψ̃. Par définition, on a :

τ
(
ψ̃
)

= TrGf∇dψ̃

= ∇ψ̃
(ei,0)dψ̃ (ei, 0) +

1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

(0,fj)
dψ̃ (0, fj)

− dψ̃
(
∇̃(ei,0) (ei, 0)

)
− 1

f 2 ◦ π
dψ̃
(
∇̃(0,fj) (0, fj)

)
.

En utilisant l’équation (4.1.1), on obtient,

τ
(
ψ̃
)

=
1

f 2 ◦ π
∇ψ
fj
dψ (fj)−

1

f 2 ◦ π
dψ
(
∇fjfj

)
=

1

f 2 ◦ π
τ (ψ) ,

donc

τ
(
ψ̃
)

=
1

f 2 ◦ π
τ (ψ) .

Ainsi ψ̃ est harmonique si est seulement si ψ est harmonique. Calculons maintenant le champ

bitension de l’application ψ̃. On a :

τ2

(
ψ̃
)

= −TrGf
(
∇ψ̃
)2

τ
(
ψ̃
)
− TrGfRP

(
τ
(
ψ̃
)
, dψ̃

)
dψ̃. (4.4.8)

Pour le premier terme TrGf

(
∇ψ̃
)2

τ
(
ψ̃
)

, on trouve :

TrGf

(
∇ψ̃
)2

τ
(
ψ̃
)

= ∇ψ̃
(ei,0)∇

ψ̃
(ei,0)τ

(
ψ̃
)

+
1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

(0,fj)
∇ψ̃

(0,fj)
τ
(
ψ̃
)

−∇ψ̃

∇̃(ei,0)
(ei,0)

τ
(
ψ̃
)
− 1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

∇̃
(0,fj)

(0,fj)
τ
(
ψ̃
)
.

Or

∇ψ̃
(ei,0)∇

ψ̃
(ei,0)τ

(
ψ̃
)

=
2

f 2 ◦ π
((

2 |grad ln f |2 − ei (ei (ln f))
)
◦ π
)
τ (ψ)

et
1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

(0,fj)
∇ψ̃

(0,fj)
τ
(
ψ̃
)

=
1

f 4 ◦ π
∇ψ
fj
∇ψ
fj
τ (ψ) .

Finalement, par (4.1.1), on obtient :

∇ψ̃

∇̃(ei,0)
(ei,0)

τ
(
ψ̃
)

=
2

f 2 ◦ π
(∇eiei ((ln f)) ◦ π) τ (ψ)
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et

1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

∇̃
(0,fj)

(0,fj)
τ
(
ψ̃
)

=
1

f 4 ◦ π
∇ψ
∇fj fj

τ (ψ) +
2n

f 2 ◦ π
((
|grad ln f |2

)
◦ π
)
τ (ψ) .

Ce qui nous donne,

TrGf

(
∇ψ̃
)2

τ
(
ψ̃
)

=
1

f 4 ◦ π
Trh∇2τ (ψ)− 2

f 2 ◦ π
((

∆ ln f + (n− 2) |grad ln f |2
)
◦ π
)
τ (ψ)

(4.4.9)

Par conséquent, pour le premier terme TrGfR
P
(
τ
(
ψ̃
)
, dψ̃

)
dψ̃, on peut établir que

TrGfR
P
(
τ
(
ψ̃
)
, dψ̃

)
dψ̃ =

1

f 4 ◦ π
TrhR

P (τ (ψ) , dψ) dψ. (4.4.10)

En substituant (4.4.10) et (4.4.10) dans (4.4.8), on trouve :

τ2

(
ψ̃
)

=
1

f 4 ◦ π
τ2 (ψ)− 2

f 2 ◦ π
((

∆ ln f + (n− 2) |grad ln f |2
)
◦ π
)
τ (ψ) .

Une conséquence immédiate du Théorème 4.4.2 est donnée par le résultat suivant : :

Corollaire 4.4.2. Soit ψ : (Nn, h) −→ (P p, k) une application biharmonique non harmo-

nique. Alors l’application φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) −→ (P p, k) définie par ψ̃ (x, y) = ψ (y) est

biharmonique si te seulement si la fonction fn−2 est harmonique.

68



Chapitre 5
Géométrie des applications f -biharmoniques

Ce chapitre a pour but d’étudier particulièrement la f -biharmonicité des applications

conformes. Pour se faire, on donne en premier lieu certaines définitions élémentaires puis on

traite la notion du tenseur f-énérgie impulsion et les propriétés géométriques associées aux

applications f -biharmoniques et celles associées aux applications conformes afin de pouvoir

démontrer le théorème principal donnant la condition nécessaire et suffisante pour qu’une

application conforme entre les variétés riemanniennes équidimensionnelles soit biharmonique.

5.1 Application f-harmonique et f-biharmonique

5.1.1 Application f-harmonique

Définition 5.1.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et φ : M 7−→

N une application de classe C∞ et f : (Mm, g) −→ (0,+∞) une fonction de classe C∞

strictement positive. On appelle f-énergie de l’application φ sur un domaine compact de M ,

la fonctionnelle Ef définie par :

Ef (φ,D) =
1

2

∫
D

f (x) |dφ|2 νg (5.1.1)

Définition 5.1.2. Une application φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) de classe C∞ est dite f-

harmonique, si elle est point critique de la fonctionnelle f -énergie Ef (φ,D), c’est à dire :

d

dt
Ef (φt, D)t=0 = 0 (5.1.2)

où {φt} est une variation de {φ} à support dans D.
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Définition 5.1.3. Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞. Le champ

f -tension de φ est une section τf (φ) ∈ Γ (φ−1 (TN)), définie par :

τf (φ) = trg∇fdφ (5.1.3)

Remarque 5.1.1. l’équation donnée par (5.1.3) est appelée équation d’Euler-Lagrange as-

sociée à (5.1.1)

Proposition 5.1.1. Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞, le champ

f -tension est donnée par :

τf (φ) = fτ (φ) + dφ (gradf) (5.1.4)

Démonstration. Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M . Par la définition du champ

f -tension, on a :

τf (φ) = trg∇fdφ =
m∑
i=1

∇fdφ (ei, ei)

=
m∑
i=1

(
∇φ
ei
fdφ (ei)− fdφ

(
∇M
ei
ei
))

=
m∑
i=1

(
f∇φ

ei
fdφ (ei) + ei (f) dφ (ei)− fdφ

(
∇M
ei
ei
))

=
m∑
i=1

(
f
(
∇φ
ei
fdφ (ei)− dφ

(
∇M
ei
ei
))

+ ei (f) dφ ei()
)

Or,

m∑
i=1

(
∇φ
ei
fdφ (ei)− dφ

(
∇M
ei
ei
))

= τ (φ)

et

m∑
i=1

ei (f) dφ (ei) = dφ (gradf)
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on obtient au final :

τf (φ) = fτ (φ) + dφ (gradf)

Remarque 5.1.2. Toute application harmonique φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) est f -harmonique

si et seulement si gradf ∈ kerdφ.

Théorème 5.1.1. ( Première variation de la f-énergie )

Soitφ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞ et {φt} est une variation de classe

C∞ de {φ} à support dans D. Alors :

d

dt
Ef (φt, D)t=0 = −

∫
D

h (v, τf (φ)) νg (5.1.5)

où v = d
dt
φt |t=0

Démonstration. Soit {e1, ..., em} une base orthonormée sur M . Posons F : (−ε,+ε) ×

M, (t, x) 7−→ F (t, x) = φt (x) de classe C∞, on a donc :

d

dt
Ef (φt, D)

t=0
=

∫
D

m∑
i=1

fh
(
∇φ

∂
∂t

(dF (ei)) , dF (ei)
)
νg |t=0

=

∫
D

m∑
i=1

fh
(
∇φ
ei
v, dφ (ei

)
νg

(5.1.6)

avec (dF (ei))(0,x) = dφ (ei)(0,x) = d
dt
φt (x) |t=0 = v (x)

Soit maintenant la 1-forme θ à support compact définie par :

θ (X) = h (v, fdφ (X)) ,∀X ∈ Γ (TM)

Alors,

divMθ =
m∑
i=1

{
ei (θ (ei))− θ

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
h
(
∇φ
ei
v, fdφ (ei)

)
+ h

(
v,∇φ

ei
fdφ (ei)

)
− h

(
v, fdφ

(
∇M
ei
ei
))}

71
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Ainsi, d’après (5.1.6) et le théorème de Stokes, on aura :

d

dt
Ef (φt, D)

t=0
= −

∫
D

m∑
i=1

h
(
v,
{
∇φ
ei
fdφ (ei)− fdφ

(
∇M
ei
ei
)})

νg

= −
∫
D

h (v, τf (φ)) νg

Remarque 5.1.3. 1. Si on considère f = 1, on retrouve la définition du champ de tenseur

à φ, τf (φ) = τ1 (φ).

2. Le champ f-tension de φ ,τf (φ), peut être écrit localement comme suit :

τf (φ) = gij
{
f ∂2φγ

∂xi∂xj
+ f ∂φ

α∂φβ

∂xi∂xj
Γ
k

αβ ◦ φ− f
∂φγ

∂xk
Γkij + ∂f

∂xi
∂φγ

∂xj

}
∂
∂yγ
◦ φ

Exemple 5.1.1. Soit φ : (R, 〈, 〉R) −→ (R, 〈, 〉R) une fonction de classe C∞ si f (x) =

ex,∀x ∈ R, alors φ est f -harmonique si φ est solution de l’équation différentielle :

fφ
′′

+ f
′
φ
′
= 0 =⇒ φ

′′
+ φ

′
= 0 =⇒ φ (x) = a+ bex,∀a, b ∈ R

On constate qu’une application f -harmonique n’est pas nécessairement harmonique.

5.1.2 Tenseur f-énergie impulsion

Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si {g}t∈[−ε,+ε] une variation

de la métrique g avec g0 = g, alors on définit le tenseur 2-covariant δg sur la variété M par :

δg =
∂

∂t
g |t=0 ∈ Γ (T ∗M ⊗ T ∗M)

localement, on obtient :

gt = gij (t, x) dxi ⊗ dxj, g0 = g = gij (x) dxi ⊗ dxjetδg = ∂
∂t
gij (t, x) dxi ⊗ dxj

Définition 5.1.4. Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞. On appelle

tenseur énergie impulsion de φ, le tenseur symétrique 2-covariant défini par :

S (φ) = e (φ) g − φ∗h

c’est à dire,

∀X, Y ∈ Γ (TM) , S (φ) (X, Y ) = e (φ) g (X, Y )− h (dφ (X) , dφ (Y ))

72
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où e (φ) = 1
2
|dφ|2 étant la densité de φ et φ∗h la métrique pull back.

Proposition 5.1.2. ([1]) Soient φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞ et

{g}t∈[−ε,+ε] une variation de la métrique g de classe C∞. Alors,

d

dt
E (φt, D)

∣∣∣∣t=0 =
1

2

∫
D

〈S (φ) , δg〉 νg

où D étant le domaine compact de M et 〈, 〉 la métrique induite.

Théorème 5.1.2. Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors

divMS (φ) = −h (τ (φ) , dφ)

Démonstration. Soit {e1, .., em} une base orthonormée sur M définie au voisinage de

x ∈M , on a par définition :

S (φ) (ei, ej) =
1

2

m∑
k=1

h (dφ (ek) , dφ (ek)) δij − h (dφ (ei) , dφ (ej))

ainsi,

(
divMS (φ)

)
(ej) =

m∑
i=1

∇eiS (φ) (ei, ej)

=
1

2

m∑
i,k=1

ei (h (dφ (ek) , dφ (ek))) δij −
m∑
i=1

ei (h (dφ (ei) , dφ (ej)))

= h (τ (φ) , dφ (ej))−
m∑

i,j=1

h
(
dφ (ei) ,∇φ

ei
dφ (ej)−∇φ

ej
dφ (ei)

)
= −h (τ (φ) , dφ (ej))

Corollaire 5.1.1. Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si φ est

harmonique, alors divMS (φ) = 0.

Définition 5.1.5. Soient φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞ et f :

(Mm, g) −→ (0,+∞) une fonction de classe C∞ strictement positive. On définit le tenseur

f-énergie impulsion de φ par :
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Sf (φ) = fe (φ) g − fφ∗ (h) (5.1.7)

c’est à dire,

Sf (φ) (X, Y ) = fe (φ) g (X, Y )− fh (dφ (X) , dφ (Y ))

Proposition 5.1.3. Soient φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞ et f :

(Mm, g) −→ (0,+∞) une fonction de classe C∞ strictement positive, alors :

divMSf (φ) = −h (τf (φ) , dφ) + e (φ) df (5.1.8)

Démonstration. Soit {e1, .., em} une base orthonormée sur M telle que ∇M
ei
ej = 0 au

point x ∈M , ∀i, j = 1, ...,m, on a donc ∀X ∈ Γ (TM) :

(
divMSf (φ)

)
(X) = (∇eiSf (φ)) (ei, X)

=
m∑
i=1

{
ei (Sf (φ) (ei, X))− Sf (φ)

(
ei,∇M

ei
X
)}

(5.1.9)

D’une part, en utilisant (5.1.7) on obtient :

m∑
i=1

{ei (Sf (φ) (ei, X))} =
m∑
i=1

{ei (fe (φ) g (ei, X))− ei (fh (dφ (ei) , dφ (X)))}

=
m∑
i=1

{
ei (e (φ)) fg (ei, X) + ei (f) e (φ) g (ei, X) + fe (φ) g

(
ei,∇M

ei
X
)}

−
{
ei (f)h (dφ (ei) , dφ (X))− fh

(
∇φ
ei
dφ (ei) , dφ (X)

)

− fh
(
dφ (ei) ,∇φ

ei
dφ (X)

)
(5.1.10)
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Ainsi,

m∑
i=1

{ei (Sf (φ) (ei, X))} = fX (e (φ)) + e (φ)X (f) +
m∑
i=1

g
(
ei,∇M

ei
X
)

− h (dφ (gradf) , dφ (X))− fh (τ (φ) , dφ (X))

− fh
(
dφ (ei) ,∇Mdφ (ei, X)

)
− fh

(
dφ (ei) , dφ

(
∇M
ei
X
))

or,

dφ (gradf) + fτ (φ) = τf (φ)

et

h
(
dφ (ei) ,∇Mdφ (ei, X)

)
= X (e (φ))

on conclut que :

m∑
i=1

{ei (Sf (φ) (ei, X))} = −h (τf (φ) , dφ (X)) + e (φ) df (X)

+
m∑
i=1

{
fe (φ) g

(
ei,∇M

ei
X
)
− fh

(
dφ (ei) , dφ

(
∇M
ei
X
))} (5.1.11)

D’autre part, le terme Sf (φ)
(
ei,∇M

ei
X
)

de (5.1.8) se calcule en utilisant (5.1.7), on a donc :

m∑
i=1

Sf (φ)
(
ei,∇M

ei
X
)

=
m∑
i=1

{
fe (φ) g

(
ei,∇M

ei
X
)
− fh

(
dφ (ei) , dφ

(
∇M
ei
X
))}

(5.1.12)

Par conséquent, en remplaçant (5.1.10) et (5.1.11) dans (5.1.9), on aura :

divMSf (φ) = −h (τf (φ) , dφ) + e (φ) df

En particulier, on a :

Proposition 5.1.4. Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une submersion de classe C∞. Alors φ

est f-harmonique si et seulement si

divM (fφ∗h) = fdiv (e (φ))
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Démonstration. On a φ est f -harmonique si et seulement si h (τf (φ) , dφ) = 0.

Or, d’après (4.1.8), φ est f -harmonique si et seulement si

divMSf (φ) = e (φ) df

or,

divMSf (φ) = divM (fe (φ) g − fφ∗h)

= d (fe (φ))− divM (fφ∗h)

= fde (φ) + e (φ) df − divM (fφ∗h)

Théorème 5.1.3. ([9]) ( Seconde variation de la f-énergie )

Soientφ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application f-harmonique de classe C∞, D un domaine

compact de M et φt,s : M −→ N (t, s ∈ (−ε,+ε)) une variation de classe C∞ à deux pa-

ramètres à support compact dans D tels que,

v = ∂φt,s
∂t

∣∣
(t,s)=(0,0) et w=∂φt,s

∂s

∣∣
(t,s)=(0,0)

alors,

∂
∂t∂s

Ef (φt,s;D) =
∫
D
h
(
−ftrgRN (v, dφ) dφ− trg

(
∇φf∇φv − f∇φ

∇Mv
)
, w
)

5.2 Application f-biharmonique

Définition 5.2.1. Soient φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞ et D un

domaine compact de M . On définit la fonctionnelle f-bi-énergie de l’application φ par :

E2,f (φ,D) =
1

2

∫
D

f |τ (φ)|2 νg

Définition 5.2.2. Une application φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞

est dite f -biharmonique si elle est point critique de la fonctionnelle f -bi-énergie, pour tout

compact de M .
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Le résultat ci-après, donne l’équation de l’application f -biharmonique en dérivant l’équation

d’Euler-Lagrange ;

Théorème 5.2.1. ([28]) Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞. Alors

φ est f-biharmonique si et seulement si le champ f-bitension s’annule, c’est à dire :

τ2,f (φ) = −Trg
(
∇φ
)2
fτ (φ)− fTrgRN (τ (φ) , dφ) dφ = Jφ (fτ (φ)) = 0

où Jφ est l’opérateur de Jacobi le long de l’application φ défini par :

Jφ (X) = −Trg
((
∇φ
)2
X +RN (X, dφ) dφ

)
Proposition 5.2.1. ([28]) Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application de classe C∞. La

relation entre le champ f-bitension τ2,f (φ) et le champ bitension τ2 (φ) est donnée par :

τ2,f (φ) = fτ2 (φ)−∆ (f) τ (φ)− 2∇gradfτ (φ)

Remarque 5.2.1. 1. Un calcul simple nous donne que ∆f = f∆lnf + f |gradlnf |2 et

gradf = fgradlnf , on obtient alors :

τ2,f (φ) = f
{
τ2 (φ)−

(
∆lnf + f |gradlnf |2

)
τ (φ)− 2∇gradlnfτ (φ)

}
d’où, l’application φ est f -biharmonique si et seulement si

τ2 (φ)−
(
∆lnf + f |gradlnf |2

)
τ (φ)− 2∇gradlnfτ (φ) = 0

2. Il est clair que toute application harmonique est f -biharmonique. Si l’application φ est

biharmonique, alors φ est f -biharmonique si et seulement si

(
∆lnf + f |gradlnf |2

)
τ (φ) + 2∇gradlnfτ (φ) = 0

5.3 f-biharmonicité des applications conformes

Définition 5.3.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes. On dit que l’ap-

plication φ : M 7−→ N est conforme s’il existe une fonction λ : M −→ (0,∞) de classe

C∞,appelée dilatation de φ, telle que :
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h (dφ (X) , dφ (Y )) = λ2g (X, Y ) , ∀X, Y ∈ Γ (TM)

Proposition 5.3.1. ([1]) Soit φ : (Mm, g) 7−→ (Nn, h) une application conforme de dilata-

tion λ. Alors le champ de tension de φ est donné par :

τf (φ) = (2− n) dφ (gradlnλ)

Théorème 5.3.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h), n ≥ 3, une application conforme de dilata-

tion λ, alors le champ bitension de φ est donné par :

τ2 (φ) = (n− 2) dφ (H)

où,

H = grad∆lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|gradlnλ|2

)
+ 2RiccM (gradlnλ)

−
(
2 ((∆lnλ)) + (n− 2) |gradlnλ|2

)
gradlnλ

(5.3.1)

Avant de prouver ce théorème, on a besoin de deux lemmes. Dans le premier, on donne la

formule du terme Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) de l’application conforme φ : (Mm, g) −→ (Nn, h),

n ≥ 3 de dilatation λ pour toute fonction γ ∈ C∞ (M)

Lemme 5.3.1. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h), n ≥ 3, une application conforme de dilatation

λ, alors pour toute fonction γ ∈ C∞ (M), on a :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = dφ (grad∆γ) + 4dφ (∇gradlnλgradγ) + dφ

(
RiccM (gradγ)

)

+ (∆lnλ) dφ (gradγ)− 2 (∆γ) dφ (gardlnλ)

− (n− 2) dlnλ (gradγ) dφ(gardlnλ

(5.3.2)

Démonstration. Soit γ ∈ C∞ (M), par définition on a :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = ∇φ

ei
∇φ
ei
dφ (gradγ)−∇φ

∇eiei
dφ (gradγ) (5.3.3)
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On a alors (Ici la sommation des termes est calculée sur des indices répétés) :

∇φ
ei
dφ (gradγ) = φ (ei, gradγ) + dφ (∇eigradγ)

Or, on sait que (voir [1]),

φ (ei, gradγ) = ei (lnλ) dφ (gradγ) + dlnλ (gradγ) dφ (ei)− ei (γ) dφ (gradλ)

donc,

∇φ
ei
dφ (gradγ) = ei (lnλ) dφ (gradγ) + dlnλ (gradγ) dφ (ei)

− ei (γ) dφ (gradlnλ) + dφ (∇eigradγ)

(5.3.4)

Il s’ensuit que,

∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (gradγ) = ∇φ

ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)}+∇φ

ei
{dlnλ (gradφ (ei))}

− ∇φ
ei
{ei (γ) dφ (gradlnλ)}+∇φ

ei
dφ (∇eigradγ)

(5.3.5)

Pour étudier l’expression (5.3.5), commençons par le terme ∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)}, on a :

∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)} = ei (lnλ)∇φ

ei
dφ (gradγ) + ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ)

En utilisant l’équation (5.3.4), on déduit que

∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)} = ei (lnλ) ei (lnλ) dφ (gradγ) + ei (lnλ) dlnλ (gradγ) dφ (ei)

− ei (lnλ) ei (γ) dφ (gradlnλ) + ei (lnλ) dφ (∇eigradγ)

+ ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ)

79



CHAPITRE 5. GÉOMÉTRIE DES APPLICATIONS F -BIHARMONIQUES

on obtient donc,

∇φ
ei
{ei (lnλ) dφ (gradγ)} = |gradlnλ|2 dφ (gradγ) + dφ (∇gradlnλgradγ)

+ ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ)

(5.3.6)

Pour le terme ∇φ
ei
{dlnλ (gradγ) dφ (ei)}, un calcul similaire nous donne,

∇φ
ei
{dlnλ (gradγ) dφ (ei)} = dlnλ (gradγ)∇φ

ei
dφ (ei) + ei {g (gradlnλ, gradγ)} dφ (ei)

= dlnλ (gradγ)∇φ
ei
dφ (ei) + g (∇eigradlnλ, gradγ) dφ (ei)

+ g (gradlnλ,∇eigradγ) dφ (ei)

= dlnλ (gradγ)∇φ
ei
dφ (ei) + g (∇gradγgradlnλ, ei) dφ (ei)

+ g (∇gradlnλgradγ, ei) dφ (ei)

ainsi,

∇φ
ei
{dlnλ (gradγ) dφ (ei)} = dlnλ (gradγ)∇φ

ei
dφ (ei) + dφ (∇gradγgradlnλ)

+ dφ (∇gradlnλgradγ)

(5.3.7)

D’une manière analogue, on a :

∇φ
ei
{ei (γ) dφ (gradlnλ)} = ei (γ)∇φ

ei
dφ (gradlnλ) + ei (ei (γ)) dφ (gradlnλ)

= ei (γ) ei (lnλ) dφ (gradlnλ) + ei (γ) dlnλ (gradlnλ) dφ (ei)

− ei (γ) ei (lnλ) dφ (gradlnλ) + ei (γ) dφ (∇eigradlnλ)

+ ei (ei (γ)) dφ (gradlnλ)
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ce qui nous donne,

∇φ
ei
{ei (γ) dφ (gradlnλ)} = |gradlnλ|2 dφ (gradγ) + dφ (∇gradγgradlnλ)

+ ei (ei (γ)) dφ (gradlnλ)

(5.3.8)

Pour le dernier terme, on a :

∇φ
ei
dφ (∇eigradγ) = ei (lnλ) dφ (∇eigradγ) + dlnλ (∇eigradγ) dφ (ei)

− g (ei,∇eigradγ) dφ (gradlnλ) + dφ (∇ei∇eigradγ)

= 2dφ (∇gradlnλgradγ)− (∆γ) dφ (gradlnλ)

+ dφ (∇ei∇eigradγ)

donc,

∇φ
ei
dφ (∇eigradγ) = dφ (∇ei∇eigradγ) + 2dφ (∇gradlnλgradγ)

− (∆γ) dφ (gradlnλ)

(5.3.9)

On remplace (5.3.6), (5.3.7), (5.3.8) et (5.3.9) dans (5.3.5), on trouve :

∇φ
ei
∇φ
ei
dφ (gradγ) = 4dφ (∇gradlnλgradγ) + ei (ei (lnλ)) dφ (gradγ)

+ dlnλ (gradγ)∇φ
ei
dφ (ei)− ei (ei (λ)) dφ (gradlnλ)

+ dφ (∇ei∇eigradγ)− (∆γ) dφ (gradlnλ)

(5.3.10)

D’autre part, on a :

∇φ
∇eiei

dφ (gradγ) = ∇dφ (∇eiei, gradγ) + dφ
(
∇∇eieigradγ

)
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De plus, en utilisant l’équation (5.3.4), on obtient :

∇φ
∇eiei

dφ (gradγ) = ∇eiei (lnλ) dφ (gradγ) + dlnλ (gradγ) dφ (∇eiei)

−∇eiei (γ) dφ (gradlnλ) + dφ
(
∇∇eieigradγ

) (5.3.11)

Par conséquent, en substituant (5.3.10) et (5.3.11) dans (5.3.3), on trouve :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = ∇φ

ei
∇φ
ei
dφ (gradγ)−∇φ

∇eiei
dφ (gradγ)

= dφ
(
Trg∇2gradγ

)
+ 4dφ (∇gradlnλgradγ)

+ (∆lnλ) dφ (gradγ) + dlnλ (gradγ) τ (φ)

− 2 (∆γ) dφ (gradlnλ)

Ainsi, en utilisant le fait que (voir [24])

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = grad∆γ +RiccM (gradλ)

et

τ (φ) = (n− 2) dφ (gradlnλ)

on obtient au final,

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = dφ (grad∆γ) + 4dφ (∇gradlnλgradγ) + dφ

(
RiccM (gradγ)

)

+ (∆lnλ) dφ (gradγ)− 2 (∆γ) dφ (gardlnλ)

− (n− 2) dlnλ (gradγ) dφ(gardlnλ

Maintenant, dans le deuxième lemme donné ci-après, nous allons calculer

TrgR
N (dφ (gradγ)) dφ
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associé à l’application conforme φ : (Mm, g) −→ (Nn, h), n ≥ 3 de dilatation λ pour toute

fonction γ ∈ C∞ (M) ;

Lemme 5.3.2. Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h), n ≥ 3, une application conforme de dilatation

λ, alors pour toute fonction γ ∈ C∞ (M), on a :

TrgR
N (dφ (gradγ)) dφ = dφ

(
RiccM (gradγ)

)
− (n− 2) dφ (∇gradγgradlnλ)

−
(
∆lnλ+ (n− 2) |gradlnλ|2

)
dφ (gradγ)

+ (n− 2) dlnλ (gradγ) dφ (gradlnλ)

(5.3.12)

Démonstration. Soit γ ∈ C∞ (M), par définition on a :

TrgR
N (dφ (gradγ) , dφ) dφ = RN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) dφ (ei) (5.3.13)

or, on sait que (voir [1])

RiccN (dφ (X) , dφ (Y )) = RiccM (X, Y ) + (n− 2)X (lnλ)Y (lnλ)

− (n− 2) |gradlnλ|2 g (X, Y )

− (n− 2)∇dlnλ (X, Y )− (∆lnλ) g (X, Y )

Donc,

RN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) = RiccM (gradγ, ei) + (n− 2) gradγ (lnλ) ei (lnλ)

− (n− 2) |gradlnλ|2 g (gradγ, ei)

− (n− 2) lnλ (gradλ, ei)− (∆lnλ) g (gradγ, ei)
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il s’ensuit que,

RN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) = RiccM (gradγ, ei) + (n− 2) dlnλ (gradγ) ei (lnλ)

− (n− 2) |gradlnλ|2 ei (γ)− (n− 2)∇dlnλ ((gradγ, ei)

− (∆lnλ) ei (γ)

(5.3.14)

En remplaçons (5.3.13) dans (5.3.12), on en déduit que :

TrgR
N (dφ (gradγ) , dφ) dφ = RN (dφ (gradγ) , dφ (ei)) dφ (ei)

= dφ
(
RiccM (gradγ)

)
+ (n− 2) dln (gradγ) dφ (gradlnλ)

− (n− 2) |gradlnλ|2 dφ (gradγ)− (n− 2)∇dlnλ (gradγ, ei) dφ (ei)

− (∆lnλ) dφ (gradγ)

D’autre part on a :

∇dlnλ (gradγ, ei) dφ (ei) = {ei (g (gradlnλ, gradγ))− dlnλ (∇eigradγ)} dφ (ei)

= g (∇eigradlnλ, gradγ) dφ (ei)

= g (∇gradγgradlnλ, ei) dφ (ei)

= dφ (∇gradγgradlnλ)
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On obtient au final,

TrgR
N (dφ (gradγ)) dφ = dφ

(
RiccM (gradγ)

)
− (n− 2) dφ (∇gradγgradlnλ)

−
(
∆lnλ+ (n− 2) |gradlnλ|2

)
dφ (gradγ)

+ (n− 2) dlnλ (gradγ) dφ (gradlnλ)

On donne à présent la preuve du théorème 5.3.1.

Démonstration. Par définition, le champ bitension est donné par :

τ2 (φ) = Trg
(
∇φ
)2
τ (φ)− TrgRN (τ (φ) , dφ) dφ

Or, le champ tension associé à l’application conforme φ est donné par :

τ (φ) = (n− 2) dφ (gradlnλ)

on obtient alors,

τ2 (φ) = (n− 2)
(
Trg

(
∇φ
)2
dφ (gradlnλ) + TrgR

N (dφ (gradlnλ) , dφ) dφ
)

(5.3.15)

Or, par le lemme 5.3.1, on a :

Trg
(
∇φ
)2
dφ (gradγ) = dφ (grad∆γ) + 4dφ (∇gradlnλgradγ) + dφ

(
RiccM (gradγ)

)

+ (∆lnλ) dφ (gradγ)− 2 (∆γ) dφ (gardlnλ)

− (n− 2) dlnλ (gradγ) dφ (gardlnλ)

(5.3.16)

et en utilisant le lemme 5.3.2 et le fait que ∇gradlnλgradlnλ = 1
2
grad

(
|gradlnλ|2

)
, on trouve :

TrgR
N (dφ (gradlnλ) , dφ) dφ = dφ

(
RiccM (gradlnλ)

)
− (∆lnλ) dφ (gradlnλ)

− (n− 2)

2
dφ
(
grad

(
|gradlnλ|2

)) (5.3.17)
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Par conséquent, si on remplace (5.3.16) et (5.3.17) dans (5.3.15), on obtient :

τ2 (φ) = (n− 2) dφ (grad∆lnλ)− (n− 2) (n− 6)

2
dφ
(
grad

(
|gradlnλ|2

))

− (n− 2)
(
2 (∆lnλ) + (n− 2) |gradlnλ|2

)
dφ (gradlnλ)

+ 2 (n− 2) dφ
(
RiccM (gradlnλ)

)
Ainsi, le bitension de φ est donné par,

τ2 (φ) = (n− 2) dφ (H)

où,

H = grad∆lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|gradlnλ|2

)
+ 2RiccM (gradlnλ)

−
(
2 (∆lnλ) + (n− 2) |gradlnλ|2

)
gradlnλ

Nous allons démontrer à présent un résultat caractérisant la f -biharmocicité des appli-

cations conformes.

Théorème 5.3.2. Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) une application conforme de dilata-

tion λ, alors φ est f -biharmonique si et seulement si

grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2∇grad ln fgrad lnλ

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2 −∆ ln f − |grad ln f |2

)
grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|2 grad ln f + 2RicciM (grad lnλ) = 0.

(5.3.18)

Démonstration. On a vu que le champ f -bitension de φ est donné par :

τ2,f (φ) = f
{
τ2 (φ)−

(
∆ ln f + |grad ln f |2

)
τ (φ)− 2∇grad ln fτ (φ)

}
. (5.3.19)

Puisque φ est une application conforme, alors

τ(φ) = (2− n)dφ(grad lnλ)
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CHAPITRE 5. GÉOMÉTRIE DES APPLICATIONS F -BIHARMONIQUES

et

τ2(φ) = (n− 2) dφ (H)

où,

H = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ)

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2

)
grad lnλ,

ce qui nous donne

τ2,f (φ) = (n− 2) f
{
dφ (H) +

(
∆ ln f + |grad ln f |2

)
dφ (grad lnλ) + 2∇grad ln fdφ (grad lnλ)

}
.

Pour le terme ∇grad ln fdφ (grad lnλ), on a (voir [1])

∇grad ln fdφ (grad lnλ) = ∇dφ (grad lnλ, grad ln f) + dφ (∇grad ln fgrad lnλ)

= |grad lnλ|2 dφ (grad ln f) + dφ (∇grad ln fgrad lnλ) .

Donc

τ2,f (φ) = (n− 2) fdφ
(
H +

(
∆ ln f + |grad ln f |2

)
grad lnλ+ 2 |grad lnλ|2 grad ln f + 2∇gradgrad lnλ

)
.

Finalement , on conclut que le champ f -bitension de φ est donné par :

τ2,f (φ) = (n− 2) fdφ (H (λ, f))

où,

H (λ, f) = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2∇grad ln fgrad lnλ

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2 −∆ ln f − |grad ln f |2

)
grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|2 grad ln f + 2RicciM (grad lnλ) .

En considérant le fait que n ≥ 3, on déduit que l’application conforme φ est f -biharmonique
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si et seulement si

H (λ, f) = grad∆ lnλ− (n− 6)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2∇grad ln fgrad lnλ

−
(
2 (∆ lnλ) + (n− 2) |grad lnλ|2 −∆ ln f − |grad ln f |2

)
grad lnλ

+ 2 |grad lnλ|2 grad ln f + 2RicciM (grad lnλ) = 0.

Exemple 5.3.1. Let φ : Rn\{0} −→ Rn\{0} (n ≥ 3) est l’inversion définie par φ (x) = x
|x|2 .

φ est une application conforme de dilatation λ = 1
r2

(r = |x|). On suppose que ln f est radiale

(ln f = α (r)). Donc par le théorème 5.3.2, on déduit que l’application φ : Rn \ {0} −→

Rn \ {0} est f -biharmonique si la fonction α satisfait l’équation différentielle suivante :

1

r
α′′ +

(n− 7)

r2
α′ +

1

r
(α′)

2 − 4 (n− 4)

r3
= 0.

Soit β = α′, l’équation deviendra

1

r
β′ +

(n− 7)

r2
β +

1

r
β2 − 4 (n− 4)

r3
= 0.

Une solution particulière est de type β = a
r

(a ∈ R∗), alors φ : Rn \ {0} −→ Rn \ {0} est

f -biharmonique si et seulement si

a2 + (n− 8) a− 4 (n− 4) = 0.

Cette équation admet deux solutions : a = 4 et a = 4− n.

1. Pour a = 4, on obtient f (r) = Cr4 et dans ce cas l’inversion φ : Rn\{0} −→ Rn\{0}

est f -biharmonique.

2. Pour a = 4− n, on obtient f (r) = Cr4−n est l’inversion φ : Rn \ {0} −→ Rn \ {0}est

f -biharmonique.

Si on suppose que f = λ, on obtient le corollaire ci-après qui est une conséquence

immédiate du théorème 5.3.2 ;

Corollaire 5.3.1. Soit φ : (Mn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) est une application conforme de

dilatation λ, alors φ est λ-biharmonique si et seulement si

grad∆ lnλ−
(
∆ lnλ+ (n− 5) |grad lnλ|2

)
grad lnλ

− (n− 8)

2
grad

(
|grad lnλ|2

)
+ 2RicciM (grad lnλ) = 0.
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En particulier, on prouve que la λ-biharmonicité de l’application conforme φ : (Rn, g)→

(Nn, h) (n ≥ 3) où la dilatation λ est radiale (lnλ = α (r) , r = |x| et α ∈ C∞ (R,R)), nous

ramène à une équation équation différentielle ordinaire du second ordre. Plus précisément,

on a :

Remarque 5.3.1. Soit φ : (Rn, g) → (Nn, h) (n ≥ 3) est une application conforme de

dilatation λ et supposons que lnλ est radiale (lnλ = α (r) , r = |x| and α ∈ C∞ (R,R)). Un

calcul direct nous donne

grad lnλ = α′
∂

∂r
,

|grad lnλ|2 = (α′)
2
,

grad
(
|grad lnλ|2

)
= 2α′α′′

∂

∂r
,

∆ lnλ = α′′ +
n− 1

r
α′

et

grad (∆ lnλ) =

(
α′′′ +

n− 1

r
α′′ − n− 1

r2
α′
)
∂

∂r
.

Ainsi φ est λ-biharmonique si et seulement si la fonction α satisfait l’équation différentielle

suivante :

α′′′ − (n− 7)α′α′′ +
n− 1

r
α′′ − n− 1

r2
α′ − n− 1

r
(α′)

2 − (n− 5) (α′)
3

= 0.

Si on dénote par β = α′, la λ-biharmonicité de φ est équivalente à l’équation différentielle

β′′ − (n− 7) ββ′ +
n− 1

r
β′ − n− 1

r2
β − n− 1

r
β2 − (n− 5) β3 = 0.

Une solution particulière est de type β = a
r

(a ∈ R∗), on déduit alors φ : (Rn, g) → (Nn, h)

(n ≥ 3) est λ-biharmonique si et seulement si a est une solution de l’équation algébrique

suivante :

(n− 5) a2 + 6a+ 2n− 4 = 0.

cette équation admet des solutions réelles si et seulement si n ∈ {3, 4, 5, 6}.

1. Si n = 3, on trouve a = 3+
√

17
2

ou a = 3−
√

17
2

, donc λ = Cr

(
3+
√
13

2

)
ou λ = Cr

(
3−
√

13
2

)
(C ∈ R∗+). Alors chaque application conforme φ : (R3, g) → (N3, h) de dilatation

λ = Cr

(
3+
√
13

2

)
ou λ = Cr

(
3−
√
13

2

)
est λ-biharmonique.
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2. Si n = 4, on trouve a = 3+
√

13 ou a = 3−
√

13, donc λ = Cr(3+
√

13) ou λ = Cr(3−
√

13)

(C ∈ R∗+). Alors chaque application conforme φ : (R4, g) → (N4, h) de dilatation

λ = Cr(3+
√

13) ou λ = Cr(3−
√

13) est λ-biharmonique.

3. Si n = 5, on trouve a = −1, donc λ = C
r

(C ∈ R∗+). Alors chaque application conforme

φ : (R5, g)→ (N5, h) de dilatation λ = C
r

est λ-biharmonique.

4. Si n = 6, on trouve a = −2 ou a = −4, donc λ = C
r2

ou λ = C
r4

(C ∈ R∗+). Alors dans ce

cas chaque application conforme φ : (R6, g)→ (N6, h) de dilatation λ = C
r2

ou λ = C
r

est λ-biharmonique. Par exemple , l’inversion φ : (Rn\ {0} , gRn) −→ (Rn\ {0} , g Rn)

définie par φ (x) = x
|x|2 est une application conforme de dilatation λ = 1

r2
et elle est

λ-biharmonique si et seulement si n = 6.
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