
1 

 

 

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE  SCIENTIFIQUE 

UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE D’ORAN «MOHAMED BOUDIAF» 

FACULTE DES SCIENCES 

DEPARTEMENT D’INFORMATIQUE 

THESE 
 

PRESENTEE PAR 
Ahmed CHIKHAOUI 

 
POUR L’OBTENTION DU GRADE DE 

 
DOCTORAT EN SCIENCES 

 
SPECIALITE : INFORMATIQUE 

 

 

 

 

 

 

MEMBRES DU JURY 

 

 

 

 

Président : Mr. AEK  BENYETTOU 

 

        Professeur, U.S.T.O     (Oran) 

 
Rapporteur : Mr. Bachir  DJEBBAR         Professeur, U.S.T.O (Oran) 

Examinateurs : Mr. Bouziane  BELDJILLAL         Professeur, ESSENIA  (Oran) 

 
 Mr. AEK  MOKHTARI         Professeur, Université de Laghouat 

 Mme Yamina  LASKRI        Maître de Conférences, Université de Annaba 

 Mr. Kaddour  SAADOUNI         Maître de Conférences, U.S.T.O (Oran) 

Algorithmes d’Optimisation 

des Problèmes de Formes Quadratiques 



2 

 

 

 

Remerciements 

 

Je tiens en premier lieu à exprimer ma sincère gratitude à Bachir Djebbar pour 

avoir accepté de me diriger, je le remercie aussi pour ses conseils, ses 

encouragements, et son enthousiasme, qui m’ont guidé et motivé tout au long de 

mon travail. 

Je remercie sincèrement les membres du jury Bouziane Beldjillali, Yamina 

Laskri, Abdelkader Mokhtari et Kadour Sadouni pour avoir accepté de rapporter 

mon travail. 

Que Mr Abdelkader Benyattou trouve ici l’expression de mon profond respect 

pour avoir accepté de présider mon jury de soutenance de thèse. 

Je remercie également Youcef Bellabaci pour son apport tout au long des 

démonstrations et de la rédaction de la thèse. 

Ma plus grande reconnaissance va aux personnes qui ont toujours été 

disponibles, pour leurs précieux conseils et l’encouragement constant qu’elles 

ont  toujours su envelopper dans un style souple et mobilisateur. 

Je remercie tout le personnel administratif du département d’informatique pour 

leur soutien logistique. 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

 

 

Table des matières 

 

Introduction 4 

  

1. Ensembles convexes 8 

  
1.1 Notions fondamentales 8 

  

1.1.1 Formulation 8 

1.1.2 Caractéristiques des ensembles convexes 10 

1.1.3 Cônes convexes 16 

 

1.2 Ensembles convexes polyédriques 

 

19 

 

1.2.1 Combinaison linéaire convexe 

 

19 

1.2.2 Enveloppes Coniques 25 

 

1.3 Structure des ensembles admissibles 

 

29 

 

1.3.1 Etude systématique 

 

29 

1.3.2 Systèmes homogènes 34 

 

1.4 Equivalence de deux définitions d’un ensemble polyédrique 

Convexe 

 

 

42 

 

 

2. Fonctions convexes 47 

  

2.1 Définitions 47 

 

2.2 L’hyperplan tangent à l’hypersurface 

 

50 

 

2.3 Minimum et maximum d’une fonction convexe 

 

51 

 

3. Méthodes de programmation non linéaires 55 

 

3.1    Optimisation d’une fonction convexe   55 

3.2    Cas où la fonction à optimiser est de la forme  


n

ji

ii

n

i

ii xxxf
,

2

1

)(   
 

62 

3.3 Méthode de Franck-Wolfe 64 

 

3.4      Application de la méthode du simplexe pour la résolution de 

certains problèmes quadratiques 

 

67 

 



4 

 

 

4. Résolution d’un problème quadratique non convexe et sous 

contraintes linéaires. 
 

 

76 

4.1 Introduction 76 

 

4.2 Décomposition de la fonction objectif 77 

 

4.3 Optimisation de la fonction concave   78 

 

4.4 Nouvelle forme de la fonction   83 

 

4.5 Méthode pour calculer la forme quadratique. 84 

  

Conclusion 92 

 

Annexe 96 

 
Implémentation 

 

 

110 

 
Bibliographie 

 

 

116 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 

 

 

INTRODUCTION 

 

 

L’optimisation est la science de la recherche de la meilleure décision parmi plusieurs solutions 

possibles dans un environnement complexe d’un domaine de la vie. 

 

L’approche systématique de la prise de décision est composée de trois étapes. 

 

L’objet de la première étape consiste à développer un modèle mathématique représentant le 

problème considéré. 

 

On commence par identifier  les variables de décision ; puis à recueillir les données pertinentes ; la 

formulation de la fonction objectif à optimiser ;  et arranger les variables et les données dans un 

ensemble de relations mathématiques, telles des équations ou des inéquations, appelées 

contraintes. 

 

Dans la seconde étape on analyse le modèle mathématique et on sélectionne une technique 

appropriée pour la recherche de la solution optimale. 

L’analyse du programme non linéaire fournit de précieux renseignements sur la structure du 

problème et répond aux questions relatives à l’existence et la caractérisation de l’ensemble des 

solutions réalisables et des solutions optimales. 

La troisième étape consiste en la recherche de la solution optimale. 

Le processus se  termine par l’interprétation de la solution optimale dans le sens de la prise de 

décision, et finalement l’évaluation des aspects pratiques de la convergence, l’efficacité, et l’analyse 

d’erreur de la technique utilisée. 

Un nombre important des problèmes de l’industrie, de l’économie et des finances, des différents 

types de réseaux … peuvent avoir une formulation de programmes quadratiques. 

Dans les réseaux de télécommunication une fonction objectif couramment utilisée pour calculer des 

chemins optimaux au travers d'un réseau informatique est le nombre de routeurs traversés. La 

fonction objectif considérée associe à chaque chemin dans le réseau le nombre de routeurs que ce 

chemin traverse. Le but est de trouver un chemin qui minimise cette fonction. 

 

Le transport aérien, joue un rôle majeur dans le développement économique globalisé que connaît 

actuellement le monde. Au cours des prochaines décennies, le trafic aérien mondial, s’il accompagne 

la tendance actuelle pourrait doubler.  La programmation quadratique pourrait contribuer à 

l’amélioration des techniques de gestion du trafic des avions sur les plates-formes aéroportuaires 

aussi bien sur le moyen-long terme, que sur le court terme. 

 

Développons deux exemples numériques simples pour illustrer notre propos. 
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Une entreprise produisant du savon tente de minimiser les coûts perdus dus aux retards de livraison 

car lors d'un retard de livraison l'entreprise est pénalisée de deux manières: les coûts dus aux 

manques à gagner, et les coûts dus aux pénalités de retards imposés par les clients concernés par ces 

retards. 

On note: C les coûts totaux perdus lors de retards de livraison. 

1x ,  la variable désignant les manques à gagner. 

2x ,  la variable désignant les pénalités de retard. 

 

Suite à une modélisation économétrique, le problème obtenu est formulé comme suit: 

 

 





















0

12

2

223

21

21

21

21
2
1221

x,x

xx

xx

xxxxx,xfmin

. 

 

Un investisseur souhaite retenir p  projets parmi n .Chaque projet a le même coût et a un 

rendement représenté par une variable aléatoire. L'espérance de rendement n) , . . . 1, = (i ei , la 

variance )n,...,,i(i 21  , et la covariance associée à chaque paire de projets, 

),...,2,1;1,...,2,1( njniij 
 sont connues ; elles sont estimées, par exemple, à partir d'un 

historique des rendements observés. 

 

Le problème consiste à choisir p projets de façon à obtenir une espérance de rendement global 

supérieure ou égale à une valeur fixée   tout en minimisant le risque, c'est-à-dire la variance de ce 

rendement. Le programme mathématique convexe en variables bivalentes associé est : 

 

 

(PI) : 







  
  

n

i

n

j

n

i

ii

n

i

ijiij pxepxxx
p

xr
1 1 11

2
,:

1
)(min 

; 

 

 

La fonction objectif de (PI) est quadratique et les contraintes sont linéaires. 

 

Schématiquement, l'investisseur souhaite constituer un portefeuille de projets et arbitrer entre 

les gains et les risques. Dans ce problème d'investissement,  il doit s'assurer le risque minimal à 

rendement donné. 

 

La matrice Hessienne de la fonction économique de (PI) n'est autre que la matrice de 

variance-covariance : il est donc semi-défini positif. Ainsi, r(x) est une fonction convexe. 

 

Les méthodes d’optimisation des fonctions quadratiques utilisées jusqu’ici sont soit exactes ou 

approximatives. [21]  a transformé le problème quadratique initial en un problème linéaire 
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équivalent pour lui appliquer la méthode du simplexe. [1] donne seulement des solutions 

approximatives en construisant des séries convergentes qui approchent la solution réelle. 

[13] transforme le problème initial en un problème linéaire en ajoutant un nombre important de 

contraintes. [15] considèrent un algorithme du Lagrangien étendu. [20] a aussi commencé par rendre 

le problème linéaire en ajoutant beaucoup de contraintes afin de le résoudre par la méthode des 

tableaux du simplexe. *22+ a implémenté plusieurs méthodes d’optimisation, il recherche l’optimum 

global en comparant différentes méthodes. 

 

Le but de cette thèse, la contribution à la résolution des problèmes quadratiques non convexes et 

sous contraintes linéaires est de proposer une nouvelle méthode exacte, originale et efficace de 

résolution des programmes quadratiques sous contraintes linéaires. Ces problèmes sont 

généralement non convexes. 

 

La méthode présentée dans cette thèse détermine la solution optimale exacte du problème, sans 

avoir à ajouter de variables supplémentaires. Le principe de cette technique est de projeter le point 

critique sur un nouveau convexe construit à partir de l’ensemble des solutions réalisables. 

 

Un second ingrédient est l’étude de la fonction convexe. Les solutions optimales sont des points 

extrêmes qui sont toujours des sommets. Il suffit seulement de se déplacer d’un sommet à un autre 

et de choisir le sommet qui produit la solution optimale. 

 

En se déplaçant d’un sommet à l’un de ses voisins, la forme de la fonction convexe change et de 

nouveaux termes contenant le double produit apparaissent dans l’expression de la fonction objectif  

voir [4]; nous donnons alors une technique simple à programmer, permettant de calculer ces 

coefficients. 

 

Il est à mentionner ici que la méthode est générale pour n’importe quel problème d’optimisation 

quadratique. 

 

Dans le chapitre 1, nous présentons le cadre général de l’optimisation quadratique et les fondements 

théoriques des ensembles réalisables. Il s’agit surtout de formuler et de démontrer des résultats 

importants relatifs aux ensembles convexes qui nous permettront  par la suite d’étudier les 

problèmes de programmation quadratique. 

 

Dans le chapitre 2  je résume les principaux résultats sur les fonctions convexes nécessaires aux 

démonstrations des résultats trouvés. 

 

Le chapitre 3  fournit les fondements de la programmation non linéaire ; on applique notre méthode 

au cas d’une fonction convexe. Des méthodes exactes et approximatives de linéarisation sont 

développées. 

 

Dans le chapitre 4, je développe le résultat original de ma contribution à la résolution des problèmes 

quadratiques non convexes et sous contraintes linéaires et qui consiste à trouver la solution exacte 

d’un problème de programmation quadratique avec des contraintes linéaires et une fonction objectif 

quadratique écrite sous sa forme canonique. 
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Cette étude décrit une nouvelle méthode basée sur la décomposition de la fonction objectif en une 

somme de deux fonctions l’une convexe et l’autre concave ; un nouvel ensemble réalisable est 

construit par une transformation homographique, de telle sorte que la projection du point critique 

de la fonction objectif sur cet ensemble, donne la solution exacte du problème étudié. 

 

Notons qu’on n’a pas besoin de transformer le problème quadratique en un équivalent linéaire 

comme dans les méthodes numériques; la méthode est purement analytique et évite le problème 

épineux du choix de la solution initiale. 

 

Enfin l’algorithme et des exemples sont traités en annexe. 

 

 

 

 

Chapitre I 

Ensembles Convexes 
 

 

 

1.1 Notions fondamentales : 

1.1.1 Formulation. 

 

On va formuler et démontrer des résultats importants relatifs à un ensemble convexe quelconque 

qui nous permettront par la suite d’étudier les problèmes de programmation quadratique. 

 

Définition 1.1.      Un ensemble X est convexe  si, chaque fois qu’il contient deux points x1, x2 

quelconques, il contient également tous les points de la forme : 

).(,x)(xx 11101 21   
 

La droite passant par les points x1, x2 a pour équation paramétrique 

).(,)xx(x)(x 21212   
21 xx  étant  son vecteur directeur. Lorsque 0 , on a   

20 x)(x  , et 1 , on a   
11 x)(x  . 

Quand   varie entre 0 et 1, le point )(x  parcourt tout le segment compris entre 21 xetx . 

 

Définition 1.2.        Un ensemble X est convexe si, chaque fois qu’il contient deux points 21, xx  

quelconques, il contient également le segment dont ils sont les extrémités. 

 

Donnons quelques exemples d’ensembles convexes dans le plan. 

 

Rectangle
   )1.1(0,0, 2121 FigbxaxxxX 

. 
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Montrons que X  est convexe.  Soient  21, xx ,  '

2

'

1, xx  deux points du rectangle X , un nombre 

arbitraire tel que 10  . 

 

Vérifions que le point de coordonnées   ))1(,)1(( '

22

'

11 xxxx   appartient à X . 

 

En d’autres termes, il faut tester les inégalités 

.)1(0,)1(0 '

22

'

11 bxxaxx    
 

Comme axax  '

11 0,0 , on les multiplie par les nombres non négatifs  1et

respectivement et on fait la somme, il vient 

.)1()1(0 '

11 aaaxx    
On procède de même en ce qui concerne l’autre inégalité. 

 

 

Disque 
   )2.1(, 22

2

2

121 FigRxxxxX 
 

 

Démontrons la convexité de X . Soit     10,,, '

2

'

121  XxxXxx . 

Regardons si ))1(,)1(( '

22

'

11 xxxx   est un élément de X . 

 

On effectue les transformations simples suivantes : 

 

))()(()1())(1(2)())1(())1(( 2'

2

2'

1

2'

22

'

11

2

2

2

1

22'

22

2'

11 xxxxxxxxxxxx  

 

et on utilise l’inégalité fondamentale du produit scalaire 

 

2'

2

2'

1

2

2

2

1

'

22

'

11 )()( xxxxxxxx 
. 

 

On substitue 
2R à 

2'

2

2'

1

2

2

2

1 )()( xxetxx  de toutes les expressions ci-dessus (ce qui renforce 

l’inégalité), il vient 

 

    2222222'

22

2'

11 )1()1()1(2))1(())1(( RRRxxxx    
i.e., le disque est un ensemble convexe. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.1 Fig. 1.2 
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Théorème 1.1.   L’intersection d’ensembles convexes est convexe. 

 

Démonstration. 

Soit 21 XXX  avec  21, XX  des ensembles convexes, et soient 
'xetx  deux points quelconques 

de X . Comme 1XX  , on a 1

', Xxx  .L’ensemble 1X  étant convexe, il en résulte que le segment 

 ', xx  tout entier est dans 1X . 

De même   2

', Xxx  .  Ainsi   XXXxx  21

', . 

 

 

 

 

Définition 1.3.     On appelle somme de deux ensembles
nn RXRX  21 , l’ensemble 

 221121 ,, XxXxxxxxX 
,  obtenu par addition deux à deux des éléments de

21 XetX . 

 

 

Théorème 1.2.   La somme formée d’ensembles convexes est convexe. 

 

Démonstration. 

Soient .,, 21 XXXoùXxx   

Il existe dans 21 XetX  des éléments tels que 

2

22

1

112121 Xx,x,Xx,x,xxx,xxx  . 

 

Etant donné un nombre arbitraire 10,  , on a 

2

22

1

11 11 Xx)(x,Xx)(x  . 

 

De la définition de X , il résulte que la somme de ces éléments est dans X : 

Xx)(x)xx)(()xx(x)(xx)(x  1111
21212211

. (voir 

[23]). 

 

Un ensemble convexe dans l’espace 
nR  est par exemple 

 matriceuneAbxbAxRx n ,0,0,:  . 
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1.1.2  Caractéristiques des ensembles convexes. 

 

Théorème 1.3.     Soit H  un espace de Hilbert, HA   un ensemble non vide convexe et fermé, 

Hx 0 \ A . Alors il existe un et un seul élément 
Ay 0  tel que  

yxyx
Ay




000 inf
 

 

Preuve. 

i) Existence : 

Posons 
0inf 0 


xyd

Ay .  Soit 
 ny

,  une suite de H telle que n

1
dyx n0 

. 

 

Montrons que 
 ny

est une suite de Cauchy 

   

    2

00

2

00

2

xyxy

yxxyyy

mn

mnmn





 
D’après la loi du parallélogramme, on a 

            

   
2

0

2

0

2

0

2

00

2

0

2

0

2

00

2
422

2*
















x
yy

xyxy

xyxyxyxyxyxy

mn
mn

mnmnmn

 
 

Mais 
A

yy mn 


2   car A  est convexe, donc 

2

2

0
2

dx
yy mn 












 d’où 




















22

2

22
2 2424

4
1

2
1

2
n

d
nm

d
m

d
n

d
m

dyy mn

 si 
 0, nmn 

 

Donc 
 ny

 est de Cauchy, comme H est complet, alors 
Ayyyn  00  car A  est fermé. 

 

ii) Montrons que 
dyxyx

Ay



000 inf

 


n

dyyyxyyyxyxd nnnn

1
000000

   car 
Ayyyn  00 . 

0,,
1

000   nn
n

dyx
    d’où  

dyx  00 . 

 

iii) Unicité de 0y
. Supposons qu’il existe 

Az 0 ;   00 zxd 
 

       

044
2

44

222

22

2

0
002

2

000

2

00

2

00

2

0000

2

00








ddx
yz

d

xyzxyxzxyxzyz

 
 

00

2

00 0 yzyz 
        c.q.f.d. 
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Remarque : si H est un espace de BANACH, l’unicité n’est pas vraie. 

 

 

 

 

Théorème 1.4.     Soit f  une fonction convexe définie sur un convexe F  de 
nR . 

RFf : ;   x  son minimum local: 

 
 

)(inf
,

zfxf
rxBz


.  Alors x  est un minimum global. C'est-à-dire 

 

  )(inf zfxf
Fz


. 

 

En effet, supposons qu’il existe Fy :    xfyf    pour  rxBy ,  

 xyz   1 où 

1
2





xy

r


    car  rxBy ,  

Fz et  F convexe. 

                xfxfyfxfyfxfzf  1 . 

Mais   rxBz ,   ( 
r

r
xz 

2 )  contradiction. (Voir [6]) 

 

Les ensembles convexes sont essentiellement caractérisés par la propriété de séparation. 

Soit, dans le plan, un convexe fermé X et un point Xd  (fig. 1.3). 

Il existe une droite  cbxax  21  telle que X  et   21,ddd   soient de part et d’autre de la 

droite,  i.e. tout point   Xxx 21,  vérifie  cbxax  21 ,  mais  .21 cbdad   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S’agissant d’un ensemble convexe dans l’espace n-dimensionnel, on énonce et démontre cette 

propriété moyennant une notion analogue à la notion d’une droite dans le plan. 

 

 

Fig. 1.3 
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Définition 1.4.   Un ensemble de points  nx,...,x,xx 21  de coordonnées telles que 

 cx,pp,cxp...xpxp n

n  02

2

1

1 , s’appelle  hyperplan  de 
nR . 

 

 

Le vecteur  n21 p,...,p,pp   est la normale à cet hyperplan (avec 0p ). 

 

Théorème 1.5.    (De séparation). 

Soit X un ensemble convexe fermé,   .a,...,a,aa,Xa n21  Il existe un hyperplan de normale 

0p  tel que cap  , et on ait cxp  ,  pour tout  Xx . 

 

Démonstration. 

Soit la fonction      2nn

2

22

2

11 ax...axax)x(   de la variable indépendante 

 n21 x...,x,xx   sur l’ensemble X . Elle est évidemment continue.  Aux termes d’un théorème de 

Weierstrass, une fonction continue sur un ensemble fermé borné atteint sur cet ensemble sa borne 

inférieure. Pour qu’on puisse utiliser ce résultat, on considère un point x quelconque de X et une 

boule U de centre a  et dont le carré du rayon vaut )(x (fig.1.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’intersection XUX 
~

est un ensemble fermé et borné. La fonction )(x atteint donc son 

minimum en un point Xb
~

 . Il est clair que b réalise le minimum de )(x sur X tout entier  (voir le 

théorème 1.4). 

 

Ainsi, )()( bx   quel que soit Xx . On fixe un point quelconque Xx et on examine le 

segment 10,)1()(   bxx . 

 

L’ensemble X étant convexe, on a   Xx   pour tout ,10,   donc   ).()( bx    

Fig. 1.4 
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Par conséquent, 

 
0

)()(






 bx

 pour tout .10,   La fonction  )(  x  est dérivable 

par rapport à   en tant que superposition de deux fonctions dérivables )(x et  x . Aussi la 

limite 

 
   00

)()(
lim '

0





x

bx









 existe. 

On calcule directement la dérivée 
  0' x à l’aide de la règle de dérivation d’une fonction 

composée : 

          .2
1

'

'

1

2' 












n

i

iii

n

i

ii xaxaxx 

 

Puisque    
    ,0))1(( ''

iiiiiii bxetbxbxx  
 

on a 

      ,2
1

' 



n

i

iiii bxaxx 

 

     .20
1

' 



n

i

iiii bxabx
 

 

 

D’après les résultats démontrés ci-dessus, cette dérivée est non négative, i.e. 

   .0
1




n

i

iiii bxab

 
 

On introduit les notations  n21iii p,...,p,pp;n,...,2,1i,bap   

 



n

i

iii babc
1  et on récrit l’inégalité obtenue : 

 .,
1





n

i

ii cxpcxp

 

On note  que le vecteur  n21 p,...p,pp   et le nombre c  sont indépendants du vecteur choisi x  de

X .  Aussi, il faut vérifier que  capetp  ,0  pour constater que toutes les affirmations du 

théorème sont justes pour cetp . 

En effet, 0 petbap  car dans le cas contraire ba  , ce qui est impossible puisque Xb ,

Xa . 

 

 

Enfin, 

      0,
1

2

11

 


n

i

ii

n

i

iii

n

i

iii babababacap

 

donc cap  , ,  ce qui démontre le théorème. 
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Il y a lieu de dire que l’hyperplan cxp  ,  construit lors de la démonstration du théorème 

présente la propriété de rencontrer l’ensemble X  au point b  :  on vérifie aisément l’égalité 

cbp  , . 

 

On introduit donc  la définition suivante. 

 

Définition. 1.5.    On dit que l’hyperplan cxp  ,  est un hyperplan d’appui à l’ensemble X  en un 

point Xb si l’on a pour tout élément Xx  les relations cxp  , et cbp  , . 

 

Ainsi, le théorème de séparation dit que l’ensemble convexe fermé X est séparé de tout point 

Xa par un hyperplan d’appui. 

 

Si le convexe X  n’est pas fermé et si Xa et Xa , X étant la fermeture de X , le théorème de 

séparation est en défaut. Il suffit cependant de corriger un peu l’énoncé, à savoir on exige cap  ,  

au lieu de cap  , . Cela découle du résultat auxiliaire suivant : 

 

La fermeture d’un ensemble convexe est convexe. 

 

En effet, soient 
XxxxXxxxetXxx kk

k

kk

k



,lim,,lim,,

. 

Vu la convexité de X , on a   ,1 Xxx kk    

et  
    xxxx kk

k
 


11lim

  qui appartient à X du moment que X est un fermé. 

 

Soit Xa , on démontre aisément qu’il existe alors une suite
ka , Xa,...,2,1k k  ,

.lim aa k

k


  

On applique le théorème de séparation à X et à 
ka et on obtient l’hyperplan  kkk bpxp ,, . 

 

Prenons l’hyperplan parallèle passant par  
ka  :    kkk apxp ,, . 

 

On estime sans restreindre la généralité que 
,...,2,1k,1pk 

 et que par la suite des vecteurs 
kp converge vers un 0p  . On a pour tout k et tout Xx  l’inégalité  kkk apxp ,,  car 

 kkkk apbp ,, . 

 

On passe à la limite pour  k , il vient  apxp ,,  pour tout Xx ,  en particulier, pour 

Xx . 

 

On a donc le théorème de séparation pour les ensembles convexes non fermés. 
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Théorème 1.6.   Soit X un ensemble convexe (non nécessairement fermé). On suppose que a  

n’est pas un point intérieur de X . Il existe un hyperplan 0,,  pcxp , tel 

que cxpetcap  ,, pour tout Xx . Voir [2]) 

 

On demande souvent que l’ hyperplan sépare deux ensembles convexes.  Le théorème ci-dessous en 

affirme la possibilité. 

 

On dit que l’ensemble 
 0,  xRxxR nn

 des vecteurs  n21 x,...,x,xx   de coordonnées 

non négatives : n,...,2,1i,0x i  , est l’orthant positif de l’espace 
nR . 

 

Théorème 1.7.   Soit X un ensemble convexe qui ne contient pas de points intérieurs de 

l’orthant  positif 
nR (i.e. aucun point de X n’a toutes ses coordonnées 

positives). Il existe un hyperplan 0,  xp  de normale 0p , 0p , tel que 

0,  xp pour tout Xx . 

 

 

Démonstration. 

 

Soit l’ensemble 
nRXM  . Il est clair que 0  n’est pas un point intérieur à M . 

 

En effet, il existe dans le cas contraire un voisinage (une boule) de l’origine des coordonnées, qui 

appartient à M . Ce voisinage contient un point u  dont toutes les coordonnées sont positives : 

0u . 

 

Comme Mu , on a 
nRvXxoùvxu  ,,  ,auquel cas 0 vux  contradiction avec 

l’hypothèse du théorème. 

 

D’après le théorème  1.4, on peut affirmer qu’il existe un hyperplan 0,0,  pxp  passant par 

l’origine tel que tout point Mu vérifie l’inégalité 0,  up . 

 

On en conclut moyennant la définition de M que tout Xx   et 
nRv  , satisfont à  vpxp ,,

. 

 

On pose 0v  , il vient 0,  xp quel que soit Xx . 

 

On fixe un point Xx  et on a  x,pv,p  pour tout
nRv  . D’où évidemment 0p . 
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En effet, si 
0ip

et si l’on choisit pour v un point de la forme  0,...,0,,0,...0,0  , avec 0 à la 

place i , on obtient
 xppi ,

 . Or, on peut rendre ip
 négatif aussi petit que l’on veut, inférieur 

en tous cas à  xp, fixé. 

 

 

 

 

 

1.1.3 Cônes convexes : 

 

Définition 1.6.  Un ensemble 
nRK  s’appelle cône convexe si, toutes les fois qu’il contient des 

points 
''' , xx quelconques, il contient tous les points de la forme 0,0,'''   xxx . 

 

Il en résulte de suite que, premièrement, le cône convexe K  est un ensemble convexe   et, 

deuxièmement, si K contient le vecteur x ,  il contient également la demi-droite 0, x . 

 

Evidemment, tout cône convexe K  renferme l’origine des coordonnées. 

 

Théorème 1.8.   Tout hyperplan d’appui à un cône convexe K  passe par l’origine des 

cordonnées. 

 

Démonstration. 

 

Supposons que l’hyperplan cxp  ,  est d’appui à K en un point Kb : quel que soit 

cbpcxpKx  ,,,, . Prenons un point 0, b . 

 

On a Kb  par définition d’un cône, donc cbp  , . 

Comme cbpbp   ,, , l’inégalité cc   a lieu pour tout 0 . 

D’où   01  c . On a 0c  et  0c pour 20   et  respectivement. 

Ainsi 0c , l’équation de l’hyperplan  d’appui s’écrit 0,  xp  et le point 0 est dans cet hyperplan, 

c.q.f.d. 

 

La notion de cône convexe joue un rôle absolument exceptionnel dans les problèmes de 

programmation mathématique. Cette classe particulière d’ensembles convexes présente plusieurs 

caractères spécifiques. 

 

Voyons trois exemples représentés par les fig. 1.5 à 1.7. Dans le premier cas, K  est un cône convexe 

sans point commun avec l’intérieur de 
2

R  . 
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Le théorème 1.7 entraîne que K  et 
2

R  peuvent être séparés par un hyperplan dont la normale a 

plusieurs coordonnées non négatives. 

 

En outre, on peut choisir l’hyperplan séparant de façon que sa normale soit un vecteur positif. 

 

Plaçons-nous dans le cas 1.6. L’ensemble convexe X est un disque de rayon unité et de centre

 0,1 . Le seul hyperplan qui sépare X  et 
2

R  possède la normale  01, , si bien que l’hyperplan 

séparant de normale positive n’existe pas. 

 

Le cône convexe de la fig. 1.7 est le demi-plan de gauche qui contient le point 0  sans contenir les 

autres points de l’axe 20x . De même que K  de la fig. 1.5, ce cône ne renferme aucun point de 

l’orthant non négatif 
2

R à part le point 0 . 

Mais il est impossible de le séparer de 
2

R  par l’hyperplan de normale positive. Le fait est qu’il n’est 

pas fermé. 

 

L’étude des propriétés des cônes convexes utilise la définition suivante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Définition 1.7.    Soit K  un cône convexe. L’ensemble 

 K xtoutpourx,p,RppK n*  0
 s’appelle cône convexe dual de K. (voir [7]). 

 

On illustre cette notion par les Fig. 1.8 et 1.9, où les droites en pointillé représentent les générations 

des cônes 
*K duals des cônes K  (secteurs ombrés). 

 

Fig. 1.5. 

Fig. 1.6. Fig. 1.7. 
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En d’autres termes, le cône 
*K est formé de vecteurs p , chaque p  faisant un angle  non aigu avec 

tout vecteur de K  . Aussi les générateurs des 
*K des figures sont les demi-droites perpendiculaires 

aux générateurs de K  . 

 

Théorème 1.9.    
*K est un cône fermé. 

 

Démonstration. 

On suppose que les vecteurs de la suite ,...p...,p,p k21

 appartiennent à 
*K et que la suite converge 

vers 
pp k

k



lim

. 

 

Montrons  que 
*Kp , i.e. 0,  xp  pour tout vecteur Kx . 

On a 0,  xpk

 parce que 
*Kpk  . On passe à la limite pour k  et on  utilise la propriété de 

continuité du produit scalaire (de la fonction linéaire dans notre cas), il vient 0,  xp . Voir [21]. 

On peut associer à 
*K un cône dual  **K noté 

**K . Ci-dessous un résultat géométriquement 

évident qui est d’une importance capitale. 

 

 

Théorème 1.10.      (Théorie de la dualité pour les cônes convexes). 

1) KK **   ; 

2) Si K est un cône convexe fermé, alors .** KK   

 

Démonstration. 

 

1) De la définition de 
*K , il résulte que 0,  px  pour tout 

*KpetKx  . 

Donc, 
**Kx  , i.e. 

**KK  . 

 

2) L’inclusion
**KK  étant démontrée,  il reste à vérifier 

**KK  pour K  fermé. 

On admet que Ka  .  Si 
**Ka , le théorème se trouve démontré. 

 

On applique au cône fermé K  et au point Ka  le théorème de séparation et le résultat 1.8 (tout 

hyperplan d’appui à un cône passe par l’origine des coordonnées). 

 

Soit p  le vecteur de la normale à l’hyperplan qui sépare K  et  a , auquel cas 0,  px  pour tout 

point 0,  apetKx  . 

 

D’où 
*Kp , donc 

**Ka  parce que le produit scalaire des vecteurs a  et 
*Kp  est plus grand 

que 0. 
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Théorème 1.11.    Si un cône convexe fermé K ne contient pas de vecteur non négatif 0  (i.e.  

0 

nRK ), alors 
*K contient un vecteur positif 0p . 

 

Démonstration. 

 

Supposons par l’absurde que le cône 
*K ne contient pas de vecteurs positifs. On recourt alors au 

théorème 1.7 (il existe un vecteur non négatif 0,,0,0  xpetpp  pour tout 
*Kx ). 

 

Cela signifie à la lumière de la définition d’un cône dual que 
**Kp . 

K  étant fermé,
**KK  par le théorème précédent, d’où Kp , ce qui contredit l’hypothèse du 

théorème. 

 

On est en mesure de préciser l’énoncé du théorème de séparation 1.7. 

 

Théorème 1.12.    Soit K  un cône convexe fermé qui rencontre 
nR  le long du seul 

vecteur nul. Il existe un vecteur positif 0p  tel que 0,  xp pour tout Kx  . 

voir [21]. 

 

 

1.2 Ensembles convexes polyédriques : 

 

1.2.1   Combinaison linéaire convexe 

Dans ce paragraphe, on se propose d’analyser une classe spéciale d’ensembles convexes qui 

correspond géométriquement aux polyèdres. 

 

Définition 1.8.  Soient 
kx,...,x,x 21

 des points quelconques de 
nR . On appelle combinaison linéaire 

convexe de ces points la somme 
k

k x...xx  2

2

1

1 , avec k,...,2,1i,i  , des nombres non 

négatifs arbitraires dont la somme est 1 : 

1,k,...,2,1i,0
k

1i

ii  



. 

 

Fig. 1.8 Fig. 1.19 
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Conformément à la définition 1.1, un ensemble X est dit convexe s’il contient la combinaison 

linéaire convexe de ses deux points quelconques. 

 

Théorème 1.13.  Soient X un ensemble convexe et 
kx,...,x,x 21

 n’importe quels points de X . 

L’ensemble X contient toute combinaison linéaire convexe de ces points. Voir [22] 

 

 

On démontre par récurrence sur le nombre k de points. 

Si 2k , l’affirmation du théorème coïncide avec la définition d’un ensemble convexe. 

 

Supposons démontré que toute combinaison linéaire convexe de 1k  points de X  appartient à

X . 

Soient k  points 
kk x,x,...,x,x 121 

 et la combinaison linéaire convexe 




k

i

i

i xx
1 . Si 

1k , alors 

0i  pour  11  ki   et  Xxx k   . Admettons que 
1k , auquel cas 







1

1

01
k

i

ih 

. On groupe les termes dans l’expression de x  : 

k

k

k

i

i

k

i
k xx)(x 




 





1

1 1
1

. 

Les nombres 

1k,...,2,1i,
1 k

i 




, sont non négatifs et leur somme vaut 1 : 

  11
1

1

1

1

1

1

1

1

1



















k

k

k

i

i

k

k

i k

i 







 

L’expression 



 




1

1 1

k

i

i

k

i' xx

 est donc une combinaison linéaire convexe des points 
121 kx,...,x,x  de X  .  Par hypothèse de récurrence, Xx '

, auquel cas le point 

  k

k

'

k xxx  1
 est combinaison linéaire convexe de deux points de X , donc Xx . 

 

Définition 1.9.  Soit M  un ensemble ponctuel (fini ou infini) de
nR . On appelle enveloppe convexe 

de M , et on note  MC , l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires convexes des points de

M . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.10. 
Fig. 1.11. 
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Considérons à titre d’exemples deux ensembles 21 MetM des Fig. 1.10 et 1.11. 

1M  a pour éléments trois points différents  CBA ,,  du plan, et 2M  est une circonférence. 

 

On voit de suite que l’enveloppe convexe de 1M est le triangle ABC (muni de ses points intérieurs). 

En effet, soit D  un point quelconque du triangle. 

On mène par D  et C  une droite. Soit E  le point où la droite rencontre le segment  BA, . 

 

Le point E  est dans ce cas une combinaison linéaire convexe de A et B  : ,)1( BAE    avec 

10  . Le point D  est sur le segment  CE, , et on écrit donc   10,1   CED . 

 

D’où   CBACBAD )1()1()1()1(   . 

Le second membre est combinaison linéaire convexe de A , B , et C  parce que  

1)1()1(   . 

 

Tout point du triangle ABC appartient donc à l’enveloppe convexe de l’ensemble 1M . 

 

L’enveloppe convexe de l’ensemble 2M est le disque limité par 2M . 

 

En effet, tout point D  du disque s’écrit sous forme de combinaison linéaire convexe des points A et

B de la circonférence qui sont les extrémités du diamètre mené par D . 

 

La propriété des enveloppes convexes 1M et 2M de contenir ces points seulement découle du 

théorème suivant. 

 

Théorème 1.14.  L’enveloppe convexe  MC  de l’ensemble M  coïncide avec le plus     petit 

ensemble convexe contenant M . 

 

La  démonstration est évidente car, d’une part,  MC  est un ensemble convexe, et, d’autre part, X  

étant un convexe contenant M contient toutes les combinaisons linéaires convexes des points de M , 

i.e.  MCX  . 
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Deux exemples ci-dessus montrent que tout point des ensembles  1MC et  2MC  peut être 

exprimé par les points extrêmes (ce sont  CBA ,, du premier exemple et les points de la 

circonférence dans le second). 

 

Définition 1.10.   Un point x d’un ensemble convexe X  est dit extrême s’il n’admet pas la 

représentation, 

21

2

1

2

1
xxx 

             où Xx,Xx,xx  2121

. 

 

On note que tout ensemble convexe ne possède pas de points extrêmes. 

 

Ainsi, le demi-plan supérieur fermé est un convexe, a des points frontières (que sont tous les points 

de la droite définissant le demi-plan), mais il ne possède pas de points extrêmes. 

 

On rappelle qu’un ensemble fermé et borné est compact. Les ensembles compacts convexes ont une 

structure assez simple.( voir [10]) 

 

Théorème 1.15.  Tout ensemble compact convexe de
nR est l’enveloppe convexe de ses points 

extrêmes. [1]. 

 

Cela signifie que tout point Xx , X étant un compact convexe, s’écrit sous forme de combinaison 

convexe d’un nombre fini de points extrêmes de X . 

 

On sait qu’un compact convexe possède des points extrêmes. 

 

De même, tout point x d’un compact convexe X est combinaison linéaire convexe de certains points 

frontières de X . 

 

En effet, soit s  un vecteur quelconque dans
nR . 

 

Prenons la droite     ,sxxl , qui passe par x pour (pour 0 ). X  étant un 

convexe borné, la droite  xl coupe sa frontière en deux points
21 x,x  (peut être confondus). Dans 

ce cas, le point Xx appartient au segment  21 x,x et constitue donc une combinaison linéaire 

convexe des points frontières 
21 x,x de X . 

 

Le théorème 1.15 serait démontré si l’on montre que tout point frontière 
0x est combinaison linéaire 

convexe d’un nombre fini de points extrêmes de X . 

 

On rappelle la définition d’une variété linéaire. 

 

On appelle variété linéaire 
nRQ   un ensemble de la forme LxQ  0

 , avec L  un sous-espace. 
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L’Algèbre linéaire montre que si 
'' LxQ  ,  

'L  étant un sous-espace, alors 
'LL  , 

i.e. il correspond à la variété linéaire Q  un seul sous-espace L  dont Q  est le translaté. 

 

La dimension d’une variété linéaire LxQ  0

 est la dimension du sous-espace L . 

 

La variété linéaire Q  de la fig. 1.12 est obtenue par translation du sous-espace L : un point 

quelconque x  de  Q  s’écrit lxx  0
, où Ll  . 

 

Il est claire que le choix de 
0x  n’est pas univoque. Dans l’exemple considéré, la dimension de Q est  

1. 

Comme
nR est une variété linéaire (de dimension n), 00 x , 

nRL  , tout ensemble convexe
nRX   appartient  à une variété linéaire de dimension n. 

 

On appelle dimension d’un ensemble convexe 
nRX   la plus petite dimension des variétés 

linéaires contenant X . 

 

Ainsi, la dimension du segment  BA,  (fig. 1.10) est 1, celle de l’ensemble convexe réduit à A  vaut 0, 

et le triangle ABC a pour dimension 2. 

 

Si la dimension d’un ensemble convexe X est k , on dit que 
kRX   ; on prend, à cet effet, une 

variété linéaire Q , QX  , k -dimensionnelle et, dans LxQ  0

, un système de coordonnées 

klx,...,lx,lx  0

2

0

1

0

,  avec  k21 l,...,l,l  une base de L . 

 

 

La variété Q  devient un espace vectoriel de dimension k . Ainsi, on choisit comme origine dans Q  de 

la fig. 1.12 le point 
0x  et comme base le vecteur l  , auquel cas Q  devient 

1R . 

 

 

Voici un autre fait évident relatif à la notion 

de dimension des ensembles convexes. 

 

Soit un ensemble convexe X  de dimension k  et 
kRX  . 

La dimension de l’intersection de X et de tout hyperplan 

 dxpxP  ,
, 

où 0,  pRp k

, est au plus égale à 1k . 

 

Fig. 1.12. 
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En effet, soit
 0,

~
 xpxL

, auquel cas la dimension de L
~

 est 1k . 

Comme L
~

xXP  0

 , l’intersection XP  est, par définition, au plus 

1k -dimensionnelle ( XPx 0
). 

 

Démonstration du théorème 1.15. 

On opère par récurrence sur la dimension k  de X . 

 

Si 0k , alors X constitue un point, si bien que l’affirmation du théorème est triviale. 

 

Supposons qu’elle soit vraie pour une dimension inférieure à k , et soit X un ensemble 

k -dimensionnelle. On note a  un point frontière quelconque de X  (il existe parce que X  est un 

compact). 

 

Aux termes du théorème 1.6, on trouve un hyperplan  apxp ,,  tel que  apxp ,,  pour 

tout Xx . 

 

L’intersection aX
de X et de l’hyperplan est un ensemble convexe compact non vide (l’hyperplan 

étant convexe et contenant le point Xa ). 

 

L’ensemble aX
a une dimension plus petite que k et représente par hypothèse de récurrence 

l’enveloppe convexe de ses points extrêmes. 

 

Cela étant, tout point extrême c de aX
 est un point extrême de X . 

 

On procède par l’absurde et on suppose que .Xx,x,,x)(xc  2121 101  

 

On a   ax,p)(ax,pac,p 21 10 , du moment que c est un point de 

l’hyperplan. 

 

Comme  00 21  ax,p,ax,p , 

on a les égalités 00 21  ax,p,ax,p           i.e., aXx 1

,  aXx 2

. 

 

Or, c  est un point extrême de aX
, donc cx 1

, cx 2

. 

 

Ainsi, tout point frontière a de X est combinaison linéaire convexe des points extrêmes de X , 

c.q.f.d. 

 

Définition 1.11. Un ensemble X s’appelle polyèdre convexe s’il est l’enveloppe convexe 

de points en nombre fini. Voir [21]. 
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Autrement dit, un ensemble X est un polyèdre convexe s’il contient un nombre fini de points 

kx,...,x,x 21

  tels que tout élément x  de X s’écrive:  

110,
11

 


k

i

ii

k

i

i

i xx 
 

 

et que tous les points de cette forme soient dans X . 

 

Théorème 1.16.  Un polyèdre convexe est compact. 

 

Démonstration. 

Soit X un polyèdre convexe enveloppe convexe de ses points
kx,...,x,x 21

 :   kx,...,x,xCX 21 . 

 

On démontre la compacité de X  sous la condition suffisante qu’on extrait d’une sous suite arbitraire 

  ,...,m,Xmx 21  ,  une suite partielle convergente vers un Xx  . 

On a   ,...2,1,  mXmx si bien que 

        110
11

 


k

i

i

k

i

i

i

i m,m,xmmx

. 

 

Chaque suite   ,...2,1m,mi   est bornée ;  on en choisit donc une sous-suite convergente. 

 

Les suites 
  mi  étant en nombre fini  ( k,...,2,1i  ), on peut former une suite partielle de 

numéros ,...m,m 21   telle que toutes les suites 
  ,...,2,1j,m ji 

convergent. 

 

Soit  
  0lim 


iji

j
m 

. 

Evidemment, 




k

i

i

1

1
, auquel cas 

 



k

i

i

ji ,...,j,xm
1

21

, possède une limite et 

  





k

i

i

i

k

i

i

ji
j

Xxxmlimx
11 ,  ce qui démontre le théorème. 

 

 

Les deux derniers théorèmes entrainent qu’un polyèdre convexe est l’enveloppe convexe de 

l’ensemble de ses points extrêmes. 

 

Si  kx,...,x,xCM 21 est l’enveloppe convexe de l’ensemble ponctuel  kx,...,x,xS 21  

on voit clairement que seuls peuvent être des points extrêmes de M les (ou des) points de S . 

 

Les résultats obtenus sont suffisamment intuitifs pour qu’on ait une idée nette de la structure des 

polyèdres convexes, i.e. des ensembles convexes bornés fermés avec les points extrêmes en nombre 

fini. 
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1.2.2. Enveloppes Coniques. 

 

Définition 1.12.    Soit
nRM   un ensemble quelconque. On appelle enveloppe conique, et on note

 MCo ,  l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires non négatives 




k

i

i

i x
1 de points de M  . 

 

 

 

On montre que  MCo  est le plus petit cône convexe contenant M . Le domaine ombré de la fig. 

1.13 est  MCo , avec M formé de trois vecteurs 
321 ,, ggg . 

 

L’ensemble M de la fig. 1.14 est une circonférence. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Définition 1.13  un cône convexe K est dit polyédrique s’il est l’enveloppe conique d’un 

nombre fini de ses points. 

 

 

On comprend intuitivement qu’un cône polyédrique est fermé, mais la démonstration de cette 

propriété doit être précisée de celle du lemme suivant. 

Fig. 1.13. Fig. 1.14. 
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Lemme 1.1.   On suppose qu’un vecteur 0x  est combinaison linéaire non négative des vecteurs 

kx,...,x,x 21

 : 

k,...,,i,,xx i

k

i

i

i 210
1


 . 

 

Le vecteur x  s’écrit comme combinaison linéaire non négative d’un certain nombre de vecteurs 

linéairement indépendants de l’ensemble kx,...,x,x 21

. 

 

 

Démonstration. 

 

On raisonne par récurrence sur k . 

L’affirmation est triviale pour 1k . 

 

Supposons qu’elle soit vraie pour les nombres plus petits que k . 

 

Si au moins l’un des i du lemme vaut 0, on applique l’hypothèse de récurrence. 

On admet donc que k,...,2,1i,0i  . 

On suppose que 
kx,...,x,x 21

 sont linéairement indépendants.  i.e. 




k

i

i

i x
1

0

, où i  sont non 

tous nuls. 

 

On admet que certains i  sont positifs (dans le cas contraire, on les multiplie tous par -1). 

 

Soit 
 ii

ki
 /max

1 


. Il est clair que 0 . 

Soit 11 /   pour fixer les idées, auquel cas 
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i
k

i

ii

k

i

i

i

k

i

i

i

k

i

i

i xxxxxx 





















1111

111

. 

 

Les coefficients  


 i

i 
 sont non négatifs car 

k,...,2,1i,
i

i 





, et 
01

1 





. 

 

Par conséquent,  le vecteur x est combinaison linéaire non négative de 1k vecteurs  
kxxx ,...,, 32

. 

On l’exprime, par hypothèse de récurrence, par un sous-système libre de ces vecteurs. 

 

 

Théorème 1.17.       Un cône polyédrique convexe est fermé. 

 

Démonstration. 

 

Soit   kx,...,x,xCoK 21 . 

Plaçons-nous dans le cas où le système de vecteurs kix i ,...,2,1,  , est linéairement indépendant. 

 

Soit L  un sous-espace vectoriel k -dimensionnelle de
nR  engendré par ces vecteurs. Alors

 kx,...,x,x 21

est une base de L . 

 

On munit L d’un produit scalaire de façon que la base donnée soit orthonormée, ce qui permet 

d’identifier L  et 
kR , d’une part, K  et 

kR , de l’autre. 

 

Il est évident que
kR est un ensemble fermé, ce qui entraîne la propriété de K  d’être fermé pour la 

norme associée au produit scalaire choisi. 

 

On utilise l’équivalence de  normes. Soit le cas où l’ensemble de vecteurs  kx,...,x,x 21

 est 

linéairement indépendant. 
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On considère un sous-système libre quelconque  siii
x,...,x,x 21

 de cet ensemble et le cône 

 siii
x,...,x,xCoK 21 , avec 

 si,...,i,i 21
. 

 

Comme nous l’avons vu, K
est fermé.  On démontre que 




KK 
, la réunion étant prise par 

rapport à tous les jeux   correspondant aux sous-systèmes libres de vecteurs
kx,...,x,x 21

. 

 

En effet, on a évidemment



KK 

 et l’inclusion inverse découle du lemme 1.1. 

La propriété, pour la réunion d’ensembles fermés en nombre fini, d’être fermée démontre le 

théorème. 

 

Conséquences. 

Tout cône polyédrique convexe K vérifie l’égalité
**KK  . [21] 

 

L’affirmation résulte du caractère fermé du cône (on vient de le démontrer) et du théorème de 

dualité pour les cônes convexes. 

 

Lorsqu’on étudie les cônes convexes, la notion de point extrême si utile pour préciser la structure des 

polyèdres convexes n’a plus aucune valeur. 

On introduit donc un nouvel être mathématique. 

 

Définition 1.14.  Un vecteur Kxx  ,0 est dit vecteur extrémal pour un cône convexe K  si 

21

2

1

2

1
xxx 

  avec  Kx,x 21

  entraine xx,xx  21

 pour certains 

0,0    . 

 

Cette définition a une signification claire. Ainsi, 
31, gg   de la fig. 1.13 sont des exemples de vecteurs 

extrémaux. 
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Si K  est le demi-plan supérieur fermé de  
2R :  

  0221  x,x,xxxK
,  il a pour vecteurs 

extrémaux    0,1,0,1  . 

 

Si un vecteur Kx est extrémal, il en est évidemment de même pour tout 0, x . 

Nous dirons par convention que le vecteur x  appartient à la demi-droite extrémale 0, x . 

 

On voudrait certes obtenir pour les cônes polyédriques un théorème analogue au théorème1.13 

relatif aux ensembles convexes compacts et dire qu’un cône polyédrique est l’enveloppe conique de 

ses vecteurs extrémaux. 

 

Mais il existe des cônes polyédriques convexes dépourvus de vecteurs extrémaux. Citons, par 

exemple, le plan 
2R  tout entier ou le cône défini par 

03 x
de l’espace

3R . 

 

Le dernier cône est polyédrique (il coïncide avec l’enveloppe conique des vecteurs (

         0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0  ) sans posséder aucun vecteur extrémal. 

 

On a néanmoins le résultat évident suivant : 

 

Lemme 1.2.   Soient  kx,...,x,xCoK 21   et   
 s21 c,...,c,c

 l’ensemble de tous ses vecteurs 

extrémaux appartenant à des demi-droites extrémales distinctes. 

Parmi les vecteurs k,...,,j,x j 21 , il y’en a nécessairement s appartenant à ces demi-droites. 

 

Les exemples cités de cônes sans vecteurs extrémaux expliquent la chose ; ces cônes contiennent un 

sous-espace. On formalise ce fait à l’aide de la définition suivante. 

 

Définition 1.15.        Un cône convexe K  est dit pointé si les relations d’appartenance Kx et  

Kx  impliquent 0x  . 
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Cette définition correspond exactement à l’exigence que K  ne renferme aucun sous-espace vectoriel 

de
nR . Les deux cônes des fig. 1.13 et fig. 1.14 sont pointés. 

 

Lemme 1.3.  Soient des vecteurs 
kx,...,x,x 21

 des vecteurs non nuls. Si le cône 

 kx,...,x,xCoK 21  est pointé, les vecteurs 
kx,...,x,x 21

 sont positivement indépendants, 

i.e. les conditions 

00
1




j

j
k

j

j ,x

 entraînent 0... k21   . 

 

Démonstration. 

 

On raisonne par récurrence sur k . L’affirmation du lemme est évidente pour 1k  parce que
1x  est 

non nul, par hypothèse. 

 

Supposons que le lemme est démontré pour des nombres plus petits. 

Soit 

00
1




,x j
k

j

j

 auquel cas 

j
k

j

j xx 



2

1

1

 . Comme 

,Kx,Kx j
k

j

j 


1

1

2 on a par 

définition d’un cône pointé 

j
k

j

j xx 



2

1

1 0

.  Alors
0...et,0 k321  

, par 

hypothèse de récurrence. 

 

 

Théorème 1.16.   Un cône polyédrique pointé K est l’enveloppe conique de ses vecteurs  

         extrémaux en nombre fini. 

 

 

Démonstration. 

 

Soit  kx,...,x,xCoK 21 . On biffe celui des vecteurs 
kx,...,x,x 21

 qui s’exprime comme 

combinaison linéaire non négative des autres. Si la chose est possible, on examine 1k vecteurs 

restants et on répète l’opération. 
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On aboutit finalement à un ensemble de vecteurs, disons )kr(x,...,x,x r 21

, qui jouit des 

propriétés suivantes:  rx,...,x,xCoK 21 ;  aucun vecteur rj,x j 1  , n’est combinaison 

linéaire non négative des autres. 

On montre que cet ensemble est formé des seuls vecteurs extrémaux. Faisons l’hypothèse de
1x  non 

extrémal. Dans ce cas, 




r

j

j

j xx
1

1

, où tous les nombres 
0j

. 

D’où  

  



r

j

j

j xx
2

1

11

. 

Si    11  ,    on a     Kx  1

11  et   Kx  1

1 1 ,      i.e.   01 x . 

Si    11  ,    on a  

0
2




r

j

j

j x

 ,  résultat impossible parce que, premièrement, il contredit le 

lemme 1.3, et, deuxièmement, aucun vecteur
rjx j ,,2,1, 

 , n’est évidemment nul. 

 

 

Soit maintenant  11  .   On a   







r

j

j

j xx
21

1

1

1

, i.e. 
1x  est combinaison linéaire non négative 

des  
rx,...,x,x 21

, propriété exclue. Ainsi, le théorème se trouve démontré. 

 

Faisons une remarque sur la différence entre la notion de point extrême d’un ensemble convexe 

(définition 1.10) et celle du vecteur extrémal d’un cône convexe (définition 1.14). 

 

Ce qui les distingue essentiellement, c’est le fait que le vecteur 0 peut être un point extrême d’un 

cône sans en être un vecteur extrémal. 

 

D’autre part, le point 0 est évidemment un point extrême d’un cône pointé K . 

 

En effet, soit  
Kxxoùxx  '''''' ,,

2

1

2

1
0

 . 
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Il en découle que
''' xx  , ce qui contredit la définition d’un cône pointé. 

 

 

 

1.3 Structure des ensembles admissibles. 

 

1.3.1   Etude systématique. 

 

On se propose d’étudier d’une manière systématique la structure des ensembles admissibles des 

problèmes de programmation linéaire. 

 

Un ensemble admissible est décrit par le système d’inéquations linéaires de la forme : 

 

 



















mnm n22m11m

2nn2222121

1nn1212111

bxa...xaxa

.

3.1,bxa...xaxa

,bxa...xaxa

 

 

On n’écrit pas à part les contraintes 
0ix

 car ces contraintes, si elles existent, sont incluses dans le 

système (1.3) sous forme 
0 ix

. 

Le symbole ia
 désignera dans la suite le vecteur  in2i1ii a,...,a,aa   (la ligne i de la matrice A des 

coefficients de (1.3)), et 
ja  désignera le vecteur 

 mjj2j1

j a,...,a,aa 
 (la colonne j de la matrice A). 

 

Le système d’inéquations (1.3) prend une forme plus compacte, à savoir 

 

11, bxa  ,    22 bx,a  , … , mm bxa  ,
   (1.4) 

 

x  étant comme toujours  nxxxx ,...,, 21 . 
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Si l’on fait recours à la notation 
  njmiaA ij ,...,2,1,,...2,1, 

. 

 

Notre système se récrit 

 

bAx  ,                                                                      (1.5) 

 

Où   m21 b,...,b,bb  . 

 

La lettre X désignera l’ensemble des vecteurs réalisables, 

i.e. l’ensemble des vecteurs x  vérifiant (1.3) :  
 bAxRxX n 

. 

 

Il se peut que l’ensemble X soit vide. 

 

Un exemple simple en est l’ensemble
1R défini par les contraintes  11 x , 21  x . 

 

On fait à ce propos la restriction suivante : dans ce paragraphe, toutes les affirmations relatives aux 

propriétés de X  se rapportent au cas de X  non vide. 

 

 

Théorème 1.19.  Tout ensemble X des vecteurs réalisables est convexe et fermé. 

 

Démonstration. 

 

On montre que le demi-espace iX
 défini par ii bxa  ,

 est convexe. 

En effet, soit iXxx ',
 .on a ii bxa  ,

, ii bxa  ',
 . 
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Soit   un nombre quelconque tel que 10  , auquel cas 

 

ii bxa   ,
,  
    ii bxa   1,1 '

. 

 

On fait la somme et on utilise la linéarité du produit scalaire, il vient 

 

    iiii bbbxxa   11, '

,     d’où la convexité de iX
. 

 

On constate que l’ensemble X est l’intersection de demi-espaces iX
, i.e. Xx si et seulement si x  

est élément de tous les 
miX i ,...2,1, 

. 

 

Il ne reste qu’à appliquer le théorème 1.1 (l’intersection d’ensembles convexes est convexe). 

 

On peut utiliser, pour démontrer le théorème 1.19, l’écriture matricielle (1.5) du système 

d’inéquations donnant X . 

 

Faisons-le, car dans la suite nous aurons souvent affaire aux matrices. 

 

Si  Xxx ', , alors bAx  , bAx '

, auquel cas bAx   .,    bAx   11 '

(on se sert de la 

non négativité des nombres  et  1 ). 

D’où     bAxAx  '1  . 

 

L’opération de multiplication d’une matrice par un vecteur étant linéaire, on a 

 

   bxxA  '1  , i.e.   Xxx  '1   . 

 

Démontrons la deuxième propriété voulue ( X  est fermé). 



37 

 

 

Soit     Xkxkkx  ,,...2,1, , une suite  convergente arbitraire, 
  xkx

k



lim

. 

 

On passe à la limite dans   bkAx   quand k . 

 

La continuité de la fonction Ax  fait que bAx   , c.q.f.d. 

 

 

Les points extrêmes de X sont des objets particulièrement intéressants. 

 

Il se peut que X  en soit dépourvu (certains exemples de ces X  ont été vus dans le paragraphe 

précédent). 

 

On établit les conditions qui garantissent l’existence des points extrêmes. 

 

 

Définitions 1.16. 

Un point
Xx 0  est dit intérieur s’il vérifie strictement toutes les inéquations (1.3) (donc 

(1.4),(1.5) ): 
mibxa ii ,...,2,1,, 0 

 . Tous les autres points de X  seront qualifiés de points 

frontières. 

 

 

Cette définition est parfaitement cohérente avec la notion usuelle d’un point intérieur. 

 

En effet, si l’on utilise la continuité des fonctions 
 xai ,  et le fait qu’elles sont en nombre fini dans 

notre cas (i = 1,2,…,m), on trouve facilement un nombre   tel que si la longueur du vecteur  

 n21 ,...,,   est plus petite que  , 


, alors on ait les inégalités

m,...,2,1i,bx,a i0i 
 , i.e. le point 

0x
 appartient lui aussi à X . 



38 

 

 

En d’autres termes, toutes les fois que X contient un point intérieur 0x
, il contient un 

 -voisinage de ce point. 

 

Le point intérieur 0x
de X  ne peut évidemment être extrême. 

En effet,  il s’écrit 
    000

2

1

2

1
xxx

 ,  où : 
Xxx  00 ,

 : contradiction avec la 

définition 1.10 d’un point extrême. 

 

Il est donc clair qu’on trouve les extrêmes parmi les points frontières, i.e. parmi les points pour 

lesquels au moins une condition (1.3) devient égalité. 

 

 

Définition 1.17.   Le support d’un point frontière 0x
est l’ensemble des contraintes (1.3) vérifiées par

0x
 sous forme d’égalités. Autrement dit, le support de 0x

 est l’ensemble des hyperplans 

ii bxa  ,
 qui définissent X  et qui contiennent 0x

. 

 

 

Si l’on reprend la figure suivante , on voit que le point A  a pour support deux droites 

1553 21  xx , 35710 21  xx , et le point de coordonnées  0,2  la droite 02 x . 

 

 

Fig. 1.14.2   Support du point A. 
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Soient 
  k,...,2,1j,mi1,i,...,i,i jk21 

, les numéros des vecteurs ia
 qui définissent le 

support de 0x
 et     l’ensemble des numéros   m,...,2,1i  restants. 

 

On note A
 la matrice de vecteurs-lignes 

iai ,  et  b
 le vecteur formé de coordonnées de b

indicés par les éléments de  . 

 

 

On introduit de même les notations A
 et  b

. 

 

Si l’on a par exemple 





































10

01

11

710

11

53

A

     




























0

0

1

35

2

15

b

,                    










29

45
,

29

70
x

. 

(c’est le cas de la fig. précédente), alors  3,1 ,  6,5,4,2 ,   










710

53
A

,










35

15
b

, 





























10

01

11

11

A






















0

0

1

2

b

. 

 

Les contraintes (1.3) (ou (1.5)) deviennent pour 0x
 :  bxA 0   ,  bxA 0  . 

 

On rappelle que le rang d’une matrice est par définition le nombre maximum des ses lignes (ou 

colonnes) linéairement indépendantes. 
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Théorème 1.20.   Un point 
Xx 0 est un point extrême si et seulement si le rang de A

 est n. 

 

 

Démonstration. 

 

L’équation 
00 xA

 n’a pas d’autre solution à part 0 si et seulement si le rang de A
est égal au 

nombre n de variables. 

 

On montre en premier lieu que si 
0x  est un point extrême, alors le rang de A

vaut n . 

 

Supposons que tel n’est pas le cas. Le rang de A est alors inférieur à n , si bien que 
0xA  a pour 

solution 0x . 

 

Comme  bxA 0 ,  on trouve 0  suffisamment petit tel que 

 

    bxxA 0

,  
    bxxA 0

 , 

et 

    bxAxAxAxxA 000

. 

 

 

De même 
    bxAxAxAxxA 000

. 

Il en résulte que Xxx,xx  00

, ce qui contredit l’hypothèse « 
0x est un point extrême » (en 

effet, 
   xxxxx  000

2

1

2

1

. 

 

Inversement, soit n  le rang de A
. 
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On admet que 
0x  n’est pas un point extrême de X . 

Il existe deux points 
'''''' ,, xxXxx   , tels que 

''' xxx
2

1

2

10 
 , auquel cas 

''' xAxAxAb  
2

1

2

10

. 

Du moment que  bxAbxA  ''' ,
, la dernière égalité entraine 

''' xAbxA  
, d’où 

  0'''  xxA , ce qui contredit l’hypothèse faite sur le rang de A
 (car 0'''  xx ). 

 

Le théorème est démontré. 

 

 

Ce théorème nous donne deux résultats importants. 

 

 

Théorème 1.21.   Les points extrêmes de l’ensemble X , s’il en existe, sont en nombre fini. 

 

 

Démonstration. 

 

Selon le théorème précédent,  il correspond à tout point extrême une matrice carrée non dégénérée 

A
qui le définit complètement : 



 bAx 10

 . 

 

Les points extrêmes de X sont donc en nombre fini (car il en est de même des sous-matrices de A ). 

 

Théorème 1.22.  Si l’ensemble X  est borné, c’est est un polyèdre convexe. 

 

On le prouve à l’aide de la définition 1.11 d’un polyèdre convexe et du théorème 1.13 (tout ensemble 

fermé et borné (compact) est l’enveloppe convexe de ses points extrêmes). 
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1.3.2   Systèmes homogènes. 

 

 

La démonstration du théorème 1.18 suggère l’idée qu’on ferait bien d’imiter le cas des systèmes 

d’équations linéaires et d’étudier le système homogène 0Ax . 

 

On appellera K  l’ensemble des vecteurs x  vérifiant 0Ax :
 0 AxxK

. 

L’affirmation suivante est d’une portée capitale. 

 

 

Théorème 1.23.  L’ensemble 
 0 AxxK

 est un cône polyédrique convexe. 

 

Démonstration. 

 

Soit, dans
nR , le cube 

  ni x,...,x,xx,n,...,,,i,xxQ 2132111 
 et l’intersection 

QKS  . 

 

L’ensemble S  est un polyèdre convexe (th. 1.20) parce qu’il est défini par le système d’un nombre 

fini d’inéquations linéaires: 
 n,...,,j,x,x,AxxS jj 21110 

 et est évidemment 

borné. 

 

Soient 
kx,...,x,x 21

  les points extrêmes de S , et soit le cône 









 


k

1i

iii k,...,2,1i,0,xxxK 

  enveloppe conique de l’ensemble kx,...,x,x 21

. 

 

Montrons que KK  . 

 

En effet, KK  du moment que tous les kix i ,...,2,1,   , appartiennent au cône )( KSK   et 

que K  est le plus petit cône contenant ces points. 

 

D’autre part, si l’on suppose que Kx , il existe un nombre 0  suffisamment petit tel que 

Qx , i.e. SQKx  . 
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On représente donc le vecteur x  comme combinaison linéaire convexe de points extrêmes de

1210
11

 


k

i

ii

k

i

i

i ,k,...,,i,,xx:S

 . Alors 

,k,...,,i,où,xx i

i

i
k

i

i 210
1







 il en découle que Kx  i.e. KK  . 

Conclusion KK  . 

 

 

 

 

 

 

Le théorème est illustré par les fig. 1.15, a et b. 

Les cônes K  sont ici hachurés et les ensembles S  quadrillés. 

On a marqué les vecteurs sous-tendant le cône K  . Il y en a qui sont superflus, mais l’essentiel est 

que K est engendré par des vecteurs en nombre fini. 

 

Le théorème 1.18 permet de dire que ce sont les cônes pointés qui possèdent une structure 

particulièrement simple. 

 

Aussi il est important d’établir une condition nécessaire et suffisante pour que
 0 AxxK

soit pointé. 

 

Théorème 1.24.       Le cône
 0 AxxK

est pointé si et seulement si le rang de la 

matrice A  est égal à n . 

 

Démonstration. 

 

On fait l’hypothèse que A est de rang n , K  non pointé et 0x  tel que KxKx  , . 

 

Dans ce cas, 0..,0,0  AxeiAxAx , égalité impossible parce que cette équation homogène 

possède une solution unique 0x  (le rang de A  est égal au nombre de variables). 

 

Si l’on suppose par contre que le rang de A est inférieur à n , alors 0Ax  a une solution non nulle 

0x  et   0 xA  i.e. KxKx  , , si bien que K  n’est pas pointé, ce qui démontre le 

théorème. 

 

Le cas où A est de rang n se présente souvent dans des applications pratiques. 

Ainsi, la matrice des contraintes du programme linéaire standard (voir §3) est de rang n . 

 

Fig.1.15. 



44 

 

En effet, si l’on se rappelle la convention faite dans ce chapitre, les contraintes 

000 21  nx...,x,x
 s’incorporent dans la matrice générale des contraintes ; alors la matrice des 

coefficients du problème standard renferme une sous-matrice -I de rang n . 

 

Définition 1.18.     Si le rang de la matrice A  est égal à n , l’ensemble
 bAxxX 

 est dit 

régulier. 

 

 

Théorème 1.25.  L’ensemble X présente des points extrêmes si et seulement si il est régulier. 

 

 

Démonstration. 

 

Soit X  un ensemble non régulier, i.e. le rang de A  est plus petit que n . 

La matrice A  ne renferme donc  pas de sous-matrices A
de rang n  et partant,  il n’y a pas de points 

extrêmes (voir th. 1.20). 

 

La démonstration dans l’autre sens utilise un procédé qui permet de ramener l’étude d’un système 

quelconque d’inéquations à celle d’un système homogène. 

 

Soit l’espace
11 xRRR nn 

 de points   1,,, RtRxtx n  , et soit dans 
1nR , le système 

d’inéquations linéaires 0,0  tbtAx . La matrice des contraintes s’écrit














10

~ bA
A

, et 

son rang est 1n  (vu que A  est de rang n ). 

 

Les théorèmes 1.23 et 1.24 impliquent que l’ensemble K
~

des solutions est un cône polyédrique 

convexe pointé. Le cône K
~

possède des vecteurs extrémaux (th. 1.18). 

 

On suppose que tous ces vecteurs extrémaux s’écrivent  0,x . 

Comme K
~

coïncide  avec l’enveloppe conique de l’ensemble de ses vecteurs extrémaux, tout vecteur 

de K
~

 prend la forme  0,x . Cela signifie qu’aucun vecteur de K
~

 n’est  1,x , 

i.e. le système d’inéquations bAx   est incompatible, cas qui ne nous intéresse pas. 

 

On admet donc qu’il existe dans K
~

 un vecteur extrémal   0,, ttx . 

 

Montrons que le point 
x

t

1

 est un point extrême de X . 

Il est clair que 
Xx

t


1

. 
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Soit 

'''

2

1

2

11
xxx

t


, avec XxXxxx  '''''' ,, .  On a 
     ttxttxtx ,

2

1
,

2

1
, ''' 

. 

De plus,     KttxKttx
~

,,
~

, '''  . 

 

Démontrons-le pour   ttx ,'  par exemple. Comme Xx '

, on a bAx '
, auquel cas   bttxA '

,   

c.q.f.d. 

 

L’hypothèse «  tx,  est un vecteur extrémal de K
~

 » entraine 

        0,,,,0,,, '''   txttxtxttx . 

 

Dans le cas, ,,1 ''' txxtx    i.e. 
''' xx   , ce qui contredit l’hypothèse que 

''' xx  . 

 

On constate une analogie entre la structure de l’ensemble des solutions des systèmes d’équations 

linéaires et celle de l’ensemble X des programmes réalisables du problème de programmation 

linéaire ( i.e. l’ensemble des solutions du système 2.3). 

 

On éclaircit cette analogie par recours au système bAx   et au système homogène associé 0Ax . 

 

Soient X  et L  les ensembles des solutions respectifs, i.e.
 bAxxX 

,
 0 AxxL

. 

 

On note que L  est un sous-espace, i.e. L  est un cas particulier des cônes. 

Il est classique en Algèbre linéaire que la solution générale du premier système s’écrit 00 , xLx 

étant tout vecteur de X . 

 

En d’autres termes, X =
Lx 0 . 

Voyons ce qu’il en est du système d’inéquations linéaires de la forme (1.3). 

On désigne par M  l’enveloppe linéaire convexe de l’ensemble des points extrêmes de X . 

On vient de démontrer le théorème 1.25 qui entraine que si X est régulier, alors M n’est pas vide et 

est un polyèdre convexe. 

 

Théorème 1.26.   Si le rang de la matrice A est n  (l’ensemble X est régulier), 

alors KMX  . 

 

Démonstration. 

On utilise l’artifice qui a permis de démontrer le théorème 1.25. On a établi notamment que si 

  0,, ttx , est un vecteur extrémal de K
~

,  alors 
x

t

1

 est un point extrême de X . 

La réciproque est également vraie : si x  un point extrême de X , alors  1,x  est un vecteur extrémal 

dans K
~

 . 
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En effet, si l’on admet que 
     2

''

1

' ,
2

1
,

2

1
1, txtxx 

, où     KtxKtx
~

,,
~

, 2

''

1

'  , alors 

2,
2

1

2

1
21

'''  ttxxx
. Si 0, 21 tt , 

on a   

Xx
t

Xx
t

 ''

2

1'

1

1 ,

. 

Le point x admet la représentation 

,
1

2

1

2

''

2

2'

1

1


















 x

t

t
x

t

t
x

 

 

d’où 

xx
t

x
t

 ''

2

'

1

11

,  ( x étant un point extrémal). 

 

i.e.        1,,,1,, 22

''

11

' xttxxttx  , ce qui démontre que  1,x  est un point extrémal de K
~

 . 

 

On suppose que 21 tout  est nul, disons 02 t . 

On a 21 t , 
XxXx  '''

2

1
,

2

1

. 

Soit   le support du point extrême x  (voir déf. 1.17), auquel cas 

'''

2

1

2

1
xAxAxAb  

. 

 

Etant donné que
0

2

1
,

2

1 '''  xAbxA 

, il en découle en particulier que 
0'' xA . 

 

Le rang de la matrice A
est n . (th. 1.20), si bien que 0'' x . 

 

Par conséquent   xx 2'   et        1,0,,1,2, 2

''

1

' xtxxtx  . 

 

On a donc établi une fois de plus que  1,x  est un vecteur extrémal de K
~

. 

 

Soit          0,x,...0,x,1,x,...,1,x,1,x n1kk21 

  les vecteurs extrémaux appartenant aux différentes 

demi-droites extrémales du cône K
~

 , les k  premiers vecteurs correspondant aux points extrêmes de 

X . 

 

Il est évident que Kx j   pour s,...,1kj  . 

 

On passe au théorème à démontrer. 

 

On a certes .KMX   
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En effet, si Mx 0
 , Kz , alors  bAx 0

et 0Az . 

 

Montrons  l’inclusion dans le sens opposé. 

 

Soit Xx , auquel cas   Kx
~

1,  et 

     



s

kj

j

j

k

j

j

j xxx
11

0,1,1, 

   avec   
0,0  jj 

 pour tous les j . 

D’où         




k

j

j

s

kj

j

j

k

j

j

j xxx
111

1, 

. 

Or, 

Mx
k

j

j

j 
1



en tant que combinaison linéaire convexe des points extrêmes kjx j ,,2,1,  , 

Kx
s

kj

j

j 
 1



puisque s,...,1kj,Kx j  .         D’où le résultat voulu. *1+ 

 

 

 

 

 

 

Les fig. 1.16 et 1.17 servent à illustrer le théorème 1.24. 

 

L’ensemble X de la  fig. 1.16 est un cylindre incliné dans 
3R  dont la base triangulaire inférieure est 

dans le plan 21oxx . 

Le polyèdre M est ici le triangle engendré par les points extrêmes CBA ,, , et le cône K est la demi-

droite issue de O  et parallèle à la génératrice du cylindre. 

On voit que tout point Xx  peut s’écrire comme somme de deux vecteurs, l’un étant dans K et 

l’autre dans M . 

Quant à X  de la fig. 1.17, c’est un cylindre illimité de deux côtés. 

Les points extrêmes font défaut, mais on voit assez bien que X est la somme du triangle ABC  et du 

sous-espace L . 

Il se trouve que la situation est caractéristique du cas général de X non régulier. 

Montrons-le. 

Avec la notation 
ja  pour la colonne j  de la matrice A , on voit de suite que le système (1.3) peut 

s’écrire 

bxa...xaxa n

n  2

2

1

1

.     (1.6) 

 

Si le rang de A est nr  , il existe, parmi r,a,...,a,a n21

 colonnes linéairement indépendantes, 

les autres en étant combinaison linéaire. 

Fig. 1.16. Fig. 1.17. 



48 

 

 

On admet que la propriété d’être linéairement indépendantes est spéciale aux r  premières 

colonnes, auquel cas 





r

j

j

js

s n,...,rs,aa
1

1

. 

 

 

On reporte dans (1.6) et on réduit les termes semblables, il vient 

 

.axxxaxaxaxaxa j
r

j

n

rs

sjsjs

n

rs

r

j

j

js

r

j

j

j
n

rs

s

s
r

j

j

j
n

j

j

j   
  

























1 11 11111  
 

Ainsi, le système (1.6) est équivalent à 

 

baxx j
r

j

n

rs

sjsj 







 

 1 1 .                                                                      (1.7) 

 

On introduit la notation 

 

  r,...,,j,xxxl
n

rs

sjsjj 21
1

 
 , 

           n

r Rxl,,...,,,xl,...,xl,xlxl  00021 . 

 

On note une propriété évidente de la transformation l  :      xlxll  . 

 

Soit, dans 
nR , deux sous-espaces vectoriels 

 

  0 xlxL
,  

 021   nrr

r x...xxxR
 et l’ensemble 

rRXQ  . 

 

On établit facilement que Qx si et seulement si : 

1) xxl )(  

2) bAx  . 

Les points de l’espace 
rR sont de la forme  0021 ,...,,x,...,x,x r , si bien que le système bAx 

s’écrit pour cet espace 

bxa
r

j

j

j 
1 . 

 

Le rang de A  étant r , l’ensemble Q  s’écrit par le théorème 1.26 comme somme 
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0KMQ 
, avec M un polyèdre convexe de 

rR et 0K
un cône dans 

rR , 

 0,0  AxRxxK r

. 

 

Montrons que LQX  . 

 

L’inclusion LQX  est évidente. 

 

En effet, si LzQyoùzyx  ,, , alors bAzAyAx   (parce que bAy , 0Az ) 

i.e. Xx . 

 

Inversement, soit Xx . 

 

On pose )(xlxy  , auquel cas       0)(  xllxlyl , i.e. Ly . 

 

Comme yxlx  )( , on a  LQx   parce que   Qxl  . 

 

Ainsi, 
LKMX  0 . 

 

Montrons que 
 00  AxxKLK

. 

 

On a par suite de (1.7) que 0Ay pour tout Ly . 

 

La définition de 0K
entraîne 0Az quel soit 0Kz

. 

Donc 
KLK 0 . 

 

Inversement, on suppose que x est dans K et on fait )(xlxy   . 

 

Il est connu que dans ce cas Ly . Cela étant , 
rRxl )( et 0Ax ,  i.e. 0)( Kxl 

. 

 

Vu que )(xlyx  , on a 
LKx  0 . 

 

On vient de démontrer le théorème suivant : 

 

Théorème 1.27.     L’ensemble X des programmes du problème de programmation linéaire s’écrit 

KMX  , avec M  un polyèdre convexe et 
 0 AxxK

. 

 

 

1.4.   Equivalence de deux définitions d’un ensemble polyédrique convexe. 
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Selon les résultats obtenus dans le paragraphe précédent, l’ensemble X des solutions du système 

d’inéquations linéaires bAx   s’écrit KMX  , où M  est un polyèdre convexe borné et K  un 

cône polyédrique convexe. 

 

Avec les définitions 1.11 et 1.12, on énonce ce fait comme suit. 

 

L’ensemble X admet la représentation 

 













 


s

j

j

j

k

i

i

i yxxxX
11        (1.8) 

où k,...,,i,x i 21 ,et, s,...,,j,y j 21  sont des vecteurs de X ,

1,0,0
1

 


k

i

iji 
. 

 

On formule naturellement la définition suivante. 

 

Définition 1.19.  L’ensemble X de la forme (1.8) s’appelle ensemble polyédrique convexe. 

 

Cette définition aidant, les résultats principaux du §3 constituent une démonstration du fait que tout 

ensemble X défini par un système d’inéquations linéaires est un ensemble polyédrique convexe. 

 

Il s’avère que la réciproque est vraie elle aussi, à savoir que tout ensemble polyédrique convexe 

s’écrit comme ensemble des solutions d’un système d’inéquations linéaires. 

 

Cela autorise à énoncer la définition suivante. 

 

Définition 1.20. On appelle ensemble polyédrique tout ensemble X qui coïncide avec l’ensemble des 

solutions d’un système d’inéquations linéaires. 

 

Lorsque nous démontrerons l’équivalence des deux dernières définitions,  nous terminerons par là 

même l’exposé de la théorie des ensembles polyédriques convexes. 

 

Aux termes du théorème 1.19, l’ensemble des solutions du système est convexe et fermé. 

En premier lieu, on prouve donc ces propriétés pour X de la forme (1.8). 

 

On introduit les notations 

 









 


k

i

ii

k

i

i

i ;k,...,,i,,xxxM
11

1210

, 
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











 


s,...,,j,,yyyK j

s

j

j

j 210
1 , 

 

auquel cas KMX  . 

 

Il est connu que M et K sont respectivement un polyèdre convexe et un cône polyédrique convexe, 

si bien que X est convexe en tant que somme de deux ensembles convexes (th. 1.2). 

 

L’ensemble X est fermé en vertu du lemme suivant. 

 

 

Lemme 1.4. Soient M un compact et K un fermé. La somme KMX  est un ensemble fermé. 

 

Démonstration. 

 

Soit 
mv,...,v,v 21

 une suite convergente de points de X , 
vvlim m

m


 . 

 

Montrons que Xv , ce qui entraîne la propriété demandée de X . 

 

Il existe pour chaque 
mv  des éléments Ky,Mx mm  tel que ,...,m,yxv mmm 21  

 

Avec M un compact, on extrait de  mx (qui peut ne pas converger) une suite partielle convergente. 

 

On n’introduit pas de nouveaux indices (car cela alourdirait l’exposé), et on estime sans restreindre la 

généralité que la suite  mx  converge. Soit 
xxlim

m

m 
 . 

 

On a Mx du moment que M est fermé. 

 

Etant donné 
mmm xvy  , on affirme à la lumière de certains résultats connus de la théorie des 

limites que la suite  my , ,...2,1m  , possède une limite qu’on note y . 

 

Donc  
,Ky,xvxlimvlimylimy m

m

m

m

m

m


  

d’où   yxv  ,    i.e.    Xv . 

 

On se propose de former le système d’inéquations linéaires dont X défini par (1.8) est l’ensemble 

des solutions. 

 

Prenons l’espace 
1nR  de points 

 v,u,...,u,uw n21
 ou, plus brièvement,  vuw ,  avec 

 nu,...,u,uu 21
 et v  un nombre. 
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Soit dans 
1nR , le système d’inéquations linéaires 

 

000 21  vx,u,...,vx,u,vx,u k

,     (1.9) 

 

000 21  ky,u,...,y,u,y,u  
 

kx,...,x,x 21

et 
ky,...,y,y 21

 deux vecteurs de dimension n  intervenant dans l’écriture (1.8) de 

X . 

 

On désigne par W  le sous ensemble de 
1nR  qui coïncide avec l’ensemble des solutions du système 

(1.9). 

 

D’après le théorème (1.23), W est un cône polyédrique convexe, si bien qu’on trouve des points 

Ww,...,w,w r 21

pour lesquels 

 









 


r

i

t

t

t r,...,,t,,wwwW
1

210

.                                        (1.10) 

 

Chaque point 
tw  s’écrit   r,...,,t,v,uw ttt 21 . 

 

On construit moyennant les nombres 
tv  et les vecteurs 

tu  le système d’inéquations dans 
nR  : 

r,...,,t,vx,u tt 21 .                                (1.11) 

 

Soit X  l’ensemble des solutions du système. On dit que X coïncide avec X défini par (1.8) 

 

On commence par montrer que XX  . 

 

Soit Xx un point quelconque. 

On a pour certains 
0i ,  

  s,...,2,1j,0et1,k,...,2,1i ji 

 





s

j

j

j

k

i

i

i yxx
11 . 

 

On reporte cette expression de x dans (1.11), il vient 

 

t
k

i

i

t
s

j

jt

j

k

i

it

i

' vvy,ux,ux,u  
 111 . 

 



53 

 

On a utilisé le fait que le point  ,v,uw ttt  est solution du système (1.9), i.e. 

 

k,...,,i,vx,u tit 21            et            s,...,,j,y,u jt 210   

 

L’inclusion XX  est donc établie. 

 

Supposons que XX  . 

 

Il existe un point 
XxXx  00 ,

. 

On applique à 0x
 et à l’ensemble convexe fermé X  le théorème de séparation (voir § 1). 

 

Résultat : il existe un vecteur p  de dimension n  et un nombre c  tels que cxp  ,  pour tous les 

Xx et 
cxp  0,

. 

 

Montrons que le point   1,  nRcp  vérifie les contraintes du système (1.9). 

 

C’est vrai en ce qui concerne les k  premières contraintes parce que 

 

k,...,,i,Xx(,cx,p ii 21 ). 

 

Pour voir s’il en est de même des s  contraintes restantes, on prend l’ensemble de points 

 
jyxx  , 

 

avec j  fixé, ,1 sj   

 

      un nombre non négatif quelconque 

 

et      Xx       tout point (fixe) de l’ensemble X . 

 

Evidemment, 
Xx  pour tout 0 , auquel cas 

cpypxpx j  ,,,  . 

 

Or, la dernière inégalité n’est possible que si 
0,  py j . 

Donc   Wcp , . 

 

Aussi on a pour certains 
r,...,2,1t,0t 
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   



r

t

tt

t

r

t

t

t v,uwc,p
11 . 

i.e.    




r

t

t

t

r

t

t

t vc,up
11 . 

 

Comme 
Xx 0 , i.e. 0x

satisfait aux conditions (1.11), 





r

t

t

t

r

t

t

t cvx,ux,p
11

00

 ;  Ce qui contredit 
cxp  0,

. 

 

L’inclusion XX  a lieu et, partant, l’égalité XX  . 

 

 

Des développements ci-dessus on en déduit : 

 

 

Théorème 1.28.  Il y a équivalence entre les définitions 1.19 et 1.20 d’un ensemble polyédrique 

convexe. 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre II 

Fonctions Convexes 
 

 

2.1 Définitions. 

 

Soit  un ouvert de Rn, et soient ba, deux points de   tels que le segment  tbat)1(  pour 

tout  1,0t . 

Rf :  
)(xfx  . 

 

On suppose que f admet des dérivées partielles continues dans . 

 

Posons ))1(()( tbatftg  . 

 

Alors      Rg 1,0:  

)(tgt   dérivable dans  1,0 , 
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et on a ))1(()()(
1

' tbat
x

f
abtg

i

n

i

ii 







. (c’est le théorème de la dérivation d’une fonction 

composée). 









))1((,))1(()(
1

tbatfabtbat
x

f
ab

i

n

i

ii

 

où niinii aabb ,.,2,1,.,2,1 )(;)(   . 

 

Mais d’après le théorème de Lagrange (voir *16+), on a : 

 1,0)()01()0()1( 00

'  toùtggg
 

,)()0()()1( 0  tafgbfg aon  

))1((,)()( bafabafbf  
    (1) 

 1,0))1(()(
1









 oùba
x

f
ab

i

n

i

ii

. 

 

Soit     Rf : ,          un ouvert de Rn. 

 RI:  
)(tt  . 

 

Considérons l’hypersurface bxf )( , et une courbe   telle que xt )(   et bxf )( . 

  est une courbe qui appartient à l’hypersurfarce bxf )( . 

Soit It 0  :   00)( xt   ; 
bxf )( 0 . 

 

Définition 2.1.  On dit qu’une droite est tangente à une surface en un point 0x  si elle est tangente à 

n’importe quelle courbe   passant par 0x . 
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Comme il y’a une infinité de courbes passant par 0x , on a une infinité de tangentes à cette surface au 

point 0x  (voir [2]) 

 

Définition 2.2. 

Un point 0x  de la surface bxf )(  est un point singulier si nix
x

f

i

,....2,10)( 0

0





.  S’il existe

  0)(:,....2,1 00

0





 x

x

f
ni

i

on dira que c’est un point simple de la surface. 

 

Toutes les droites tangentes à la surface en un point simple 0x
 appartiennent à un même plan : 

appelé plan tangent à la surface au point 0x
. 

 

I  

))(),......,(()( 1 tttt n 
 

dt

dx
ttx 1'

111 )(;)(  
 

. 

. 

dt

dx
ttx n

nnn  )(;)( '
 

 

  

x0 

tg 

tg 

 

 
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))(,....,)(( 0

'

0

'

1 tt n
 est un vecteur tangent à la surface bxf )(  au point 

0x ).)(( 00 xt   

 

Comme 0.......0)()( 2

2

1

1





























t

x

x

f

t

x

x

f

t

x

x

f
bxfbxf n

n

. 

nx

xf

x

xf
N










)(
,...,

)( 0

1

0  est le vecteur normal à la surface au point 0x
. 

 

Soit 
0x un point , bxf )( , et soit x un point du plan tangent à la surface au point 0x

. Alors 0xx 

est un point du plan tangent et ce vecteur est 
Nàx 0  donc 

 

0),('0,
)(

000
0 













xxxfoùdxx

x

xf

ii
 

  l’équation du plan tangent à la surface bxf )(  est   : 

 

000 ),(),( xxfxxf 
        (2). 

 

 

Définition 2.3.  Soit   un convexe de 
nR  et soit Rf : . On dit que f est convexe si pour 

tout dexx 21, , et pour tout  1,0 , on a )()1()())1(( 1212 xfxfxxf   . 

 

On dira que f est concave si f est convexe. 

 

Théorème  2.1.    Soit f une fonction de classe C  1  dans un ouvert convexe   de 
nR . 

Si f est convexe dans , alors on a : 

)()()(),( 12112 xfxfxfxx 
 pour tout dexx 21,  

 

En effet, 

 ,1,0)()1()())1(( 1212   xfxfxxf . 

Pour tout 
  .)()(

)())1((
,1,0 12

112 xfxf
xfxxf

aon 








 

Mais d’après (1), 

 

  ))1(()1(),)1()())1(( 121112112 xxxfxxxxfxxf   

 )((),( 12112 xxxfxx   

 )((),( 12112 xxxfxx   
 

   1,0)()()(),( 1212112   xfxfxxxfxx  
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par passage à la limite quand 0 , on obtient : 

 

).()()(),( 12112 xfxfxfxx   
 

 

2.2  L’hyperplan  tangent  à  l’hypersurface. 

 

Théorème  2.2.  Soit f une fonction convexe pour tout 0x .  Alors  0,)(:  xbxfx  est 

convexe. 

 

En effet, posons  .0,)(:  xbxfx  

Si   contient un point le théorème est évident ; 

 

Sinon, soient 21, xx  deux points de  , alors  .1,0)1( 21   toutpourxx  

 

bxfxfxxf  )()1()())1(( 2121   
 

 21 )1( xx  . 

 

Notons que  0,)(:  xbxfx  n’est pas en général convexe, car 

 

bxfxfxxf  )()1()())1(( 2121  . 

 

Cependant, l’application axxax  ,      est convexe et  0,,:  xbxax  est convexe. 

 

Théorème  2.3.    Soit f une fonction convexe pour tout 0x  et de classeC  1 .  Alors l’hyperplan 

tangent à l’hypersurfarce bxf )(  au point 
00 x

est l’hyperplan d’appui où 

 bxfx  )(:0  au point 0x
. 

 

 

Preuve : 

 

  est convexe ; comme f admet des dérivées partielles continues, elle est continue, donc   est un 

convexe fermé. 

 

On sait qu’on peut construire un hyperplan à   au point 0x
 (voir Théorème 1.6). 

Ici, on veut montrer que cet hyperplan à  au point 0x
 : 

bxf )( 0 est le plan tangent à la surface 

bxf )( au point 0x
. 
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Mais, on sait que l’équation de l’hyperplan tangent à l’hypersurfarce bxf )(  au point 
00 x

est 

000 ),(),( xxfxxf 
(voir 2 ). 

 

Il est évident que l’hyperplan 000 ),(),( xxfxxf 
contient le vecteur 0x

. 

 

Il reste à montrer qu’il sépare le convexe fermé  bxfx  )(:0 . 

 

Soit bxfxx  )(:0; 111  ; 

 

0)()()(),(),(),( 1101000010  xfbxfxfxxfxxfxxxf
 

 

 1000 ),(),( xxfxxf
. C.q.f.d. 

 

 1100 ),(),( xxxfxxf
. 

 

On peut de la même manière démontrer les résultats suivants pour le cas d’une fonction concave. 

 

Théorème  2.4.    Soit f une fonction de classeC  1 dans un ouvert convexe 
nR ,  et 

f  concave dans X . Alors )()(),( 12121 xfxfxxxf   

 

Théorème  2.5.    Si f est une fonction concave pour tout 
00 x

, et soit  0;)(:  xbxfx .  

Alors   est convexe. 

 

Théorème  2.6.    Si f est une fonction concave pour tout 0x , et  de  classe C  1 . 

Alors l’hyperplan tangent à l’hypersurfarce bxf )( au point 
00 x

 est l’hyperplan d’appui à 

 bxfx  )(:0 . 

 

 

2.3  Minimum et maximum d’une fonction convexe. 

 

 

Théorème  2.7.    Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé  .nRde  

Alors le minimum local de  f est un minimum global de f  sur .  

 

On raisonne par l’absurde :  soit 
0x

 un minimum local de f . 

 

Supposons alors qu’il existe un  point *x  : 
)()( 0

* xfxf 
. 
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)()()1()()()1()())1(( 0000

*

0

* xfxfxfxfxfxxf  
 

 

Mais 

 1,0,)())1(()1( 00

*

0

*   xfxxfetxx
   pour  assez petit ; 

)()1( 0

** xvxx  
 (voisinage de 0x

 ), 

donc il existe un voisinage de 0x
.  

)()()( 00 xfxfxvx 
,  0

* )1(min xxx  
 

Contradiction avec le fait que 0x
 est un minimum local. 

 

Remarque 2.1.    Ici, on suppose que le minimum local existe. f est localement bornée donc bornée 

sur le fermé   et par suite elle est continue d’après le théorème 2.7. 

 

Théorème  2.8.    Soit f une fonction convexe sur un convexe fermé .nRde  

Alors l’ensemble des points minimaux locaux de f est convexe. 

 

En effet,  s’il y’a un point minimum local, alors il est global. 

 

Soient 21 , xx  deux points minimaux locaux 

 

21 xx   ; posons  1,0,)1( 21   xxx  

 

)()1()())1(()( 2121 xfxfxxfxf    
 

Mais  )()()( *

21 xfxfxf   

est la valeur minimale de f dans  , donc 

 

 1,0)()()()()1()()( ****   xfxfxfxfxfxf . 

 

D’où 21 , xx deux points minimaux locaux  21 )1( xx   est aussi un minimum local. C.q.f.d. 

 

Remarque 2.2.    fxaxf ,,)(  est convexe. Si 1x  est un minimum de f , 2x un autre alors le 

segment devient un minimum (Cas du simplexe). 

 

Théorème  2.9.    Si f est strictement convexe sur un convexe fermé  .nRde  

Alors le minimum local qui est global est unique. 

 

En effet, supposons qu’on ait deux points 21, xx tel que 21 xx   ; 

 

)()()1()())1(( *

2121 xfxfxfxxf    
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)()( *xfxf  contradiction. 

 

 

Théorème  2.10.    Soit f une fonction de  classeC  1  sur un convexe .nRde  

Si f  est convexe,  et si  
0)( 0  xf

, avec 
 

0x
intérieur de .  

Alors le minimum global  est 
.0xx 
 

 

En effet, on a 

)()()(),( 000 xfxfxfxx 
 ; 

0)()(0)( 00  xfxfxf
 

.)()( 0  xtoutpourxfxf
 

 

Théorème  2.11.  Soit f une fonction convexe  sur un convexe fermé et borné inférieurement. Si le 

maximum global de f est  fini, alors il est atteint  en un ou plusieurs 

sommets (extrêmes). 

 

i) Supposons que 
)()( *xfxfMax

x


 et que  *x . Si f n’est pas constante, 

)()(: *

11 xfxfx  , mais 
 1,0)1( 01020

**   pourxxxx 
 

)()1()()()1()()( *

0201020

* xfxfxfxfxf  
 

  0)()( 2

*

0  xfxf
 

)()( 2

* xfxf    contradiction. 

 

Donc .)(  surcstxf  

 

Mais un ensemble 
nRde fermé et borné inférieurement possède au moins un point extrême x et 

.)( cstxf   

D’où  
);()( xfcstxfMax

x


  

 

ii) Supposons que 
*x  est un point frontière et que le maximum de f n’est pas un point 

intérieur de .  On doit montrer que 
*x  est point extrême. On sait qu’il existe un hyperplan H1, qui 

sépare 
*x  et le convexe fermé ,  

*x  est un point frontière donc l’hyperplan d’appui à  au point 
*x  est 1H  (voir [6]). 

Posons 111 , THT   est fermé, convexe et borné inférieurement )(  donc possède 

au moins un point extrême ; mais 11 HT   (hyperplan) donc 
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1

**

1

*

1 ,;1dim TxxHxnT  . 

 

Si 
*x  est un point intérieur à 1T    d’après   i) cstef   

 

et on aura une contradiction ; 

 

Sinon 1

* Tx   est un point frontière de 1T  d’après ii) posons ,...212 HTT   

on arrive alors à 
,1 nnn HTT   et maintenant nn TT  0dim

 contient un point unique. 

Ce point unique est bien évidemment  
*x ,  

 *xTn  . 

 

Un singleton est un point extrême car nT
est fermé et borné inférieurement donc il doit contenir un 

point extrême. C.q.f.d. 

 

De la même manière, on peut alors démontrer : 

 

Théorème  2.12.    Soit f une fonction concave définie  sur un convexe fermé de 
nR  . 

Alors  le maximum local de f est  global. 

 

Théorème  2.13.    Soit f une fonction concave définie  sur un convexe fermé de 
nR  . 

Alors  l’ensemble des  maximaux « globaux » est un convexe. 

 

Théorème  2.14.    Soit f une fonction concave définie  sur un convexe fermé de 
nR  . 

Si 21 xetx sont deux maximaux alors 21 )1( xx    est aussi un maximum global 

 1,0toutpour . 

 

Théorème  2.15.    Soit f une fonction de classeC  1  dans  un ouvert convexe .nRde  

f  est  concave, et  
0)( 0  xf

, avec 
 

0x
intérieur de .  

Alors f atteint  son maximum global au point 
.0x
 

 

Théorème  2.16.    Soit f une fonction de  classeC  1 sur  un convexe fermé et borné 

inférieurement et si f  est concave sur  , et si le minimum global de 

f  existe, alors il est atteint en un point extrême du convexe .  
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Chapitre III 

Méthodes de Programmation non Linéaires 
 

 

 

3.1. Optimisation d’une fonction convexe  : 

 

Considérons le problème canonique (P) suivant : 


















)(,

;

;0

)(

xfZZMax

bAx

x

P

x  

Où 

 


n

i

ii

n

i

ii xxxf 2

1

)( 
,   les nombres réels i sont quelconques, et 

.0,  ii 
 

A est une matrice nm à coefficients réels, et 
mRb est un vecteur réel. 

 

 

Définition 3.1.   Une solution réalisable x du problème (P) est dite sommet de (P) si elle ne peut 

s’écrire sous la forme 10 )1( xxx  
. Avec 10 xetx

deux solutions réalisables distinctes de (P) 

et  1,0 , c'est-à-dire c’est un point extrême. 

 

La proposition suivante est bien connue : 

 

Proposition 3.1.  Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

1. x est un sommet de (P). 
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2. Pour toutes solutions réalisables 10 xetx
 de (P) et pour tout  1,0 ,

 1010 ())1(( xxxxxx  
 

 

La preuve est immédiate : 

 

Pour tout  1,0t , posons 
))1(()( 01 xttxftg 

, où 
),...,,( 0

2

0

1

00

nxxxx 
 et 

),...,,( 1

2

1

1

11

nxxxx   sont deux vecteurs de .nR  Notons que 
)()0( 0xfg 

 et que ).()1( 1xfg   

 

Pour étudier le signe de 
)()( 01 xfxf 

, utilisons le théorème de Lagrange : g est évidemment 

continue sur  1,0  et dérivable sur  1,0 . Alors il existe  1,0 tel que ).()0()1( ' ggg   

 

On calcule )(' tg en utilisant le théorème de la dérivée d’une fonction composée: 

.))1(()()('
1

0101








n

i i

ii xttx
x

f
xxtg

 

Comme    
 



n

ji

ii

n

i

ii xxxf
,

2

1

)( 

     alors      
iii

i

x
x

xf
 2

)(






, 

et donc 

  .22

))1((2))1((

001

0101

i

i

ii

ii

ii

ii

i

xxxt

xttxxttx
x

f












 
 

Par suite :       




n

i

i

ii
n

i

i

i

ii
n

i

i

ii xxtxxxxxtg
1

2

01

1

001

1

01 .)(2)(2)()(' 
 

Et donc          




n

i

i

ii xxtg
1

2

01 .)(2)('' 
 

 

Par conséquent la fonction )(' tg est monotone croissante puisque  
.0i  
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)(' tg est ainsi croissante, linéaire et de coefficient angulaire : 





n

i

i

ii xxtg
1

2

01 .0)(2)('' 
 

 

Notons que si   0)('' tg   alors )(' tg  est croissante et g est monotone. 

Sinon posons 

 



 



 






n

i

i

ii

n

i

n

i

i

i

ii

i

ii

xx

xxxxx

t

1

2

01

1 1

00101

0

)(2

)(2





 
 

 

On a alors : 

 
 

Le théorème suivant bien connu, caractérise un sommet : 

 

 

Théorème 3.1 : 

Soit 


















n

1

x

.

x

x

une solution réalisable de (P), et r21 i,...i,i  les indices i tel que 
.0ix
 

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes: 

1. x est un sommet. 

2.  r1 ii
A,...,A  est une partie libre de 

mR  

 

 

Démonstration : 

 

1. Supposons le système  r1 ii
A,...,A  libre et prouvons que x est un sommet. 

Soient 10 , xx
 deux solutions réalisables distinctes de (P). 
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Supposons que 10 )1( xxx  
  avec   1,0 . 

L’équation bAx  s’écrit alors 




n

k

k

k bAx
1  ou encore 

 



n

1k

k

1

k

0r1

kk

1

k

0 ,0xx,i,...,ikpourbA)x)1(x( 
car 0)1(0   et puisque 

ii xetx 10 sont positifs (voir [10]). 

Comme 10 xetx
sont deux solutions réalisables de (P) alors 





r

j

ij bAx j

1

0

et 




r

j

ij bAx j

1

1

 

par suite : 




r

j

ijj jAxx
1

10 0)(

 et comme  r1 ii
A,...,A  est libre 

alors  
 .r,...,1j0xx j

1

j

0 
 

 

Par conséquent 10 xx 
 et donc 10 xxx 

 ce qui prouve que x est un sommet. 

 

 

2. Inversement supposons x  est un sommet et montrons que  r1 ii
A,...,A  est libre. 

 

Soient comme r1,...,   des scalaires telle que 




r

j

i

j
jA

1

0

. 

Comme x est un sommet alors




n

j

j

j bAx
1  et par suite 





r

j

i

i bAx j

j

1   puisque les autres 

composantes de x  sont nulles. 

 

Par conséquent, pour tout  et   on voit que : 





r

j

i

ji bAvx j

j

1

)( 

  et   




r

j

i

ji bAx j

j

1

)( 

 . 

Comme 
0

jix
, on peut alors choisir   et   de sorte que les vecteurs  y et z de composantes 

respectives non nulles 
0 ji j

x 
et 

0 ji j
x 

 soient solutions réalisables de (P).   En effet, 

si
0j  , on peut choisir   vérifiant j

i j
x


 0

 (on peut prendre   ). 

Si 
0j   on peut choisir   positif quelconque et vérifiant : j

i j
x


 0

(on peut prendre   ). 

On voit donc qu’on peut choisir un nombre 0 assez petit tel que 

0 ji j
x 

  et  
0 ji j

x 
. 
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Avec ces nouvelles composantes pour les vecteurs  y et z , on voit que 
)zy(x 

2

1

. 

 

On notera que les composantes jy
 et jz

 pour  r1 i,...,ij  sont nulles. 

 

Puisque x est un sommet, zyx  . 

 

Par conséquent le vecteur de composantes j
est un vecteur nul puisque 0 . 

D’où 
0j  pour  r,...,2,1j .  Le théorème est démontré. 

 

Définition 3.2. 

 

On appelle base réalisable de (P) tout système B  extrait des colonnes de la matrice A et tel que : 

1. B  soit une base de
mR . 

2. Les composantes de b suivant B soient toutes non négatives. 

 

 

 

 

 

Définition 3.3. 

 

Une solution réalisable x  de (P) est appelée solution réalisable de base s’il existe une base réalisable 

B  de (P) telle que x  soit la solution relativement à la base B . 

 

Corollaire 3.1.  Toute solution réalisable de base est un sommet. 

 

Démonstration. 

 

Soit x  une solution de base réalisable, et soit  m1 ii
A,...,AB   une base réalisable de (P). 

Par définition même B est une base de
mR , donc libre. 

Du théorème 3.1  résulte que x  est un sommet. 

 

Corollaire 3.2.   A tout sommet x  on peut associer au moins une solution réalisable de base telle que 

.Bxx   
 

En effet, Soit x  un sommet )x,...,x,x(x n21

t . 

 

Notons par )(xI 

 l’ensemble de tous les indices i  tels que 
0ix

,  r1 i,...,i)x(I 

. 

 

Alors, d’après le théorème 3.1,   r1 ii
A,...,A  est une partie libre de 

mR . 
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Si  mr  ,   r1 ii
A,...,A  constitue donc une base B  de 

mR et on a bien .Bxx   

 

Si mr  , on peut compléter cette famille  r1 ii
A,...,A  de façon à obtenir une base B  de 

mR et, là 

on a bien .Bxx   

 

 

Théorème 3.2 :   Si le standardisé de (P) admet des solutions optimales de la forme: 

)0,...,0,0,x,...,x,x(x k21

t . 

Alors au moins un sommet est solution optimale. 

 

Démonstration :  (voir [11]) 

 

Si  k1 A,...,A  est libre alors x est un sommet, d’après le théorème 3.1. 

Sinon soit l   le rang de ce système de vecteurs  kl  . 

 

Sans restreindre de la généralité, on peut supposer que la famille l1 A,...,A  est libre. 

 

Par suite  1ll1 A,A,...,A 

 est liée. Il existe donc 1ll21 ,,...,,   non tous nuls tels que : 

0
1

1






i
l

i

i A
, 

et   donc 

0
1

1






i
l

i

i A
,     pour tout réel  . 

 

Posons .0... n21    

On voit alors que 

bAx i
k

i

ii 
1

)( 
, puisque 

bAx i
k

i

i 
1 . 

En particulier on peut choisir, 0 suffisamment petit de sorte que iix 
et iix 

 soient 

positifs. 

 

Les vecteurs x
 et x

de composantes iix 
 et  iix 

 sont alors des solutions réalisables, 

et on a 
).(

2

1
  xxx

 

Mais, 

2

11

)()()( i

n

i

iii

n

i

ii xxxf   
  

et 

2

11

)()()( i

n

i

iii

n

i

ii xxxf   




. 
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Alors 




 
 n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii xx
xfxf

1

22

1

2

12

)()(


 
d’où 




 
 n

i

iixf
xfxf

1

22)(
2

)()(


. 

 

Comme 

)()( xfxf 
et 

)()(  xfxf
 

 

on obtient  alors : 





n

i

ii

n

i

iii

n

i

ii

n

i

ii

n

i

iii

n

i

i

n

i

ii xxxxxxf
1

2

1

2

1

2

11

2

11

2)( 

 
et 




 
n

i

ii

n

i

iii

n

i

ii

n

i

ii

n

i

iii

n

i

i

n

i

ii xxxxxxf
1

2

1

2

1

2

11

2

11

2)( 

 
 

en simplifiant ces deux inéquations on trouve : 

 

0)2( 2

111

 


i

n

i

ii

n

i

iii

n

i

i x 
 

et  

0)2( 2

111

 


i

n

i

ii

n

i

iii

n

i

i x 
 

 

et donc on a simultanément : 

 

2

1

2

11

)2( i

n

i

ii

n

i

iii

n

i

i x  




 

et  

2

1

2

11

)2( i

n

i

ii

n

i

iii

n

i

i x  




  avec 
0i . 

 

Par conséquent :  

0)2(
11

 


i

n

i

iii

n

i

i x 
 

et par suite   

.02

1

2 


i

n

i

i
 

Et donc 
).()()( xfxfxf    

 

Les solutions  xxx ,,
 sont optimales. 

On peut par suite choisir 0 
telle que l’un des vecteurs 00

,  xx
a une composante nulle. 
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Posons     
)0,...,0,0,0,x,...,x,x,...,x,x(x k2l1l1l2211

t

    

et            
)0,...,0,0,0,x,...,x,x,...,x,x(x k2l1l1l2211

t

   . 

Pour 
0i il faut choisir i

ix


 

pour que x
soit solution réalisable, x

l’est déjà. 

De même, pour  
0i  il faut choisir i

ix


 

 pour que x
 soit solution réalisable, 

x
 l’est déjà. 

On voit donc qu’en choisissant  

;0,;0,min0









 i

i

i
i

i

i xx








 

x
et x

sont solutions réalisables. 

 

On remarquera que 0 
 signifie qu’il existe un indice 0i tel que 0

0

0

i

ix


 

 (ici 
0

0
i ) 

ou bien   

.)0(
0

0

0

0  i

i

i
ici

x





 

Par  conséquent une des composantes des solutions réalisables x
 ou x

 s’annule. 

Le nombre de composantes non nulles de ce vecteur est égal à .1k  

 

Si ce vecteur ( 0
x

ou 0
x

) est un sommet le théorème est complètement démontré. 

Sinon , 

on réitère le processus :  on reprend avec 0
x

 (ou 0
x

) à la place de
x

. 

 

Le nombre de composantes nulles augmente d’une unité à chaque fois, et on parvient au bout d’un 

nombre fini d’applications du processus à une solution optimale qui est un sommet. 

3.2  Cas où la fonction à optimiser est de la forme  


n

ji

ii

n

i

ii xxxf
,

2

1

)(  , 
Ri

. 

 

 















.0x;bxa...xa...xaxa

.

,bxa...xa...xaxa

)(

innnnpnp22n11n

1nn1pp1212111

 
 

Posons   












































nn

n2

n1

n

1n

21

11

1

a

.

a

a

A,...,

a

.

a

a

A

.  )(       s’écrit :    



















n

1n

1i

ii

b

.

b

bxA
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ou encore    

.
11

bxAxA
n

pi

ii

p

i

ii  
  

 

Supposons que  



)()( xfxfMax

x  

21 xxx  n22p21p2p11211 x,...,x,x,0,...,0()0,...,0,0,x,...,x,x(   . 

 

On peut toujours supposer que x   s’écrit sous cette forme. 

 

Ici  p21 ,...,, 
    sont positives ou nuls 

et  n2p1p ,...,,   sont strictement négatifs.  (voir [4]) 

 

 

Théorème 3.3 :         Si  pAAA ...,, 21 est libre, alors 
1x  est un sommet de  ; 

 

 

Preuve : 

 

Supposons que   pAAA ...,, 21  n’est pas libre. 

Pour tout 0,   R , on a 

0
1

 


p

i

ii A     bxAxA
n

pi

ii

p

i

iii  
 1

2

1

1 

, 

car  

bxAxA
n

pi

ii

p

i

ii  
 1

2

1

1

   et  

0
1

 


p

i

ii A
. 

 

Donc 0
1


i
x   pour tout p,...,2,1i  01  iix 

   pour un   assez petit, 

et  par suite  
   

npiipiii xx
,,12,,11  


  est une solution réalisable. 

 

Mais,  
  )x()x()x()x(f iiiiii 2121 

 

)()()()()( 212121 iiiiiii xxxxxxf  
 

)()( 11 iii xx  
                                                                   (1) 

 

      iiiipii xxx  
 11,,2,11

2

1


  avec 

)()( 11 iii xx  
 

et        
)()( 11 iii xx  

 

   
2

1

1

1

11 



p

i

iii

p

i

iiiii xx)x(
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   
2

1

1

1

11 



p

i

iii

p

i

iiiii xx)x(
 

 



 







p

i

p

i

iiiii

p

i

iii

p

i

ii

p

i

iii

p

i

i

p

i

iiii

xxx

xxxx

1 1

2

111

1

2

1

2

1

2

1

1

11

11

)(

2)(





 

02 2

11

1

1









 



i

p

i

ii

p

i

iii

p

i

i x 

 
 

de même 

02 2

11

1

1









 



i

p

i

ii

p

i

iii

p

i

i x 

 

02 2

1

2

1

1

1









 



ii

p

i

ii

p

i

iii

p

i

i x 

 

02 2

1

2

1

1

1









 



ii

p

i

ii

p

i

iii

p

i

i x 

 
 

kx i

p

i

ii

p

i

iii

p

i

i 







 



2

1

2

1

1

1

2 

 

D’où 

kxk i

p

i

iii

p

i

i 







 




1

1

1

20

 

002
1

1

1









 



ketx i

p

i

iii

p

i

i 

 

D’où  

)()()( 1

1 1

2

1111 i

p

i

p

i

iiiiiiii xxxxx    
   

npiipiiinpiipiii xxetxx ,,12,,11,,12,,2,11 )()()()(    
sont aussi deux solutions 

optimales . 

 

On peut,  par suite, choisir 0 
 telle que l’un des vecteurs 

piiipiii xoux ,,11,,2,11 )()(    
ait une composante nulle, et le nombre de composantes 

non nulles de l’un de ces deux vecteurs se réduit à 1k , s’il est sommet le théorème est démontré. 

 

Sinon on réitère le processus. 

 

Au bout d’un nombre fini d’itérations, on parvient à une solution qui est un sommet et 

npiipiii xx ,,12,,11 )()(   
est solution optimale de .f   c.q.f.d. ( voir [17]) 

 

 

3.3.  Méthode de Franck-Wolfe. 
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Nous allons voir un type particulier d’algorithme qui permet de résoudre les problèmes 

d’optimisation non linéaires convexes. Il est du type séquence d’approximations linéaires. Il s’agit de 

l’algorithme de Franck-Wolfe. 

 

Son principe est particulièrement simple dans le cas de problèmes avec contraintes linéaires. 

 

En effet, cet algorithme combine des approximations linéaires de l’objectif  pour trouver la direction 

de recherche avec une recherche unidimensionnelle afin de déterminer le pas suivant cette 

direction. 

 

L’idée de la méthode est la suivante. Il s’agit d’un algorithme d’approximations linéaires successives. 

Nous allons l’appliquer au problème suivant dont les contraintes sont purement linéaires : 

 
2

22

2

11 285)(max xxxxxf   
 















.0

0

623

...

2

1

21

x

x

xx

qcs

 
 

Ce type de problème est souvent rencontré pour la résolution de problèmes d’affectation du trafic. 

 

Une itération de la méthode comporte les étapes suivantes : 

 

a) Calcul de la direction. On calcule la direction de recherche en résolvant un problème 

linéaire obtenu en remplaçant la fonction objectif par son approximation linéaire (points 

1 et 2 ci-dessous). 

 

b) Calcul du pas. On calcule le pas à faire dans la direction en minimisant la fonction )(xf  

le long de la direction déterminée en a) (points 3 et 4 ci-dessous). 

 

Nous partons du point initial ).0,0(0 x  

 

Itération 1 : 

 

1. Comme seul l’objectif est non linéaire, on va remplacer )(xf  par son approximation de 

Taylor limitée d’ordre 1: 

)0)(0,0()0)(0,0()0,0()( 2

2

1

1










 x

x

f
x

x

f
fxf

. 

Evaluons le gradient en )0,0(0 x : 

5)0(25)0,0(
1






x

f

                     

8)0(48)0,0(
2






x

f

. 
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D’où l’approximation linéaire de la fonction en (0,0) : 21 85)( xxxg   

 

2. On peut donc résoudre le problème linéaire : 

21 85)(max xxxg       














0

0

623

...

2

1

21

x

x

xx

qcs

 
par l’algorithme du Simplexe en général. Comme il n’y a que deux variables, ceci est fait 

graphiquement à la figure 3.1. La solution optimale est le point 

)3,0(1 
LP

x
 

Fig.  3.1. 

3. Comme, plus on s’éloigne du point de départ 
0x , plus l’approximation linéaire )(xg

s’éloigne de la fonction )(xf , on a probablement été trop loin en allant jusqu’au point 
1

LPx , cependant en se dirigeant dans la direction de 
1

LPx   au début du moins, on pourra 

réduire )(xf . 

 

On va déterminer le pas dans la direction :   )( 0101 xxxx LP    

 












































3

0

03

00

0

0

2

1

x

x

 
 

avec  1,0  qui minimise cette fois la vraie fonction :   )).(()( 010 xxxfh LP    

 

On obtient donc le problème de minimisation unidimensionnelle : 
21824)(max  h   dont le 

maximum est obtenu en annulant la dérivée : 
.

3

2


   D’où      
        2,00,03,0

3

2
0,01 x

 

 

Itération 2 : 

 

1. Evaluation du gradient en   2,01 x  : 
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5)0(25)2,0(
1






x

f

              

0)2(48)2,0(
2






x

f

 
 

2. Résoudre le problème linéaire : 21 05)(max xxxg       














.0

0

623

...

2

1

21

x

x

xx

qcs

 

 

Ceci est fait à la figure 3.3. La solution optimale est  0,22 LPx . 

 

3. Recherche unidimensionnelle :         )( 1212 xxxx LP    

 
















































22

2

20

02

2

0

2

1

x

x

 
 

On obtient donc le problème de minimisation unidimensionnelle: 

 
212108)(max  xh  

qui est le maximum pour 12

5


 d’où : 

       









6

7
,

6

5
2,00,2

12

5
2,02x

 

)3,0(1 
LP

x
   

Fig.  3.2. 

 

 

On peut résumer l’algorithme de Franck-Wolfe comme suit. 

 

Algorithme de Franck-Wolfe. 

 

1. Initialisation. Soit 
0x  une solution initiale réalisable. Posons  .1k  

 

2. Itération k.  Pour n,...2,1j  , évaluer 
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 
j

k

j
x

xf
c






1

 

3. Calcul de la direction. Trouver, par application de l’algorithme du Simplexe, 
k

LP
x

 

la solution optimale du problème linéaire suivant : 

 

j

n

j

j xcxg 



1

)(max

 
 









0
...

x

bAx
qcs

 
 

4. Calcul du pas. Trouver k
 la solution optimale de 

 

  11max   kk

LP

k xxxf   
 

10... qcs  
 

et mettre     
 11   kk

LPk

kk xxxx 
 

 

5. Critère d’arrêt. Si 
1kx  et 

kx sont suffisamment proches, stop. Sinon retour en 2. 

 

 

3.4   Application de la méthode du simplexe pour la résolution de certains problèmes 

quadratiques. 

 

Le but de cette section est d’étudier le cas où f est quadratique et m21 g,...,g,g sont des contraintes 

linéaires et de montrer que la théorie de Kuhn-Tucker aboutit, dans ce cas particulier, à l’algorithme 

du simplexe appliqué à un programme auxiliaire. 

 

Exemple 3.1.   Optimisation de portefeuille en finance. Considérons deux valeurs financières (actions, 

obligations, …) dont le rendement n’est pas fixe, mais soumis à des fluctuations non prévisibles. De 

façon plus précise, soit 

 

- ir  la rentabilité annuelle du titre 
  irii ;2,1

 est une variable aléatoire, 

- ii Er
  l’espérance de ir , 

- ii rVar2
la variance de ir , 

-  2112 ,rrCov la covariance de .21 retr  

12

2

2

2

121 ,,,  et  sont supposés connus. 
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Le but dans cet exemple est de trouver un portefeuille composé de ces 2 titres, tel que son 

rendement est optimal en un sens que nous préciserons maintenant. Soit  21, xxP  le portefeuille 

composé de 1x  parts du titre 1 et de 2x parts du titre 2. On a donc .121  xx  

 

Soit 

- 2211 rxrxri 
 la rentabilité annuelle  21, xxP , 

- 2211  xxErpp 
  l’espérance de pr

, 

- 
  1221

2

2

2

2

2

1

2

12211

2 2  xxxxrxrxVarrVar pp 
  la variance de pr

, 

 

La composition optimale d’un portefeuille est alors caractérisée par le fait que le risque, mesuré par 
2

p
, est minimal, mais qu’un bénéfice moyen, supposé donné et noté 0 , est garanti. 

Le portefeuille optimal est alors solution du programme quadratique suivant : 

 

    1221

2

2

2

2

2

1

2

121

2

21 2,,min  xxxxxxxxf p 
 

 

s.c.q.    
  .0,,1,, 21210221121  xxxxxxxxp 

 

 

Remarque 3.2.    On supprime parfois la contrainte 0, 21 xx  et on admet alors une partie négative 

d’un titre. Ceci veut dire qu’on fait une vente à découvert. 

 

On passe maintenant à la forme générale d’un problème quadratique. La fonction f  

devient alors une forme quadratique. 

  xQxcx)x(fminP t

min
2

1


 
 











nRx

bAx
qcs

0
...

 
 

  xQxcx)x(fmaxP t

max
2

1


 
 











nRx

bAx
qcs

0
...

 
 

Ici 
   n,...,2,1j,i;qQ,Rc,...,c,cc ij

n

n21 
 est une matrice symétrique, 

 

 n,...,2,1j;m,...,2,1i;aA ij 
est une matrice mXn  et   m

m21

t
Rb,...,b,bb   . 
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Notre but étant de résoudre ces programmes quadratiques à l’aide de la partie b) du théorème de 

Kuhn-Tucker, nous supposons en plus queQ est définie positive. 

 

En effet, la proposition 3.3 ci-dessous confirme que la fonction f , et donc la fonction de Lagrange, 

possède la propriété de convexité (resp. de concavité) requise dans la partie b) du théorème 3.2. 

 

Rappel.   Q est définie positive si, pour tout 
  n

n Rx,...,x,xx  21 , 


 


n

i

ji

n

j

ij

t xxqxQx
1 1

.0

 

Ceci revient à dire que le déterminant de Q ainsi que tous les sous-déterminants sont non-négatifs. 

 

 

 

Exemple 3.2. 

 

Problème non linéaire de la production 

 

  




















20

02
,5,5,

2

1
55),(

2

1

2

2

2

12121

Qc
x

x
xoù

xQxcxxxxxxxf t

 
 

Qest définie positive parce que   .002 2

2

2

1  xsixxxQxt

 

 

 

Proposition 3.3.     La fonction 







































concave

convexe

est

xQxcxxf

xQxcxxf

t

t

2

1
)(

2

1
)(

si et seulement si Q est 

est symétrique et semi définie positive. 

 

 

La preuve se fait par un calcul qui vérifie directement les inégalités de la définition de la convexité et 

de la concavité. 

 

Nous évaluons maintenant le Théorème de Kuhn  pour un programme quadratique général. 

La fonction de Lagrange est donnée par 

 

 

  )(
2

1
)()(,

)(
2

1
)()(,

' bAxxQxcxxgxfxL

bAxxQxcxxgxfxL

t

t









 



79 

 

 

Les conditions (1) à (5) de la partie a) du théorème se lisent : 

     

 

   

  0AQxc

n,...,2,1j,0)A(Qxc,xL
x

0AQxc

n,...,2,1j,0)A(Qxc,xL
x

1

tt

jjj

'

j

tt

jjj

j























 

 

 

 
0bAx

m,...,2,1i0,xL

m,...,2,1i0,xL

2
'

i

i






























 

 

   

   






























0)(.0,

0)(.0,

3
'

1

1

AQxcxxL
x

x

AQxcxxL
x

x

ttt

j

n

j

j

ttt

j

n

j

j





 
 

 4

 

 
  0

0,

0,

'

1

1































bAx

xL

xL

i

m

i

i

i

m

i

i













 

  mn RRx   ,5  
 

 ,x  est un point selle de L (resp. 
'L ) si et seulement si 

      0.01  AQxcrespAQxc
tttt   

  02 bAx  

        0.03  AQxcxrespAQxcx
tttttt   

    04 bAx  

  mn RRx   ,5  
 

Pour obtenir des égalités dans (1) et (2) on ajoute des variables d’écart 
mn RvetRu   : 

 

      0.01  uAQxcrespuAQxc
tttt   

  02  vbAx  
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 

 

   

0

004

0
0.

03























vux

vv

ux
uxresp

ux
t

t

t

t




 

  mn RvRux   ,,,5   
 

Le système d’équations à résoudre est donc le suivant : 

 

 
),( 'LpourLpour

bvAx

cuAQx tt




 

 

)(0,,, enonlinéairtermeseulvxuetRvRux tmn     
 

La résolution de ce système se fait à l’aide du programme linéaire suivant qu’on obtient en ajoutant 

la variable auxiliaire 
nRy  dans (1) : 

 

Maximiser My ( M  est une constant M  >0) 

 

S.c.q.    

 

0,,,, 





 vxuetRvRuxy

bvAx

cyuAQx

tmn

tt





 

 

En appliquant le simplexe pour résoudre ce problème auxiliaire, il faut à chaque étape veiller à ce 

que les variables entrantes soient telles que 0 vxut  reste valable. 

Ceci modifie légèrement les règles du simplexe. 

 

Exemple 3.3. 

 

Si 01 x est variable de base, il n’est pas possible de faire rentrer 1u en base, parce que on aurait 

alors 011 ux et donc 

.0
1




n

j

jj

t uxxu

 Il faut choisir 
'i  tel que 

0' i
x

 afin que 
0'' 

ii
ux

  et  

.0xut
 

 

Exemple 3.4  . 

 

Problème de la production (suite et fin) 

 

   
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Le programme auxiliaire se lit : 

 

00,,,,,,,,,

9

8

13

21

5

5

13

21

20

02
...

max

2121212121

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

21







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
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


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







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
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
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
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
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
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
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

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































vxuetvvuuxxyy

v

v

x

x

y

y

u

u

x

x
qcss

MyMy

t

t







 
 

Les contraintes s’écrivent 

 

93

82

225522

325532

221

121

1212222212

1211111211









vxx

vxx

uxyyux

uxyyux





 
 

Rappelons qu’il faut substituer 1y et 2y dans la fonction à maximiser : 

 

.432210 21212121 MuMuMMMxMxMMyMy    
 

Le premier tableau du simplexe se lit : 

 

 c 2M 2M 3M 4M -M -M 0 0 0 0 
jc  Variable de base 

1x  2x  1  2  1u  2u  1v  2v  1y  2y  
0 

0 

0 

0 

 

11 yx j   

22 yx j   

13 vx j 
 

24 vx j   

5 

5 

8 

9 

2 

0 

1 

3 

0 

2 

2 

1 

1 

2 

0 

0 

 

3 

1 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

-10M 0 -2M -2M -3M -4M M M 0 0 0 0 

 

Après trois étapes du simplexe on trouve la solution optimale : 

 

   2.0,0,4.2,2.2,,, 2121 xx . 

 

 

 

Exemple 3.4. 
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





















0,

,832

,10

,62

...

231020),(min

21

21

21

21

2

2

2

12121

xx

xx

xx

xx

qcs

xxxxxxf

 
En forme matricielle, ce programme s’écrit 

 

 

0

8

10

6

32

11

12

40

06

2

1
1020

2

1
)(

2

1































































x

x
bbAx

xxxxQxcxxf tt

 
 

Le programme auxiliaire s’écrit : 

 

Maximiser 21 MyMy   

 

   
 

0,,,,

2

...1

33 





 vxuetRvRuxy

bvAx

cyuAQxqcs

t

tt





 
 

  




































































10

20

311

212

40

06
1

2

1

2

1

3

2

1

y

y

u

u
x







 
 















1034

20226

223212

113211

yux

yux





 
 

Remarquons que 2y  est superflu, parce que 2u  peut faire partie de la solution de base initiale. 

 

 

 
























832

10

62

2

321

221

121

vxx

vxx

vxx

 
 

























8~32

10

62

2321

221

121

yvxx

vxx

vxx
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On en déduit : 

 

.328~
,22620

3212

132111

vxxy

uxy



 

 
 

La fonction à maximiser est donnée par 

 

.223828~
313212121 MvMuMMMMxMxMyMMy  

 
 

La solution de base initiale est donnée par    8,10,6,10,20~,,,, 22121 yvvuy . 

 

La résolution du programme par le simplexe se fait par les tableaux suivants (Tableaux 3.1 à 3.5). 

 

On obtient que    5.0,25.3, 21 xx est un point selle de L (notons que f est convexe), puisque  

  Sxx 21,  .  Ce point est solution optimale. 

 

Résumons cette section par le théorème suivant : 

 

Théorème 3.4.  La solution optimale du programme quadratique étudié dans cette section est 

donnée par la solution optimale du programme linéaire suivant : 

Mymax (M>0 une constante,   n

n1

t
Ry,...,yy  ) 

 
mnt

tt

RvRuxvxubyAx

PpourPpourcyuAQxqcs

 



,,,,0,

))()((... maxmin



 

 
 

 
ic
 1x  2x  1  2  3  1u  2u

 
1v  2v  3v

 1y

 
2

~y

 

b 

1y  

2u  

1v  

2v  

2
~y  

-M 

0 

0 

0 

-M 

6 

0 

2 

-1 

2 

0 

-4 

-1 

1 

3 

2 

1 

-1 

-1 

 

-2 

3 

-1 

 

 

1 

 

 

1 

 

 

 

1 

 

 

 

 

-1 

1  

 

 

 

1 

20 

10 

6 

10 

8 

  -

8M 

-

3M 

-

2M 

M 2M M 0 0 0 M 0 0  

Tab.I.1.- Les variables de base sont encerclées. Variable entrante 1x . Variable sortante 1v . La 

condition 0 vxut  est toujours satisfaite parce que 01 u et donc .011 ux  

 

 

 
ic
 1x  2x  1  2  3  1u  2u

 
1v  2v  3v

 1y

 
2

~y

 

b 
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1y  

2u  

1x  

2v  

2
~y  

-M 

0 

0 

0 

-M 

 

 

1 

 

3 

-4 

-1/2 

1/2 

4 

2 

1 

-1 

-1 

 

-2 

3 

-1 

 

 

1 

-3 

 

1/2 

1/2 

-1 

 

 

 

1 

 

 

 

 

-1 

1  

 

 

 

1 

2 

10 

3 

13 

2 

  0 -7M -

2M 

M 2M M 0 4M 0 M 0 0  

 

 

Tab.I.2.- La variable entrante est 2x . La variable sortante est 2y . Mais 02 u , donc .022 ux  

La variable entrante est donc 1 . La variable sortante est 1y . La condition 0 vxut  reste 

satisfaite. 

 

 

 

 
ic
 1x  2x  1  2  3  1u  2u  1v  2v

 
3v

 2
~y

 

b 

1  

2u  

1x  

2v  

2
~y  

0 

0 

0 

0 

-M 

 

 

1 

 

3/2 

-11/2 

-1/2 

1/2 

4 

1 -1/2 

-1/2 

 

-1 

4 

-1/2 

1/2 

 

1 

-3/2 

3/2 

1/2 

1/2 

-1 

 

 

 

1 

 

 

 

 

-1 

 

 

 

 

1 

1 

9 

3 

13 

2 

  0 -4M 0 0 0 0 0 M 0 M 0  

Tab.I.3.- La variable entrante est 2x . La variable sortante est 2y . Mais 02 u , donc .022 ux  

La variable entrante est donc 3 . La variable sortante est 2u . La condition 0 vxut  reste 

satisfaite. 

 

 
ic
 1x  2x  1  2  3  1u  2u  1v  2v

 
3v

 2
~y

 

b 

1  

3  

1x  

2v  

2
~y  

0 

0 

0 

0 

-M 

 

 

1 

 

1/8 

-11/8 

-1/2 

1/2 

4 

1 -5/8 

-1/8 

 

 

1 

-3/8 

1/8 

1/4 

1/4 

-9/8 

3/8 

1/2 

1/2 

-1 

 

 

 

1 

 

 

 

 

-1 

 

 

 

 

1 

13/4 

9/4 

3 

13 

2 

  0 -4M 0 0 0 0 0 M 0 M 0  

Tab.I.4.- La variable entrante est 2x . La variable sortante est 2
~y . Mais 02 u , donc .022 ux  

La condition 0 vxut  reste satisfaite. 

 
ic
 1x  2x  1  2  3  1u  2u  1v  2v

 
3v

 
B 
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1  

3  

1x  

2v  

2x  

0 

0 

0 

0 

0 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

1 -5/8 

-1/8 

 

 

1 

 

-3/8 

1/8 

-1/4 

1/4 

-35/32 

1/32 

3/8 

5/8 

-1/4 

 

 

 

1 

1/32 

-1/32 

-1/8 

1/8 

-1/4 

3.18 

2.93 

3.25 

12.75 

0.5 

  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

Tab.I.5.-  Solution optimale du programme auxiliaire avec .021  yy .  On a 

   93.2,0,18.3,5.0,25.3,,,, 32121 xx
. 

 

Chapitre IV 

 

Résolution d’un problème quadratique non convexe 

et sous contraintes linéaires. 
 

 

4.1. Introduction. 

 

L’objet de ce chapitre consiste à trouver la solution exacte d’un problème de programmation 

quadratique avec des contraintes linéaires et une fonction objectif quadratique écrite sous sa forme 

canonique. 

 

Cette étude décrit une nouvelle méthode basée sur la décomposition de la fonction objectif en une 

somme de deux fonctions l’une convexe et l’autre concave ; un nouvel ensemble réalisable est 

construit par une transformation homographique, de telle sorte que la projection du point critique 

de la fonction objectif sur cet ensemble, donne la solution exacte du problème étudié. 

 

Notons qu’on n’a pas besoin de transformer le problème quadratique en un équivalent linéaire 

comme dans les méthodes numériques ; la méthode est purement analytique et évite le choix de la 

solution initiale. 

 

La technique est simple et nous permet de trouver les coefficients de la fonction convexe lors du 

passage d’un sommet à un sommet voisin. 

 

Le théorème fournis reste valable pour un domaine convexe fermé et borné ; il peut être appliqué à 

un grand nombre de problèmes d’optimisation. 

 

Les résultats obtenus sont d’une grande importance pour la résolution des cas de programmation 

séparable. 

 

*5+ a traité l’exemple suivant : 
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(P)




















0,

093

082

55),(max 22

yx

yx

yx

yxyxyxf

 

La méthode utilisée pour résoudre ce problème nécessite au moins dix variables. Dans la méthode 

présentée dans cette thèse, sans ajouter de variable, la solution exacte est atteinte dans la première 

tentative. 

 

Cette technique analytique détermine la solution optimale exacte du problème. Il est à mentionner 

ici que la méthode est générale pour n’importe quel problème d’optimisation quadratique. 

 

Le principe de cette technique est de projeter le point critique sur un nouveau convexe construit à 

partir de l’ensemble des solutions réalisables. 

 

Un second ingrédient est l’étude de la fonction convexe. Les solutions optimales sont des points 

extrêmes qui sont toujours des sommets. Donc il est seulement nécessaire de se déplacer d’un 

sommet à un autre et de choisir le sommet qui produit la solution optimale. 

 

En se déplaçant d’un sommet à l’un de ses voisins, la forme de la fonction convexe change et de 

nouveaux termes contenant le double produit apparaissent [4]; alors une technique simple à 

programmer, calcule ces coefficients est présentée. 

Enfin un exemple illustratif de la méthode est traité. 

 

4.2. DECOMPOSITION DE LA FONCTION OBJECTIF 

 

Considérons le problème suivant: 


















)(

)(
)( ,1

xfMax

xxxxf
P

x

n

ji

jiij

n

i

ii 

                                     (1) 

où 
 bAxetxRx n  0:

, A une matrice nm et b un vecteur de
mR . 

 

Il est facile de voir qu’on peut se restreindre à l’étude du cas suivant

,)(
1

2



n

i

iiii xxxf 
 où les 

coefficients i  et i sont des réels quelconques, et la fonction )(xf n’est ni convexe ni concave. 

 

Commençons par voir comment optimiser la fonction )(xf . 

Pour cela, soit 

  



n

i

iiii xxx
1

2
, où la somme porte sur tous les indices i  pour

0i ; et 





n

i

iiii xxx
1

2)( 
, où la somme porte sur tous les indices i  pour

0i . 

Après décomposition la fonction )(xf devient comme suit: 
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)()()( xxxf   . 

 

Nous allons commencer par étudier la fonction concave )(x . 

Nous donnons ici la solution optimale exacte en projetant le point critique ii

ix 








 






2

*

sur un 

nouveau convexe 
' . Si le point critique

*x est à l’intérieur du convexe  , alors la solution optimale 

se trouve exactement en ce point (voir la remarque 2.1). Sinon, la projection directe du point 
*x  sur 

  donne seulement une solution approchée comme le font les autres méthodes (voir Exemple 4.2). 

 

Nous montrons dans le théorème 4.1, que 
   xxMax

x
 

 , où x est la projection du point 
*x sur 

le  convexe 
' . 

 

 

Soit 
nn RR  '

 l’application qui transforme le convexe   en un convexe 
' . 

 nxxT   ,.........,)( 1  n’est pas nulle, parce que les
0i  pour tout i . Alors elle 

est conforme. 

 

4.3.  OPTIMISATION DE LA  FONCTION CONCAVE  


 

 

Soit   un ensemble convexe fermé borné de 
nR .  Posons : 

  



n

i

iiiiii Rxxx
1

2 0,. 
, pour tout  i. 

ii

i
ii

ii

i
ii yyxx


























 










2
)(;

2
)( ****

 

 
iiiii xyy  )(
;    

.)();()( 


ii
x

xxxxMax 
 

 

 

Théorème 4.1.   Il existe un ensemble convexe fermé borné 
' de 

nR , et un vecteur
'

00 )(  iiyy
, tel que les conditions suivantes soient satisfaites : 

1. 
    ;

2

0

** yyxxMax
x





    (Propriété 1) 

2. 
;inf *

0

*

'
yyyy

y


     (Propriété 2) 

3. i

i
i

y
x


 0

, pour tout i,   i = 1,2,…..,n.                 (Propriété 3) 
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Preuve : 

 

Pour tout ,x  soit 

   22**

iiiiiiiii xxxx  
.  Alors 

2

2

22
iiii

i

i
i

i

i
ii xx 









 









 









 


 

  .

2

2*

2

iii

i

i
ii

xx

x






















 

Mais                

    



n

i

ixx
1

* 
 

     2
1

* 



  ii

n

i

i xxxx 
; Pour tout x , 

 

Par conséquent, 

       







 





2

1

* infinf ii

n

i

i
xx

xxxx 

 

 

peut être écrite sous la forme suivante : 

      
2

1

** inf 





n

i

iii
xx

xxxMaxx 

 

  .inf

2

1

*

'






n

i

ii
y

yy

 
 

Soit 
    

iiiii

n

ii xxxyRyy ,:' 
, 

parce que  

 





n

i

ii
y

yyyyy
1

0

2

0

*2*

'
'.,inf

 

alors  
    ,

2

0

** yyxxMax
x





        d’où la propriété (1). 

 

 
2

0

*
2

*

'
inf yyyy
y


 , alors 

,
2

*
2

0

* yyyy 
pour tout

'y . 

 

Ceci implique que  
,*

0

* yyyy 
 pour tout

'y . 

 

Nous avons  par conséquent  
yyyy

y




*

'
0

* inf
. 
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Puisque 
'y  alors 

 

yyyy
y




*

'
0

* inf
; donc

yyyy
y




*

'
0

* inf
.  D’où la propriété  (2). 

 

 

Le vecteur 0y
 est la projection du vecteur 

*y  sur le nouveau convexe
' . 

Nous avons     
     

2

0

** yyxxxMax
x





 

   
2

1

** inf





n

i

iii
x

xyx 
 

   
2

1

** 



n

i

iii xyx 

. D’où la propriété  (3). 

 

Remarque  4.1.   Si *x , alors  
  0inf

2

* 


i

iii
x

xx
 et 

   .*xxMax
x

 
  

 

Remarque 4.2.   La transformation
nn RRT  ': , qui pour tout x , associe 

   nxxT   ,......,, 1   a comme matrice Jacobéenne. 





















n



-0...0

............

.........0

0...0- 1

 

Son déterminant est 
0

1



i

n

i


. Donc elle est conforme. 

 

 

Remarque 4.3. 

Le convexe   est borné. On peut se restreindre au cas 
0i  pour tout i. 

En effet, supposons que nous avons
2

iiii xx  
 avec

0i . 

Soit  
.0,)( **  iiiii xyxMax 
 

Par conséquent 
**22

iiiiiiiiiiii xxxx  
 

  2***2 2 iiiiiiiiii yy  
 

iiiii Kyy  '2 
, où 

02 *'  iiii 
et

2**

iiiiiK  
. 

 

Par conséquent, il suffit de remplacer : ix
 par 

,*

ii y
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et          
2

iiii xx  
  par   iiiii Kyy  '2 

. 

 

 

Exemple 4.1. 

 





















0

082

093

55

21

21

21

2

2

2

12121

x,x

xx

xx

xxxxx,xmax

 
 

Dans ce cas 121   , donc   
' . 

 

2/5025),( *

1121

1





xxxx

x

f

; 

2/5025),( *

2221

2





xxxx

x

f

 
 

Le point critique

,
2

5
,

2

5* 







x

 parce que   
, 0 > 1 =  9 -

2

5
 

2

5
3 

 

 

  a
a

bax
xxPx

2

*
**

0

, 
 

  où     ,1,3a .9b  

 

,101*
2

5
3*

2

5
,*  ax

  
.10

2
a

 

)4.2,2.2()1,3(
10

1

2

5
,

2

5
0 








x

. 

 

 
   xxxMax

xx
 


21

,
,

21  = 12.40 

 

Ici  nous avons 

  0,0,082,093/, 212121

2

21  xxxxxxRxx . 

 

 

 

Exemple 4.2. 

 















0

623

285

21

2

2

2

12121

x

xx

,xxxxx,xmax

 
 



91 

 

Dans ce cas 11   et 22  , 

 

donc  
' . 

 

2/5025),( *

1121

1





xxxx

x

f

; 

2048),( *

2221

2





xxxx

x

f

 
 

Le point critique

,2,
2

5* 







x

 parce que   
, 6 >  2.2 

2

5
3 

 

  a
a

bax
xxPx

2

*
**

0

,
'






  où  ,2,3a .6b  

,
2

23
2*23*

2

5
,*  ax

  
.13

2
a

 
 

)
13

15
,

13

16
(

13

11
2,

26

33

2

5
)2,3(

13*2

11
2,

2

5
0 

















x

. 

 








 0,0,6
2

2
3/, 2121

2

21

' yyyyRyy

 . 

 

De plus 

.22,
2

5*








y

 

 

La projection de ce point sur 
'  donne le point suivant 0y

: 

 




















2

3
,1

2

3
,10 xy

   et 

  .500,11
2

3
,1 











 xMax

x
 

 

Notons que la projection du point 
*x sur   donne le point










13

15
,

13

16

, et 

.207,11
13

15
,

13

16











 

 

Evidemment 

    .250,142,
2

5* 










 xxMax

x
 

 

Le point 










13

15
,

13

16
0x

 de l’ensemble convexe   est le plus proche point du point critique ,*x  

mais il n’est pas la solution optimale de  . 
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Exemple 4.3.                      

 

























0

1422

8

183

2332

321

321

321

21

2

3

2

2

2

1321321

x,x,x

xxx

xxx

xx

xxxxxxx,x,xfmax

 

 

Nous avons 
  ,3 2

333 xxx 
 

le point critique est 










2

3*x

 et 

  .
4

9

2

3
3

3












 xMax

x
 

 

D’autre part   .232, 2

2

2

12121 xxxxxx   

 

 est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extrême (sommet de  ). 

 

 
    906,0, 21

, 21




 xxMax
xx    [4]. 

 

Mais    
     .xMaxxMaxxfMax

xxx





 

Par conséquent  
.25.92)( xfMax
 

 

Aussi   

).(
2

3
,6,0,

2

3
,6,0 xfMaxf

x 



















 

alors 

.25,92
2

3
,6,0)( 











fxfMax

x
 

 

 

Remarque 4.4. 

Si nous posons 

  



0

2

i

iiii xxx




 

alors 

     



n

i

iii xxxx
1

2** 
pour tout ;x  et 

      .

2

1

** 





n

i

iiii
xx

xxMaxxMaxx 

 

Donc   

      .

2

1

** 





n

i

iiii
xx

xxMaxxxMax 

 

Soit   
   

iiiiiyy  2** 
  et   

    .0 iiii
xyy 
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Notons que 0y
 est le point le plus éloigné du convexe 

 

  
iiiii

n xxxyRy ,:' 
. 

 

 

 

4.4.   LA NOUVELLE FORME DE LA  FONCTION   

 

Calculons les nouveaux coefficients 
'' , ii 
 de la fonction ,  lors du passage d’un sommet à un 

sommet voisin. 

 

Soit  0i  l’indice du vecteur sortant, et 0j  celui du vecteur entrant. 

De la colonne du pivot, nous avons  

.
0 00

0

00

0

0 



jj

j

ji

ji

ji

i

j x
a

a

a

b
x

 

Posons 00

0

0

ji

i

a

b


, par conséquent  

.
1

0

0

00

0 0 j

jj

ji

ji

j xa
a

x 




 

Ici    

.
1

1
0

0

0

0 0 












 



j

jj

ji

i

j xa
b

x 

 

Par conséquent    

.
2

0

0

00

0

0

0

2

0

2

2

2

02

0

2

j

jj

ji

i

j

jj

ji

i

j xa
b

xa
b

x 





















 

La valeur de la fonction devient donc    

  



0

0000
.22

jj

jjjjjjjj xxxxx 

 

Nous remplaçons 
2

0000 jjjj xx  
 par sa valeur: 

 

  j

jj

ji

i

j

i

j

j xa
bb

x 































0

0

0

0

0

0

2

00

0

2 


22

02

0

0

0 0

0 


























 

 jj

jji

jj i

jjj xa
b

x




, 

 

Où       
2

0 0000 jjjj xx  
;     mais 

  























0

0

0

000

0

0
222

2

jk

jk

jk

jj
kjkijikki

jj

jji xxaaxaxa

 

donc   

  j

jj

ji

i

j

i

j

j xa
bb

x 































0

0

0

0

0

0

2

00

0

2 
   22

2

0

0

0

0

0 j

jj

ji

i

jj xa
b


 
































 



94 

 























0

0

00

0

0

2

02

jk

jk

jj
kjkiji

i

j xxaa
b




. 

 

Nous obtenons la forme des coefficients pour la première phase 

 
00

0

00 0

' 2
ji

ji

jjjj
a

a
 

, si 0
jj 

 et 
0'

0
j

 

 
 2

2

'

00

00

ji

jij

jj
a

a
 

, si 0jj 
 et 

0'

0
j  

iiji

i

jji aa
b 00

0

0

2

0



















 pour 00 ,, jijjij 
et 

,.........2,10
00

 iiiijij 
 

 

La forme de la fonction devient alors 

 

   









0

0

00

.22''

0

jj

ji

ji

jj
ijjijj

jj

jj xxxxx 

 
 

 

4.4.1.    Méthode pour calculer l’expression  


j i

ijji xx

. 

 

L’expression 









0

0

00
2

ji

ji

jj
ijiiji xxaa

 avec 
,...2,10

000
 jaa jiji peut être calculée de la manière 

suivante :    le produit cartésien de l’ensemble
 jia

0  excluant la diagonale et la ligne du pivot, en 

utilisant la table suivante : 

 

 

 

 

 

Table 1. Calcul des valeurs de 
*y . 

 10i
a

 20i
a

 
  

00iia
 

   mnia 0  

10i
a

 
0 10i

a 20i
a

21xx  
  0    10i

a mnia 0 mnxx 1  

20i
a

 
20i

a 10i
a

12xx  
0   0    20i

a mnia 0 mnxx 2  

   0  0     
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    0 0     

00 jia

 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

     0 0    

     0  0   

     0   0  

mnia 0

 
mnia 0 10i

a
1xx mn  

   0    0 

 

 

L’expression 


j i

ijji xx

est équivalente à l’expression suivante: 

   



0

000

000

00

00

0 21

jj

jjjjjji

jijj

jjjjj

ji

i
xa

a
x

a

b


 







0

00

0

0

00

1

ji

jiijji

jj

ji
ji

ji

xxa
a



, 

 

d’où  la nouvelle forme des coefficients pour n’importe quelle phase : 

   
00

00

0

00

0

00 0
' 2 jjjj

ji

i

ji

ji

jjjj
a

b

a

a
 

 , si  0jj 
 et 

0'

0
j

 sinon 

 
   

000

00

0

00

0
12

2

'

jjjjji

ji

ji

ji

j

jj a
a

a
a




 

, si 0jj 
 et 

0'

0
j  sinon 

 
00

00

0*

jjjj

ji

ji

ijji
a

a
 

, 

pour    00 ,, jijjij 
 et 

,...2,10
00

 iiiijij 
, où

iiji

i

jij aa
b 00

0

0

2

0*



















. 

 

 

 

Remarque 4.5.     Généralement
,jiij  

 mais  
.**

jiij  
 

*

ij  , est pris à partir du tableau du produit cartésien de la ligne du pivot multipliée par

.

2

0

0

0 













i

j
b




 

 

Pour plus de détails voir [4]. Pour la matrice des contraintes, ces coefficients seraient changés de la 

même manière que celle de la méthode du simplexe [12]. 

 

 

 

Exemple 4.4.: 

Soit le problème quadratique suivant (standardisé): 
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 

 



























0

122

6

3

32

321

521

421

321

2

2

2

121

x,x,x

xxx

xxx

xxx

xxxxxmax

P

 
 

La fonction est     0 +32 2

2

2

121 xxxxx   

 

Nous passerons du point extrême (0, 0, 0) au second (6, 0, 0). 

 

La table 2.1 contient les valeurs initiales de α, et β, prises du problème  P  et nous calculons les 

valeurs de θ, Δ  à l’aide des expressions: 

 

 













ij

i

i
a

b

ija 0
0

min

,   

2

jjjjj
   

, 

6
1

12
,

1

6
,min

1












; 

3
2

12
,

1

3
min

2












 

   

3
0

2 i
;   

20 i
;      4

x
est la variable qui sort de la base. 

  42366
2

6*16*12
11111

   
 

  33276
2

3*33*22
22222

   
 

 

    4233,42max
2

,
1

max
0

 j
    

1
0
j

   1
x

 est la variable entrante. 

Posons 0j
zz 

 ;  420 z   qui est la valeur de la fonction objectif à cette itération. 

Le pivot est alors  2100
aa ji 

. 

On va calculer les nouveaux coefficients de la fonction objectif 
''' ,,   , les nouvelles valeurs de la 

matrice A , les nouvelles valeurs du vecteur des ressources et donc la nouvelle solution de base.

 

6
1

6

00

0

0 
ji

i

a

b


 

   
00

00

0

00

0

00 0
' 2 jjjj

ji

i

ji

ji

jjjj
a

b

a

a
 

  et  
0'

0
j

 

 

Table 2.1: valeurs initialise de α, β, θ, Δ.                              Table 2.2: calcul de 
*

24  

x1 x2 x3 x4 x5  

1 2 0 0 0 α 
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La table 2.2 contient le produit cartésien de l’ensemble
   0,1,0,1,1

0


jjia
 excluant la diagonale et 

la ligne du pivot. ( 0i est l’indice de la variable sortante ; 0
j

est l’indice de la variable entrante ; on 

commence par mettre à des zéros dans la diagonale, dans la ligne et la colonne du pivot). 

 

Appliquons la formule de calcul des 
*

ij  des variables hors bases : 
2

0*

0

000 














i

jiijiij
b

aa




   où   

6
1

6

21

2

0

00

0 
a

b

a

b

ji

i


 

 

11*
6

6
*)1(

22

2

0

12224

*

24 


















b
aa




;
*

24

*

42   ;  0*

24

'

24   parce que 04114  ; 

      15132
1

1
6*1*212

01
2

21

22

12

'

2





a

a


 

 
 

 

 
4

21

21*1
3

2
21

2
221

2
'
2 




a

a


 

    13
1

1
6*1*210

21

24
01

214
'
4 

a

a


 

 
 

 

 
1

21

21*1
0

2
21

2
241

4
'
4 

a

a


 

15'

2


     
13'

4


               
4'

2


  
1'

4


  11*1*

2

6

6
*1

2224

2

2

0
124
























 aa

b




 

 

Ici   nous avons     1
4224

    et  .2 4224424224 xxxxxx   

 

La fonction devient     .42241315 42

2

4

2

242  xxxxxxx  

1 3 0 0 0 β 

6 3    θ 

42 33    Δ 

-1 1 1 0 0 x3=3 

1 -1 0 1 0 x4=6 

1 2 0 0 1 x5=12 

 1 -1 0 1 0 

1 0 0 0 0 0 

-1 0 0 0 -1 0 

0 0 0 0 0 0 

1 0 -1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

  11*1*

2

6

6
*1

2422

2

2

0
142
























 aa

b



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Calculons les valeurs des 421 ,, bbb   avec  l’expression 
0

00

0'

i

ji

ij

ii b
a

a
bb  . 

96
1

1
32

21

11
1

'
1 


 b

a

a
bb

     

6
1

6

21

2
0

'
2

00

0 
a

b

a

b
b

ji

i


 ( car 
20 i

) 

 

 

Calculons les coefficients ija
  avec 

ji

ji

ij

ijij a
a

a
aa

0

00

0' 

 

0)1(121

21

11
11

'
11  a

a

a
aa

 

0)1(
1

1
122

21

11
12

'
12 


 a

a

a
aa

 

10*
1

1
123

21

11
13

'
13 


 a

a

a
aa

   

11*
1

1
024

21

11
14

'
14 


 a

a

a
aa

 

00
1

1
025

21

11
15

'
15 


 a

a

a
aa

 

Pour  20 i   on appliqué la formule 

00

0

0

'

ji

ji

ji
a

a
a   

1
21

21'
21 

a

a
a

   

1
1

1

21

22'
22 




a

a
a

 

0
1

0

21

23'
23 

a

a
a

 

1
1

1

21

24'
24 

a

a
a

 

0
1

0

21

25'
25 

a

a
a

 
 

01121

21

31
31

'
31  a

a

a
aa

       

3)1(*
1

1
222

21

31
32

'
32  a

a

a
aa

  

00*
1

1
023

21

31
33

'
33  a

a

a
aa

   

11*
1

1
024

21

31
34

'
34  a

a

a
aa

 

10*
1

1
125

21

31
35

'

35  a
a

a
aa  

 

Table 3.1: calcul des valeurs de 

α, β, θ, Δ pour la deuxième phase.                                  Table 3.2: calcul de 
*

45
 

 

 

 

 

 

La fonction devient  

  .88
9

2

9

4

9

7

3

31

3

20
54

2

5

2

454 


 xxxxxxx  

x1 x2 x3 x4 x5  

0 15 0 -13 0 α 

0 4 0 1 0 β 

 2  6  θ 

 46  -42  Δ 

0 0 1 1 0 x3=9 

1 -1 0 1 0 x1=6 

0 3 0 -1 1 x5=6 

 0 3 0 -1 1 

0 0 0 0 0 0 

3 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

-1 0 0 0 0 -1 

1 0 0 0 -1 0 

66
1

1
122

21

31
3

'

3  b
a

a
bb
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Pour passer au point extrême suivant (8, 2, 0), la table 3.1 donne les nouvelles valeurs de α, β, θ, Δ. 

 

 

La table 3.2 contient le produit cartésien de l’ensemble    1,1,0,3,0
0

jia  excluant la diagonale et 

la ligne du pivot. 
9

4
1*

3

2
*)1(*)1(

2

'

00

'

0*

45

*

54 
























ji

i

a


 ; 

 

donc  
9

4

39

4
5225

34
45  

a
parce que  05225    dans l’expression précédente de 

 ; 

   
9

2

9

4

3

2
11

3

1

9

4

39

4
4224

35
54  

a
      

9

2

9

4
5445   et ; 

 

nous constatons que   5445     mais  *

45

*

54   . 

 

54545445545445
9

2

9

2

9

4
xxxxxxxxxx 

 
 

       
3

20
11

3

6
1

3

31
13

3

6

3
4*2*21513 4224

34'

4  
a

; 

 

     
3

31
0

3

6
1

3

31

3

6

3

31
0 522535

'

5 







  a

. 

 

        
9

7

3

2

9

4
1111

3

1
1

9

4
1

3

1

9

4
1

2

422434

2

34

'

4   aa
 

 

    0
3

1

9

4
0 5225522535

2

35

'

5 







  maisaa

 
 

donc    

 
9

4
1

9

4 2'

5 









.          Ici  9

1
5445  

. 

 

Passage au point extrême suivant (2, 5, 9) 

 

La table 4.2 contient le produit cartésien de l’ensemble
   0,1,1,0,0

0
jia

 excluant la diagonale et la 

ligne du pivot. 
0*

53

*

35  
; 

 

donc   

 
9

2

9

2

9

4

1

1

1
0 5445

13

35 







 

a

 
  0

1
0 3443

15
53  

a

, 
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parce que  03443      dans l’expression précédente de   et  a15 = 0. 

 

Notons que   0
9

2
5335   et        donc    

5335   . 

 

     
3

22
0

1

9
114

3

20

1

9

19

7
*9*2

3

20
0 3443

13'

3 
















 

a

; 

 

 
3

37

9

1

9

1
90*14

3

20

3

31

1

9

1
14

3

20

3

31
5445

15'

5 

























 

a

. 

 

 
     

9

7
1

9

7

1

1

1

1
*

9

7
0 344313

2

132

'

3   aa

 
 

 
 

9

4
0*

9

7

9

4

1

1

19

7

9

4
544515

2

15'

5 







  a

a

 
 

Table 4.1: calcul des valeurs de 

α, β, θ, Δ pour la troisième phase.                               Table 4.2: calcul de 
*

35
 

 

 

 

La table 4.1 donne les 

nouvelles valeurs de α, β, θ, 

Δ. 

 

La forme finale de la fonction   devient:  

  .91
9

2

9

4

9

7

3

37

3

22
53

2

5

2

353 


 xxxxxxx
 

 

Passage au point extrême suivant. 

 

La table 5.1 donne les nouvelles valeurs de α, β, θ, Δ. 

Tous les Δ < 0  stop. La dernière valeur de  x  est la solution optimale. 

 

Table 5.1: calcul des valeurs de 

α, β, θ, Δ pour la dernière phase 

x1 x2 x3 x4 x5  

0 0 0 -

20/4 

-

31/3 

α 

0 0 0 7/9 4/9 β 

   9 6 θ 

   3 -46 Δ 

0 0 1 1 0 x3=9 

1 0 0 2/3 1/3 x1=8 

0 1 0 -1/3 1/3 x2=2 

 0 0 1 1 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

x1 x2 x3 x4 x5  

0 0 -22/3 0 -37/3 α 

0 0 7/9 0 4/9 β 

  9  6 θ 
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Remarque  4.5:  Nous utilisons la même technique  pour calculer les nouveaux coefficients de 

f  lors du passage d’un point extrême à un point extrême voisin. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CONCLUSION 

 

Ce rapport de thèse a été l’occasion de présenter un cadre général de la programmation 

quadratique. Ce cadre a ensuite donné lieu à la présentation détaillée de la nouvelle méthode de 

résolution des problèmes quadratiques à fonction objectif convexe ou non convexe. 

Nous avons commencé par rappeler les outils des ensembles convexes et des fonctions convexes 

pour les appliquer dans un contexte d’optimisation non linéaire. Ceci nous a permis de nous placer 

dans un contexte de programmation quadratique. 

 

Nous avons ensuite présenté certaines méthodes de calcul de la solution optimale en 

programmation quadratique. 

 

Les problèmes des flots en réseau à coût minimum peuvent être modélisés par des fonctions 

quadratiques. Parmi les problèmes classiques associés à cette formulation on peut citer : l’équilibre 

du trafic en réseaux de communication (de trafic urbain, télécommunication), le routage en réseau, 

l’affectation du trafic, les problèmes de classification. 

 

  -3  -58 Δ 

0 0 1 1 0 x4=9 

1 0 -2/3 0 1/3 x1=2 

0 1 1/3 0 1/3 x2=5 
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Les algorithmes de résolution des problèmes d’optimisation quadratiques sont très complexes et très 

lourds à mettre en œuvre pour les problèmes de grande taille ou pour la résolution en temps réel. 

 

Des techniques de linéarisation, des versions spécialisées de l’algorithme de Frank-Wolfe, les 

méthodes Newton ou quasi-Newton, sont les algorithmes les plus employés jusque là pour la 

résolution de ces problèmes quadratiques. 

Des formes particulières de ce problème ont été étudiées pour réduire les temps de calcul. 

Un de ces cas est le problème des flots à coût minimum avec des coûts quadratiques, plus 

précisément avec des coûts quadratiques séparables, 

 

L’algorithme polynomial proposé dans *21+, consiste à faire des approximations successives de la 

fonction coût par des fonctions linéaires par morceaux jusqu’à ce que l’optimum ou un quasi-

optimum soit trouvé. 

La méthode de résolution est basée sur la dualité entre les flots non linéaires séparables dans un 

réseau et le diagramme des arcs non conformes. 

 

En développant plusieurs exemples à l’aide de notre méthode, nous avons montré la simplicité des 

calculs et surtout la précision des résultats obtenus après un nombre d’itérations très limitées. 

Nous avons explicité les conditions d’utilisation de notre méthode en démontrant l’existence de 

solutions et les techniques permettant de les calculer: 

a. Après la décomposition de la fonction objectif en deux fonctions, l’une concave   et 

l’autre convexe   ; si le point critique appartient à  (ensemble des solutions 

réalisables), la solution optimale de f  est la solution optimale de . 

 

b. Si le point critique n’appartient pas à   alors la solution optimale de f , est la 

projection du point critique sur 
' (nouveau convexe obtenu par la translation T). 

 

c. L’extrémum de la fonction convexe   est un sommet ; la technique de calcul est 

développée dans le chapitre 3. 

 

d. Nous avons aussi donné la technique de calcul de la valeur de la fonction   lors du 

passage d’un sommet à un sommet voisin. 

 

e. En passant d’un sommet à un sommet voisin, le double produit apparaît dans 

l’expression de la fonction, et ceci nécessite une technique pour le calculer. Celle-ci a été 

présentée dans le chapitre 3. 
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Le théorème reste valable si le convexe   est remplacé par un convexe fermé et borné 

inférieurement dans
nR  , il  permet de résoudre les problèmes quadratiques dont les contraintes ne 

sont pas nécessairement linéaires. 

 

 

Les exemples suivant ont été développés par d’autres méthodes et celle présentée dans cette thèse 

pour mieux apprécier les différences. 

 

 L’exemple suivant :    

 















0

623

285

21

21

2

2

2

12121

x,x

xx

xxxxx,xfmax

 

 

a été traité par la méthode de Franck-Wolf et par notre méthode. 

 

La complexité de la méthode de Franck-Wolf : 

 

- Initialisation de la méthode, 

- Itération k : boucle d’évaluation des coefficients jc  

- Détermination de la direction d’amélioration, 

- Calcul du pas, 

- Exécution du critère d’arrêt. 

De plus la solution obtenue n’est qu’approximative. 











6

7
,

6

5*x  et la valeur de la fonction à l’optimum est : 

  50.11
6

7
,

6

5
,max 94295.1021 








 fxxf  

 

Quand à notre méthode, on calcule la valeur du point extrémal *x  s’il appartient à   stop ; c’est la 

solution optimale. 

Sinon, la solution exacte est la projection de *x sur 
'  qui donne : 
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







 2,

2

5*x   ,  le calcul de x  nous donne 









2

3
,1x  d’où 

  50.11max 


x
x


. 

 

 

 Concernant la méthode de linéarisation ; l’exemple ci-après : 

 

 





















0

093

082

55

21

21

21

2

2

2

12121

x,x

xx

xx

xxxxx,xfmax

 

 

La résolution de ce problème a nécessité l’ajout de 8 variables, 3 tableaux du simplexe de cinq lignes 

et de 12 colonnes, on obtient la solution exacte  4.2,2.2x              4.124.2,2.2)(  fxf . 

Vu le nombre important de tableaux et de variables d’écart ajouter on ne peut se permettre de 

présenter cette méthode 

 

Quand à notre méthode, on calcule la valeur du point extrémal *x  s’il appartient à   stop ; c’est la 

solution optimale. Sinon, la solution exacte est la projection de *x sur '  qui donne : 











2

5
,

2

5*x  , le calcul de x  nous donne  4.2,2.2x  d’où 

  40.12max 


x
x

 . 

 

Nous vous invitons à méditer sur la complexité des deux méthodes. 

 

 

De plus la méthode présentée dans cette thèse donne une interprétation géométrique de la solution 

optimale x : c’est la projection de *x sur 
'  alors que la méthode de linéarisation ne situe pas la 

solution optimale par rapport à l’ensemble convexe des solutions réalisables. 
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Notons enfin que pour le cas convexe suivant : 

 

 

























0,

832

10

62

231020,min

21

21

21

21

2

2

2

12121

xx

xx

xx

xx

xxxxxxf

 

 

la méthode de linéarisation a nécessité l’ajout de 10 variables, 5 tableaux du simplexe, pour 

seulement 2 variables de décision, ce qui montre la lourdeur de cette méthode. 

 

Ceci nous donne une idée du temps de calcul si le problème comportait 50 variables de décision. 

 

D’un point de vu algorithmique, notons que la recherche de la solution est simple et dispense des 

lourds calculs tels les conditions de Kuhn, du lagrangien et autre matrice hesienne. 

Les travaux  présentés dans cette thèse permettent de traiter toutes les situations modélisables sous 

forme de problèmes de programmation quadratique. 
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ANNEXE. 

 

 

 

A. Algorithme. 

 

Notons par Z  la valeur de la fonction objectif ; elle est initialisée à 0  ; 

ij  sont les coefficients des termes ix jx  initialisés à 0 . 

 

I. Si  0i   pour tout   ni 1 .   On applique l’algorithme du simplexe. Stop. 

Si non 

début 

Si 0i pour tout ni 1  et i  quelconque, alors deux cas sont possibles. 

début 

Si 0kia pour tout mk 1  et ni 1  alors on s’arrête : ce programme    

  n’admet pas d’optimum. Stop. 

Si non 

début 

S’il existe k et i  tel que  0kia  on suit les étapes suivantes : 
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1. Calculer 













kj

k

a
j

a

b

kj

min  pour tous les k   tel que 0kja . 

Choisir 
0i tel que 

ji

i

i
a

b

0

0

0
  ,  0i

x
 ,est alors vecteur sortant. 

2. Si 0kja  pour tous les k   alors   . 

3. Calculer 2

jjjjj   . 

4. Choisir 
j

j
j  max
0

. 

5. Si  
0j

 alors on s’arrête : ce programme n’admet pas un optimum . 

6. Si  0
0
 j  alors on s’arrête : ce programme est optimal. 

7. Poser 
0j

zz   , (
0j  est l’indice du vecteur entrant ). 

8. Remplacer 0i
x

par 0j
x

, dans la base et prendre 
00 jia  comme pivot. 

9. Calculer    
00

00

0

00

0

000
2'

jjjj

ji

i

ji

ji

jjjjj
a

b

a

a
  . 

10. Poser  0'

0
j . 

11. 
 

 
000

0000

0
1

2

'

jjjjki

jiji

j

jj a
aa




  . 

12. Poser  0'

0
j . 

13. Calculer  
00

00

0

00

0

0

0

2

'

ijij

ji

ji

iiji

i

i

jji
a

a
aa

b



 














  

14. Poser 0
00

 iiijij    pour tout  i . 

15. Calculer  ji

ji

ij

ijij a
a

a
aa

0

00

0'   , si 0ii  . 

16. Calculer  
0

00

0'

i

ji

ij

ii b
a

a
bb   , si 0ii  . 

17. Calculer  

00

0

0

'

ji

ji

ji
a

a
a  . 
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18. Calculer  

00

0

0

'

ji

i

i
a

b
b  . 

Fin 

Fin 

Fin 

 

 

 

B. Exemples. 

 

 

 

Exemple 1: 

2

3

2

2

2

1321 4max xxxxxxz 
 

 

s.c.q. 





















0

1533

832

1232

6321

5321

4321

x

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 -1 4 0 0 0   

1 1 1 0 0 0   

4 8/3        

20 4.44        

1 2 -3 1 0 0 124 x  

2 3 -1 0 1 0 85 x
 

3 1 -1 0 0 1 156 x
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Notre système n’admet pas de solution. 

 

 

Exemple 2 : 

2

2

2

121 23max xxxxz   

s.c.q. 




















0

623

42

2

521

421

321

x

xxx

xxx

xxx

 

023 2

2

2

121  xxxxz  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

102275 32

2

3

2

232  xxxxxxz
 

3 -2 0 0 0   

1 1 0 0 0   

2 3      

10 3      

1 1 1 0 0 23 x
 

2 1 0 1 0 44 x  

-3 2 0 0 1 65 x
 

0 5 -7 0 0   

0 2 1 0 0   

 0 2     

 0 -10     
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Tous les j
 sont négatifs ou nuls la solution optimale est la précédente. 

 

 

 

 

Exemple 3 : 

 

2

3

2

2

2

131 22max xxxxxz 
 

 

s.c.q. 




















0

23

953

442

6321

5321

4321

x

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

0222 2

3

2

2

2

131  xxxxxz
 

 

1 -1 1 0 0 21 x  

0 3 -2 1 0 04 x  

0 1 3 0 1 125 x
 

2 0 2 0 0 0   
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8266226418 636232

2

6

2

3

2

2632  xxxxxxxxxxxxz
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tous les j
 sont négatifs la solution optimale est la précédente. 

 

 

 

 

Exemple 4 : 

2

3

2

2321 22max xxxxxz 
 

1 1 1 0 0 0   

2 2/3 1      

8 4/9 3      

1 2 4 1 0 0 44 x  

3 1 5 0 1 0 95 x
 

1 3 1 0 0 1 26 x
 

0 -18 -4 0 0 -6   

0 10 2 0 0 1   

 2/3 2/3   2   

 -11.11 -1.78   -8   

0 -1 3 0 0 -1 24 x  

0 -8 2 1 1 -3 35 x
 

1 3 1 0 0 1 21 x  
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s.c.q. 




















0

23

953

442

6321

5321

4321

x

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

022 2

3

2

2321  xxxxxz
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

425 2

3

2

262  xxxxz
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9/409/29/29/49/19/19/109/149/49/41 646242

2

6

2

4

2

2642  xxxxxxxxxxxxz

 

2 1 2 0 0 0   

0 1 1 0 0 0   

2 2/3 1      

4 10/9 3      

1 2 4 1 0 0 44 x  

3 1 5 0 1 0 95 x
 

1 3 1 0 0 1 26 x
 

0 -5 0 0 0 -2   

0 1 1 0 0 0   

 2/3 2/3   2   

 -26/9 4/9   -4   

0 -1 3 1 0 -1 24 x  

0 -8 2 0 1 -3 35 x
 

1 3 1 0 0 1 21 x  
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Tous les j
 sont négatifs la solution optimale est la précédente. 

 

 

Exemple 5 : 

2

2

2

121 232max xxxxz   

s.c.q. 




















0

142

8

183

21

21

21

x

xx

xx

xx

 

 

0232 2

2

2

121  xxxxz  

0 -41/9 0 -4/9 0 -14/9   

0 10/9 0 1/9 0 1/9   

 2/5  2  1   

 -74/45  -0.44  -13/9   

0 -1/3 1 1/3 0 -13 3/23 x
 

0 -22/3 0 -2/3 1 -7/3 3/55 x
 

1 10/3 0 -1/3 0 4/3 3/41 x  

2 3 0 0 0   

1 2 0 0 0   

7 6      

63 90      

1 3 1 0 0 183 x
 

1 1 0 1 0 84 x  
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909/49/29/1197 31

2

3

2

131  xxxxxxz
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tous les j
 sont négatifs la solution optimale est la précédente. 

 

 

2 1 0 0 1 145 x
 

-7 0 -9 0 0   

11/9 0 2/3 0 0   

3  18     

-10  -90     

1/3 1 1/3 0 0 62 x  

2/3 0 -1/3 1 0 44 x  

5/3 0 -1/3 0 1 85 x
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Exemple 6 : 

2

2

2

121 4232max xxxxz   

s.c.q. 














0

22

0

421

321

x

xxx

xxx

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

04232 2

2

2

121  xxxxz  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 -3 0 0   

2 4 0 0   

0 1     

0 1     

1 -1 1 0 03 x
 

-1 2 0 1 24 x  

9/2 0 0 -5/2   

3 40 0 1   

2   2   

21   -1   

½ 0 1 ½ 13 x
 

-1/2 1 0 1/2 12 x  
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1232/52/9 41

2

4

2

141  xxxxxxz  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

27166122333 43

2

4

2

343  xxxxxxz
 

Tous les j
 sont négatifs la solution optimale est la précédente. 

 

 

 

Exemple 7 : 

2

2

2

121 32max xxxxz   

s.c.q. 




















0

122

6

3

521

421

321

x

xxx

xxx

xxx

 

 

032 2

2

2

121  xxxxz  

 

0 0 -33 -23   

0 0 12 6   

  1 2   

  -21 -22   

1 0 2 1 21 x  

0 1 1 1 22 x  
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42241315 42

2

4

2

242  xxxxxxz  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

889/29/49/73/313/20 54

2

5

2

454  xxxxxxz
 

 

1 2 0 0   

1 3 0 0   

6 3     

42 33     

-1 1 1 0 33 x
 

1 -1 0 1 64 x  

1 2 0 0 125 x
 

0 15 0 -13 0   

0 4 0 1 0   

 2  6    

 46  -42    

0 0 1 1 0 93 x
 

1 -1 0 1 0 61 x  

0 3 0 -1 1 65 x
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919/29/49/73/373/22 53

2

5

2

353  xxxxxxz
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tous les j
 sont négatifs la solution optimale est la précédente. 

 

 

Exemple 8: 

0 0 0 -20/4 -31/3   

0 0 0 7/9 4/9   

   9 6   

   3 -46   

0 0 1 1 0 93 x
 

1 0 0 2/3 1/3 81 x  

0 1 0 -1/3 1/3 22 x  

0 0 0 0 -37/3   

0 0 0 0 4/9   

  9  6   

  -3  -58   

0 0 1 1 0 94 x  

1 0 -2/3 0 1/3 21 x  

0 1 1/3 0 1/3 52 x  
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 















082

093

055

21

21

21

2

2

2

12121

xx

xx

x,xxxxxx,xmax

 

 

Dans ce cas 121   , donc  
' . 

 

2/5025),( *

1121

1





xxxx

x

f

; 

 

2/5025),( *

2221

2





xxxx

x

f

 

 

Le point critique

,
2

5
,

2

5* 







x

  parce que    
, 0 > 1 =  9 -

2

5
 

2

5
3 

 

 

  a
a

bax
xxPx

2

*
** , 
 

où  ,1,3a .9b  

 

,101*
2

5
3*

2

5
,*  ax

  
.10

2
a

 

)4.2,2.2()1,3(
10

1

2

5
,

2

5









x

. 

 

 
   xxxMax

xx
 


21

,
,

21  = 12.40 

Ici 

  0,0,082,093/, 212121

2

21  xxxxxxRxx . 
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Exemple 9: 

 















623

0

285

21

2

2

2

12121

xx

x

,xxxxx,xmax

 

 

dans ce cas  11   et 22  , 

 

donc   
' . 

 

2/5025),( *

1121

1





xxxx

x

f

; 

 

2048),( *

2221

2





xxxx

x

f

 

 

Le point critique

,2,
2

5* 







x

 parce que   
, 6 >  2.2 

2

5
3 

 

  a
a

bax
xxPx

2

*
** , 
 

   où   ,2,3a .6b  

 

,
2

23
2*23*

2

5
,*  ax

  
.13

2
a

 

 

)
13

15
,

13

16
(

13

11
2,

26

33

2

5
)2,3(

13*2

11
2,

2

5


















x

. 
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 








 0,0,6
2

2
3/, 2121

2

21

' yyyyRyy

 . 

 

De plus  

.22,
2

5*








y

 

 

La projection de ce point sur
'  donne le point suivant 0y

: 

 




















2

3
,1

2

3
,10 xy

    Et   

  .500,11
2

3
,1 











 xMax

x
 

 

 

Notons que la projection du point 
*x sur   donne le point










13

15
,

13

16

, 

 

et        

.207,11
13

15
,

13

16











 

 

Evidemment      

    .250,142,
2

5* 










 xxMax

x
 

 

Le point 









13

15
,

13

16

 de l’ensemble convexe est le plus proche point du point critique ,*x  

 

mais   il n’est pas la solution optimale de   . 
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Exemple 10:                      

 

























0

1422

8

183

2332

321

321

321

21

2

3

2

2

2

1321321

x,x,x

xxx

xxx

xx

xxxxxxx,x,xfmax

 

 

Nous avons
  ,3 2

333 xxx 
 le point critique est 











2

3*x

 

et    

  .
4

9

2

3
3

3












 xMax

x
 

 

D’autre part     .232, 2

2

2

12121 xxxxxx   

 

 est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extrême (sommet de ). 

 

 
    906,0, 21

, 21




 xxMax
xx  

Mais 

     .xMaxxMaxxfMax
xxx





 

 

Par conséquent 
.25.92)( xfMax
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).(
2

3
,6,0,

2

3
,6,0 xfMaxf

x 


















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2

3
,6,0)( 











fxfMax
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Exemple 11:                      

 
















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
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
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32332
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3

2

2

2

1321321

x,x,x
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Nous avons
  ,33 2

333 xxx 
 le point critique est 
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
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







 xMax

x
 

 

D’autre part    .232, 2

2

2

12121 xxxxxx   

 

 est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extrême (sommet de ). 

 

 
    906,0, 21
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
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 xxMax
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2

3
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3
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
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
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





 

Alors 

.25,92
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3
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





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Exemple 12:                      

 


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sommets dont la première composante est nulle ;        14,0;6,0;8,0;0,0 ; 

x3 

x2+x3=8 

x2+2x3=14 

E 

D 

C 

B 

A 

6 

7 

x2 

x1+x3=7 

x1+x3=8 

2x1+x2=14 

14 

x1+3x2=18 F= (0, 6,3/2) 

x1+x3=8 

F 
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mais     14,08,0 et  

 

donc ils restent    6,00,0 et .                      0,0,0 112 xxx   

 

     6,00,06,00
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1818
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543618)( xf  

 

Les sommets de   sont :          .0,72,6;5,3;6,0;0,0 et ; 

 

Le point  6,0 est un sommet. 

 

 

Exemple 13:                      
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donc    5,10,11  xx  ;        412515125,1 f . 

 

Le point  5,1 n’est pas un sommet du fait qu’on a         50 21  xx . 

 

 

 

Remarque : 

 

  372515965,3 f                    4025155,0 f  

    )5,33(5,3)1(5,0 ttt   

25)33(1566)5,33( 2  tttf  

0)33(660)5,33('  ttf  

).5,1()5,
3

2
33(

3

2
 xett
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IMPLEMENTATION DU LOGICIEL 

 

Pour son implémentation nous avons utilisé le langage de développement WinDev. 
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Cette fenêtre sert à saisir les données du problème quadratique : Matrice A, Vecteur b, les 

coefficients Alpha, les coefficients Béta. 

L’aide intégrée au logiciel est suffisamment  documentée pour vous guider dans chaque étape. 
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Résultats de la fonction PSI 

 

 

Aide des instructions essentielles. 
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