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INTRODUCTION

L'optimisation est la science de la recherche de la meilleure décision parmi plusieurs solutions
possibles dans un environnement complexe d’un domaine de la vie.

L'approche systématique de la prise de décision est composée de trois étapes.

L'objet de la premiére étape consiste a développer un modéle mathématique représentant le
probléme considéré.

On commence par identifier les variables de décision ; puis a recueillir les données pertinentes ; la
formulation de la fonction objectif a optimiser ; et arranger les variables et les données dans un
ensemble de relations mathématiques, telles des équations ou des inéquations, appelées
contraintes.

Dans la seconde étape on analyse le modéle mathématique et on sélectionne une technique
appropriée pour la recherche de la solution optimale.

L’analyse du programme non linéaire fournit de précieux renseignements sur la structure du
probléme et répond aux questions relatives a I'existence et la caractérisation de I'ensemble des
solutions réalisables et des solutions optimales.

La troisieme étape consiste en la recherche de la solution optimale.

Le processus se termine par l'interprétation de la solution optimale dans le sens de la prise de
décision, et finalement I’évaluation des aspects pratiques de la convergence, |'efficacité, et I'analyse
d’erreur de la technique utilisée.

Un nombre important des problemes de I'industrie, de I’économie et des finances, des différents
types de réseaux ... peuvent avoir une formulation de programmes quadratiques.

Dans les réseaux de télécommunication une fonction objectif couramment utilisée pour calculer des
chemins optimaux au travers d'un réseau informatique est le nombre de routeurs traversés. La
fonction objectif considérée associe a chaque chemin dans le réseau le nombre de routeurs que ce
chemin traverse. Le but est de trouver un chemin qui minimise cette fonction.

Le transport aérien, joue un réle majeur dans le développement économique globalisé que connait
actuellement le monde. Au cours des prochaines décennies, le trafic aérien mondial, s’il accompagne
la tendance actuelle pourrait doubler. La programmation quadratique pourrait contribuer a
I"amélioration des techniques de gestion du trafic des avions sur les plates-formes aéroportuaires
aussi bien sur le moyen-long terme, que sur le court terme.

Développons deux exemples numériques simples pour illustrer notre propos.



Une entreprise produisant du savon tente de minimiser les co(ts perdus dus aux retards de livraison
car lors d'un retard de livraison I'entreprise est pénalisée de deux maniéres: les colts dus aux
manques a gagner, et les colts dus aux pénalités de retards imposés par les clients concernés par ces
retards.

On note: C les colts totaux perdus lors de retards de livraison.
Xl, la variable désignant les manques a gagner.

Xz , la variable désignant les pénalités de retard.
Suite a une modélisation économétrique, le probléme obtenu est formulé comme suit:

min f(x1,X2)=—3X2 — 2XZ + 2X1X2
X+ X2 <2

2% — X2 <1

X1,X2 =0

Un investisseur souhaite retenir P projets parmi n .Chaque projet ale méme colt et a un

rendement représenté par une variable aléatoire. L'espérance de rendement e (1=1..., n), la

variance ©' (i=12,.,n) , et la covariance associée a chaque paire de projets,

o; (I=12,..,n-1; j=12..,n)

sont connues ; elles sont estimées, par exemple, a partir d'un
historique des rendements observés.

Le probléme consiste a choisir P projets de fagon a obtenir une espérance de rendement global

supérieure ou égale a une valeur fixée P tout en minimisant le risque, c'est-a-dire la variance de ce
rendement. Le programme mathématique convexe en variables bivalentes associé est :

n

min r(x):%zn:zn:aijxixj % =P, Zn:eixi >pp
=1

(Pl) . i=1 j=1 i=1 i .

La fonction objectif de (Pl) est quadratique et les contraintes sont linéaires.

Schématiquement, I'investisseur souhaite constituer un portefeuille de projets et arbitrer entre
les gains et les risques. Dans ce probleme d'investissement, il doit s'assurer le risque minimal a

rendement donné.

La matrice Hessienne de la fonction économique de (Pl) n'est autre que la matrice de
variance-covariance : il est donc semi-défini positif. Ainsi, r(x) est une fonction convexe.

Les méthodes d’optimisation des fonctions quadratiques utilisées jusqu’ici sont soit exactes ou
approximatives. [21] a transformé le probleme quadratique initial en un probleme linéaire



équivalent pour lui appliquer la méthode du simplexe. [1] donne seulement des solutions
approximatives en construisant des séries convergentes qui approchent la solution réelle.

[13] transforme le probléme initial en un probléme linéaire en ajoutant un nombre important de
contraintes. [15] considerent un algorithme du Lagrangien étendu. [20] a aussi commencé par rendre
le probleme linéaire en ajoutant beaucoup de contraintes afin de le résoudre par la méthode des
tableaux du simplexe. [22] a implémenté plusieurs méthodes d’optimisation, il recherche I'optimum
global en comparant différentes méthodes.

Le but de cette these, la contribution a la résolution des problémes quadratiques non convexes et
sous contraintes linéaires est de proposer une nouvelle méthode exacte, originale et efficace de
résolution des programmes quadratiques sous contraintes linéaires. Ces problemes sont
généralement non convexes.

La méthode présentée dans cette thése détermine la solution optimale exacte du probléme, sans
avoir a ajouter de variables supplémentaires. Le principe de cette technique est de projeter le point
critique sur un nouveau convexe construit a partir de I'ensemble des solutions réalisables.

Un second ingrédient est I'étude de la fonction convexe. Les solutions optimales sont des points
extrémes qui sont toujours des sommets. Il suffit seulement de se déplacer d’un sommet a un autre
et de choisir le sommet qui produit la solution optimale.

En se déplagant d’'un sommet a I'un de ses voisins, la forme de la fonction convexe change et de
nouveaux termes contenant le double produit apparaissent dans I’expression de la fonction objectif
voir [4]; nous donnons alors une technique simple a programmer, permettant de calculer ces
coefficients.

Il est a mentionner ici que la méthode est générale pour n’'importe quel probleme d’optimisation
quadratique.

Dans le chapitre 1, nous présentons le cadre général de I'optimisation quadratique et les fondements
théoriques des ensembles réalisables. Il s’agit surtout de formuler et de démontrer des résultats
importants relatifs aux ensembles convexes qui nous permettront par la suite d’étudier les
problémes de programmation quadratique.

Dans le chapitre 2 je résume les principaux résultats sur les fonctions convexes nécessaires aux
démonstrations des résultats trouvés.

Le chapitre 3 fournit les fondements de la programmation non linéaire ; on applique notre méthode
au cas d’une fonction convexe. Des méthodes exactes et approximatives de linéarisation sont
développées.

Dans le chapitre 4, je développe le résultat original de ma contribution a la résolution des problémes
guadratiques non convexes et sous contraintes linéaires et qui consiste a trouver la solution exacte
d’un probleme de programmation quadratique avec des contraintes linéaires et une fonction objectif
guadratique écrite sous sa forme canonique.



Cette étude décrit une nouvelle méthode basée sur la décomposition de la fonction objectif en une
somme de deux fonctions I'une convexe et I’autre concave ; un nouvel ensemble réalisable est
construit par une transformation homographique, de telle sorte que la projection du point critique
de la fonction objectif sur cet ensemble, donne la solution exacte du probleme étudié.

Notons qu’on n’a pas besoin de transformer le probleme quadratique en un équivalent linéaire
comme dans les méthodes numériques; la méthode est purement analytique et évite le probleme
épineux du choix de la solution initiale.

Enfin I'algorithme et des exemples sont traités en annexe.

Chapitre |
Ensembles Convexes

1.1 Notions fondamentales :
1.1.1 Formulation.

On va formuler et démontrer des résultats importants relatifs a un ensemble convexe quelconque
qui nous permettront par la suite d’étudier les problemes de programmation quadratique.

Définition 1.1.  Un ensemble X est convexe si, chaque fois qu’il contient deux points x*, x*
qguelconques, il contient également tous les points de la forme :

X=ox'+(1-a)x*, 0<a<l (1.1)

La droite passant par les points x*, x? a pour équation paramétrique
X(a)=x*+(x' = x*)a, (1.2)

x(0) = x? X(1)=x"

,etazl,ona
X; et X,

1 2 —
X =X étant son vecteur directeur. Lorsquea - 0, ona

Quand & varie entre 0 et 1, le point x(a) parcourt tout le segment compris entre

Définition 1.2. Un ensemble X est convexe si, chaque fois qu’il contient deux points TR

guelconques, il contient également le segment dont ils sont les extrémités.

Donnons quelques exemples d’ensembles convexes dans le plan.

X ={(x,x%,)|0<x <a 0<x,<b} (Figll)

Rectangle



Montrons que X est convexe. Soient (Xl' XZ), (Xl’ XZ) deux points du rectangle X ,% un nombre

arbitraire tel que O0<a<l .

(ax +(1_05)Xi’ ox; + (1_05))(‘2)

Vérifions que le point de coordonnées appartient 3 X .

En d’autres termes, il faut tester les inégalités
0<ax, +(l-a)x, <a, 0<ax, +(1-a)x, <b.

0<x,<a,0<x<a aetl-a

Comme , on les multiplie par les nombres non négatifs

respectivement et on fait la somme, il vient
0<ox +(1-a)x <ca+(1-a)a=a

On procéde de méme en ce qui concerne I'autre inégalité.
X ={(x,%,)| x2 +x2 <R? | (Fig1.2)

Disque

eX,(x,x)eX 0<a<l

Démontrons la convexité de X . Soit (Xl’ XZ)

(o, +(A—a)%, ax, +(L-a)x,)

Regardons si est un élément de X .

On effectue les transformations simples suivantes :
(%, + (L= a)%)" +(ax, + L-a)%,) =& (% +X;) +2a(l—a)(XX, +X%,X,) + L—a)* (%) +(%,)*)

et on utilise I'inégalité fondamentale du produit scalaire

XX, + XX, < X2+ X2 (%)% +(X,)? '

s 2 2 "\2 "\2
On substitue R°a X1 TX; et (Xl) + (X2) de toutes les expressions ci-dessus (ce qui renforce
I'inégalité), il vient

(o, + (L= @)X)? +(a%, + A—a)x;)? <R’[a® + 2a(l—a) + (1- @) |= R*(a + (1))} = R?

i.e., le disque est un ensemble convexe.

777




Théoréme 1.1. L'intersection d’ensembles convexes est convexe.

Démonstration.

X=X,nX, Xy, X

Soit avec

XcX

2 des ensembles convexes, et soient X et X deux points quelconques

X, X € X X

de X . Comme 1,ona 1.l’ensemble “*1 étant convexe, il en résulte que le segment

[X’ XI] tout entier est dans Xl.
X x | x [x,x']gxlmx,_,:X_

De méme 2, Ainsi

X, cR", X, =R",

Définition 1.3. On appelle somme de deux ensembles ‘ensemble

X=X [ X=X +X,, X, € X, X, € X . 14
{ | 1o T 12 2}, obtenu par addition deux a deux des éléments de

X, et X,

Théoréme 1.2. La somme formée d’ensembles convexes est convexe.

Démonstration.
X, Xxe X, ol X =X, +X,.
X1 et X

Soient
Il existe dans 2 des éléments tels que

1,62 v ot 32 11 2 2
X=X +X", X=X +X, X ,X € X,X",X €X,

<a<
05,0_05_1'0n

Etant donné un nombre arbitraire a

ot +(l-a)X e X,, ax? +(1—oc))_(2 eX,

De la définition de X , il résulte que la somme de ces éléments est dans X

-1 -2 ) -
ox' +(1-o)X +ox’* +(1-a)Xx =a(x +x*)+(1-a)(X +X )=ax+(1-a)xe X (voir
[23]).

n
Un ensemble convexe dans I'espace R” est par exemple

Qz{XGR”: Ax<b, x>0, b>0, Aunematrice}.

10



1.1.2 Caractéristiques des ensembles convexes.

Théoréeme 1.3. Soit H un espace de Hilbert, A c H yn ensemble non vide convexe et fermé,

X, — Yol = Inf|X, —
X, € H \ A. Alors il existe un et un seul élément Yo €A tel que ” ° yo” VEA” ’ y”
Preuve.
i) Existence :
1
d =inf Xq|| >0 Xo =Y, [£d+=
Posons yeA a 0” . Soit (y”), une suite de H telle que ” ’ n” n,

Montrons que (y“ )est une suite de Cauchy
”yn - ym”2 = ||(yn - XO)+ (XO - ym mz

= ||(yn — X )_ (ym —Xo )||2

D’apreés la loi du parallélogramme, on a

1000 = %6) = =% ) = (00 =56 ) +1Vm =56 ) P21V =26 )+ (¥ =36 )

2
+
- 2y, -x, ) 200, %W—ﬂl%%waq

Vot Yo _ s (&g&_%jzdz
Mais 2 car A est convexe, donc d’ol
2 2
Iy, —ym||2 sZ(d +1J +2(d +1j _ad? =2y +%+ﬁd +£2<g
m n m m° n n i n,m>n,(s)
yn _)yo yOe

Donc (y") est de Cauchy, comme H est complet, alors A car A est fermé.

[%0 =yl =inflx, —y] =

ii) Montrons que

1
e e A L A N I SV

1
- d+=+¢, V , Ve>0 _
= ||X0 y0||< + n+8 n>n, &> Yol ”Xo —yo||—d

if) Unicité de Y0. Supposons qu'il existe “0 € A,- d =[x, — 2|
|20 - y0||2 = ”(Zo = %)= (Yo - Xo)||2 = 2”(20 - Xo)||2 + 2”(yo - Xo)||2 ~[zo + v — 2Xo||2
2
—4d” -4 Jo x| <4d®-4d* =0
2 o ~
= Jomul= = hTh gt

11



Remarque : si H est un espace de BANACH, 'unicité n’est pas vraie.

f

, N . . L pe - n
Théoréme 1.4. Soit ' une fonction convexe définie sur un convexe F de R,

f: F-> R; X son minimum local:
f(x)= inf f(2)
zeB(xr) . Alors X est un minimum global. C'est-a-dire

f(x)=inf f(2)

zeF

En effet, supposons qu’il existe yeF : f(y)< f(X) pour ye& B(X’ r)
A= _r <1
z=2y+@-Ax,  2y-¥ car Y EB(XT)

zeF et F convexe.

F(2)<@-2)F(x)+af (y)= F(x)+ [ (y)- F(x)] < T (x),

x5 <r

Ze B(X, r) ( ) contradiction. (Voir [6])

Mais

Les ensembles convexes sont essentiellement caractérisés par la propriété de séparation.

Soit, dans le plan, un convexe fermé X etun point deX (fig. 1.3).

d :(dl’d2)

Il existe une droite %1 +bx, =c telle que X et soient de part et d’autre de la

droite, i.e. tout point (Xl’ X2)e X vérifie ax +bX2 S C, mais adl +bd2 >C.
o )
2 @, )
- d-w rd’ » !12}
7l “':_
Fig. 1.3

S’agissant d’un ensemble convexe dans |'espace n-dimensionnel, on énonce et démontre cette
propriété moyennant une notion analogue a la notion d’une droite dans le plan.

12



(vl 2 n
Définition 1.4. Un ensemble de points X= (X X e X ) de coordonnées telles que

1 2 n __ —
PX"+ P X" ..+ p X =C, p=0 ((p.x) _C),s'appelle hyperplan de R".

Le vecteur P = (pl' SPIRE pn) est la normale a cet hyperplan (avec P+ 0).

Théoréme 1.5. (De séparation).

agX, a=(a,,a,,..a,)

Soit X un ensemble convexe fermé, " Il existe un hyperplan de normale

p;‘éotelque <p’a>>cetonait (px)=c pour tout X € X

Démonstration.

2 2 2
Soit la fonction P(x) = (Xl _al) +(X2 _aZ) T +(Xn _an) de la variable indépendante
X= (Xl’ Xgeemn Xn) sur I’ensemble X . Elle est évidemment continue. Aux termes d’un théoréme de
Weierstrass, une fonction continue sur un ensemble fermé borné atteint sur cet ensemble sa borne

inférieure. Pour qu’on puisse utiliser ce résultat, on considére un point X quelconque de X et une

boule U de centre @ et dont le carré du rayon vaut P(X) (fig.1.4).

L'intersection X=UnX est un ensemble fermé et borné. La fonction (D(X) atteint donc son

minimum en un point be Xl est clair que b réalise le minimum de P(X) sur X tout entier (voir le
théoreme 1.4).

Ainsi, (p(X) = gp(b) quel que soit X € X', On fixe un point quelconque X € X et on examine le

segment X(@)=ax+(1-a)b, 0<a <1

Uensemble X étant convexe, on a X(a) eX pour tout al0<a<l] donc (p(x(a)) = (p(b).

13



o(X(@)-e) .
Par conséquent, a pour tout a, 0<a<l. La fonction (D(X(a)) est dérivable
par rapport a & en tant que superposition de deux fonctions dérivables (p(x) et X(a)_ Aussila
. X —o(b :
lim £X@)) ~¢(b) (a)(l o) _ v, (x(0))>0

a—0

limite existe.

On calcule directement la dérivée P« (X(O))é I'aide de la régle de dérivation d’une fonction
composée :

o )= 050 | =25 o) o)
Xil(a): (ox; +@—a)b,) =x —b; et x; (O)Zbi’

Puisque
ona

7, ()= 23 ()~ ), b,
¢, (x0)=2 0, -2 -b)

D’aprés les résultats démontrés ci-dessus, cette dérivée est non négative, i.e.

n

Z(bi -, )% -b)>0.

i=1

On introduit les notations Pi = i —b;, i=12..,n; p= (pl’ P2 pn)

ngbi(ai _bi)

et on récrit I'inégalité obtenue :

ipixi <c ((p,xy<c)

On note que le vecteur p= (pl’ p2""pn) et le nombre ¢ sont indépendants du vecteur choisi X de

X . Aussi, il faut vérifier que p=0et(pa>c pour constater que toutes les affirmations du
théoréme sont justes pour petc .
En effet, p=a-betp=0 car dans le cas contraire & = b , Ce qui est impossible puisque beX ,
ag X
Enfin,
n n n 2
(p,a)—c ZZ(ai _bi)ai _Zbi(ai _bi)ZZ(ai _bi) >0
i=1 i=1 i=1

donc (p,a)> C, ce qui démontre le théoréme.

14



Il'y alieu de dire que I’hyperplan (p,x)=c construit lors de la démonstration du théoréeme

présente la propriété de rencontrer I'ensemble X b : on vérifie aisément I'égalité

(pb)y=c

au point

On introduit donc la définition suivante.

Définition. 1.5. On dit que I'hyperplan (p,x)=c est un hyperplan d’appui a I'ensemble X enun

beX

point si 'on a pour tout élément X € X |es relations (PXy<Cop (P,0)y=C

Ainsi, le théoréme de séparation dit que I'ensemble convexe fermé X est séparé de tout point

ag X par un hyperplan d’appui.

X

Si le convexe n’est pas fermé et si ag XeraeX , X étant la fermeture de X , le théoreme de
p . P . . , 2 PR . . >
séparation est en défaut. Il suffit cependant de corriger un peu I’énoncé, a savoir on exige (pa)=c

au lieu de ( P, ay > C. Cela découle du résultat auxiliaire suivant :

La fermeture d’un ensemble convexe est convexe.

x, X e X, et x=limx*,x* e X,x =lim x*,x* € X
En effet, soient k=0 k—oo )

k ok
Vu la convexité de X , on a X +(1—a)X €X,

lim (ox* + (- &)%) = ex+ (1— )% o -
et ko= qui appartient a X du moment que X est un fermé.

: k
K L k _vw lima*® =a.
Soit A€ X , on démontre aisément qu’il existe alors une suite @, k=12..a" ¢ X, ko0

a k k _ 7k Rk
On applique le théoréme de séparation a X eta @ et on obtient I’hyperplan (p*,x)=(p",b") .

K k _ ik Ak
Prenons I'hyperplan paralléle passant par & : (p", %) =(p",a >

Ip¥[=1 k=12..,

On estime sans restreindre la généralité que et que par la suite des vecteurs

k k k ok
p converge vers un p#0 . On a pour tout Kettout X € X I'inégalité (pr.x=(p",a") car
(p*,by<(p“,a")

On passe a la limite pour k— ®© il vient p.X)<(p.& pour tout X € X , en particulier, pour
Xxe X

On a donc le théoreme de séparation pour les ensembles convexes non fermés.
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Théoréme 1.6. Soit X un ensemble convexe (non nécessairement fermé). On suppose que &

n’est pas un point intérieur de X Il existe un hyperplan (pXy=c¢, p= O, tel
que (p.@)=c et (p, X>Scpourtout xe X voir [2])

On demande souvent que I’ hyperplan sépare deux ensembles convexes. Le théoréme ci-dessous en
affirme la possibilité.
R} ={x‘ XER”,XZO}

X =(X;, X, 000 X, )

On dit que I'’ensemble des vecteurs de coordonnées

X;20,1=12,..,n

non négatives : , est I'orthant positif de I'espace R".

Théoréme 1.7. Soit X un ensemble convexe qui ne contient pas de points intérieurs de

n
I'orthant positif R, (i.e. aucun point de X n’atoutes ses coordonnées

positives). Il existe un hyperplan (p,x)=0 de normale P 2 0, P+ 0, tel que
(PX)=<0p0ur tout X€ X,

Démonstration.

M=X—R"

Soit I'ensemble . Il est clair que 0 nvest pas un point intérieur a M.

En effet, il existe dans le cas contraire un voisinage (une boule) de I'origine des coordonnées, qui

appartient a M ce voisinage contient un point U dont toutes les coordonnées sont positives :
u>0

— —_ ¥ n J— . .
Comme UEM ,ona U=Xx-v, ouxeX,veR; ,auquel cas X=U+V> 0 contradiction avec

I’hypothése du théoréme.

(p,Xy=0, p=0

D’apreés le théoréme 1.4, on peut affirmer qu’il existe un hyperplan passant par

I’origine tel que tout point U € M \érifie I'inégalité (p,u) < 0.

n
On en conclut moyennant la définition de M que tout X € X et VE R, , satisfont a (P,X) <(p,V)

onpose V=0 i vient (p,x)<0 quel que soit X € X |

veR!

On fixe un point X € X etona (pv) Z(p,%) pour tout ‘ot évidemment P 2 O.
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(0,0.,..0,1,0....,0)

En effet, si pi <0 et si I’on choisit pour Y un point de la forme Javec 4>0313
H > .
place !, on obtient Ap; 2 (P, %) . Or, on peut rendre AP, négatif aussi petit que I'on veut, inférieur

entous cas a ( P, X) fixé.

1.1.3 Cones convexes :

n
KcR s’appelle cone convexe si, toutes les fois qu’il contient des

X=ox + /X, a=0, 20

Définition 1.6. Un ensemble
points X, X guelconques, il contient tous les points de la forme
Il en résulte de suite que, premiérement, le cbne convexe K est un ensemble convexe et,

deuxiémement, si K contient le vecteur X , il contient également la demi-droite X, o= 0.

Evidemment, tout cOne convexe K renferme I’origine des coordonnées.

Théoreme 1.8. Tout hyperplan d’appui a un cdne convexe K passe par |'origine des
cordonnées.

Démonstration.

Supposons que I’hyperplan (p,x)=c est d’appui a Ken un point bekK., qguel que soit
xeK, (p,x)<c, (p,b) =C _Prenons un point ab, az0

Ona ab e K par définition d’un céne, donc (p,ab} < C.

p.ab) =a(p.0) =aC pinegalire €< C a=0,

Comme ¢ a lieu pour tout

D’ou (a—l)c <0 0na€20¢ <0 pour &= Oet a=2 respectivement.

Ainsi € =0 , I’équation de I'hyperplan d’appui s'écrit< p.x)=0 et le point 0 est dans cet hyperplan,
c.g.f.d.

La notion de cOne convexe joue un réle absolument exceptionnel dans les problémes de
programmation mathématique. Cette classe particuliere d’ensembles convexes présente plusieurs
caracteres spécifiques.

Voyons trois exemples représentés par les fig. 1.5 a 1.7. Dans le premier cas, K est un cone convexe

R2

sans point commun avec l'intérieur de
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2
Le théoreme 1.7 entraine que K et R: peuvent étre séparés par un hyperplan dont la normale a

plusieurs coordonnées non négatives.

En outre, on peut choisir I’hyperplan séparant de fagon que sa normale soit un vecteur positif.

Placons-nous dans le cas 1.6. L'ensemble convexe X estun disque de rayon unité et de centre

2
(_1'0). Le seul hyperplan qui sépare X et R: posséede la normale (1’0), si bien que I’hyperplan

séparant de normale positive n’existe pas.

Le cone convexe de la fig. 1.7 est le demi-plan de gauche qui contient le point 0 sans contenir les

autres points de I'axe 0X2. De méme que K dela fig. 1.5, ce cone ne renferme aucun point de

2
f R+z‘a part le point 0,
R2

+ par I’hyperplan de normale positive. Le fait est qu’il n’est

I’orthant non négati

Mais il est impossible de le séparer de
pas fermé.

L’étude des propriétés des cnes convexes utilise la définition suivante.

I,

A fz\}

N x\‘\\\\\\\g

Fig. 1.5.

Définition 1.7. Soit K un céne convexe. L’ensemble

K*:{p‘ peR",(p,x)<0 pour tout Xe K}

s’appelle cone convexe dual de K. (voir [7]).

On illustre cette notion par les Fig. 1.8 et 1.9, ou les droites en pointillé représentent les générations

des cones K duals des cones K (secteurs ombrés).
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En d’autres termes, le cone K est formé de vecteurs P , chaque P faisant un angle non aigu avec

tout vecteur de K . Aussi les générateurs des K" des figures sont les demi-droites perpendiculaires

aux générateurs de K.

Théoreme 1.9. K est un cone fermé.

Démonstration.

1 .2 k .

On suppose que les vecteurs de la suite PP P appartiennent a K et que la suite converge
lim p* =p

vers ko= .

Montrons que peK ,i.e. (p,x)=0 pour tout vecteur X € K.
K k *
Ona (P %<0 parce que p-ekK . On passe a la limite pour K — 0 et on utilise Ia propriété de

continuité du produit scalaire (de la fonction linéaire dans notre cas), il vient (p,x) < O. Voir [21].

On peut associer a K" un céne dual (K ) noté K . Ci-dessous un résultat géométriquement
évident qui est d’'une importance capitale.

Théoreme 1.10. (Théorie de la dualité pour les cnes convexes).
) K=K,

Fk

2) Si K est un céne convexe fermé, alors K™ =K.

Démonstration.

1) De la définition de K *, il résulte que<X’ p)<0 pour tout xeKetpekK .
Donc, X € K™ ,i.e. Kc K*k.
Kc K™ KoK™

2) Linclusion étant démontrée, il reste a vérifier pour K fermé.

Onadmetque @ 2K si @2 K |e théoreme se trouve démontré.

On applique au cone fermé K etau point & € K le théoreme de séparation et le résultat 1.8 (tout
hyperplan d’appui a un céne passe par I'origine des coordonnées).

Soit P le vecteur de la normale a I’hyperplan qui sépare Ket 2, auquel cas X, p)<0 pour tout

point xeKet(p,a)>0

D’ou peK ,donc & & K parce que le produit scalaire des vecteurs 2 et peK est plus grand
que 0.
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Théoréme 1.11. Si un cdne convexe fermé K ne contient pas de vecteur non négatif # 0 (i.e.
n —_ *
KnR. = O), alors K contient un vecteur positif P> 0.

Démonstration.

Supposons par I'absurde que le cone K" ne contient pas de vecteurs positifs. On recourt alors au

p=>0, p=0,et(p,x)<0

théoréme 1.7 (il existe un vecteur non négatif pour tout X € K ).

Cela signifie a la lumiere de la définition d’un cone dual que peK .

K étant ferm¢, K =K par le théoreme précédent, d’ou peK , ce qui contredit I'hypothese du
théoreme.

On est en mesure de préciser I’énoncé du théoréme de séparation 1.7.
n

Théoréme 1.12. Soit K un céne convexe fermé qui rencontre "'+ le long du seul

vecteur nul. Il existe un vecteur positif p>0 tel que (p,x)<0 pour tout X € K.
voir [21].

1.2 Ensembles convexes polyédriques :

1.2.1 Combinaison linéaire convexe
Dans ce paragraphe, on se propose d’analyser une classe spéciale d’ensembles convexes qui
correspond géométriquement aux polyedres.

1,2 k
Définition 1.8. Soient X X X" des points quelconques de R" on appelle combinaison linéaire

o, X"+ 0, X% o X"

convexe de ces points la somme , avec a, | =12,.., k, des nombres non

k
o, 20, i=12..k D o=1
négatifs arbitraires dont la somme est 1 : i=1 .
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X

Conformément a la définition 1.1, un ensemble “* est dit convexe s’il contient la combinaison

linéaire convexe de ses deux points quelconques.

X LXZ X - X

Théoréme 1.13. Soient ”* un ensemble convexe et X +X n’importe quels points de

L’'ensemble X contient toute combinaison linéaire convexe de ces points. Voir [22]

On démontre par récurrence sur le nombre K de points.
Si k=2 , I'affirmation du théoréme coincide avec la définition d’'un ensemble convexe.

X

Supposons démontré que toute combinaison linéaire convexe de k-1 points de appartient a

X .

_ i
. k . Xl X2 Xk*1 Xk L s X—ZOLiX Lo, =1
Soient ® points * & o ' et la combinaison linéaire convexe i=1 .Si Tk , alors
k-1
l1-a, =Y a; >0

. = H _ k
a; =0 pour 1Si<k—1 o Xx=Xx"€X  admettons que % <l, auquel cas i=

. On groupe les termes dans I'expression de X

X=(1-o, )Z X' +o, X
o, .

L i=12,...,k-1
Les nombres — %k , sont non négatifs et leur somme vaut 1:
k-1 k-1

a; 1 1
> = a, = (- )=1
i=1 1—ak 1—0{k i=1 1_ak
X = S X
|:11 oy

L’expression est donc une combinaison linéaire convexe des points

k-1 '
XHX e X de X . Par hypothése de récurrence, X ex,auquel cas le point

X=(1-o, )X +o, x* xeX

est combinaison linéaire convexe de deux points de X , donc

n
Définition 1.9. Soit M un ensemble ponctuel (fini ou infini) de R . On appelle enveloppe convexe

de M , eton note C(M ), I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires convexes des points de
M
Z; 1
%2
’U : —/" = > 3 SRR SN L 8 21
0 Ty
Fig. 1.10



Considérons a titre d’exemples deux ensembles M, etM

M (A,B,C)

2des Fig. 1.10 et 1.11.
M

1 a pour éléments trois points différents du plan, et """ 2 est une circonférence.

M

On voit de suite que I’enveloppe convexe de ""'lest le triangle ABC (muni de ses points intérieurs).

En effet, soit D un point quelconque du triangle.

[AB],

On meéne par D etC une droite. Soit E le point ol la droite rencontre le segment

Le point E est dans ce cas une combinaison linéaire convexe de AetB : E=0cA+ (l—a)B
O0<a<l |e point D est sur le segment [E’C], et on écrit donc D=/E +(1—,B)C, 0<p 31,

' avec

vou D =BlA+@1-a)B)+(1-B)C=apA+1-a)B+(1-BC
Le second membre est combinaison linéaire convexe de A, B , et C parce que

af+1-a)B+(1-pB) =1
Tout point du triangle ABC appartient donc a I’enveloppe convexe de I'ensemble Ml.

L’enveloppe convexe de I'ensemble M 2est le disque limité par M 2,

En effet, tout point D du disque s’écrit sous forme de combinaison linéaire convexe des points Aet

B de la circonférence qui sont les extrémités du diametre mené par D.

La propriété des enveloppes convexes M, et M 2de contenir ces points seulement découle du
théoreme suivant.
Théoréme 1.14. L’enveloppe convexe C(M) de 'ensemble M coincide avec le plus petit

ensemble convexe contenant M .

C(Mm)

La démonstration est évidente car, d’'une part, est un ensemble convexe, et, d’autre part, X

étant un convexe contenant M contient toutes les combinaisons linéaires convexes des points de M ,

X 2C(M)

i.e
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C(M,)¢C(M,)

Deux exemples ci-dessus montrent que tout point des ensembles peut étre

exprimé par les points extrémes (ce sont (A’ B’C)du premier exemple et les points de la
circonférence dans le second).

Définition 1.10. Un point X d’un ensemble convexe X est dit extréme s’il n’admet pas la

X L X'+ ! x?
== = 1 2 1 2
représentation, 2 2 oy X XX € X, x“eX .

On note que tout ensemble convexe ne possede pas de points extrémes.

Ainsi, le demi-plan supérieur fermé est un convexe, a des points frontiéres (que sont tous les points
de la droite définissant le demi-plan), mais il ne posséde pas de points extrémes.

On rappelle qu’un ensemble fermé et borné est compact. Les ensembles compacts convexes ont une
structure assez simple.( voir [10])

n
Théoréme 1.15. Tout ensemble compact convexe de R est I’enveloppe convexe de ses points

extrémes. [1].

xeX X

Cela signifie que tout point , 7% étant un compact convexe, s’écrit sous forme de combinaison

X .

convexe d’un nombre fini de points extrémes de

On sait qu’un compact convexe possede des points extrémes.

X

De méme, tout point X d’un compact convexe “* est combinaison linéaire convexe de certains points

X .

frontiéres de

R"

En effet, soit S un vecteur quelconque dans

1(X)=Xx+4s, —00< A <0 X

Prenons la droite , qui passe par X pour (pour/1 =0 ). étant un

142
convexe borné, la droite I(X)coupe sa frontiére en deux points X", X (peut étre confondus). Dans

X eX Xt x?]

appartient au segment et constitue donc une combinaison linéaire

Xl’xzde X.

ce cas, le point

convexe des points frontieres

0
Le théoréme 1.15 serait démontré si 'on montre que tout point frontiere X est combinaison linéaire

X .

convexe d’un nombre fini de points extrémes de

n rappelle la définition d’une variété linéaire.
(o] lle la définition d’ té |

QcR" Q=x"+L

, avec L un sous-espace.

23
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L'Algébre linéaire montre que si Q=x+L , L étantun sous-espace, alors L=L ,

i.e. il correspond a la variété linéaire Q un seul sous-espace L dont Q est le translaté.

_ 0
La dimension d’une variété linéaire Q=x"+L est la dimension du sous-espace L .

La variété linéaire Q de la fig. 1.12 est obtenue par translation du sous-espace L:un point

0
quelconque X de Q ggcritx=x" +I boulel.

0
Il est claire que le choix de X n’est pas univoque. Dans I'exemple considéré, la dimension de Qest
1.

n _ pn
R = O, L=R , tout ensemble convexe

0
Comme est une variété linéaire (de dimension n), X

X <R"

appartient a une variété linéaire de dimension n.

X cR"

On appelle dimension d’'un ensemble convexe la plus petite dimension des variétés

linéaires contenant X .

Ainsi, la dimension du segment [A’ B] (fig. 1.10) est 1, celle de I'ensemble convexe réduita A vaut 0,
et le triangle ABC a pour dimension 2.

X cRX

Si la dimension d’un ensemble convexe X est k ,on dit que = ; on prend, a cet effet, une

_ 0
variété linéaire Q, X QQ, K -dimensionnelle et, dansQ =X+ L, un systeme de coordonnées

0

0 0
X"+ 1,x7 1, X+

, avec {Il’IZ’"" Ik} une base de L.

La variété Q devient un espace vectoriel de dimension k . Ainsi, on choisit comme origine dans Q de

0 1
la fig. 1.12 le point X et comme base le vecteur I , auquel cas Q devient R™.

z?|
Voici un autre fait évident relatif a la notion -xj
de dimension des ensembles convexes. K

i &
k R
Soit un ensemble convexe X de dimension K et X cR . 013 _'57
La dimension de I'intersection de X et de tout hyperplan
yperp T L

P={x|(p,x)=d} Fig. 1.12.

’

oy PER, p=0

, est au plus égale a k-1,
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[:{x| (p,x>:0}

PN X gXO+|:,|

En effet, soit , auquel cas la dimension de L est k -1

Comme ‘intersection P M X est, par définition, au plus

K =1 _dimensionnelle ( X" ePNX ).

Démonstration du théoréme 1.15.

On opere par récurrence sur la dimension K ge X
Si k= 0, alors X constitue un point, si bien que I'affirmation du théoreme est triviale.

Supposons qu’elle soit vraie pour une dimension inférieure a K , et soit X un ensemble

K -dimensionnelle. On note & un point frontiére quelconque de X (il existe parce que X estun
compact).

Aux termes du théoreme 1.6, on trouve un hyperplan (P, =(p,a) tel que (P, X) <(p,&) pour

tout XEX

L'intersection Xa de X etde I’hyperplan est un ensemble convexe compact non vide (I’hyperplan

étant convexe et contenant le point & € X ).

X . . . . . .
L'ensemble " 2a une dimension plus petite que K et représente par hypothese de récurrence
I’enveloppe convexe de ses points extrémes.

Cela étant, tout point extréme Cde X est un point extréme de X

oyl _ 2 12
On procede par I'absurde et on suppose que C=ox +(1-a)x", 0<a<l x',x" e X.

1 2
ona 9=(P.C—a)=o0o(p,X —ay+(1-a)Xp,x _a>,du moment que c est un point de

I’hyperplan.

(p,x*—a)<0,(p,x*—a)<0

Comme

—a)=0,(p,x*—ay=0 .xlexa x? e X

a
) .

1
on a les égalités (p,X i.e

1 2
Or, € est un point extréme de Xa' donc X' =C X" =C,

Ainsi, tout point frontiere &de X est combinaison linéaire convexe des points extrémes de X ,
c.g.f.d.

Définition 1.11. Un ensemble X s’appelle polyédre convexe s’il est I'enveloppe convexe
de points en nombre fini. Voir [21].

25



Autrement dit, un ensemble X est un polyédre convexe s’il contient un nombre fini de points

X=i0{ixi,0£oci <1 Zk:ai =1

1 2 k
tels que tout élément X de X s’écrive: i=1 i=1

XX, X

et que tous les points de cette forme soient dans X,
Théoreme 1.16. Un polyedre convexe est compact.

Démonstration.

1,2 k _ ( 1,2 k)
Soit X un polyedre convexe enveloppe convexe de ses points XX ey X X =CX, X%, X .

On démontre la compacité de X sous la condition suffisante gu’on extrait d'une sous suite arbitraire

x(meX, m=12,.

, une suite partielle convergente vers un XeX .

Ona X(m)e X, M=12, i pien que

x(m):gai(m)xi,ogai(m)sl, izkl:oci(m):l

a(m), m=12,..

Chaque suite est bornée ; on en choisit donc une sous-suite convergente.

Les suites {ai (m)} étant en nombre fini ( 1=12,..k ), on peut former une suite partielle de

numéros M1 M2r tejle que toutes les suites & (mj)’ 1=12..., convergent.
lim ai(mj):ai >0
Soit 17~
k k _
Y =1 oci(mj)x', j=12,..
Evidemment, =L , auquel cas =1 , posséde une limite et
K ok _
X = I_imZai(mj)x' =Zocix' e X
=53 i-1

, ce qui démontre le théoreme.

Les deux derniers théoremes entrainent qu’un polyedre convexe est I'enveloppe convexe de
I’ensemble de ses points extrémes.

i M = Ol X7, x) S = Xt

est I'enveloppe convexe de I’ensemble ponctuel

on voit clairement que seuls peuvent étre des points extrémes de M les (ou des) points de S,

Les résultats obtenus sont suffisamment intuitifs pour qu’on ait une idée nette de la structure des
polyédres convexes, i.e. des ensembles convexes bornés fermés avec les points extrémes en nombre
fini.
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1.2.2. Enveloppes Coniques.

n
Définition 1.12. Soit McR un ensemble quelconque. On appelle enveloppe conique, et on note

Co(M) 2o

, 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires non négatives i=! de points de M

Co(M)

On montre que est le plus petit cone convexe contenant M . Le domaine ombré de la fig.

1 2 ~3
1.13 est CO(M ), avec M formé de trois vecteurs 9.9.9 .

Lensemble M de la fig. 1.14 est une circonférence.

Définition 1.13 un céne convexe K est dit polyédrique s’il est I'enveloppe conique d’un

nombre fini de ses points.

On comprend intuitivement qu’un céne polyédrique est fermé, mais la démonstration de cette
propriété doit étre précisée de celle du lemme suivant.
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Lemme 1.1. On suppose qu’un vecteur X # 0 est combinaison linéaire non négative des vecteurs

[
x=»ax,a, >0,i=12,.,k
XX X0 .Z:l:

Le vecteur X s’écrit comme combinaison linéaire non négative d’un certain nombre de vecteurs

{x1 x? xk}
linéairement indépendants de I'ensemble ™ ** 1 .

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur K .

L'affirmation est triviale pour k=1

Supposons qu’elle soit vraie pour les nombres plus petits que Kk

Si au moins I'un des %i du lemme vaut 0, on applique I’hypothése de récurrence.

& >0, i=12..,k

On admet donc que

k .
1,2 k z}‘ixlzo

On suppose que X7 X" X sont linéairement indépendants. i.e. = ,olu "1 sont non

tous nuls.

On admet que certains 4 sont positifs (dans le cas contraire, on les multiplie tous par -1).

6 =max(4, /¢
Soit 1Si5k( ) Il est clair que ¢ >0,

Soit O=21a pour fixer les idées, auquel cas
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1 & . k 1 & _ k 1 _
X=x=2D A =D ax == A =Z[°‘i Y JXI
03 i-1 0= 0 .

I .
Les coefficients @ sont non négatifs car & , et

A Ao
0>—,i=12,..,k al_%:o

K—1 x2 x3  xk
Par conséquent, le vecteur X est combinaison linéaire non négative de K —Lvecteurs VA
On I'exprime, par hypothése de récurrence, par un sous-systeme libre de ces vecteurs.
Théoreme 1.17.  Un cOne polyédrique convexe est fermé.
Démonstration.
. 142 k)
soit K= Co(x X XT)
p . X X', i=12,...k o o
acons-nous dans le cas ou le systéeme de vecteurs , est linéairement indépendant.

. . . . n ’
Soit L un sous-espace vectoriel K _dimensionnelle de R engendré par ces vecteurs. Alors

1 2 k
{X 1 X g X }est une base de L.

on munit L d’un produit scalaire de fagcon que la base donnée soit orthonormée, ce qui permet

K k
d’identifier L et R , d’une part, K et R+, de l'autre.

k
Il est évident que R, est un ensemble fermé, ce qui entraine la propriété de K g’étre fermé pour la

norme associée au produit scalaire choisi.

1,2 k}
On utilise I’équivalence de normes. Soit le cas ou I’'ensemble de vecteurs {X X0 X f gt

linéairement indépendant.
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iyl is)
On considére un sous-systeme libre quelconque (X X% 00 X7 ) e cet ensemble et le cone
_ i i s .
K, =Colx* X" .., X ) vee 0= iy i |

K K=u KU
Comme nous I'avons vu, ¢ est fermé. On démontre que o , laréunion étant prise par
N . N . x* X2 Xk
rapport a tous les jeux O correspondant aux sous-systémes libres de vecteurs * +* 0 A
KouK,
En effet, on a évidemment o et I'inclusion inverse découle du lemme 1.1.

La propriété, pour la réunion d’ensembles fermés en nombre fini, d’étre fermée démontre le
théoréme.

Conséquences.

Tout céne polyédrique convexe K vérifie I’égalité K=K [21]

L'affirmation résulte du caractére fermé du cone (on vient de le démontrer) et du théoréme de
dualité pour les cones convexes.

Lorsqu’on étudie les cOnes convexes, la notion de point extréme si utile pour préciser la structure des

polyédres convexes n’a plus aucune valeur.

On introduit donc un nouvel étre mathématique.

Xx=0, xeK

Définition 1.14. Un vecteur est dit vecteur extrémal pour un cbne convexe K si

X L X'+ ! X2
=5 A 1,2 1_ 2 _
2 2 avec X X € K entraine X=X, X =KX pour certains

A20, 420

1 43
Cette définition a une signification claire. Ainsi, 9.9 gela fig. 1.13 sont des exemples de vecteurs

extrémaux.
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K ={x| x=(x,%, )%, >0}

2
si K estle demi-plan supérieur fermé de R

extrémaux (1'0)’ (_1’0).

, il a pour vecteurs

xe K

Si un vecteur est extrémal, il en est évidemment de méme pour tout MK > 0.

u>0

Nous dirons par convention que le vecteur X appartient a la demi-droite extrémale HX,

On voudrait certes obtenir pour les cones polyédriques un théoréme analogue au théoreme1.13

relatif aux ensembles convexes compacts et dire qu’un céne polyédrique est I’enveloppe conique de

ses vecteurs extrémaux.

Mais il existe des cones polyédriques convexes dépourvus de vecteurs extrémaux. Citons, par

2 R e > , 3
exemple, le plan R” tout entier ou le céne défini par X3 0de I'espace R*,

Le dernier cone est polyédrique (il coincide avec I’enveloppe conique des vecteurs (

(0’0’1)’ (1’0’0)’ (_]"O’O)’ (O’]’O)’ (0’_]“0)) sans posséder aucun vecteur extrémal.

On a néanmoins le résultat évident suivant :

_ 1 .2 k
Lemme 1.2. Soient K= CO(X 1 X ey X ) et {01'02""’ CS} I’'ensemble de tous ses vecteurs

extrémaux appartenant a des demi-droites extrémales distinctes.

=12,..,k

j -
Parmi les vecteurs X J ,ily’en a nécessairement s appartenant a ces demi-droites.

Les exemples cités de cOnes sans vecteurs extrémaux expliquent la chose ; ces cdnes contiennent un

sous-espace. On formalise ce fait a I'aide de la définition suivante.

Xe K

Définition 1.15. Un cone convexe K est dit pointé si les relations d’appartenance et

—xekK impliquent X =0
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Cette définition correspond exactement a I'exigence que K ne renferme aucun sous-espace vectoriel

n
de R . Les deux cones des fig. 1.13 et fig. 1.14 sont pointés.

1 2 k
X7 X754 X" des vecteurs non nuls. Si le cone

k

Lemme 1.3. Soient des vecteurs

K =C0(x1,x2,..., xk) Xt X2, X

est pointé, les vecteurs sont positivement indépendants,

k .
dax)=0, 2,20

i.e. les conditions 1=t entrainent b =4 = =4 =0

Démonstration.

_ 1
On raisonne par récurrence sur K . U'affirmation du lemme est évidente pour k=1 parce que X est
non nul, par hypotheése.

Supposons que le lemme est démontré pour des nombres plus petits.

k K k
2 M =0, 220 Xt == hyx] 2 ek, Xt ek,
Soit 171 auquel cas I=2 . Comme 12 on a par
K
Xt =0=2 %X’ 0 A =0
définition d’un céne pointé I=2 . AIors}Ll =0etd, =4 =..=4= , par
hypothése de récurrence.

Théoréme 1.16. Un cOne polyédrique pointé K est I’enveloppe conique de ses vecteurs
extrémaux en nombre fini.

Démonstration.

K =Co(x},x?,..., x*) X! X% ey X6

Soit . On biffe celui des vecteurs qui s’exprime comme

combinaison linéaire non négative des autres. Si la chose est possible, on examine k —Lyecteurs
restants et on répete I'opération.
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On aboutit finalement a un ensemble de vecteurs, disons
K =Co(x} ..., x")

linéaire non négative des autres.

, qui jouit des

propriétés suivantes: ; aucun vecteur , n’est combinaison

1
On montre que cet ensemble est formé des seuls vecteurs extrémaux. Faisons I’hypothése de X non

r
1_ i
x'=>"o;X
=

, . a; >
extrémal. Dans ce cas, , ou tous les nombres !/

(1—0L1)Xl = Zr:ajxj
i=2 ,

D’ou
1 1 1
i A >l’ ona (@1—a,)x' eK ot (o, —1)x* € K, e X' =0
r .
Zajx‘ =0
si & 21, ona I=2 , résultat impossible parce que, premiérement, il contredit le

X, j=12r

lemme 1.3, et, deuxiemement, aucun vecteur , n’est évidemment nul.

al <1. On a 1_(11 j:2

1
Soit maintenant ,i.e. X est combinaison linéaire non négative

Xt x? X"

des , propriété exclue. Ainsi, le théoréme se trouve démontré.

Faisons une remarque sur la différence entre la notion de point extréme d’un ensemble convexe
(définition 1.10) et celle du vecteur extrémal d’un cone convexe (définition 1.14).

Ce qui les distingue essentiellement, c’est le fait que le vecteur 0 peut étre un point extréme d’un
cone sans en étre un vecteur extrémal.

D’autre part, le point 0 est évidemment un point extréme d’un cone pointé K.

1. 1. o . .
O==x +=x,0uXx,X eK
En effet, soit 2
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Il en découle que X ==X | ce qui contredit |la définition d’un céne pointé.

1.3  Structure des ensembles admissibles.
1.3.1 Etude systématique.

On se propose d’étudier d’une maniére systématique la structure des ensembles admissibles des
problémes de programmation linéaire.

Un ensemble admissible est décrit par le systéme d’inéquations linéaires de la forme :
a; X, +a,X, .. +a,X, <b,,
8y X, +8yX, +.t 8y X, <Dy, (1.3)

Ay Xy +aX, ot a, X, Sb,

. . . Xx: >0 . . ) .
On n’écrit pas a part les contraintes car ces contraintes, si elles existent, sont incluses dans le

—X <
systeme (1.3) sous forme X _0.

Le symbole 4 désignera dans la suite le vecteur a; = (ail’aiZ""’ ain) (laligne i de la matrice A des

i_
=@y, 8, amj)

i a
coefficients de (1.3)), et & désignera le vecteur (la colonne j de la matrice A).

Le systéeme d’inéquations (1.3) prend une forme plus compacte, a savoir

@0 <b  (@,x)<b, (@, X <h, (1.4)

X étant comme toujours X = (X, X,,.rry X, ).
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A= (aij ) i=12..m, j=12..n

Si I’on fait recours a la notation
Notre systeme se récrit

Ax<b (1.5)

~

oy P=(by,b,,...0,)

La lettre X désignera I'ensemble des vecteurs réalisables,

X = {xeR"| Ax<bf

i.e. 'ensemble des vecteurs X vérifiant (1.3) : .
Il se peut que 'ensemble X soit vide.

: ’ 1. . <1 —x <—
Un exemple simple en est I'’ensemble R” géfini par les contraintes Xy —1, X = 2.

On fait a ce propos la restriction suivante : dans ce paragraphe, toutes les affirmations relatives aux

propriétés de X se rapportent au cas de X non vide.

Théoréme 1.19. Tout ensemble X des vecteurs réalisables est convexe et fermé.

Démonstration.

(a;,X) <b

. X e
On montre que le demi-espace “ ! défini par I est convexe.

En effet, soit XX €X, .ona <ai’x>gbi,<ai’x>gbi .
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Soit & un nombre quelconque tel que O<ax< 1, auquel cas
ala;, Xy <ab, (1-a)a,x)<(l-ak,
On fait la somme et on utilise la linéarité du produit scalaire, il vient

(@, ax+(1—a)xy<ab +(1-a), =b,

. e X
d’ou la convexité de "1,

On constate que I'ensemble X est I'intersection de demi-espaces X ,i.e. XE X si et seulement si X

X, ,i=12,.m

est élément de tous les
Il ne reste qu’a appliquer le théoreme 1.1 (I'intersection d’ensembles convexes est convexe).

On peut utiliser, pour démontrer le théoréme 1.19, I’écriture matricielle (1.5) du systéme

d’inéquations donnant X .

Faisons-le, car dans la suite nous aurons souvent affaire aux matrices.

si XX €X iors AX<b AX <b auquel cas @AX < ab (-a)AX <(-ak (on se sert de la

non négativité des nombres & et (1—05))'

D’ou

oA+ (1-a)AX <b
L'opération de multiplication d’une matrice par un vecteur étant linéaire, on a

Alax+1-a)x)<b . ax+{1-a)x e X _

,i.e.

Démontrons la deuxiéme propriété voulue ( X est fermé).
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soit X(k) k=12.... x(k)e X lim x(k) = X

, une suite convergente arbitraire, k-

On passe a la limite dans AX(k)S b quand k— o0

La continuité de la fonction AX fait que AX<D ¢ q.f.d.

Les points extrémes de X sont des objets particulierement intéressants.

Il se peut que X en soit dépourvu (certains exemples de ces X ont été vus dans le paragraphe
précédent).

On établit les conditions qui garantissent |’existence des points extrémes.

Définitions 1.16.

Un point Xp € X est dit intérieur s’il vérifie strictement toutes les inéquations (1.3) (donc

(1.4),(1.5) ): (@,%)<b, 1=12,..,m

frontiéres.

. Tous les autres points de X seront qualifiés de points

Cette définition est parfaitement cohérente avec la notion usuelle d’un point intérieur.

(8, %)

notre cas (i = 1,2,...,m), on trouve facilement un nombre ¢ tel que si la longueur du vecteur

_ Al <&
A= (Al’A2""’ An) est plus petite que ¢ , ” ” , alors on ait les inégalités
@, X +A)<b,, 1=12..,m

En effet, si I’on utilise la continuité des fonctions et le fait qu’elles sont en nombre fini dans

,i.e. le point X+A appartient lui aussi a X,
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En d’autres termes, toutes les fois que X contient un point intérieur %o , il contient un

€ —voisinage de ce point.

Le point intérieur %o de X ne peut évidemment étre extréme.

Xo = = (%o +A)+ = (%, — A)

En effet, il s’écrit 2 2 , ou: X +4A, % —AeX

: contradiction avec la
définition 1.10 d’un point extréme.

Il est donc clair qu’on trouve les extrémes parmi les points frontieres, i.e. parmi les points pour
lesquels au moins une condition (1.3) devient égalité.

Définition 1.17. Le support d’un point frontiére Xo est 'ensemble des contraintes (1.3) vérifiées par

Xo sous forme d’égalités. Autrement dit, le support de Xo est I'ensemble des hyperplans

<ai1x> =b,

I qui définissent X et qui contiennent XO.

Si I'on reprend la figure suivante , on voit que le point Aa pour support deux droites

3% +5X%, :15, 10%, +7x, =35 , et le point de coordonnées (2’0) la droite %2 =0,

Fig. 1.14.2 Support du point A.
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=iy, iy i) 1<i;<m,  j=12,

. o
Soient

support de %o et O I'ensemble des numéros '€ {1'2""’ m} restants.

A . . a,jeoc . b . .
On note * ¢ la matrice de vecteurs-lignes "1’ et ¢ le vecteur formé de coordonnées de b

indicés par les éléments de O .

b

On introduit de méme les notations AE et o,

Sil'on a par exemple

3 5] (15
-1 1 2
10 7 35
A= b=
-1 -1 -1
-1 0 0 ‘o E E
|0 1] | 0 2929

(s ol
oc=13) =(2456) ~ 10 7)7 (3]

(c’est le cas de la fig. précédente), alors

-1 1 2

-1 -1 -1
AE = b& =

-1 0 0

0 -1

Xo . A% =b, ' Az X, <bs

Les contraintes (1.3) (ou (1.5)) deviennent pour

On rappelle que le rang d’'une matrice est par définition le nombre maximum des ses lignes (ou
colonnes) linéairement indépendantes.

K a
", les numéros des vecteurs ' qui définissent le
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Théoréme 1.20. Un point Xp € X est un point extréme si et seulement si le rang de A, est n.

Démonstration.

x°=0

L’équation A; n’a pas d’autre solution a part O si et seulement si le rang de A, est égal au
nombre Nde variables.

_ . y0 . n A
On montre en premier lieu que si X est un point extréme, alors le rang de " @ vaut 1.

Supposons que tel n’est pas le cas. Le rang de A est alors inférieur a N, si bien que Ax=0 a pour

solution X # 0

A_X, <b-

Comme " ° @, ontrouve * # 0 suffisamment petit tel que

A, (X +ax)<b, A (X’ —ox)<b,

et

A, (X° +0x)=A X" +0A X=A X" =b,

0 o\ _ 0 o _ 0 _
De méme Ac(x —ocx)_Asx —Aax=AXx"=b,

0 —) - 0
Il en résulte que X" +aX, X" —oX € X , ce qui contredit I'hypothése « X est un point extréme » (en

x° :l(x0 +a>‘()+1(x° —oc)‘()
effet, 2 .

. A
Inversement, soit " lerangde ' .
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0
On admet que X n’est pas un point extréme de X .

o 1. 1.
X" =2X +=X

Il existe deux points X, X eX, X #X , tels que 2 2 , auquel cas
1 o1 "
b, = A x° =5 A_x *3 A_x
< "< ‘=p = '
Du moment que Affx - bf" AUX - b", la derniére égalité entraine AUX bf’ AGX ,d’ol

A, (X —X )= O, ce qui contredit I’hypothése faite sur le rang de A, (car X =X #0),

Le théoréme est démontré.

Ce théoréme nous donne deux résultats importants.

Théoréme 1.21. Les points extrémes de I’'ensemble X , s'il en existe, sont en nombre fini.

Démonstration.

Selon le théoreme précédent, il correspond a tout point extréme une matrice carrée non dégénérée

0_ A1
A, qui le définit complétement : X" =Ah, .

Les points extrémes de X sont donc en nombre fini (car il en est de méme des sous-matrices de A ).

Théoréme 1.22. Si’ensemble X est borné, c’est est un polyédre convexe.

On le prouve a 'aide de la définition 1.11 d’un polyedre convexe et du théoréme 1.13 (tout ensemble
fermé et borné (compact) est I’enveloppe convexe de ses points extrémes).
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1.3.2 Systémes homogeénes.

La démonstration du théoreme 1.18 suggére I'idée qu’on ferait bien d’imiter le cas des systémes

d’équations linéaires et d’étudier le systéme homogéene Ax<0,

{x| Ax<o}

e K=
On appellera K Iensemble des vecteurs X vérifiant AX<0, .
L'affirmation suivante est d’'une portée capitale.

K ={x| Ax<0]

Théoréme 1.23. L'ensemble est un cone polyédrique convexe.

Démonstration.

Q={x| —1<x <1,i=123,.,n, X=X, X, X, )}

Soit, dans R n, le cube et I'intersection

S=KNQ

’ensemble S est un polyédre convexe (th. 1.20) parce gqu’il est défini par le systeme d’un nombre
S={x| Ax<0,x; <1, —x, <1, j=12,..,n|

fini d’inéquations linéaires: et est évidemment

borné.

1,2 k
Soient X 1X 5 X' Jeg points extrémes de S , et soit le cone

k
R:{x X=YaX, =0 i=12,.., k}
i=1l

Montrons que K=K,

1,2 k
enveloppe conique de I’ensemble{x 1 X7y X }

Xi,i =l,2,..., k K (S - K) et

En effet, KcK du moment que tous les , appartiennent au cone

que K estle plus petit cone contenant ces points.

D’autre part, si 'on suppose que X € K , il existe un nombre A >0 syffisamment petit tel que

}“XGQ,i.e. MXeKnQ=S
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On représente donc le vecteur AX comme combinaison linéaire convexe de points extrémes de

S :kx=i[&ixi B =0,i=12,...,k, iBi =1

i=1

. Alors

k
x=>o;x', ol o :%20, i=12,..,Kk,

i
i=1

ConclusionK = K .

Le théoréme est illustré -7

Les cones K sontici haciivco oo 80 covocriienee quadrillés.

, X Fig.1.15. o .
On a marqué les vecteurs sous-tendant le cone K. y%n a qui sont superflus, mais I'essentiel est

que K est engendré par des vecteurs en nombre fini.

Le théoréeme 1.18 permet de dire que ce sont les cOnes pointés qui possédent une structure
particulierement simple.

K={x| Ax<0}

Aussi il est important d’établir une condition nécessaire et suffisante pour que
soit pointé.

K={x| Ax<0}

Théoréeme 1.24. Lecbne est pointé si et seulement si le rang de la

matrice A est égala N.
Démonstration.

On fait I’hypothése que Aest de rang N, K non pointé et X # 0 tef que xeK,—xeK .

AxX<0, — Ax<0, ie. Ax=0

Dans ce cas, , égalité impossible parce que cette équation homogéne

posséde une solution unique X = 0 (le rang de A est égal au nombre de variables).

Ax=0

Si I’'on suppose par contre que le rang de Aestinférieura N, alors a une solution non nulle

X#0 o A-x)=0 ., xeK,—xeK

i.e , Si bien que K n’est pas pointé, ce qui démontre le

théoréeme.

Le cas ou Aestde rang N se présente souvent dans des applications pratiques.
Ainsi, la matrice des contraintes du programme linéaire standard (voir §3) est de rang N.
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En effet, si 'on se rappelle la convention faite dans ce chapitre, les contraintes

X, 20,x, >20...,x >0 . L, . .
1 172 'n s’incorporent dans la matrice générale des contraintes ; alors la matrice des

coefficients du probléme standard renferme une sous-matrice -1 de rang .

X ={x| Ax<b}

Définition 1.18. Sile rang de la matrice A est égala N, 'ensemble est dit

régulier.
Théoréme 1.25. Uensemble X présente des points extrémes si et seulement si il est régulier.

Démonstration.

Soit X un ensemble non régulier, i.e. le rang de A est plus petit que N .
La matrice A ne renferme donc pas de sous-matrices A, derang N et partant, il n’y a pas de points

extrémes (voir th. 1.20).

La démonstration dans I'autre sens utilise un procédé qui permet de ramener I'étude d’un systéme
guelconque d’inéquations a celle d’un systéme homogene.

1 1 n 1
Soit I'espace R™ =R"xR de points (X't)’ xeR", teR , et soit dans RM, le systéeme

~ A -b
A=lo -1
d’inéquations linéaires Ax—bt<0, —t< 0. La matrice des contraintes s’écrit -/ et

sonrang est N+1 (vu que A estde rang ).

Les théorémes 1.23 et 1.24 impliquent que I’ensemble K des solutions est un cone polyédrique

convexe pointé. Le cone K possede des vecteurs extrémaux (th. 1.18).

On suppose que tous ces vecteurs extrémaux s’écrivent (X’O).
Comme K coincide avec I’enveloppe conique de I’'ensemble de ses vecteurs extrémaux, tout vecteur

de K prend la forme (X’O). Cela signifie qu’aucun vecteur de K nest (X’ ),

i.e. le systeme d’inéquations Ax<b est incompatible, cas qui ne nous intéresse pas.

On admet donc qu’il existe dans K un vecteur extrémal (X’t)’ t> O.

1
-X

Montrons que le point U estun point extréme de X,

1
-xe X
Il est clair que t
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, . 1. 1/ .
Soit EX:EX +EX , avec X ;tX", X EX’X" eX. Ona (X1t):§(tx’t)+§(tx ,t).

De plus, (tX',t)e R1(tX",t)e K _

Démontrons-le pour (tX ’t) par exemple. Comme X eX ,ona AXx < b, auquel cas A(tX )S bt

7

c.g.f.d.

L’hypothese « (X’t) est un vecteur extrémal de K » entraine

(bx',t)=A(xt), 220, (tx',t)= ul(xt) x>0

Dans le cas, A=p=L X =X=0,;, X =x , ce qui contredit I’hypothése que X # X |

On constate une analogie entre la structure de I'ensemble des solutions des systemes d’équations

linéaires et celle de I'ensemble X des programmes réalisables du probléeme de programmation
linéaire (i.e. 'ensemble des solutions du systeme 2.3).

On éclaircit cette analogie par recours au systeme AX=b et ay systeme homogene associé Ax=0,

X = {x| Ax=b}'L:{x| Ax =0f

Soient X et L les ensembles des solutions respectifs, i.e.

On note que L estun sous-espace, i.e. L estun cas particulier des cones.

. . oL . - : . o X+ L, X
Il est classique en Algebre linéaire que la solution générale du premier systeme s’écrit “© 170

étant tout vecteur de X .

En d’autres termes, X% L.
Voyons ce qu’il en est du systeme d’inéquations linéaires de la forme (1.3).

On désigne par M I’enveloppe linéaire convexe de I’ensemble des points extrémes de X

On vient de démontrer le théoréme 1.25 qui entraine que si X est régulier, alors M nest pas vide et
est un polyedre convexe.

Théoréme 1.26. Sile rang de la matrice Agst N ('ensemble X est régulier),
alors X =M +K |

Démonstration.
On utilise I'artifice qui a permis de démontrer le théoréme 1.25. On a établi notamment que si

1
(xt), t>0 <

, est un vecteur extrémal de K , alors t estun point extréme de X .

La réciproque est également vraie : si X un point extréme de X , alors (X’l) est un vecteur extrémal

dans K .
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1/. 1/.
(=260t 2000) ok ()
En effet, si 'on admet que 2 ) ’ ,ou (X ’tl)e K, (X ’t2)e K, alors
x=£x'+1x", t+t, =2
2 2 i t,t, >O’
IxeX, tx eX
ona b L,
x:t_l[z jg_z(g ]
Le point X admet la représentation 2\ 2\t
1. 1 .
=X =—X =X
dou 1 t, , (X étant un point extrémal).

~

i.e. (XI ’tl):tl(x’l)’ (X"’t2): L, (X’l), ce qui démontre que (X’l) est un point extrémal de K.

On suppose que L out, est nul, disons t, = 0.
1. 1.
_o SXE€ X,=x X
Ona tl -, 2 2
1 1
b, =AX==AX +=AX

Soit O le support du point extréme X (voir déf. 1.17), auquel cas 2 2

1 : 1 .

_AO'X Sbo"_AO'X SO AX _O
Etant donné que 2 2 , il en découle en particulier que “¢° 7.

Le rang de la matrice A, est N (th. 1.20), si bien que X =0,

Par conséquent X =2X et (XI 'tl): Z(X’l)’ (X" ’tZ): 0 (X’]‘).

On a donc établi une fois de plus que (X’l) est un vecteur extrémal de K.

Soit (Xl’l)’ (XZ ’1)’"" (Xk ’1)’ (Xk+l’0)""(xn ’O) les vecteurs extrémaux appartenant aux différentes

demi-droites extrémales du céne K | les k premiers vecteurs correspondant aux points extrémes de
X

[ j -
Il est évident que X € K pour J k+1.---,S_
On passe au théoréme a démontrer.

Onacertes X 2 M +K.
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0 0
Eneffet'six eM ,ZEK'a|0rS AX Sbet AZSO
Montrons l'inclusion dans le sens opposé.

Soit X € X auquel cas (X,l)e K

(X,1)=Zaj(><‘11)+ Zs:ﬁj(xj,O) a, 20, B, >

et

j=kat avec 1T pour tous les J .
k . S . k
_ j j _
x=Y ax'+ > px, Y a =1
D'OU j=1 j=k+1 j=1 .
Or,
k .
Zan’ eM .
— o , R x!, j=12,---k
1= en tant que combinaison linéaire convexe des points extrémes ! 1S
S
j
Zﬂjx EK (VS P V- VI | ~
j=k+1
Les fig. 1.16
Fig. 1.16. 3 Fig. 1.17.
Uensemble X dela n cylindre incliné dans R” dont | _ Ilaire inférieure est
dans le plan X,0%;

B,C , etlecone K est la demi-

Le polyedre M esticile triangle engendré par les points extrémes A
droite issue de O et paralléle a la génératrice du cylindre.

On voit que tout point X € X peut s’écrire comme somme de deux vecteurs, I'un étant dans K et
I'autre dans M .

Quanta X dela fig. 1.17, c’est un cylindre illimité de deux cotés.

Les points extrémes font défaut, mais on voit assez bien que X est la somme du triangle ABC et du
sous-espace L.

Il se trouve que la situation est caractéristique du cas général de X non régulier.

Montrons-le.

Avec la notation a’ pour la colonne ) de la matrice A, on voit de suite que le systeme (1.3) peut
s’écrire

a'x, +a’x, +..+a"x, <b (1.6)

Sile rang de Aest I'< N il existe, parmi colonnes linéairement indépendantes,

les autres en étant combinaison linéaire.
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On admet que la propriété d’étre linéairement indépendantes est spéciale aux I' premiéres
colonnes, auquel cas

r

=Y Bial, s=r+l..,n

j=1

On reporte dans (1.6) et on réduit les termes semblables, il vient

,—Z;:ajx Za X; + Za X, —Za X + Z ZBJ.Saj xS_Z(x + ZBJS Sja

s=r+1 s=r+l\ j=1 s=r+1

Ainsi, le systeme (1.6) est équivalent a

s=r+l1

Z(x < 3B, x, j b

(1.7)
On introduit la notation
U -
1(X)=X; + D BiXe, J=12,.,1
s=r+1 ,
1(x)= (1, (})1, (%), 1,(x)00....0),  1(x)eR"
On note une propriété évidente de la transformation . I(I (X))E I(X).
Soit, dans R" , deux sous-espaces vectoriels
— — r [— — — — —
L - {X| I(X)_ O}' R - {X| Xl’+l - Xr+2 B Xn _O} et 'ensemble Q = X M Rr.
On établit facilement que xeQ si et seulement si :
1) 1(x) =X
2) Ax<b
Les points de I'espace R" sont de la forme (Xl’ e Xp Oy 0) si bien que le systeme AX<b

Zr:ajxj <b

s’écrit pour cet espace 17

Le rang de A gtant I , 'ensemble Q s’écrit par le théoréeme 1.26 comme somme
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Q=M+ KO, avec M un polyedre convexe de R’ et K°un céne dans R",

Ko = x| xeR", Ax<0]

X=Q+L

Montrons que

X 5Q+L

L’inclusion est évidente.

X=y+2z, ouyeQ, zel Ax=Ay+ Az<b (parce que Ay<b Az<0)

En effet, si , alors

ie. Xe X,

Inversement, soit X € X

onpose ¥ =X=10%) ququercas (V) =1(x)-10(0)=0 ;  yeL
Comme X=10+Y 00 X€Q+L oo que I(x)eQ

Ainsi, X=M +K0+L.

Ko +L=K={x| Ax<0}

Montrons que .

On a par suite de (1.7) que Ay= 0pour tout ¥ € L.
La définition de KOentraTne Az <0 quel soit Z€ KO.
Donc Ko+tLcK .

Inversement, on suppose que X est dans K et on fait y=x-1(x) .

.
Il est connu que dans ce cas ye L. Cela étant, I(x) R et AX < 0, i.e. I(x) € KO.

Vu que x:y+l(x)’ona xeKy+L
On vient de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.27. LUensemble X des programmes du probléme de programmation linéaire s’écrit

K = {x| Ax< 0}

X=M+K , avec M un polyedre convexe et .

1.4. Equivalence de deux définitions d’'un ensemble polyédrique convexe.
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Selon les résultats obtenus dans le paragraphe précédent, I'ensemble X des solutions du systéme

d’inéquations linéaires Ax<b sécrit X =M +K ,ou M est un polyedre convexe borné et K un
cOne polyédrique convexe.

Avec les définitions 1.11 et 1.12, on énonce ce fait comme suit.

Lensemble X admet la représentation
k ) S )
_ _ i j
X=x|x=Do;x' +> B,y
i=1 j=1

X' 12120,k oo ¥ =12,

ou sont des vecteurs de X , i=

On formule naturellement la définition suivante.
Définition 1.19. L’ensemble X de la forme (1.8) s’appelle ensemble polyédrique convexe.

Cette définition aidant, les résultats principaux du §3 constituent une démonstration du fait que tout

ensemble X défini par un systeme d’inéquations linéaires est un ensemble polyédrique convexe.

Il s’avére que la réciproque est vraie elle aussi, a savoir que tout ensemble polyédrique convexe
s’écrit comme ensemble des solutions d’un systeme d’inéquations linéaires.

Cela autorise a énoncer la définition suivante.

Définition 1.20. On appelle ensemble polyédrique tout ensemble X qui coincide avec I'ensemble des
solutions d’un systeme d’inéquations linéaires.

Lorsque nous démontrerons I'équivalence des deux dernieres définitions, nous terminerons par la
méme I'exposé de la théorie des ensembles polyédriques convexes.

Aux termes du théoreme 1.19, I'ensemble des solutions du systéme est convexe et fermé.

En premier lieu, on prouve donc ces propriétés pour X de la forme (1.8).

On introduit les notations

M =1{x X:Zk:ocixi,ai >0, i=12,..k; > a; =1

i=1 i=1
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K=3yly=>B;y".B; 20, j=12,..5
j=1

auquelcas X =M + K

Il est connu que M et Ksont respectivement un polyédre convexe et un cone polyédrique convexe,

si bien que X est convexe en tant gue somme de deux ensembles convexes (th. 1.2).

Uensemble X est fermé en vertu du lemme suivant.

Lemme 1.4. Soient M un compact et K un fermé. La somme X =M + K est un ensemble fermé.

Démonstration.

m limv™ =v

1,2
soit V' oV sV une suite convergente de points de X , M=®

Montrons que V € X , Ce qui entraine la propriété demandée de X

x"eM, y"eK v =x"+y" m=12,.

m
Il existe pour chaque V' des éléments tel que

m
Avec M un compact, on extrait de {X }(qui peut ne pas converger) une suite partielle convergente.

On n’introduit pas de nouveaux indices (car cela alourdirait I'exposé), et on estime sans restreindre la

{Xm } limx™ =x
généralité que la suite converge. Soit M-

Ona X€M gy moment que M est fermé.

m m

- X , on affirme a la lumiére de certains résultats connus de la théorie des

m _
Etant donné y =v

m [—
limites que la suite {y }, m _1'2"", possede une limite qu’on note Y,

y=limy" =limv" - limx" =v-x, yeK,

Donc m—oo m—oo m—oo

d’ou V:X+y, ie. VEX,

On se propose de former le systéme d’inéquations linéaires dont X défini par (1.8) est I'ensemble
des solutions.
w=(U,,Uy,...U,,V)

1 —
Prenons I'espace R de points w=(u,v)

u=(u,u,,..u,)

ou, plus brievement, avec

et V un nombre.
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. n+l \ . . L
Soit dans R , le systéeme d’inéquations linéaires

(u,x*y—v<0, <u,x2>—vsO,...,(u,x">—sz' (1.9)

u,y'y <0, (u,y?)<0.,...,(u,y*y<0

Xt x2,.. xk

X

1,2 k
et Y Y Y deuxvecteurs de dimension N intervenant dans I’écriture (1.8) de

1
On désigne par W e sous ensemble de R"™ qui coincide avec I'’ensemble des solutions du systeme
(1.9).

D’aprés le théoreme (1.23), W est un cone polyédrique convexe, si bien qu’on trouve des points

2 r
Wl’W e W €W pour lesquels

i=1

W ={W‘ w=>Y vy W, v, 20, t=12,., r}
(1.10)

t t [t yt _
Chaque point W' s’écrit W _(U Vv ), t=12,.,r

. t t by . 7 . n
On construit moyennant les nombres V' et les vecteurs U e systéme d’inéquations dans R .

utxy<vh, t=12,.,1 (1.11)

Soit X I’ensemble des solutions du systeme. On dit que X coincide avec X défini par (1.8)

Xg)z_

On commence par montrer que

Soit X € X un point quelconque.
i=12..k Yo =let >0 j=12..,5
N AP
On a pour certains ! ,
k S
x=> o;x +> By’
i=1 j=1

On reporte cette expression de X dans (1.11), il vient

M~
Q
I
<,-

I
iN

k . S .
U, => o Ut xH+ D Bty < v
i-1 -1
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t (it o\t
On a utilisé le fait que le point W= (u v )’ est solution du systeme (1.9), i.e.

whxhysvt, =12,k u',yly <o, j=12,...,s

et

L’inclusion XcX est donc établie.

Supposons que X Z X

Il existe un point Xp € X, X & X .

On applique a %o et a 'ensemble convexe fermé X le théoréme de séparation (voir § 1).

. . . . . <
Résultat : il existe un vecteur P de dimension N et un nombre € tels que (p,x)<c

XEXet <p1XO>>C

pour tous les

c Rn+l

Montrons que le point (p’ C) vérifie les contraintes du systéme (1.9).

C'est vrai en ce qui concerne les K premieres contraintes parce que

(p,x'Y<c, (x' eX, i=12,..k),

Pour voir s’il en est de méme des S contraintes restantes, on prend I'ensemble de points
Xg = X+P y"’

avec ) fixé, 1<)<s,

B un nombre non négatif quelconque
et XE€X  tout point (fixe) de I'ensemble X

<Xﬁl p>:<X! p>+ﬂ<yj1 p>SC

. X, e X
Evidemment, ~# pour tout Bz 0, auquel cas

(v, P) <0

Or, la derniere inégalité n’est possible que si

Donc (p,C)eW.

>0, t=12,..,r

Aussi on a pour certains 7t
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pzzytut' C:ZYtVt
=1 1 )

Comme Xy € X ,i.e. Xosatisfait aux conditions (1.11),

r r
(P Xo) =D 7 (U X)) <Y vt =¢
t=1 t=1 ; Ce qui contredit (p,X0)>C_

L’inclusion XcX a lieu et, partant, I'égalité X=X,
Des développements ci-dessus on en déduit :

Théoreme 1.28. Il y a équivalence entre les définitions 1.19 et 1.20 d’un ensemble polyédrique
convexe.

Chapitre
Fonctions Convexes

2.1 Définitions.

Soit Q2 un ouvert de R", et soient a,b deux points de Q tels que le segment (1—t)a+tb € Q pour
tout t e [0,1].

f: Q>R

x—f(x)

On suppose que f admet des dérivées partielles continues dans Q..
Posons g(t) = f(L—t)a+th).

Alors g- [O’l] —R
t — g(t) dérivable dans [0,1],
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. n of
etona g () = Z(bi - ai)ﬁ—((l— t)a+1tb). (cest le théoréme de la dérivation d’une fonction
X.

i1 i

composée).

i(bi — ai)%((l—t)a +th) =(b—a,Vf((1-t)a+tb))
oub=(0)i1, 0 a=&)iaz.n -

Mais d’aprées le théoreme de Lagrange (voir [16]), on a :
90 -9(0)=(1-0g'(t;) ot t, <[01]
g@=Ffb) gO0=f@) t,=¢ ona

f(b) - f(a) = (b—a,Vf((l-&)a+ b)) (1)

Zn:(bi_ai)%((l—&')a+6b) ou ¢el0]]

Soit f: Q—)R’
@1 cR—>0
t—>ot)

Q unouvert de R".

Considérons I'hypersurface f(X) =b, et une courbe ¢ telle que @(t) =X et f(X)=b.

@ est une courbe qui appartient a I’hypersurfarce f(X) =b.

Soittyel : oty) =X, ; f(x)=b

Définition 2.1. On dit qu’une droite est tangente a une surface en un point X, si elle est tangente a

n‘importe quelle courbe ¢ passant par X;.
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v

Comme il y’a une infinité de courbes passant par X, on a une infinité de tangentes a cette surface au

point X, (voir [2])

Définition 2.2.

of :
Un point X, de la surface f(X) =b est un point singulier si a—(XO) =0 Vi=12,...n. Sl existe
Xio

. of
Iy € {1,2,....n} : 6—(X0) # 0 ondira que c’est un point simple de la surface.
X

lo

. N . . X . N A
Toutes les droites tangentes a la surface en un point simple “° appartiennent a un méme plan :

appelé plan tangent a la surface au point Xo .

I - Q

t > 9t) = (0D 91 (1)
x=a®; a0="2

dx,
dt

X, =@, (1) 5 @)=
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(@1(t) s 21 (t0)) est un vecteur tangent a la surface f(X) =D au point X, (@(t,)= X,)-

Comme f(X)=b = f(x)-b=0 = & P O P o X
ox ot oOx, ot ox, ot

A(x)  of (%)

. est le vecteur normal a la surface au point %o .
0% OX

N

n

Soit X, un point, f) = b, et soit X un point du plan tangent a la surface au point %o . Alors

est un point du plan tangent et ce vecteur est XpLaN donc

ﬁf(XO) _ = "ol - =
<( o j ” Xo>_0 d'ou (VF(x;), x=x)=0

= I’équation du plan tangent a la surface f(x)=b est :

(VE(X,), X)=(VF (%), X,) (2).

f:Q— R. On dit que f est convexe si pour
f (A%, + (L= A)%) < AF (X,) +@-A) F (%)

Définition 2.3. Soit €2 un convexe de R " et soit

X, X, de Q Aelo]]

, et pour tout ,ona

tout

On dira que f est concave si f est convexe.

f

P N . . n
Théoréme 2.1. Soit ' une fonction de classe C * dans un ouvert convexe €2 de R,

Si f est convexe dans €2 ,alorsona:

(%, = %), VE (%)) < F(x;) = T (%) X, X, de Q

pour tout

En effet,

f (X, + A= A)x) <A (X,)+(1-A)f(x) VAie[ol]

f(AX, +(@—A)x) -
A

iepi], ona T4 < f(x,)= £ (x,).

Pour tout
Mais d’apres (1),

f (X, + (L= 2)x) — F (%) = (X, + A= A)x — X, ), VI[A—&)x + (%, +A—A)x))
=<Z(X2 - Xl)’ Vi (Xl + C%(Xz - X1)>
= A% — %), VE (% + & (%, — X))

= (%, = %), VE[x +82(x, = %)) < f(x,) - F(x) V2e]]

X=X,
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par passage a la limite quand 2_)0, on obtient :

<(X2 - Xl)’ Vi (X1)> <f (Xz) —f (Xl)'

2.2 ’hyperplan tangent a I’hypersurface.

f x: f(x) <b,x>0}

Théoreme 2.2. Soit ' une fonction convexe pour tout X >0 Alors { est

convexe.

Q={x:f(x) <b,x>0}

En effet, posons

Si £ contient un point le théoreme est évident ;

X, X X, +(@1—2A)x, €Q pour tout Ae[04]

Sinon, soient 2 deux points de Q , alors

f(AX +(@=A)X,) <AF (%) +@A-A) F(x,) <b
= +A-)x, e

x: f(x) =b,x >0}

Notons que { n’est pas en général convexe, car

F (A% + (L= A)%,) < A (x) +(L-DF () <b

X—(a, X) = ax Q={x:(a,x) =b,x>0}

Cependant, I'application est convexe et

f

une fonction convexe pour tout X >0 et de classeC *. Alors I"hyperplan

f(x)=b

Théoréeme 2.3. Soit

tangent a I’hypersurfarce au point Xo

Q=1{x>0:f(x)<b}

est I’"hyperplan d’appui ol

au point XO.

Preuve :

est convexe.

Q est convexe ; comme f admet des dérivées partielles continues, elle est continue, donc Q estun

convexe fermé.

On sait qu’on peut construire un hyperplan a Q au point Xo (voir Théoreme 1.6).

Xo: f(xo):b

Ici, on veut montrer que cet hyperplan a Qau point

f(x)=b

au point XO.

est le plan tangent a la surface
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f(x)=b

>
Mais, on sait que I’équation de I’hyperplan tangent a I’hypersurfarce au point X, 20 est

(VE (%), X)=(VE (X)), %)

(voir2).

(VE(X), X)=(VE(X)) Xo)

Il est évident que I’hyperplan contient le vecteur Xo .

Q={x=0:f(x)<b}

Il reste a montrer qu’il sépare le convexe fermé

soit X1 €% >0:f(x)<b.

V(%) =%, +%) = (VE (%), Xo)—(VF (%), %)< F(%,)— F(x)=b—f(x)<0
= (VE () %) V() %) o

(VE(X), X) S(VE(X), X)) VX eQ'
On peut de la méme maniere démontrer les résultats suivants pour le cas d’une fonction concave.
une fonction de classeC * dans un ouvert convexe 2 < Rn, et

Théoréme 2.4. Soit f
f concave dans X . Alors (Vi (Xl)’ X2 _X1> = f(xz)_ f(xl)

f

Q={x: f(x)>b; x>0}

Théoréme 2.5. Si ' estune fonction concave pour tout Xo , et soit .

Alors £ est convexe.

f

est une fonction concave pour tout X 2 O, et de classeC *.

f(x)=b

Théoréme 2.6. Si

Alors I’hyperplan tangent a I’hypersurfarce au point Xo est I'hyperplan d’appui a

Q={x>0:f(x)>b}

2.3 Minimum et maximum d’une fonction convexe.

f QdeR".

une fonction convexe sur un convexe fermé

f Q.

Alors le minimum local de f est un minimum global de * sur

Théoréme 2.7. Soit

f .

. L X, eQ -
On raisonne par I'absurde : soit "0 un minimum local de

F(X) < f%)

Supposons alors qu’il existe un point X € Q.
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FAX + (L= A)X,) < (AF (X7 + (L= A) (%) < AF (%) + (L= A) F (%) = T (%)

Mais
X +(1-Ax, eQ et T +1L-A)x,) <f(x,), VAie[o]] A

pour assez petit ;

X +(1L=-A)X eVv(x,)

(voisinage de %o ),

donc il existe un voisinage de %o . XeV(X) = T(X) < f(XO), X=min A" +(1-A)%,

.. . X ..
Contradiction avec le fait que "0 est un minimum local.

f

Remarque 2.1. |Ici, on suppose que le minimum local existe. * est localement bornée donc bornée

Q

sur le fermé et par suite elle est continue d’apres le théoréme 2.7.

f QdeR".

une fonction convexe sur un convexe fermé

f

Théoreme 2.8. Soit

Alors I’ensemble des points minimaux locaux de ' est convexe.

En effet, s’il y’a un point minimum local, alors il est global.

Soient %11 X2 deux points minimaux locaux

X, # X X=X +A-A)x,, 1<[0]]

2 ; posons

f(X) = f (X + (L= A)%,) <AF (%) + (1= A) f(X,)

Mais f(x)="1(x;)= f(X*)

f

est la valeur minimale de ' dans Q , donc

FO<AX)+@A-D) F)=1(X) = f(x) =) Vvie[ol]

= X +@-2)x

Dot %11 X2 deux points minimaux locaux 2 est aussi un minimum local. C.q.f.d.

est convexe. Si X est un minimum de f , X; un autre alors le

f(x)=(a,x), f

segment devient un minimum (Cas du simplexe).

Remarque 2.2.

QdeR".

Théoreme 2.9. Si f est strictement convexe sur un convexe fermé
Alors le minimum local qui est global est unique.

X, # X,

Xl’X2EQ tel que ;

En effet, supposons qu’on ait deux points

f(AX +A-A)X,) <A (x)+(@A-A) f(x,) = f(x")
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= f(x) < f(x)

contradiction.

QdeR".

f une fonction de classeC * sur un convexe

f Vf (x,) =0 Q.

Si est convexe, et si

Théoréme 2.10. Soit

X, € Q

, avec intérieur de

Alors le minimum global est X=X

En effet, on a

((X=% ) VE () < () = (X)) .
Vi(X,)=0 = f(x)— f(x,)=0
= f(x)>f(x,) pour tout xeQ.

f

Théoréme 2.11. Soit ' une fonction convexe sur un convexe fermé et borné inférieurement. Si le

maximum global de f est fini, alors il est atteint en un ou plusieurs
sommets (extrémes).

Max f (x)= f(x") .
i) Supposons que X<Q et que X €Q g f n’est pas constante,

3% e F00) < F(X) i X eQ=xX" =A%, + (1—4,)x, pour 4, € 0]
FX) < A F (%) + Q=) F(x) <A F(%,)+ (1= 2) F(X)
= 1| F(x") = f(x,)]<0
=f(x") < f(x,)

contradiction.

Donc [ (X) =cst sur Q

QdeR"

Mais un ensemble fermé et borné inférieurement posséde au moins un point extréme X et

f (X) = cst.
Max f (x)=cst = f (X);

D'ou x<@

f

i) Supposons que X est un point frontiére et que le maximum de

Q

n’est pas un point

* On doit montrer que X est point extréme. On sait qu’il existe un hyperplan Hy, qui

sépare X et le convexe fermé Q, x est un point frontiere donc I’hyperplan d’appui a Q au point

intérieur de

X est M (voir [6]).
T,=QnH, cQ, T,

est fermé, convexe et borné inférieurement (C Q) donc possede

T, cH,

Posons

au moins un point extréme ; mais (hyperplan) donc
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dimT,=n-1 X eH, X eQ=x €T,

Si X est un point intérieur a T d’aprés i) = f =cste
et on aura une contradiction ;
Sinon X €Ty est un point frontiere de T d’apreés ii) posons T, =T, "H,,..

LI, =T.,nH

on arrive alorsa "

dimT, =0 =T,

n' et maintenant N contient un point unique.

Ce point unique est bien évidemment X , Ty = {X }

Un singleton est un point extréme car T” est fermé et borné inférieurement donc il doit contenir un
point extréme. C.q.f.d.

De la méme maniére, on peut alors démontrer :

Ve b . . Y& . 7 n
Théoréeme 2.12. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé de R

Alors le maximum local de f est global.

4 h Y . . 7 C . s n
Théoreme 2.13. Soit f une fonction concave définie sur un convexe fermé de R

Alors I'ensemble des maximaux « globaux » est un convexe.

f

- y& < . ra n
une fonction concave définie sur un convexe fermé de R

X +1A-2A)x%,

Théoréeme 2.14. Soit

g X et X

2 sont deux maximaux alors est aussi un maximum global

pour tout A <[01]

QdeR".

une fonction de classeC ' dans un ouvert convexe

Q.

Théoreme 2.15. Soit f

VEOG) =0 e %o €€

est concave, et intérieur de

f

vec

Alors ' atteint son maximum global au point Xo-

f

une fonction de classeC *sur un convexe fermé et borné

Q

Théoréme 2.16. Soit
f

inférieurement et si est concave sur

f

, et sile minimum global de

Q.

existe, alors il est atteint en un point extréme du convexe
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Chapitre Il
Méthodes de Programmation non Linéaires

3.1. Optimisation d’une fonction convexe V.

Xx>0;
(P)= {Ax<b;

MaxZ, Z = f(x)
Considérons le probléme canonique (P) suivant : xeQ

ou

f(X):gaiXi +iZﬂiXi2 vi, B > 0.

ra al
, les nombres réels 1 sont quelconques, et

m
A est une matrice M* Ny coefficients réels, et beR est un vecteur réel.

Définition 3.1. Une solution réalisable X du probléme (P) est dite sommet de (P) si elle ne peut

s’écrire sous la forme X=X+ (1_1))(1. Avec Xo €t X deux solutions réalisables distinctes de (P)

et Ae ]0’]{, c'est-a-dire c’est un point extréme.
La proposition suivante est bien connue :

Proposition 3.1. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. Xestunsommet de (P).
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X, et X

2. Pour toutes solutions réalisables 1 de (P) et pour tout Ae ]0'1[,

{(x= 2%, + L= )x)=>(X =X, = %, }
La preuve est immédiate :

1 2 n
Pour tout te [0’1], posons gt = T +(A-1)x;) , ou Xo = (Xo, Xg 1 Xg ) et

n

1,2 n - —
X = (% X X0) sont deux vecteurs de R - Notons que 9(0) =1 (x,) et que 9@ =1 (x).

Pour étudier le signe de Fxa) -1 (XO), utilisons le théoreme de Lagrange : 9 est évidemment

continue sur [0’1] et dérivable sur ]0’1[ Alors il existe g€ ]0’1[tel que 90 -9(0) = 9(5)

On calcule 9 (t) en utilisant le théoréme de la dérivée d’une fonction composée:
oo

g'(t) = (x - Xé)&(bq +(1-1)X,).
i=1 i

of (X)

=a; + 26X

alors i ,

n n
f(x)= Zaixi +Zﬁixi2
Comme i=1 L
et donc

sz(tx1 +(L-1)X,) =, + 28 (tx, +([L—t)x})

=a; + Zﬂit[xli - xg]+ 2.

0'(0) = Y06 et + 23 (6 X Bixg 423 (- x3)° .

Par suite :

9" (1) = 23 (! - %) .

Et donc

> 0.

Par conséquent la fonction 9 (t) est monotone croissante puisque ’Bi

g’(t) +

g'(t)
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9 (t) est ainsi croissante, linéaire et de coefficient angulaire :

g" (1) =zi(x; xR >0,

Notons que si 9 (t) =0 alors g (t) est croissante et g est monotone.

Sinon posons

n

3 (0~ xd ey + 23 (6~ x0)B%

" 204 - %)
Onaalors:
t 0 ty 1
i
g'(t)
g(t)

Le théoréme suivant bien connu, caractérise un sommet :

Théoreme 3.1:
Xl

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:
1. Xestun sommet.

(Al AT

2. est une partie libre de R™

Démonstration :

iy i
1. Supposons le systéme {A peens A }

Soient o1 %y deux solutions réalisables distinctes de (P).

x. > 0.

Soit "/ une solution réalisable de (P), et I 1201 Jes indices i tel que 1

libre et prouvons que X est un sommet.



Supposons que X =M% +(A=A)X% avec A€ ]0’1[

Zn:xkA" =b

L’équation AX =D g acrit alors k1 ou encore

> (xh +(@-A)x{)A  =b pourk & {i,,... i}, X§ =X} =0,

= car 4>0et 1-2)>0 puisque
i i
Xo €t X sont positifs (voir [10]).
r o r o
« et x D xdA"=b D x/A" =b

Comme 0 1sont deux solutions réalisables de (P) alors 1! et =

r

. -

Z(X& _XlJ)AJ =0 {Ail Air}

par suite : 17 et comme s est libre

alors X(jl _X{ =0Vje {1,..., I’}.

Par conséquent %o =% et donc X=X =% ce qui prouve que X est un sommet.

iy ir}
2. Inversement supposons X est un sommet et montrons que {A ey A est libre.

3 4,AT =0

Soient comme Ayyeesy Ay des scalaires telle que =

n r
i i _
ijA =b injA =b
Comme X est un sommet alors 1= et par suite 7! puisque les autres
composantes de X sont nulles.

Par conséquent, pour tout V et # on voit que:

Y(x +VA)AT =b D (x —pd)AT =b
= et 17 .

X. >0
Comme ' , on peut alors choisir V et H de sorte que les vecteurs Yet Zde composantes

X, +vA; 20 x —pud; 20
et

respectives non nulles i soient solutions réalisables de (P). En effet,

0 al
<u<—L
150 #

si ! , on peut choisir H vérifiant I (on peut prendrev =H ).

Xi.
O<v<—+L

- A; <0 . " A , =
Si ! on peut choisir ¥V positif quelconque et vérifiant : J" (on peut prendre H=V ).
On voit donc qu’on peut choisir un nombre 0 >0 555e7 petit tel que

X, +04, 20 _ X 04,20
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x:l(y+z)

Avec ces nouvelles composantes pour les vecteurs Yetz , on voit que 2
. Z. iz L i
On notera que les composantes Yi et ! pour J& {Il""’ Ir} sont nulles.
X=y=12

Puisque X est un sommet,

. O .
Par conséquent le vecteur de composantes ! est un vecteur nul puisque 0>0

A, =0 i
D’ou "} pourJ € {]“2""’ r}. Le théoréeme est démontré.

Définition 3.2.

On appelle base réalisable de (P) tout systeme B extrait des colonnes de la matrice A et tel que :
1. B soitunebasedeR".

2. Les composantes de b suivant B soient toutes non négatives.

Définition 3.3.

Une solution réalisable X de (P) est appelée solution réalisable de base s’il existe une base réalisable

B de (P) telle que X soit la solution relativement a la base B.
Corollaire 3.1. Toute solution réalisable de base est un sommet.

Démonstration.

— i1 im
Soit X une solution de base réalisable, et soit B= {A ey A } une base réalisable de (P).

m
Par définition méme B est une base de R , donc libre.
Du théoréme 3.1 résulte que X est un sommet.

Corollaire 3.2. A tout sommet X on peut associer au moins une solution réalisable de base telle que
X =Xg.

ot
En effet, Soit X un sommet X~ (X1: X500 X)) )

X >0 17 () =iy, }

. .
Notons par 1 (x) I’ensemble de tous les indices ! tels que

il ir
Alors, d’apres le théoréeme 3.1, {A A }est une partie libre de R™
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iy i _
si r=m, {A e A }constitue donc une base B de R et on a bien X~ Xe-

iy i
Si ' <M on peut compléter cette famille {A peens A }de facon a obtenir une base B de R" et, la

on a bien X = Xg-

Théoréme 3.2 : Sile standardisé de (P) admet des solutions optimales de la forme:
X="(X;, X5 X,.,0,0,...,0)

Alors au moins un sommet est solution optimale.

Démonstration : (voir [11])

Y

est libre alors X est un sommet, d’aprés le théoréme 3.1.

Sinon soit | le rang de ce systéme de vecteurs <k,

AL, A

Sans restreindre de la généralité, on peut supposer que la famille est libre.

(AL, AL AN

Par suite est liée. Il existe donc Ay Agveees Ay g non tous nuls tels que :

1+1

> A4A =0
i=1

+OLA =0
et donc i=1 , pour tout réel 0.
Posons “1:2 =4, =
k k
> (% £04)A =b > XA =b
On voit alors que =1 , puisque =t .

En particulier on peut choisir, 0 > 0 gyffisamment petit de sorte que X; + 04 et X; — 04 soient

positifs.

X + 04 . X —04

Les vecteurs X et X—Hde composantes " t I sont alors des solutions réalisables,
1
X==(X, +X_,)
etona
Mais,
n n
f(x,) = Zai (X; +64) + ZA (X +04)°
i=1 i=1
et
n n
f(x,) = Zai (X —04) +ZIBi (x —04)°
i=1 i=1
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Alors

f(XG)Zf(Xe) = Zn:aixi +Zn:ﬂixi2 +Zn:ﬂi‘92/1i2

i=1

d’ol
f(x,)+ f(x) 2% 2
=f(x)+6 A
> CADY.E
Comme

f(x) > f(xg)et f(x)=>f(x,)

on obtient alors :
f(x,)= Zn:aixi +Hzn:ai/1i + Zn:ﬂixf + ZHZn:ﬂixi/li + szn:ﬂi/if < Zn:aixi + iﬁixf
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
et

n n n n n n n
f(x,)= zaixi _Hzai/li +Zﬁixi2 - Zgzlgixi}“i + QZZﬂi/liz < Zaixi + Zﬁixiz
i-1 i-1 i-1 i-1 i-1 i-1 i-1
en simplifiant ces deux inéquations on trouve :

e(zn:aizi +2_Zn:ﬂixi/1i +9_Zn:ﬂiz$) <0

_e(zn:ai/li + Z_Zn:ﬂi XA — Q_Zn:ﬂi/iiz) <0

et

et donc on a simultanément :
H(Zaiﬂi +22ﬂixi/1i) < _GZZIBiﬂ’iZ
i=1 i=1 i=1

g(zn:aiﬂ’i +22n:ﬂixi/li) 2 gzzn:ﬂiﬂiz >0
i=1 i=1 i=1 avec Bz )

et

t9(Zn:0‘i/li +2_Zn:ﬂixi/1i) =0

Par conséquent :

0°> B =0.
et par suite i=1

Et donc f(x,) = f(x,) = F(X).

Les solutions X, Xgs X sont optimales.

X o

: ... 0=0 X
On peut par suite choisir Otelle que I'un des vecteurs ""~% a une composante nulle.



posons Xo= (X1 + 40, X, + 2,0, Xy + 44,10, X115, X,0,0,0.,...,0)

ng:t (X, =40, X5 = 4,0, X1 = 430, X 5,0 X,,0,0,0,...,0)

et
o<
2

Pour 4 >0 il faut choisir I pour que X—E’soit solution réalisable, X I'est déja.

p<-X

De méme, pour 4 <0 il faut choisir A pour que X soit solution réalisable,
X0 Iest déja.

0=0,=min{ 2 >0 -5 2 <ol
A p)

On voit donc qu’en choisissant ! '

X X . P
9et "Ysont solutions réalisables.

= i A, A
On remarquera que 0=0, signifie qu’il existe un indice lo tel que o (ici "o
9, = -2 (ici 4, <0
0=T T (ici 4, <0)
ou bien fo
Par conséquent une des composantes des solutions réalisables X ou X g s’annule.

Le nombre de composantes non nulles de ce vecteur est égal a k-1.

. X, X, o X . .
Sicevecteur (" % ou %) est un sommet le théoreme est complétement démontré.
Sinon,

s Xg X g\ s X
on réitére le processus : onreprend avec % (ou ~%)alaplace de

Le nombre de composantes nulles augmente d’une unité a chaque fois, et on parvient au bout d’'un

nombre fini d’applications du processus a une solution optimale qui est un sommet.

n n
3.2 Cas ou la fonction a optimiser est de la forme f(X) = Zai X; + Z,Bi X7, B eR .

i=1 i]

A, X, FapX, o+, X, +a, X, <by,

1p7p*
(@) =x+.
A Xy +8,,X, +eta X+, X, <b 5 X >0,
all a'ln
A _ a21 A a2n n bl
1 [ n
: : > AXx <b=
i=1

a a . b

Posons nl ./, (@ s’écrit n
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ou encore

> A%

Max f (x) = f

Supposons que  X<Q

+ Zn:Aixi <h.

i=p+1

(x) =

X = X1 + Xo = (X11, X120, X1p,0,0,...,0) + (0,..., 0, X2p+1, X2p+2 ...y X2n

On peut toujours supposer que X s’écrit sous cette forme.

Ici

et

Théoréeme 3.3 :

Preuve :

B Byes B,
ﬂp+liﬁp+2 L) ﬂn

sont p

ositives ou nuls

sont strictement négatifs. (voir [4])

Supposons que {Ai, A.., Ap} n’est pas libre.

OeR, 620 .

iezp;/m -0 = ia[xﬂ + 04,

Si {Al,Az, Ap}est libre, alors X, est un sommet de € ;

n

I+ > Alx,]<b

i=p+l

assez petit,

Pour tout

P N p

D AX;+ D AKX, <b +0> LA =0
car = iZprl ot i1 _

X i = X +604 >
ponc Xs >0 pour tout ! 12,..p =X; 04 = pour un ¢
X, O | +(X,; )

et par suite [ u ']':l"“’p ( 2 )':p”l"“'” est une solution réalisable.

Mais, f[()_(liieki)"'()_(Zi )]:W()_(liieki)'F(P()_(zi)
F(Xy +%5) = (X)) +o(Xy) 2w (X; £O4) + o(Xy)
= w(%) 2w (% £O4)

()_(li )i=l,2,~~~

,pzz

w(X;) 2w (X, +64)
ot w(X) 2y (X; —04)

w(X; + 0L, ):Zp:ai[)_(li +97”i]+ZBi[)_(1i +97Li]

i=1

(1)

p

i=1

7’
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p 2

(X — O, ):_Zp:ai[)_(li _eki]—i_ZBi[)_(li _eki]

i=1

w(Xy; +04) = Zp:ai Xy + gzp:ai/li + zezp:ﬂi X +022p:ﬁiﬂ“i2 + Zp:ﬂu X
i1 i1 i1 i1 i1
p p
<w(Xy)= Zai)_(li + Zﬂi)_(lzi
i1 i1

= e{zp:aizi + 2zp:ﬂi>-<li,1i + ezp:ﬂizf} <0
i=1 i=1 i=1

p p p
— G{Zai/ﬂ + ZZﬂi XA — HZﬂi/ﬁ} <0
de méme i=1 i=L i=1

= H{Zp:ai/li + 2Zp:ﬂi xli/zi} < —aziﬁizf B, >0

i=1

= —H{Zp:aili T ziﬂi xli/zi} < —Gzzplﬂiif B, >0

i=1

= Q{Zp:ai/ii + ziﬂixﬁ/p} > szp:ﬁi/iiz =k
i=1 i=1 i=1

p p
0<k< H{Zaiﬂi +22,Bi>‘<liii} <k
i=1 i=1

D’ou

p p
= H{Zaiﬂi +22ﬂi>‘<1i/li} 0 et k=0
i=1 i=1

p p
w(Xy +04) =w(X; —04) = Zai)_(li + ZIB. )_(12i =w(Xy)
Dol = =

= (Xy +‘9ﬂ1)i=1,2,~up + ()_(Zi)i=p+lmn et (X, _6%')i=1f'"'3 +()_(2i)i=p+1""'" sont aussi deux solutions

optimales .

0 =6

On peut, par suite, choisir 0 telle que I'un des vecteurs
(X +O04) i, OU (X —O4)i .

p »Pait une composante nulle, et le nombre de composantes

k-1 .

non nulles de I'un de ces deux vecteurs se réduit a , s’il est sommet le théoréme est démontré.
Sinon on réitére le processus.

Au bout d’un nombre fini d’itérations, on parvient a une solution qui est un sommet et

()_(n - ‘%ﬁ )i:l,---, p + ()_(Zi )

i=p+l--n - ast solution optimale de f. c.q.f.d. (voir [17])

3.3. Méthode de Franck-Wolfe.
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Nous allons voir un type particulier d’algorithme qui permet de résoudre les problemes
d’optimisation non linéaires convexes. Il est du type séquence d’approximations linéaires. Il s’agit de
I"algorithme de Franck-Wolfe.

Son principe est particulierement simple dans le cas de problémes avec contraintes linéaires.
En effet, cet algorithme combine des approximations linéaires de I'objectif pour trouver la direction
de recherche avec une recherche unidimensionnelle afin de déterminer le pas suivant cette

direction.

L'idée de la méthode est la suivante. Il s’agit d’un algorithme d’approximations linéaires successives.
Nous allons I'appliquer au probleme suivant dont les contraintes sont purement linéaires :

max f(x) =5%, —x; +8x, —2X5

3X, +2X, <6
sc.q. 4% >0
X, = 0.

Ce type de probléme est souvent rencontré pour la résolution de problemes d’affectation du trafic.
Une itération de la méthode comporte les étapes suivantes :
a) Calcul de la direction. On calcule la direction de recherche en résolvant un probléme

linéaire obtenu en remplacgant la fonction objectif par son approximation linéaire (points
1 et 2 ci-dessous).

b) Calcul du pas. On calcule le pas a faire dans la direction en minimisant la fonction f(x)
le long de la direction déterminée en a) (points 3 et 4 ci-dessous).

= (0,0).

0
Nous partons du point initial X

Itération 1:

1. Comme seul I'objectif est non linéaire, on va remplacer F(x) par son approximation de
Taylor limitée d’ordre 1:

f(x) =~ £(0,0)+ a (0,0)(x, —0) + a (0,0)(x, —0)
0X, 0oX, .

x’ =(0,0).

Evaluons le gradient en

ﬂ(0,0) = 5-2(0)=5 i(0,0) = 8-4(0)=8
OX, X, )
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g(x) =5x, +8x,

D’ou I'approximation linéaire de la fonction en (0,0) :

2. On peut donc résoudre le probleme linéaire :

3X; +2X, <6
S.C.0. ¢ X, >0
max g(x) = 5x, +8X, X, 20

par I'algorithme du Simplexe en général. Comme il n’y a que deux variables, ceci est fait
graphiquement a la figure 3.1. La solution optimale est le point

2 3%
9 —
1
Ar)‘)
1 0.3 I 1 2 - T
XLP _( ! ) i
Fig. 3.1.

0
3. Comme, plus on s’éloigne du point de départ X, plus I'approximation linéaire 9(x)

s’éloigne de la fonction f (X), on a probablement été trop loin en allant jusqu’au point
1 1

Xip , cependant en se dirigeant dans la direction de Xlp au début du moins, on pourra

réduire f(X).

1_ 0 1,0
On va déterminer le pas dans la direction : X =X +a(Xp —x)

B ES

a<lo]] h(a) = f (X° +a(xt, —x°)).

avec gui minimise cette fois la vraie fonction :

_ 2
mex h(a) =24a-18a" 4 ni e
2

On obtient donc le probléme de minimisation unidimensionnelle :

2

a==. x' =(0,0)+=[(0,3)-(0,0)]=(0,2)
maximum est obtenu en annulant la dérivée : 3 Dpou 3
Itération 2 :
1. Evaluation du gradient en X' = (0’2) :
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1(0,2):5—2(0)=5 i(0,2)=8—4(2)=0
OX, OX,

3X, +2X, <6
sc.q.1% =0

= X, >0.
2. Résoudre le probléme linéaire : max g(x) = 5x, +0x, 2

x5 =(2,0)

Ceci est fait a la figure 3.3. La solution optimale est “'LP

2 L1 2
3. Recherche unidimensionnelle : X =X +a(XLP X)

)tz

On obtient donc le probleme de minimisation unidimensionnelle:

max h(x) =8+10a —12a°

S =02 5l20-020- [ 7]

6'6

qui est le maximum pour 12 gou:

x. =03
Fig. 3.2.

On peut résumer 'algorithme de Franck-Wolfe comme suit.

Algorithme de Franck-Wolfe.
eie s . . XO . e . .. k =1
1. Initialisation. Soit une solution initiale réalisable. Posons ® =+-

2. Itération k. Pour j=l,2,..n' évaluer
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k
. . N , . . X
3. Calcul de la direction. Trouver, par application de I'algorithme du Simplexe,

la solution optimale du probleme linéaire suivant :

max g(x) = »_¢;X;

j=1

{Ax <hb
s.C.q.
x =0

4. Calcul du pas. Trouver @k |a solution optimale de
mex X+ arxs — x|
scg. 0<a<l

Kk _ yk-1 (k _ k—l)
et mettre X X o Xp =X

k-1 K
5. Critere d’arrét. Si X' et X sont suffisamment proches, stop. Sinon retour en 2.

3.4 Application de la méthode du simplexe pour la résolution de certains problemes
quadratiques.

Le but de cette section est d’étudier le cas ou f est quadratique et 91,92+ Ymsont des contraintes
linéaires et de montrer que la théorie de Kuhn-Tucker aboutit, dans ce cas particulier, a I'algorithme

du simplexe appliqué a un programme auxiliaire.

Exemple 3.1. Optimisation de portefeuille en finance. Considérons deux valeurs financieres (actions,

obligations, ...) dont le rendement n’est pas fixe, mais soumis a des fluctuations non prévisibles. De

facon plus précise, soit

h la rentabilité annuelle du titre I(I ::LZ)’ d est une variable aléatoire,

. K =ER I'espérance de ri,

o’ =Varr. . r
i I lavariancede ',

- On =Cov(r1, r2) la covariance de netr,.

2 2
oy, 01,0, €L Oy sont supposés connus.
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Le but dans cet exemple est de trouver un portefeuille composé de ces 2 titres, tel que son

P(

rendement est optimal en un sens que nous préciserons maintenant. Soit Xy XZ) le portefeuille
composé de %y parts du titre 1 et de X parts du titre 2. On a donc X +X, =1,
Soit

i =X +X0h la rentabilité annuelle P(Xl’ XZ),

=FEr = + X , r
Hp P 14 Ao I'espérancede P,

2 _ 2.2 2 2
o, =Varr, =Var(x,r, + xzrz)_ X O + X505 + 2% X,04, la variance de P

’

La composition optimale d’un portefeuille est alors caractérisée par le fait que le risque, mesuré par
2
P, est minimal, mais qu’un bénéfice moyen, supposé donné et noté ‘uo, est garanti.

Le portefeuille optimal est alors solution du programme quadratique suivant :

H 2 2 __2 2_2
min f(x,,X,)=02(x,X,) =X 07 + X205 +2%X,07,

5..q ﬂp(xl’XZ):ﬂle+ﬂ2X22ﬂ0’ X, +X, =1 %,X, 20.

0

. . . > . , .
Remarque 3.2. On supprime parfois la contrainte X, X 2V et on admet alors une partie négative

d’un titre. Ceci veut dire qu’on fait une vente a découvert.

f

On passe maintenant a la forme générale d’un probléme quadratique. La fonction
devient alors une forme quadratique.

(P,,,) min f(x)=cx +%IXQX

Ax-b<0
s.C..
X eR!

(P,.) max f(x):cx—%thx

max

Ax—-b<0

s.C..
xeR!

_c¢=(c,,¢,,...C, )eR", Q:(qij; i,j=12...n)

Ici est une matrice symétrique,

A=(a;;i=12..,mj=12,..n) b="(b,,b,,...0,,) eR™

est une matrice MXN et
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Notre but étant de résoudre ces programmes quadratiques a I'aide de la partie b) du théoréme de

Kuhn-Tucker, nous supposons en plus queQest définie positive.

f

possede la propriété de convexité (resp. de concavité) requise dans la partie b) du théoreme 3.2.

En effet, la proposition 3.3 ci-dessous confirme que la fonction ' , et donc la fonction de Lagrange,

_ n
Rappel. Q est définie positive si, pour tout X= (Xl Xg e X ) <R ,

‘xQx =anzn:qijxixj > 0.

i=1 j=1

Ceci revient a dire que le déterminant de Qainsi gue tous les sous-déterminants sont non-négatifs.

Exemple 3.2.

Probleme non linéaire de la production

f (X, X,) = 5% +5X, =X’ — X5 :cx—%thx

o c{ijemmaf

txQx=2(x12 +x22)>0 si x=0.

Qest définie positive parce que

f(x) = cx +1t xQx convexe
i est
f (X) = cx —="xQx concave
Proposition 3.3. La fonction 2 si et seulement si Q est
est symétrique et semi définie positive.

La preuve se fait par un calcul qui vérifie directement les inégalités de la définition de la convexité et

de la concavité.

Nous évaluons maintenant le Théoréme de Kuhn pour un programme quadratique général.
La fonction de Lagrange est donnée par

L(x, 1) = f(x)+Ag(x) = cx +%‘ XQx + A(Ax —b)

L(x,4)= f(x)—Ag(x) = cx —%‘ XQx — A(Ax —b)
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Les conditions (1) a (5) de la partie a) du théoréme se lisent :

(1) a% L(x,2)=c; +(Qx), +(4A); 20, j=12..,n

]

& '+ Qx+'(1A)=0

o . :
gjL(x,i): c,—(Qx), - (#A),; <0, j=12,.,n
< 'c-Qx-'(1A)>0
0 :
a|_(x,/1)so i=12,..,m
(2) al < Ax-b<0
87|_'(x,,1)zo i=12,..,m
Zn“x,.%L(x,;t):o o X(c+Qx+'(1h))=0
@0
ija%L'(x,ﬂ.):O e %(c-Qx-'(18))=0
=t j

]

iﬂi%L(x,l):O

iﬁi % L(x,2)

i=1 i

(4)

(5) xeR!, AeR’

< A(Ax=b)=0
0

(X’/i) est un point selle de L (resp. L ) si et seulement si
@) ‘c+Qx+'(1A)=0 resp.  ‘c-Qx—'(1A)<0
(2) Ax-b<0

(3) 'x- (‘c +OQx+' (ﬂA))z 0 resp. 'x- (‘c —Qx=' (ﬂA))z 0

(4) A(Ax—b)=0
(5) xeR", 1R

Pour obtenir des égalités dans (1) et (2) on ajoute des variables d’écart

@) ‘c+Qx+'(1A)-u=0 resp. 'c-Qx—"(1A)+u=0
(2) Ax—b+v=0

ueR] et veR.
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(3) ‘'x-u=0 t
t < X-u=0 .
resp. 'x-(-u)=0 < Xeu+d-v=0
(4) 1-(-v)=0=4-v=0
(5) x,ueR", ,veR"

Le systéeme d’équations a résoudre est donc le suivant :

Qx+'(AA)-u=="c

— pour L, + pour L
AX +v=>D Cp P )

x,ueR", L,veR"et 'xu+Av=0  (seul termenonlinéaie)

La résolution de ce systeme se fait a I'aide du programme linéaire suivant qu’on obtient en ajoutant

yeR

n

la variable auxiliaire + dans (1) :

Maximiser —My ( M estune constant M >0)

Qx+'(AA)-u  +y==%'c
AX +v=Db

s.cq y,x,ueR",A,veR" et xu+Av=0

En appliquant le simplexe pour résoudre ce probleme aukxiliaire, il faut a chaque étape veiller a ce

'u +Av=0

que les variables entrantes soient telles que reste valable.

Ceci modifie légérement les régles du simplexe.

Exemple 3.3.
si X1 > 0 est variable de base, il n’est pas possible de faire rentrer U en base, parce que on aurait
n
tyy —

XU, >0 K= 2 XU >0, It x.=0 _ XU =
alors 7171 et donc =1 Il faut choisir | tel que afinque T et
‘xu=0.

Exemple 3.4 .

Probleme de la production (suite et fin)

. X 1 2 0)x
min f(x,x,)=( 5) ' |-=(x, x !
%) =6 5 -3 g 5] )
1 2Y\x 8
sous <| |, X,X, =0
3 1)Lx 9
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Le programme auxiliaire se lit :

max — My, — My,

ss.C.0. (

Les contraintes s’écrivent

2%, + A4 +34, —u, +y, =5=y,=5-2x, -4, —-34, +u,;
2X, + 24 + A, —U, +Yy, =5=Y, =5-2X, - 24, -4, +4,

X, + 2X,

3%, + X,

2 0
0 2

Xy
X,
12
31

Al
J

+v, =8
+Vv, =9

12
31

6

H

ﬂ’Z

Uy
U,

M

Vi Yoo X0 Xo 0 Ay Ay Up, Uy, V,V, >0 et XU+ AV =0

Y1
Ya

v
+£1

Va

y

Rappelons qu’il faut substituer Yiet Y2 dans la fonction & maximiser :

- My, — My, =-10M +2MXx, +2MXx, +3MA, +4MA, — Mu, —Mu,.

Le premier tableau du simplexe se lit :

c 2M |[2M |3M |[4M |[-M |-M |0 |0 |0 |0
c! Variabledebase | x, | x, [ A4 | A | U | U [V, |V | VY|V,
0 le =y, 5 |2 0 1 3 -1]/0 |o |0 |1 |oO
0 - 5|0 2 2 1 0 |1 /0 |0 |0 |1
ij =Y,
0 _ 8 |1 2 0 0 0 |0 |12 |0 |0 |O
)]
0 X3 =V, 9 |3 1 0 0 0 |0 |0 |1 |0 |O
X4 =V,
-10M | 0 2M | -2M |[-3M |[-4M |M |M |0 |0 |0 |O

Apreés trois étapes du simplexe on trouve la solution optimale :

(%%, 4, 4,)=(22,24,002)

Exemple 3.4.
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min f(x,,X,) =-20x, +10X, +3x> + 2x>

2X, — X, <6,

- X, + X, <10,

2%, +3X, > 8,
X, X, 20

s.c.Q.

En forme matricielle, ce programme s’écrit

6 0
f(x)=cx + %IXQX =(-20 10)x + %tx( jx

0 4
2 -1 . 6
Ax-b<b = |-1 1 (1)— 10 [<0
_2 3N g

Le programme auxiliaire s’écrit :

- Myl - Myz

Maximiser

1) scg  Qx+'(AA)-u +y=-'c
(2) AX +v=Dh
y,x,ueR>A4veR? et xu+Av=0

0 S 3 A5

6X, +24 -4, =24, -u, +y, =20
—4X, + A4, — A4, +34, +u, +y, =10

Remarquons que Y2 est superflu, parce que Uy peut faire partie de la solution de base initiale.

2%, — X, +v, =
(2) = | =%, +Xx, +v, =10
2%, +3X, -V, =8

2%, — X, +V, =
S| =X + X, +V, =10

2%, +3X, -V, +Yy,=8



On en déduit :

y, =20 —6X, — 24, + A, + 24, +U,,
Y, =8-2x%, —3X, +Vs.

La fonction a maximiser est donnée par
- My, — M')72 =—28M +8Mx, +3MXx, +2MA, — MA, —2MA, — Mu, — Mv,.

(Y1’ U,,Vy, Vs, yz ) = (20110’6’10’8)_

La solution de base initiale est donnée par

La résolution du programme par le simplexe se fait par les tableaux suivants (Tableaux 3.1 a 3.5).

(x,,x,)=(3.25,0.5) f

On obtient que
(Xl’ Xz)e S

est un point selle de L (notons que ' est convexe), puisque

. Ce point est solution optimale.
Résumons cette section par le théoreme suivant :

Théoréeme 3.4. La solution optimale du programme quadratique étudié dans cette section est
donnée par la solution optimale du programme linéaire suivant :

t n

max —My (M>0 une constante, Y~ (yl"“’ yn)e R+)
scg  Qx+(AA)-u +y=F'c (—pour (Pmi) + pour (Pma))

Ax+y=b, xu+Av=0, xueR! AveR

G X Xa A A | A | U | Uy [ Vg |V, | Vs Y1 yz b
y, M |6 0 1 (-2 -1 1 20
4 0 4 |1 -1 |3 1 10
2
0 2 -1 1 6
Vi 0 101 1 10
\7 M |2 3 -1 1|8
Y,
- - - M [2M|M [0 |0 |0 |M 010
8M | 3M | 2Mm

Tab.l.1.- Les variables de base sont encerclées. Variable entrante Xl. Variable sortante Vl. La

u, =0 xu, =0.

t
condition XU+ AV =0 est toujours satisfaite parce que et donc

Ci Xl X2 //11 12 2'3 u 1 u 2 Vl VZ V3 yl yZ b
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Y, -M 3 2 |1 |2 |1 -3 1 2
u, 0 -4 1 |1 |3 10

0 -1/2 1/2 3
X 0 1/2 1/2 |1 13
vy -M 4 -1 -1 1|2
Ya

IM | - M |2M | M 4M |0 |M |0 |0
2M

Tab.l.2.- La variable entrante est X, La variable sortante est Y2, Mais

u, >0,donc X,u, >0.

t
La variable entrante est donc Al La variable sortante est yl. La condition XU +Av=0 reste

satisfaite.
G X1 X A A Ay U, 'Y Vo[ Vs | Y| b

A |0 3/2 1 RV EEEEY 3/2 1
u |0 -11/2 a2 |4 |12 |1 3/2 9

“lo |1 |-12 1/2 3
o 1/2 1/2 1 13
Vo | -m 4 -1 101 |2
Y,

0 |-am 0 0 0o |o 0 M 0o |m |o

Tab.l.3.- La variable entrante est X; . La variable sortante est Y2 .

Mais Y2 ~ O, donc X2l2 > 0.

t
La variable entrante est donc ﬂ? . La variable sortante est U, . La condition XU +Av=0 reste

satisfaite.

Ci X X, A 4 A U, u, Vi Vy | Vs Y, b
A |0 1/8 1 -5/8 -3/8 |1/4 | -9/8 13/4
y3 0 -11/8 -1/8 |1 1/8 1/4 | 3/8 9/4

0 1 -1/2 1/2 3
1o 1/2 1/2 1 13
V, | -M 4 -1 -1 11 )2
Ya

0 -4M 0 0 0 0 0 M 0 | M 0

Tab.l.4.- La variable entrante est X . La variable sortante est Y . Mais U, = 0, donc XU, = 0.

t
La condition XU+ AV =0 reste satisfaite.

C.

X

X2

A

4

Z

Uy

U,

Vi

Va

Vs
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2 |0 1 5/8 3/8 |-1/4 | -35/32 1/32 3.18
4 |0 /8 |1 |18 |18 | 1/32 /32 | 2.93
0o |1 3/8 -1/8 3.25
X 1o 5/8 1|18 12.75
v, |0 1 -1/4 -1/4 0.5
X2
0 |o 0 0 0o |o 0 0 0 |o

Tab.l.5.- Solution optimale du programme auxiliaire avec Yi=Y.= 0'. Ona

(X, Xy, A4, Ay, A5 ) =(3.25, 0.5, 3.18, 0, 2.93)

Chapitre IV

Résolution d’un probleme quadratique non convexe
et sous contraintes linéaires.

4.1. Introduction.

L'objet de ce chapitre consiste a trouver la solution exacte d’un probleme de programmation
guadratique avec des contraintes linéaires et une fonction objectif quadratique écrite sous sa forme
canonique.

Cette étude décrit une nouvelle méthode basée sur la décomposition de la fonction objectif en une
somme de deux fonctions I'une convexe et |’autre concave ; un nouvel ensemble réalisable est
construit par une transformation homographique, de telle sorte que la projection du point critique
de la fonction objectif sur cet ensemble, donne la solution exacte du probleme étudié.

Notons qu’on n’a pas besoin de transformer le probléeme quadratique en un équivalent linéaire
comme dans les méthodes numériques ; la méthode est purement analytique et évite le choix de la

solution initiale.

La technique est simple et nous permet de trouver les coefficients de la fonction convexe lors du
passage d’'un sommet a un sommet voisin.

Le théoréme fournis reste valable pour un domaine convexe fermé et borné ; il peut étre appliqué a
un grand nombre de problemes d’optimisation.

Les résultats obtenus sont d’une grande importance pour la résolution des cas de programmation
séparable.

[5] a traité I'exemple suivant :
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max f(x,y)=5x+5y—x*—y?

X+2y-8<0
3X+y-9<0
X,y=>0

(P)

La méthode utilisée pour résoudre ce probléme nécessite au moins dix variables. Dans la méthode

présentée dans cette these, sans ajouter de variable, la solution exacte est atteinte dans la premiere

tentative.

Cette technique analytique détermine la solution optimale exacte du probleme. Il est a mentionner
ici que la méthode est générale pour n’importe quel probléme d’optimisation quadratique.

Le principe de cette technique est de projeter le point critique sur un nouveau convexe construit a
partir de I'ensemble des solutions réalisables.

Un second ingrédient est I'étude de la fonction convexe. Les solutions optimales sont des points
extrémes qui sont toujours des sommets. Donc il est seulement nécessaire de se déplacer d’un
sommet a un autre et de choisir le sommet qui produit la solution optimale.

En se déplagcant d’'un sommet a I'un de ses voisins, la forme de la fonction convexe change et de
nouveaux termes contenant le double produit apparaissent [4]; alors une technique simple a
programmer, calcule ces coefficients est présentée.

Enfin un exemple illustratif de la méthode est traité.

4.2. DECOMPOSITION DE LA FONCTION OBIJECTIF

Considérons le probléme suivant:

F) = ” ;X + ” Vi XiX;
@)= |

Max f (x)
xeQ (1)
. Q=1 xeR":x>0 et Ax<b . m
ol { },Aune matrice M N et b un vecteur de R+ |
3 2
f(x)= zaixi +BX
Il est facile de voir qu’on peut se restreindre a I’étude du cas suivant i=1 ou les

- o, : . . . .
coefficients 1 et A, sont des réels quelconques, et la fonction f(x) n’est ni convexe ni concave.

Commencgons par voir comment optimiser la fonction f (X) .

(0()() = zn:aixi + Bixt

. < . o <0
Pour cela, soit i=1 , ol la somme porte sur tous les indices ! pourﬁ' ; et

(%) =§aixi e .

, ol la somme porte sur tous les indices ! pour'Bi

Aprés décomposition la fonction f(x) devient comme suit:
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FO) =) +y (%)

Nous allons commencer par étudier la fonction concave P(X) .

* - (ZI
. : . . N 2B ).
Nous donnons ici la solution optimale exacte en projetant le point critique 'surun
nouveau convexe 2 . Sile point critique X est a I'intérieur du convexe €2, alors la solution optimale

se trouve exactement en ce point (voir la remarque 2.1). Sinon, la projection directe du point X sur

Q donne seulement une solution approchée comme le font les autres méthodes (voir Exemple 4.2).

Maxg(x) = p(X)

Nous montrons dans le théoreme 4.1, que *<Q ,ou Xestla projection du point X sur

le convexe €2 .

n ' n !
soit QcR" >Q <R I'application qui transforme le convexe €2 en un convexe Q.

T(X)=AX, A=\J= LB, e N : ;
(x) ’ ( B ﬂ")n'est pas nulle, parce que IesﬂI <0 pour tout !. Alors elle

est conforme.

4.3. OPTIMISATION DE LA FONCTION CONCAVE ¢

. 7 s n
Soit €2 un ensemble convexe fermé borné de R". Posons :

¢7(X):Zn:aixi + BiX{ a;eR, f; <0
i=1 , pour tout i.
* * _al . * _ * — O(I
X —(Xi)i—£2_ﬂil1 y _(yi)i 2 /__,Bi |

Y= =(=Bx). Maxp(x)=p(x); X=(x) e

Ve . . ra ra ' n
Théoréme 4.1. |l existe un ensemble convexe fermé borné €2 de R , et un vecteur

Yo = (in )i €Q , tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

Maxg(x)= o )-|y" =y

1. (Propriété 1)
|y =vo| =inf]y" -] ;

2. yeQ (Propriété 2)
% = Yoi

3. Vo pourtouti, i=1,2,.....0. (Propriété 3)
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Preuve :

ceQ)

Pour tout X ' soit

Ao, :(aixi*+ﬁixi*2)_(aixi +ﬂixi2)

. Alors

Ag; :ai(;_;iij'"ﬁi(;_;:j —a X — X

i= ; Pour tout X € 2,

nt o)~ o) - nf{ 3~ s~
Par conséquent, -

peut étre écrite sous la forme suivante :
2 2

p(x")- Maxg(x) = inf Z}(ﬁ (<-x)) =inf >y -vi)

Soit Q:{y:(Yi)iERn:yi: _ﬂixiix=(xi)ieg},

iygg,_Zn)(y? v )=y - vof o e
parce que =1

Maxo() =g )=y - yo[|

alors

nfly =y =y =l [y -yl <y -l

, alors H

Iy =vol<ly" -}

Ceci implique que pourtoutyEQ.

el <intly 5|

Nous avons par conséquent

d’oul la propriété (1).

pour tout ye Q .
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Puisque yeQ alors

[y =y zinfly’ =] |y =vo|=inf
; do

yeQ' nc yeQ)'

ol
. propriété (2).

Le vecteur Yo est la projection du vecteur Y surle nouveau convexe 2 .

Mao(0)= ()= o )|y = i

Nous avons

=¢(x*)—ixn€g;i(y?— “pix)

= olx')->:v; -~ 5%)
i-1 . D’ol la propriété (3).

2

irlgfzz_ﬂi(xi*_xi) =0

* M — *
Remarque 4.1. SiX €£2 alors * axp(x) (p(X)

et xeQ

. n 1 n
Remarque 4.2. la transformation | : QR >Q'cR , qui pour tout X € Q , associe

T(X)=Ax, A==

N
0 v

’\/ ’B”) a comme matrice Jacobéenne.

0 .. 0 B

n
M- 5 %0
Son déterminant est i=1 . Donc elle est conforme.

Remarque 4.3.

, . a;, >0 .
Le convexe €2 est borné. On peut se restreindre au cas i pour tout i.
2

aX + B avec

a <0
En effet, supposons que nous avons ' .

Max(x,) =6, , Y, =6, —x >0.

Soit
Par conséquent

aX +Bx; =aX + BX, —ayS, +aiS,

=B y; +(_0‘i _Z:Bié‘i*)yi +a,6, +ﬂi5i*2

=By +ay; +K, ol o, =—a; —26, 5 2 Oet K, =6, +ﬂi5i*2

*

Par conséquent, il suffit de remplacer : X par 2

Yi



,
ot X + X par BYi +ay; + K-

Exemple 4.1.

max (X, ,X, ) = 5%, +5%, — X7 — x?

33X, +X%X,-9<0
X, +2X,-8<0
X, X, 20

Dans ce cas & = 2 :_1, donc Q=Q

ﬂ(xl,xz):5—2x1 =0=x, =5/2

1

i(xl,x2)=5—2X2 =0:>X;=5/2

2

« (55
X :(_,_j gQ’
Le point critique 22 parce que

—PQ(X*)—X* <x,a>-b

* _§* §* —
<X ,a>_2 3+2 1=10, ||a||2=10

55

X, = (E E]__(Sl) (2.2, 2.4).

(Ma)XQ(p(Xl,X) (P()_()
X% )e =12.40

Ici nous avons

Q={(x,,%,)€R? /3%, +X, ~9<0,X, +2X,

Exemple 4.2.
max (X, ,X, ) = 5X, +8x, — x7 —2x3,
3X, +2X, <6
x>0

35+g-9 =1>0,

—a
||a|| ou a= (31 1)1 b = 9

~8<0,%,>0,%, >0}
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Dans ce cas 1 = L et > :_2,

donc QiQ'.

i(xl,xz):S—le =0=> X, =5/2

1

— (X, X%,)=8-4X,=0=>x, =2
2

5
X _( 2)@ 32,22 >6,
Le point critique parce que

(x*)= . <X,a>-b

X, =P ———a
" oy a=B2) b=s

a

* _E* * _§
<X ,a>_2 3+2*2= > ”a”2:13.

5 11 5 33 16 15
xo=(—,2j— ; (3,2)=[—— ——j (r o)
2 2*13 2 26 13 13"

2
:{(yl’yz)ERzl?’yl"‘Eyz S613/120’3/2 ZO}

y :(5,2\/5}
De plus 2

La projection de ce point sur Q donnele point suivant yo:

3 _ 3 3
=]—=|=X=|1—- —|= .
Yo ( ,—Zj ( 2] . ME%X(p() (p(l, 2) 11,500

j 11,207.

16 15 16 15
13’13 13 13

Notons que la projection du point X sur Q donne le point(

Maxg(x) < p(x")= go(g,Zj =14,250.

. XxeQ)
Evidemment

_(1815

0 - ( ’ )
Le point 1313 de 'ensemble convexe €2 est le plus proche point du point critique X

mais il n’est pas la solution optimale de ?.
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max f(X,,X,,X; )= 2X, +3X, +3X; + X7 + 2XZ — X’

X, +3X, <18

X, +X, + X, <8
2X, + X, +2X; <14
X, X,, X3 20

Exemple 4.3.

_ 2
Nous avons ¢(X3)_3X3 X3

Max ¢(x,)= ¢(§) = %

X ==
. . [ j X3€Q 2
le point critique est et

2 2
D’autre part W(Xl’ X, ): 2% +3X, +X; +2X5.

Y est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extréme (sommet de Q ).

Max w(x,,%,)=(0,6)=90
(%%, JeQ [4]

Max f (x) < Maxy/(x) + Max ¢(x).

Mais xXeQ xeQ xeQ

Max f(x)<92.25.

Par conséquent

(O,G,ﬁj eQ, f(O,G,ﬁj < Max f (x).
Aussi 2 2 X
alors
Max f (x) = f(O,G, Ej =02,25.
xeQ) 2
Remarque 4.4.
‘//(X): zaixi + X}
Si nous posons £>0
. : . 2
W(X )_V/(X):Z_ﬁi(xi _Xi) O
alors i=1 pour tout XE2 ot

‘//(X*)_ “){IE%X‘//(X): - '\){L%XZHZ(\/EXT —\ B X ) -

2

Me%xw(x): w(x*)+ I\X/Ie%xzn:(\/ﬁixf —JB xi) :
Donc =1

Soit y :(yi*)i = (ai/z\/ﬁ)i ot y=(o) Z( B X )i.
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Notons que Yo est le point le plus éloigné du convexe

Q' ={ yeR":y, = JBx, x=(x), €0}

4.4. LA NOUVELLE FORME DE LA FONCTION ¥

- a., B . .
Calculons les nouveaux coefficients B, de la fonction ¥ lors du passage d’'un sommet a un

sommet voisin.

Soit lo I'indice du vecteur sortant, et Jo celui du vecteur entrant.

-y

De la colonne du pivot, nous avons Fijy 710 Ky
b,
Oy =— Z—a X
a
-0 s *
Posons bl par conséquent i#5o Ky

Ici i#io iy
6?2 ’
2 _p2, b
x; =65 oo 2.8,X; . Za X
Par conséquent io \1#Jo |0 i#io
w(X)=a, X, + B, X+ > aX;+BX.
La valeur de la fonction devient donc %o

2
a:. X. + . X
Nous remplagons Jo" o Jo" o par sa valeur:

0, 28,67 2
A + z 0 + blo 0 ioj X +Zﬂ X2 +ﬂj0 Zalojx
i#o '0 i j#io - i#io
2
[Zaiojxj] :Z( -k) X +222a j Qi X X
J#]o K# jo IEN
k= j
Oou A _ajoxjo +ﬂJ0on'- mais kK jo
0, 2B. 67 ’
a .
Jo 0 j 2
W(X):AO + Z a] - : ioj X +Z ’B +ﬂlo (aioj>2 Xj
i#o bi bi i#lo i0
donc 0 0
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2

o
0
205 | 20D &K X
bio i#Jo
k#j
K= jo

Nous obtenons la forme des coefficients pour la premiere phase

I aioj
“J:“J_(O‘jo+2ﬂj06’o) o .
ioJo , Si J-‘F]() et (ZJ—OZO

ﬂ-o aio')z

B =p+ @, -
i, ,si IE ot IBJ.O:O

p 2

Vi =P — igj Sigi _
°| b o) "o . o . o _
0 pour J ¥ N7 Jot # Jo ot Vid =7 T 0 Vi=12,...

La forme de la fonction devient alors

w(X)=A00 + D aix; + > B +ZZZ7ﬁXin-
j# o J# o 1#]o
i)
i]o

Zz7jixjxi

4.4.1. Méthode pour calculer 'expression 1 !

2% 88X,
i#Jo
i#]

L'expression '*lo avec

aiojoa'ioj =0 VJ :1’2"

" peut étre calculée de la maniére

suivante : le produit cartésien de I'ensemble { o} } excluant la diagonale et la ligne du pivot, en
utilisant la table suivante :

*

Table 1. Calcul des valeurs de y .

alol ai0 2 iolg aion+m
a'iol a.a a,a
0 Iol i02 X1X2 0 Iol i0n+m X1Xn+m
a
IOZ ai02 aiol X2Xl 0 0 aioz ai0n+m X2Xn+m
0 0
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ioJo

ion+

[ ai0n+m aiol XoemXq 0 0

ZZVjinXi

L'expression 1 ! est équivalente a I'expression suivante:

1
b 1 ——ZZa..(.. + ,.)x.x.
lo - 2 ig }/Ijo 7/10| i
Z(Vjoi 7 lio )XJ Zaioj(Vjoj 7 lio )Xj Qigj, 171y 177
iglo 17 o iglo 17 o J#]0o

d’ol la nouvelle forme des coefficients pour n’importe quelle phase :

a;=a;-(a;, +26,6,) at

| )
s Vi T L o =
loJo loJo , Si # Jo et do 7 sinon

Bi =P, +(§F(aioj)2 _aiaioj(Vjoi +7u‘0)
loJo

io o Jsi 1# o et ﬂjo =0 sinon
a;
A o)
Vi=7Vi— (7/joi+7jjo)
inO )
9 2
* 0
. .. . . 7'] _ﬂjo h aiojaioi
pour 30 I# Joi# Jo o Vig =7, =1a =0 Vi=12. "
Eyo =y
Remarque 4.5. Généralement”i 7 Vi’ mais Vi =7
2
Oy
* Pilb,

Vi , est pris a partir du tableau du produit cartésien de la lighe du pivot multipliée par

Pour plus de détails voir [4]. Pour la matrice des contraintes, ces coefficients seraient changés de la
méme maniere que celle de la méthode du simplexe [12].

Exemple 4.4.:
Soit le probléme quadratique suivant (standardisé):




maxy(x)= X, +2X, + X2 +3x2
X, +X, + X, =3
(P)=4x,—%, +X, =6

X, +2X, + X, =12

X Xy, %3 20

2 2
La fonction est w(X)=x, +2%, + X} +3x; +0

Nous passerons du point extréme (0, 0, 0) au second (6, 0, 0).

La table 2.1 contient les valeurs initiales de a, et B, prises du probleme (P) et nous calculons les
valeurs de 6, A al’aide des expressions:

in=2 X
= 0 ; 0 ; 4 est |a variable qui sort de la base.

2 * * 2
Ay =0 + B =1%6+1%(6)" =6+36 =42

2 * * 2
Ny =y, + fr05 =2*3+3*(3)" =6+27 =33

A =mexiA,, A, {=mex{42,33} = 42 _
J0 12 = JO = Xlestla variable entrante.
z:z+Ajo

Posons ;L= 0+42 qui est la valeur de la fonction objectif a cette itération.

a. =a
Le pivot estalors b 21,

On va calculer les nouveaux coefficients de la fonction objectif a,B.r , les nouvelles valeurs de la
matrice A, les nouvelles valeurs du vecteur des ressources et donc la nouvelle solution de base.

b 6
90 = o = — = 6
3, 1
. a. b
_ o) Iy
o =a;-(a; +2,8,-000)a_ L i +73) o —0
IoJo lhJo et o
Table 2.1: valeurs initialise de a, 3, 6, A. Table 2.2: calcul de 72

X1 | X2 | X3 | Xa | Xs

112 (0|0 0 a
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1 olo |[o |
5 1/-1]o]1 Jo
1 /oo [o|o |o
42 | 33 A
1/oflo o [-1]0
101 |1 0 |x=3
o |olo |o]o |o
-1 1 |0 |[x.=6
1 |ol-1]0o o |o
2 |o 1 | x=12
o |olo |o]o |o

la, | ={,-1010}

La table 2.2 contient le produit cartésien de I’ensemble ] excluant la diagonale et

la ligne du pivot. ( ?est I'indice de la variable sortante ; Jo est I'indice de la variable entrante ; on
commence par mettre a des zéros dans la diagonale, dans la ligne et la colonne du pivot).

Appliquons la formule de calcul des Vi des variables hors bases :

? b
}/*:aaﬂ ﬁ 00: io :_2:—:6
1 lo) "ol Jo b a a 1

o Ol:] ioJo

2 2
. o, 6
Vos = a24a22ﬂ1( Oj = (‘D’{g} *1=-1 |

b2 ;742:7/;4; 7'24:7;4_0parceque 7/14:7/4120

’

o, =a, —(al +2ﬁ190)%:2—(1+ 2*1*6)%1=2+(13)=15
21

' BlapP | 1xcp
T T e
21
a;l:a4—(a1+2[)’190)%:0—(1+2*1*6)—:—13
7
Ba =Py Ayl o 0P
P 07
a, =15 a, =-13 B,=4 B,=1

g\ 2
2 _ 4l %0 _ %[ 8 )
Yap =h b, 8984 =1%| 5| TTL=- 2

Ici nous avons ]/24 = }/42 =-1 et VouXo Xy + Vi Xy Xy = —2XoX,.
La fonction devient w(x)=15x, —13X, +4x2 + X2 —2X,X, +42.
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, a.
Calculons les valeurs des P1rP2:04 ayec I'expression b =h ——2 b, .
B, jo
. a -1
21 1
: a 1 o P b 6
b,=b,——3b,=12--6=6 b2—6’0—a_°_ —a_—I—G 5
21 1 o 721 (car 0 =%)
o aj,
a % =8 %y
Calculons les coefficients " avec ToJo

. a - a -1
81 = all_a_llaZI =-1-(-D=0 a,=ay, —a_llazz :1—T(—1) =0

21 21
. a -1 ' a -1
3 =a3— Ay =1-—*0=1 a,=a,-—ray,=0-—*1=1
21 1 21 1
. a -1
85 =5~ — 8, =0-—-0=0
21 1
Pour i, =2 on appliqué la formule ai'oj 1
ioJo
. a - a -1 , a 0 - a 1 - a 0
21 a, 1 a, 1 a, 1 a, 1
A3y =ag; ——ay = A3y =83~ A = 1 (-1 =
21 ay
. a 1 . a 1
833 =833~ — 83 =0-%0=0 @y =a5-—"a,=0-7*1=-1
21 1 Ay 1
. 1
a35=a35—ﬁa25=1——*0:1
a, 1
Table 3.1: calcul des valeurs de
a, B, 6, A pour la deuxieme phase. Table 3.2: calcul de Vs
X1 | X2 [ X3 | Xa | Xs 0|3 |0 |-1 |1
0 15/0 |-13 |0 a 0 |00 0 |0 0
0|4 [o]1 [o |B 3 |ojo [oo |o
2 6 0 0 |00 0|0 0
46 42 A La fonction -1]0/0 |0 |0 |1 devient
0 |0 |11 |0 |x=9 1 ]/oflo o |-1]o0
1 -1 1 0 X1=6
3 /01 |1 Xs=6 -20 31 7 4 2
w(X)= ——X, — =X + =X + — X¢ — = X,X; +88.
3 3 9 9 9
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Pour passer au point extréme suivant (8, 2, 0), la table 3.1 donne les nouvelles valeurs de a, B, 6, A.

La table 3.2 contient le produit cartésien de I’ensemble (aioj ) = (0,3,0,—1,1) excluant la diagonale et

' 2
la ligne du pivot. 7/;4 = 725 =(-D* ﬁ = (—1)*(gj *1 = _ﬂ;
i0j0 3 9

donc y,s = —g —%[725 + 7/52] = —g parce que ¥,. = ¥, = 0 dans I'expression précédente de
l//,'
4 4 1 2 4 2 4 2
Vsa = _5_%[724 +742]: _5_5[_1_1]: 3 9 = 9 Vas = 9 et 75 = 9 ;
nous constatons que Vas = Vea mais Yor = Vas-

4 2 2
VasXqXs T V5aXs Xy = _§X4X5 +§X4X5 = _§X4X5

a, :-13—[15+2*2*4]a—§4+g(724 +y42)=—13—%(—1)+§(—1—1)=—§

: 31 6 31 6 31
a5 = 0—[;}%5 +§(725 +752): —§(1)+§(0)= 3 |

. 4 1 4 1
B :l+§(8.34)2 _§a34(724 +742):l+§(_1)2 _5(_1)(_1_1)21"'

RN
|
wIiN
YN

. 4 1 .
Ps :O_I:E}(ass)z _§a35(7/25 +752) MaIS 7,5 = 75, =0

ﬂ5 = ‘:_:l(l) == Vs = Ve = ——
donc 9 9 . Ici * ” 9.

Passage au point extréme suivant (2, 5, 9)

(@)= (0.0L20)

La table 4.2 contient le produit cartésien de I’ensemble excluant la diagonale et |a

ligne du pivot. V3s = Vs3 = O'.

P 1 2 a
V35 _O_T[745+754]__i[_§+§}—§ Vs3 20—%5[7/43+734]=0

donc

’
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parce que

Notons que y,. =— et y,; =0

a, = —{@+2*9*Z}

3 911 1

Ps = £+[7} (@)

9 |9 1 1

Table 4.1: calcul des valeurs de

a, B, 6, A pour la troisieme phase.

X1 | X3 | X3 | Xa Xs
oo |o]- - a
20/4 | 31/3
oo |o]7/9 |49 |B
6 0
46 | A
0|1 0 X3=9
1 10023 [1/3 |x:=8
10 [-1/3 [1/3 | x=2

Passage au point extréme suivant.

La table 5.1 donne les nouvelles valeurs de a, B, 6, A.

donc

a 9
ﬁ+_(743+734):_

La table 4.1
nouvelles
A.

La forme finale de la fonction ¥ devient:

-22

v0="2x-Z

3

@+14

Va5 Vo3 -

20

1 4 7 4
—__a15(745+754):§+§*0=§

o

-—+14
3

+

(0)

o

Va3 = Vas =0 dans'expression précédente de i et a;s=0.

2

11

Table 4.2: calcul de V35

0/0 (1 |1 |0
0 |0j0 |O |0 |O
0 (0|0 |O |O |O
1 /00 (O |O |O
1 /00 (O |O |O
0 |0|j0 |O |0 |O
37 7,

Xg +—X5

3 9

Tous les A <0 stop. La derniere valeur de l/j(x) est la solution optimale.

Table 5.1: calcul des valeurs de
a, B, 8, A pour la derniére phase

X1 | X | X3 X4 Xs
0 |0 [-22/3 |0 -37/3 | a
0 |0 |7/9 0 4/9 B

9 6 0

}__E
3

donne les
valeurs de a, B, 6,

+g@+§&&+m.
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0 |1 1 0 X4=9

110 |-2/3 0 1/3 X;=2

1113 |0 [1/3 |x=5

Remarque 4.5: Nous utilisons la méme technique pour calculer les nouveaux coefficients de

f lors du passage d’un point extréme a un point extréme voisin.

CONCLUSION

Ce rapport de these a été I'occasion de présenter un cadre général de la programmation
guadratique. Ce cadre a ensuite donné lieu a la présentation détaillée de la nouvelle méthode de
résolution des problemes quadratiques a fonction objectif convexe ou non convexe.

Nous avons commencé par rappeler les outils des ensembles convexes et des fonctions convexes
pour les appliquer dans un contexte d’optimisation non linéaire. Ceci nous a permis de nous placer
dans un contexte de programmation quadratique.

Nous avons ensuite présenté certaines méthodes de calcul de la solution optimale en
programmation quadratique.

Les problémes des flots en réseau a colit minimum peuvent étre modélisés par des fonctions
guadratiques. Parmi les problemes classiques associés a cette formulation on peut citer : I'équilibre
du trafic en réseaux de communication (de trafic urbain, télécommunication), le routage en réseau,
|’affectation du trafic, les problémes de classification.
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Les algorithmes de résolution des problémes d’optimisation quadratiques sont trés complexes et tres
lourds a mettre en ceuvre pour les problémes de grande taille ou pour la résolution en temps réel.

Des techniques de linéarisation, des versions spécialisées de I'algorithme de Frank-Wolfe, les
méthodes Newton ou quasi-Newton, sont les algorithmes les plus employés jusque la pour la
résolution de ces problemes quadratiques.

Des formes particuliéres de ce probleme ont été étudiées pour réduire les temps de calcul.
Un de ces cas est le probléme des flots a colt minimum avec des co(ts quadratiques, plus
précisément avec des colts quadratiques séparables,

L'algorithme polynomial proposé dans [21], consiste a faire des approximations successives de la
fonction colt par des fonctions linéaires par morceaux jusqu’a ce que I'optimum ou un quasi-
optimum soit trouvé.

La méthode de résolution est basée sur la dualité entre les flots non linéaires séparables dans un
réseau et le diagramme des arcs non conformes.

En développant plusieurs exemples a I'aide de notre méthode, nous avons montré la simplicité des
calculs et surtout la précision des résultats obtenus aprés un nombre d’itérations trés limitées.
Nous avons explicité les conditions d’utilisation de notre méthode en démontrant I’existence de
solutions et les techniques permettant de les calculer:

a. Apres la décomposition de la fonction objectif en deux fonctions, I'une concave P et

I'autre convexe ¥ ; si le point critique appartient a Q (ensemble des solutions

f

réalisables), la solution optimale de ' est la solution optimale de ?.

f

b. Sile point critique n"appartient pas a Q alors la solution optimalede ' ,estla

projection du point critique sur Q (nouveau convexe obtenu par la translation T).

c. Lextrémum de la fonction convexe ¥ est un sommet ; la technique de calcul est
développée dans le chapitre 3.

d. Nous avons aussi donné la technique de calcul de la valeur de la fonction Y lors du
passage d’un sommet a un sommet voisin.

e. En passant d’'un sommet a un sommet voisin, le double produit apparait dans
I’expression de la fonction, et ceci nécessite une technique pour le calculer. Celle-ci a été
présentée dans le chapitre 3.
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Le théoréme reste valable si le convexe £ est remplacé par un convexe fermé et borné

. 7 . n . ’ Y . .
inférieurement dans R , il permet de résoudre les problemes quadratiques dont les contraintes ne
sont pas nécessairement linéaires.

Les exemples suivant ont été développés par d’autres méthodes et celle présentée dans cette these
pour mieux apprécier les différences.

max f(x,,X,)= 5%, +8x, — X2 —2x2
3X, +2X, <6

) , X, X, 20
e L'exemple suivant:

a été traité par la méthode de Franck-Wolf et par notre méthode.
La complexité de la méthode de Franck-Wolf :

- Initialisation de la méthode,

- Itération k : boucle d’évaluation des coefficients C;
- Détermination de la direction d’amélioration,

- Calcul du pas,

- Exécution du critére d’arrét.

De plus la solution obtenue n’est qu’approximative.

*

57
= (g,g et la valeur de la fonction a I’'optimum est :

max f(x,,x,) = f(g%) =10.94295 <11.50

Quand a notre méthode, on calcule la valeur du point extrémal X il appartient a €2 stop ; c’estla
solution optimale.

Sinon, la solution exacte est la projection de X sur Q qui donne :
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X = (g,Zj ¢ Q) , lecalcul de X nous donne X = (1,%) d’ou

max ¢(x)=11.50

xeQ

e Concernant la méthode de linéarisation ; I’exemple ci-apreés :

max f(X,,X, )= 5%, +5%, — X7 — x?

X, +2X,-8<0
33X, +X%X,-9<0
X, X, 20

La résolution de ce probléme a nécessité I'ajout de 8 variables, 3 tableaux du simplexe de cing lignes
et de 12 colonnes, on obtient la solution exacte X = (2.2,2.4) f(X) = f(2.2,2.4) =124.

Vu le nombre important de tableaux et de variables d’écart ajouter on ne peut se permettre de
présenter cette méthode

Quand a notre méthode, on calcule la valeur du point extrémal X il appartient a Q stop; c’estla

solution optimale. Sinon, la solution exacte est la projection de X sur Q qui donne :

X = (g,g} ¢ Q , le calcul de X nous donne X = (2.2,2.4) d’ou

max ¢(x) =12.40.

xeQ

Nous vous invitons a méditer sur la complexité des deux méthodes.

De plus la méthode présentée dans cette thése donne une interprétation gé¢ométrique de la solution

optimale X : c’est la projection de X sur Q alors que la méthode de linéarisation ne situe pas la
solution optimale par rapport a I’'ensemble convexe des solutions réalisables.
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Notons enfin que pour le cas convexe suivant :

min f(x,,x,) = —20%, +10x, + 3x2 + 2x2
2X, — X, <6

— %X + X, <10

2%, +3%, <8

X, X, =0

la méthode de linéarisation a nécessité I'ajout de 10 variables, 5 tableaux du simplexe, pour
seulement 2 variables de décision, ce qui montre la lourdeur de cette méthode.

Ceci nous donne une idée du temps de calcul si le probléme comportait 50 variables de décision.

D’un point de vu algorithmique, notons que la recherche de la solution est simple et dispense des
lourds calculs tels les conditions de Kuhn, du lagrangien et autre matrice hesienne.

Les travaux présentés dans cette these permettent de traiter toutes les situations modélisables sous
forme de problémes de programmation quadratique.
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ANNEXE.

A. Algorithme.

Notons par Z la valeur de la fonction objectif ; elle est initialiséea O ;

7 sont les coefficients des termes X; X; initialisésa 0.

l. Si =0 pourtout 1<i<n. Onapplique I'algorithme du simplexe. Stop.
Si non
début
Si B > 0pourtout 1< i<net a; quelconque, alors deux cas sont possibles.
début

Si a,; <Opourtout 1< k <metl<i<n alorsons’arréte : ce programme

n’admet pas d’optimum. Stop.
Si non

début

S'il existe k et i tel que @,; > 0 on suit les étapes suivantes :
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b,

1. Calculer 9, = min< —* pourtous les k tel que & > 0.
&j akj
A iy Xi
Choisir 1, tel que (9i0 =—2, % estalorsvecteur sortant.
o
2. Sia; <0 pourtousles k alors @ =+ .
_ 2
3. Caleuler A; =0, + B,0; .
4. Choisir A; = maxA;.
j
5. Si Ajo = +o0 alors on s’arréte : ce programme n’admet pas un optimum .
6. Si Ajo < 0 alors on s’arréte : ce programme est optimal.
7. Poser z=z+A; ,( ], estlindice du vecteur entrant ).
X: X .
8. Remplacer % par "I, dansla base et prendre a; ;, comme pivot.
9. Calculer o; = & —(a +2p. 0 )ai“ + ° ( + )
. i =4 io io%io /5 Vioi ¥ 7iio )-
io Jo io Jo
10. Poser a'jo =0
11. B =B + it I ( + )
CATATT iok \Vioi Vi /-
ioJo io Jo
12. Poser 3, =0.
2
13, Caleuler 7, = 5 | 2 i ( )
- Caleuler 5 = B | = | &8 — Vi T 7,
b, a .
0 olo
14. Poser y;; =7y =7; =0 pourtout !.
C aijo - .
15. Calculer gy =a; ———a; ; ,si 1 # I,.
-OjO
' & ce s
16. Calculer b =b ——>=b,_,sii=1i,.
A, s
17. Calculer a;oj = Db
inO
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, b
18. Calculer bi0 =0
a

inO
Fin

Fin

Fin

B. Exemples.

Exemple 1:

2 2 2
MAX Z =X —X, +4X; + X +X; + X

X, +2X, —3X;+X, =12

2X +3X, = X3+ X =8
s.c.q.

3% + X, —3X, +X%X;, =15

x>0

1 -1 |4 0(0(0|«a
111 |1 ojofo|p

4 |8/3 | +oo 0

20 | 444 | + o0 A

1 ]2 -3 1100 x, =12
2 {3 |1 |0|1]|0]|x =8
3 (1 |1 |0[0|1]|x, =15
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Notre systeme n’admet pas de solution.

Exemple 2 :
max z =3X, —2X, + X + X5

X, — X, + X =2
2X, + X,  +X, =4
-3%, +2X, +X; =6
x>0

s.c.q.

2 2
Z=3X —2X, +X +X;, +0
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Tous les ! sont négatifs ou nuls la solution optimale est la précédente.

Exemple 3 :

MaX Z =2X, +2Xs + X + X5 + X,

X, +2X, +4X; +X, =4
3X, + X, +9X;  + X, =9
X, +3X, + X, +X, =2
x>0

s.c.q.

Z=2X +2X; + X +2%X2 + X5 +0
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1]1 J1]o]o0 B
20231 Z
8|4/9]3 A
12 [4]1]0 X, =4
311 [s5]o]1 X, =9
1/3 [1]0]0 X =2

0[-18 |-4 0[-6|a
0|10 2 oj1|p
2/3 | 2/3 2
11,11 | -1.78 8| A
0/-1 3 0|-1]x,=2
0/-8 2 1[-3] x, =3
13 1 01 | x=2

Tous les ! sont négatifs la solution optimale est la précédente.

Exemple 4 :

Max Z =2X, + X, +2X, + X2 + X2
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X, +2X, +4x, +X, =4
3X, + X, +5X;  + X =9
X, +3X, + X, +X, =2

x>0
s.C.q.

2 2
Z=2X +X,+2X;+X; + X5 +0

212/3 |1 0

4110/9 |3 A

01 1 |ofolo|p
2/3 [2/3 2|0
-26/9 | 4/9 4| A

2=—41/9x, —4/9x, —14/9x, +10/9xZ +1/9x2 +1/9xZ — 419X, X, +2/9X,X; —2/9x,X, +40/9
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0[-41/9 [o0]-4/9 -14/9 | &
0/10/9 |o|1/9 19 | B
2/5 2 1 0
-74/45 -0.44 -13/9 | A
0|-1/3 1/3 13 | x,=2/3
0|-22/3 [0]|-2/3 -7/3 | x, =5/3
1103 |o0|-1/3 a3 | x, =413

Tous les ! sont négatifs la solution optimale est la précédente.

Exemple 5 :
Max z = 2X, +3X, + X} +2X;

X, +3x, <18
X+ X, <8
2X, + X, <14

s.c.q.

Z=2X +3X, + X7 +2x +0

2 [3 ]o 0| a
112 |0 o| g
7 |6 0
63 | 90 A
1 (3 |1 0| x, =18
11 o ol x,=8
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Z=-7%, —9%;, +11/9%7 +2/9%% +4/9x,X, +90

11/9(0[2/3 |o|o| B

-10 -90 A

1/3 (1|1/3 |00 X, =6

2/3 |0|-1/3|1|0]|x,=4

5/3 |[0]-1/3|0]1 Xs =8

Tous les ! sont négatifs la solution optimale est la précédente.
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Exemple 6 :
Max Z = 2X, —3X, + 2X7 +4x;

X, =X, +X%X =0
X+ 2X, +X,=2
x>0

7=2% —3X, +2X7 +4x; +0

9/2 |0 |0]|-5/2 | «

/21 [of1/2 [ x,=1
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2=9/2% —5/2x%, + 3% + X —2%X, +1

0lo[-33]-23] «
olo[12 |6 |p
1 |2 |6
2122 A
1/o[2 [1 [x =2
ol1[1 [1 [x,=2

2 =-33X, — 23X, +12xZ + 6X7 +16X,X, + 27

Tous les ! sont négatifs la solution optimale est la précédente.

Exemple 7 :
max z = X, +2X, + X +3x5

—-X +X,+X; =3
X, —X, +X, =6
X, +2X, +X =12

x>0
s.C.q.

2 2
Z=X +2X, +X; +3X; +0

116



2 =15X, —13X, +4X5 + X2 —2X,X, +42

2=-20/3x, —31/3x; +7/9xZ +4/9xZ —2/9x,X; +88
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0(0|0]|-20/4|-31/3 | &«

ololof[79 |49 | p

9 6 0
3 46 | A
olof1]1 0 X, =9

1{ofof2/3 [1/3 |x =28

ojl1lo]-1/3 [1/3 | x,=2

2=-2213%, —3713%, +7/9% +4/9%% +2/9%,% +91

0|00 0-37/3 | «

olofo |ol49 |5

9 6 0
-3 -58 A
0|01 10 X, =9

1/0(-2/3|0]1/3 X =2

0113 |0]1/3 | x,=5

Tous les ! sont négatifs la solution optimale est la précédente.

Exemple 8:
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max (X, ,X, ) = 5%, +5%, — X2 — X2X,,X, >0

33X, +X%X,-9<0
X +2X,-8<0

Dans ce cas & = 2 :_1, donc Q=0

(;i(xl,xz)ZS—le =0=>x, =5/2
X

1

i(xl’xz):5—2x2 =0=>x,=5/2
X2

X = (— : —j eQ,
Le point critique 22 parce que

- Q( *):X*_<x*,a>—b

——a
" o a=GB1 b-g,

* _E* E* —
<X ,a>—2 3+2 1=10, ”a”2:10_

- (55) 1
X = (E , Ej -5 B0 =22 24) |

( Majxg Q’(Xv X, ) = (P()_()
X% )e =12.40

Ici

Q={(x,,%,)€R? /3%, +X, —9<0,X, +2X, —8<0,%, >0,X, 20}_

32+2.9=1>0,
2 2
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Exemple 9:

max (X, ,X, ) = 5%, +8X, — X2 —2x2,

x>0

3X, +2X, <6
dans ce cas Bi=-"1h :_2,
donc QzQ

of

T(Xl,xz):S—le =0=>x, =5/2

1

i(xl,xz):8—4x2 =0=>X, =2

2

X —(— Z}EQ 3§+2.2 >6,
Le point critique parce que

. PQ(X*) o <X <x,a>-b -b
e ou 2=(2) b=s.

* _E* * _§
<X ,a>_2 3+2*2= > ”a”2=13.

x=[2,2)- T @=[2-F 2 -0 B
2 2*13 2 26 13 13
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| 2
Q = .V, )eR?/3y. + —vy, <6,y,>0,y, >0
{(yl Y,) Vit 7Y <620, }

y =(g,2\/§}

De plus

La projection de ce point sur donne le point suivant yo:

o 3
= 1' R = 1’ — = — | = .
Yo [ \/Ej = X ( 2} ) Max o(x) (p(l, 2) 11,500

1313

Notons que la projection du point X sur Q donnele point( ,

16 Ej

o 2 211007,
13'13

et

N (5
| Maxp(x)< o(x")= ga(a ,2j ~14,250.
Evidemment

16 15
1313

*

Le point ( j de 'ensemble convexe 2 est le plus proche point du point critique X

mais il n’est pas la solution optimale de ?.
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max f(X,,X,,X; )= 2X, +3X, +3X; + X2+ 2XZ — X

X, +3X, <18

X, + X, + X3 <8
2X, + X, +2X; <14
X1, X, , X3 20

Exemple 10:

. 3)
X :(_
_ 2
Nous avonsgp(x3)_3x3 X3 le point critique est 2

3) 9
M o 2]=2,
. Viax o(x;) w(zj 4

2 2
D'autre part w(X,, X, )= 2% +3%, + X7 +2x2.

Y est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extréme (sommet de Q ).

Max w(x,,x,)=v(0,6)=90

(X1,%; JeQ2
Mais

Max f (x)< M%x://(x)+ M%X(D(X).

xeQ

Max f(x)<92.25.

Par conséquent

(0,6, Ej eQ, f (0,6, §] < Max f (x).
Aussi 2 2 xee

Max f (x) = f(O,G, Ej =92,25.
Alors xee 2
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max f(x,,X,,X;)= 2%, +3X, +3X, + X7 +2x2 —3x2
X, +3X, <18

X, +X, + X, <8

2X, + X, +2X; <14

X, X,, X3 20

Exemple 11:

. 3}
X :(_
_ a2
Nous avonsgp(x?’)_BX3 3Xi“’le point critique est 2

et

2 2
D'autre part w(X,, X, )= 2%, + 3%, + X2 +2%2.

V' est une fonction convexe, et sa solution optimale est un point extréme (sommet de €2).

Max w(x,,%,)=(0,6)=90

(X%, )eQ

Max f (x) < Maxy/(x) + Max ¢(x)

Mais xeQ xeQ xeQ

Par conséquent

0,6, g} eQ, f (0,6, gj < Max f (x).

XeQ)

Max f(x)<92.25. (
aussl

Alors

xeQ)

Max f (x) = f(0,6, g] =92,25.
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X3

X+2x3=14
E

F=(0, 6,3/2) X1+3%,=18

X2

| o
')

2X1+X,=14

X1+X3=8

max f (x,,X, )= 2x, + 3%, — X7 + 2%
X, +3X, <18
X+ X, <8
2X, + X, <14
X, X, 20

Exemple 12:

Nous avons

2 2
w(X,)=3%, + xZ. o(x,)=2x —x2,

sommets dont la premiére composante est nulle ; (O’O); (0’8); (016); (0114)

124

14



(0.8)et (014) £

mais

donciils restent (O’O) et (0’6). X, = (010) =X =(X1,O)
X, +18 <18

X+ 6<8 t=>x =0=x =(06)+(0,0)=(0,6)

2%, +6<14

f(X) =18+36="54

Qﬁ@&@&@aawm;

Les sommets de £ sont : (

Le point (0’6) est un sommet.
max f(x,,X,)= 2%, +3%, — X2 + X2
X + X, <8
2X, + X, <14
X, <5
X, X, 20
Exemple 13:
Nous avons
2 2
‘//(Xz)z 2X, +X;. (o(xl) =2X =X,

X, =(05) = %X, =(x,,0)

X, +5<8 %
=
2%, +5<14  |x, <

IA
N W

—a, -2
(X)) =2x, —x2, —=-——=1
P(X) = 2% =X 25 2
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donc X1 = (1'0): X= (]-'5)

7

f15)=2-1+15+25=41

Le point (1'5) n’est pas un sommet du fait qu’on a 0-% +X, < 5.
lz A k/\\-\/\
4 (3))”
(019 i e s TP
ol
it | : 3
F" & ]
T .
= =5
(bp)  * “
Remarque :
f(35)=6-9+15+25=37 f(0,5)=15+25=40

t(0,5)+(@1—t)(35)= (3—3t,5)
f(3—3t,5)=6—-6t+15—(3—3t)> +25

f'(3-3t5)=0 = —6+6(3-3t)=0

;5) = (1!5)

w| N

:>t:§ et Xx=(3-3-
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IMPLEMENTATION DU LOGICIEL

Pour son implémentation nous avons utilisé le langage de développement WinDev.
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W2 Programmation Quadratique

Editions F 5 1 Editions P H I Divers Aide
Nom Mat A exemple_6 | varable Décision| 2% Nbre_Contrain[_ 22|
ﬂble_\far_totm
Matrice A
X w2 [ x| x| w5 | x| w7 | e | =9 | =13 Liske des Programmes Quadratigues
1,000 -1.000 1,00 Mat_a_exemple_1
400 200 1,00 Mat_A_gxemple_2

Mat_&_exermple_3
Mat_&_exemple_4

Matnexemple?
Mat_&_exermple_mixte_1

EE Mat_&_phi_exemple_1
[ | Mak_A_phi_exemple_2
Yecteur b
bl [ b2 | b3 [ 64| b5 | b5 | b7 |b8] b9 %
2 5
< I > | Nouveau |
Alpha ;

Tl z01:0+15 E 7 el o I% Enresiserer |
2.00C|-2,001 2 | Charger |
| | LI—I |

[ Calcuis P €1 |
Béta
1 2 3 [ 4] 5 5 7 | s sﬂ | Calculs PH1 |
2.0000 |4.000 :
« | T | Imprimer PST |

[I£4

Cette fenétre sert a saisir les données du probleme quadratique : Matrice A, Vecteur b, les
coefficients Alpha, les coefficients Béta.

L'aide intégrée au logiciel est suffisamment documentée pour vous guider dans chaque étape.
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W2 Programmation Quadratique

M Editions P H I Divers Aide
Reésultats des calculs
A = | 2 Q)  x3 4l x4 4l x5 o4l % 8 B

Frobléme initial 1~ |
Alpha 200 3,00
Béta 200 4,00
w3=0 1.00 1,00 1.00
wd=2 -1.00 2.00 1.00
Itération : 1
Alpha 200 -3.00
Béta 200 4,00
Gama  «1 ||

w2

w3

w4
TEta 1.00
Delta 1.00
x3=0 1.00 -1.00 1.00
w2=2 -1.00 200 1.00
Curnul Delta =1 4
Itération : 2
Alpha 450 -2.50
Béta 300 1.00
Gama  «1 1,00

# [+1 4

W0 Programmation Quadratigue

" Probléme initial - =« )
K1 + X2 -9 <=0
X1+ 2¢2 - 8 <=0

Aplha + 51+ BX2

Béta - S - 1Xe

--- les Béta sont égaux a -1 donc : Oméga = Oméga’
---  Coordonnées du point Critique %™ = [2.5.2.5]
-- Lepointcntique appartient a Oméga.
---  ¥_bame = [2.2.24)

---  DOméga’
I+ X2 -9 «=0
Xl + 242 -8 «=0
- Y= [25.25])

La projection de Y* sur Dméga" donne Yo

- Yo = [22.24]
- ¥Y_barme = [22.24)
---  Phi[ ¥_barre ] = 124

---  Hotons que la projection du point X* sur Oméga donne le point ¥_Bane = [2.2,2.4] el que

Phi{ 2.2.24) = 124
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B Prévisualisation de l'état Etat_Resultats Prg Quad

o H e PP cdls vo)e
whard Encel &‘ij HTHL [PDF] FDF XML HML L2 Email [Porl Email FDF
Résultats du traitement du programmme quadratique  Mat_A_exemple _7T 21na ~
31 Wz e s 5 6 i 8 i
Probléme initial :
Alpha 1 2
Béta 1 3
Wi=3 -1 1 1
W =6 1 -1 1
X5 =12 1 2 1
lteration : 1
Alpha 1 2
Béta 1 3
Gama  x1
n2
X3
w4
X5
Téta 6 3
Delta 42 33

= S 0% v 9,"‘_:’" ps « < 2 i3 %
Wwiard Eucel &'ﬁ, HTHL [PDF| FOF XML *ML _ <J Email E._!E_ Email PDF
1 w2 i3 e s HE T ue ol
Béta 4 1
Gama  xi
H2 -1
W3
x4 -1
5
Téta 2 [
Delta 46 42
x3=9 1 1
X1 =6 1 -1 1
W2 =6 3 -1 1
Cumul Delta= 88
Itération : 3
Alpha 6,66667|  -10,33333
Béta 077778 0,44444
Gama  xi
W2
W3
wd n 7712 M

IF= ’
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- = B

B Prévisualisation de I'état Etat_Resultats_Prg Quad

[Fort Email PDF

1

H2

il

HE

EAs]

Cumul Delta = 91

Itération : 4

Alpha

-10,33333

Béta

0,44444

Gama x1

X2

W3

x4

5

Téta

Delta

X3=9

wl=8

0,66667

0,33333

H2=2

-0,33333

0,33333

Cumul Delta = 91

Prg OPTIMAL

Finde timpression

|F=
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Résultats de la fonction PSI

“= Programmation Quadratique CHIKHAOUI

rs
P - i . q uitker
Saisies Données Editions P 5 I Editions P H I Divers Aide IQ—

Saisir les données d'un nouvel exemple de programmation Quadratique:

1. Cliguer sur le bouton nouveau,

2. Entrer les données de la matrice A, du vecteur b, les coefficients Alpha, les coefficients
Béta,

3. Entrer le nombre de variables de décision et celui des contraintes,

4. Enregistrer.

5. Lancer les calculs.

Relancer le traitement d'un exemple déja saisi :

1. Choisir I'exemple dans la liste,

2. Cliquez sur Charger,

3. En cas de modification de données cliquez sur Enregistrer,
4. Lancer les calculs

Modifier les données d'un exemple déja saisi :

1. Choisir I'exemple dans la liste.

2. Cliguez sur Charger {pour charger les données en mémoire centrale).
3. Apporter les modification souhaitées,

4_Cliquez sur Enregistrer.

Supprimer les données d'un exemple déja saisi :
1. Choisir I'exemple dans la liste,

2. Cliquez sur Charger. ¥Yeérifier I'exemple en question.
3. Cliquez sur Supprimer.

Aide des instructions essentielles.
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