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Notation 0.0.1

R}

4|

eR"Nie Zy, ;€ Ry

Tn

L’ensemble des vecteurs a n dimensions avec des composants réels positifs ou nuls (non-négatives)
{0,1,2,3,....,} L’ensemble des entiers positifs

la transformée de Laplace

la transformée inverse de Laplace

la dérrivée fractionnaire d’ordre o

{)\ , (z,y) € R2 /A =ux+iy } , L’ensemble des nombres complexes

Somme directe fini ou infini des fonctions ou des variables

{1,2,3,..., } Uensemble des entiers naturels

Fonction de Gamma -Euler



0.1 Introduction

Récemment une nouvelle classe de systémes linéaires fractionnaires a été introduite par de nom-
breux scientifiques. Nous essayerons de faire rappeler certains concepts élémentaires concernant
I’étude de systémes positifs. Une analyse de ces systémes fera ’objet des chapitres complémen-
taires. Notre principal objectif est I’étude des modeéles & dérivées fractionnaires positifs, nous
dériverons des caractérisations sur la positivité de ce type de systémes. Dans ce large domaine
de nombreux problémes ont déja été étudiés et le sont encore actuellement.

Citons que dans [22] et [23] des développements sur le probléme de contrdle ont été dérives.
On s’intéresse dans les chapitres qui suivent a 1’étude de la positivité pour les cas des systémes
fractionnaires; tout en étendant aux cas a temps variantes. le probléme de la stabilité est en

fin étudier dans ce mémoire.

0.1.1 Historique

En 1695 L’Hopital a écrit & Leibniz en lui demandant sur une notion particuliére qu’il avait
utilisé dans ces publications pour la n-iéme dérivée d’une fonction linéaire f () =z ; %

L’Hopital a posé a Leibniz la question suivante: « comment sera la n-iéme dérivée d’une
fonction linéaire lorsque n = %? »

Et Leibniz lui a répondu :« un paradoxe apparent dans laquelle un jour des conséquences
utiles en seront tirées ». Par ces paroles le calcul fractionnaire est né.

Apres la premiére inquisition de L’Hopital et Leibniz, le calcul fractionnaire a été prin-
cipalement une étude réservée pour les meilleurs esprits en mathématiques. Fourier, Euler,
Laplace sont parmi les nombreux qui se mélait avec le calcul fractionnaire et les conséquences
mathématiques.

Beaucoup ont trouvé, en utilisant leur propre notation et méthodologie, Les célébres défini-
tions qui ont été popularisés dans le monde du calcul fractionnaire (pas encore le monde comme
un ensemble) sont celles de Riemann-Liouville et Grunwald-Letnikov. Alors que le nombre
des définitions actuelles sont sans doute aussi nombreux que les hommes et les femmes qui

étudient ce champ, ils sont pour la plupart des variations sur ces thémes. La théorie math-

ématique applicable & I’étude du calcul fractionnaire a été développée avant la fin du 20éme



siecle. Toute fois, il est dans les 100 derniéres années que les bonds les plus intrigantes dans
I’application d’ingénierie et des sciences ont été trouvés. Les mathématiques dans certains cas,
ont dii changer pour répondre aux exigences de la réalité physique.

Caputo a reformulé la définition classique de la dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville
afin d’utiliser les conditions initiales d’ordre entier pour résoudre son équation différentielle
d’ordre fractionnaire. Aussi récemment qu’en 1996, Kolowankar a reformulé & nouveau la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville, afin de différentier les fonctions fractales différentiables.

La réponse de Leibniz, qui a été basée sur des études au cours des 300 années écoulées,
a prouvé au moins la moitié droite. Il est clair que dans le 20éme siécle en particulier, de
nombreuses applications et manifestations physiques du calcul fractionnaire ont été trouvées.
Cependant, ces applications et les connaissances en mathématiques entourant les calculs frac-
tionnaires sont loin d’étre paradoxales. Alors que la signification physique est difficile (sans
doute impossible) a saisir, les définitions eux-mémes ne sont pas plus rigoureuses que celles de
leurs homologues a 'ordre entier.

La compréhension des définitions et 'utilisation du calcul fractionnaire sera rendue plus
claire pour discuter rapidement certaines définitions mathématiques nécessaires mais relative-
ment simples qui seront posés dans ’étude de ces concepts. 1l s’agit de la fonction Gamma, la
fonction Béta, La transformée de Laplace, et la fonction Mittag-Leffler qui est une généralisation
de la fonction exponentielle et sont abordés dans ce qui suit.

Dans de nombreux systémes physiques les variables sont par nature positifs or les modeéles
usuels en particulier linéaire n’intégrent en général pas cette contrainte. Des modéles particuliers
ont été développés par de nombreux scientifique, les modéles & compartiments pour la médecine
et la biologie, les modeles électriques (circuits RLC), d’autres modéles apparaissent dans le
domaine des sciences sociales, en micro et macro économie, en manufacture, en science de la
communication et de I'information, les processus industriels impliquant des réacteurs chimiques,
voir [1], [2], [3], 4], [5]. [6], [7), [8], [9], [10].

Dans la premiére partie de ce mémoire, nous étudions les systémes linéares positifs. La
principale propriété de ces systémes est que si 1’état initial est positif (ou au moins non-négatif),
alors la trajetoire d’état se situe entierement dans ’orthant non-négatif. Notons que les systémes

positifs sont définis dans des cones et non pas dans des espaces linéaires. En conséquence,



certaines propriétés connus des systémes linéaires ne peuvent étre appliqueés pour les systémes
positifs. Une vue d’ensemble de ces systémes est donnée dans [11] et [12], nos principales
références pour cette théorie. Dans ce

large domaine de nombreux problémes ont déja été étudiés et le sont encore actuellement.
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Notions générales



Chapitre 1

Dérivation et intégration

fractionnaire

L’objectif de ce chapitre dans un premier temps est de mettre en évidence les bases théoriques
des dérivées d’ordre fractionnaire, les principales propriétés de 'opérateur de dérivation frac-
tionnaire. Plusieurs approches et définitions ont été le fruit de contributions de mathématiciens
de renommée. Dans ce mémoire, on va se limiter aux trois approches les plus populaires et les
plus praticables qui sont celles de Griinwald — Letnikov, de Riemann — Liouville et enfin
I’approche de Caputo

Un apercgu sur la transformée de Laplace et ses propriétés sera bénéfique pour les chapitres

qui vont suivre.

1.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation non entiére

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma FEuler et Mittag — Lef fler, qui
seront utilisées dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent un roéle trés important dans la

théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 La fonction Gamma : ~ (P, %)

Définition 1.1.1 La loi exponentielle représente un cas particulier de la famille de la loi

Gamma.
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La loi Gamma T est généralement une loi a deux paramétres, \ le paramétre d’échelle, et p
le parameétre de forme.

La fonction Gamma d’Euler est exprimée par :

I'(p) = 0+°°e_xxp_1dx /peR

Elle est liée a la factorielle par I' (p 4+ 1) = p! pour tout p € N*.

Pour des valeurs non entieres de p > 0, I'(p) vérifie la relation

I'(p+1) =pI'(p)
en effet, par intégration par partie on a

'p+1) = 0+°Oe*xxpdx
+oo

= [—e‘wxp]aroo +p/ e TPtz
0
“+o0o
=0 +p/ e TaP tdx
0
= pI'(p)
1.1.2 Exponentielle de Mittag-Leffler

Définition 1.1.2 On appelle exponentielle de Mittag-Leffler et on note E,, (.) la fonction suiv-

ante

o0 k
z
Ea(z):g_of(l—i—ozk)' pour z € Cet a >0

On remarque bien sur que F; est 'exponentielle usuelle :

By (2) = exp (2)

La forme :
k

> z
EQ7B(Z):]€ZOW, O[>O, ﬁ>0

11



est une forme la plus généralisée de la fonction de Mittag-Leffler, mais pas toujours une
nécessité lorsque utilisé avec des équations différentielles.
1.2 Définitions et propriétés

1.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

La dérivée d’ordre fractionnaire d’ordre p tell que 0 < p < n de Griinwald-Letnikov est donnée

par :
aDf(t) = limA M(—l)’“ @f(t ~ kh)
D B p(p—1)...(p—k+1)
avec (kz) = x
mais :

(~Dfpp=1).p—k+1) = (=p)(=p+1)..(—p+k—1)
['(—p+k)
I'(-p)

Donc pour tout p > 0 non entier on généralise la formule de Griinwald-Letnikov comme

suit:
+n _
ouD" 0 = 7y 4
et
+n t
b1 =S g P = o [a o oa

avec kh=t— 71

12



1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soient n un entier positif, p € C tel que R(p) >0et n—1 < p < n, f une fonction localement
intégrable sur Uintervalle [to, +oo[, la dérivée de Riemann-Liouville d’ordre p de f est définie

par

dar t
rLDVf (1) = F(nl—p)dt" /to (t—7)""  f(r)dr

1.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

D’un autre coté Caputo a introduit une autre formule de la dérivée d’ordre Fractionnaire définie

par :
1 t
DY fF(t) = /(t—T)nplf(n)(T)dT avec ( p>0etn—1<p<n, neN)
I'(n—p) Jo
— L
et gl € 1]a, b

Les conditions initiales des équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo
accepte la méme forme comme pour les équations différentielles d’ordre entier, i.e., contient les

valeurs limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnus en la borne inférieure t = a.

1.2.4 Comparaison entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et

Griinwald-Letnikov :

dar t
rLDVf (1) = F(nl—p)dt" /to (t—7)"""  f(r)dr

Si on passe par les intégrations par parties et des différentiations répétées on trouve:

n—1 (k) a —a k—p t
rDPF() = Y ! r Ek)_(thr i) r (nl— p) / G-y dr 1.2)
k=0 ¢
= aDPf (1)

13



d’aprés (1.2.1) on remarque qu’il ya une équivalence entre la dérivée fractionnaire de

Griinwald-Letnikov et la dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville.

1.2.5 Comparaison entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et

Caputo :

Soit (p > 0etn—1<p<n, ne€N*) on a la dérivée fractionnaire de Caputo définie par :

1

oI = g [ = () ar

Ldm [t M@t
F(n—p)dt”/(t ™) f(r)dr £ T(h—p+1)

to -0

n—1 _
_ f® (a) (t —a)"?

Si f*) (a) = 0 pour k = 0,1,2,......,n — 1 on aura ¢ D¥ f (t) =gy, DT f ()
Comme il ya une égalité entre la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée
fractionnaire de Caputo. Il existe aussi une diférence dans les propriétés. Nous avons dans la

dérivé fractionnaire de Caputo

D ((¢D9) f(t)) =¢ DFTUf(t), (¢=0,1,2,...; n—1<p<n)

Quant a la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

reDY ((reDP) f (t)) =re DPTUf (), (¢=0,1,2,...; n—1<p<n)

14



Chapitre 2

Transformation de Laplace des

dérivées fractionnaires

La transformée de Laplace est un outil trés puissant qui permet de convertir une équation
différentielle en une équation linéaire algébrique o disparaissent les formes dérivées. Une telle
pratique permet de transposer le probléme de ’espace de temps vers un espace des phases, de
le résoudre dans cet espace puis transposer de nouveau la solution vers le monde réel par la

transformée inverse de Laplace.
2.1 Transformation de Laplace et convolution

Définition 2.1.1 La transformation de Laplace est une application qui a une fonction f (t) de

Uespace des temps est associée une fonction F (X) de lespace des phases telle que :

Lif®] = FQ)
+o00
= / exp (—At) f(t)dt ; xeC
0

Soit f une fonction du temps. La transformation de Laplace de f est la fonction F de la variable

complexe A définie par

F(\) = /Om exp (—At) f (t)dt (2.1.1)

15



Si F désigne la transformation de Laplace, on note F = L (f) et f = L1 (F).

On utilise de méme la notion suivante F' C f. On dit que F est la transformée de f et que
f est loriginal de F
Pour l'existence de l'intégrale (2.1.1) la fonction doit étre d’ordre exponentiel. Ce qui veut

dire qu’il existe deux constantes positives tells que

e Mf () <K pour tout t > T.

Cette derniére a une dérivé n — iéme qui est donnée par :
_ n—1
L{f" ) = X F) =Y W (0)
k=0

n—1
= A" =) AR ()
k=0

La transformée de Laplace de la convolution de deux fonctions f (t) et g (t) est:

f@*ngéfa—nwﬂmzﬁfvmu—ﬂm (21.2)

soit,
L{f(t) =g(t);\} =F(A)G(A)
2.2 Transformation de Laplace des dérivées fractionnaires

2.2.1 Transformée de Laplace de la dérivée de Griinwald-Letnikov

soit f une fonction qui posséde la transformée de Laplace F' (\) pour 0 <p < 1

On consideére le cas 0 < p < 1.

GL AP _fo)er 1 ! AP () dr
SEDES () = L+ Ty | (=7 ()



alors

0
rigtotrolo = L0+

= XNF()\

[AF(A) = f(0)]

L{D"f (1)} = F ()

2.2.2 Transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville

Si f posséde la transformée de Laplace F' (\) alors :
n—1
L {RLDPf )} ) = MNE (N — Z A (RLDP_k_lf (t)) avec n—1<p<n

t=0
k=0

L’application de la transformation de Laplace de dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
est limitée & cause de l’absence de l'interprétation physique de valeurs limitées des dérivées
d’ordre fractionnaire pour ¢t =0
2.2.3 Transformée de Laplace de la dérivée de Caputo
la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est définie par :

n—1 k
L{cDYf#)} () =MF(\) - kz_:o)\p_k_l {dj;k(;t)}t:o avec n—1<p<n (2.2.1)

17



Chapitre 3

Quelques concepts des matrices

positifs

3.1 Polynéme caractéristique

Soit A = (a;;) et E sont des matrices de nx m, le polynome caractéristique est

det (EA—A)=2"+a, 12" 1+ 4a12—ag

3.2 Matrices non négatives

Définition 3.2.1 Une matrice est non-negative (notation A =0) si toutes les éléments de A
sont non négatifs (a;; = 0 pour tout i,j) Une matrice non-négative peut représenter une ma-
trice de transition pour une chaine de Markov. Une matrice rectangulaire non-négative peut
étre approchée par une décomposition avec deuxr autres matrices non-négatives par le biais de

factorisation de matrice non-négative.

3.3 Matrices positives

Définition 3.3.1 Une matrice est dite positive (notation A > 0) si toute les éléments de A sont

non négatifs (a;; > 0 pour tout i,j). Une matrice positive est une matrice dans laquelle tous

18



les éléments sont supérieurs a zéro. L’ensemble des matrices positives est un sous-ensemble
de toutes le matrices non-négatives. Une matrice positive n’est pas la méme que celle d’une
matrice définie positive. Une matrice qui est a la fois non-négative et semi-définie positive est

appelé matrices doublement non-négatives.

3.4 Matrices de Metzler

Définition 3.4.1 Une matrice A€ R™"™ pour n € Z, est dite de Metzler
SiVi,j € Zy,i #j : aij € Ry (aj; >0) c-a-d toutes ses entrées hors diagonales sont

non négatives

Exemple 1
-1 0 1
A= 0o -2 2
1 2 -3

Proposition 3.4.1 Une matrice A€ R""pourn € Z est de Metzler ssi il existe une constante

a € R telle que (A+ o) € R™
Proposition 3.4.2 Une matrice A est de Metzler ssi Vt > 0, exp (At) € RI".

Proposition 3.4.3 ou de maniére équivalante, ¥t > 0, l'orthant positif R, est exp (At) —invariant
c’est a dire, ¥t > 0, Vo € R} ;exp (At) x € R’}

Preuve. Nécessité: Supposons que A est une matrice de Metzler on peut trouver un réel
a > 0 telque (A + o) = 0.

Sachant que

(A+aly) — (aly) = (—ad,) + (A+ aly),

il s’ensuit que

€At _ e(A+aIn)t—(aIn)t

_ e(A—&-aIn)t‘e(—aIn)t e e(A—&—odn)t c Rixn

19



: A+aly)t X
du fait que e(Ataln)t ¢ R%*™

Suffisance : Supposons que ¥t > 0,et > 0, ainsi, puisque

d At _ T

A= % (eAt)

. e
= lim
t—04

t=0

Prenons comme e; le j émes vecteur de la base canonique nous obtenous pour i # j

<€At6]’ — 6]', €i>

az] - tl—i>n6+ t
A
— hm <€ tej - ej7€i> _ <€j,€i>
t—04 t t
At
ee; —eq, e
= lim (e —eines) > 0,
t—04 t

Puisque (e;, e;) = 0,donc a;j > 0,pour i # j alors el € R =

20



Partie 11

Systémes positifs standards
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Dans cette section, nous allons nous intéressé a la classe des systémes invariants dans le
temps & temps continu. Nous introduisons par suite une nouvelle classe de systémes qui est
la classe des systémes positifs. Notons que cette classe est particuliére importante et fasci-
nante, qu’on retrouve dans l'ingénierie, en sciences sociales, en électronique, les variables d’états
représentent typiquement une population, quantité de marchandise, masse, chimiques etc. Ces
systémes peuvent étre modélisés en tant que systémes positifs dans lesquels la trajectoire d’état
est toujours positive toutes les fois que I’état initiale est positif. Une vue d’ensemble de la situa-
tion actuelle de la théorie des systémes positifs est donnée dans [1] et [2]. Nous nous basons sur
ces différentes références pour donner des définitions et caractérisations des systémes positifs

en temps continu.
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Chapitre 4

Systémes linéaires standards a

temps invariants

Considérons le systéme linéaire standard & temps invariant suivant,

z(t) = Ax(t)+ Bu(t
0 (t)+ Bu(®) o
y(t) = Cx(t) + Du(t)
ou:
— 1z (t) € R™ est un vecteur d’état
— u (t) € R™ est le vecteur d’entrée
— y (t) € RP est le vecteur de sortie
— E, A, B et C sont des matrices réelles de dimensions appropriées.
Pour tout t > ¢y, nous obtenons,
Trajectoire d’état:
¢
z (t) = ety + / AT By (1) dr (4.0.2)
to
Réponse du systéme:
t
y(t) = Certgo 4 C | AT Bu(r)dr + D (1) (4.0.3)
to
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Matrice de réponse impulsionnelle:

G (t,to) = Ce ) B 1 D§ (t — tg) (4.0.4)

4.1 Positivité

4.1.1 Exemples pratique de systémes positifs

Exemple 2 Considérons le circuit électrique représenté par la figurel avec les parameétres don-

nés Ry, Ro, R3,C1,Co et une source de tension e = e (t)

U Uz
_— -
Cy Ca
Rl Rg Rz
®)e
\
Fig.1

Choisir les tensions up = uy (t), ug = ug (t) comme variables d’état et la sortie y = y (t), on

peut écrire les équations suivantes

R1Ciu1 + u1 + R3 (01211 + 02112) =e (4.1.1)

R3 (C’ﬂh + 02’112) + ug + RoCotins = e

et
Y =up+ u (4.1.2)
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A partir de ces équations (4.1.2) et (4.1.3) que nous avons

(Rl + Rg) Cy , R3Cy Ul 1 O U1 N 1
= — €
R3Cy , (Rg + R3) Cy U 0 1 U2 1
et
111 (51
=A + Be (4.1.3)
ﬂg ug
u1
y=0C (4.1.4)
u2
ot
_ Ro+R3 R3
A= C1[R1(R2+R3)+RaR3]’  Ci[R1(R2+R3)+R2 R3] (4.1.5)
R3 _ R1+R3
C2[R1(R2+R3)+R2 R3] Co[R1(Re+R3)+R2R3)
Ro
B = C1[R1(R2+R3)+R2R3]’ C = |: 7 1 }
Ry ’

C2[R1(R2+R3)+R2 R3]
de (4.1.5), il s’ensuit que A est une matrice de Metzler et B € R2*! | C € RY*2. Par conséquent,
+ +

le circuiti RLC est un bon exemple de systéme positif en temps continu et pour tous les uq (0) >

0, u2 (0) >0 et e(t) >0 pourt €T nous avons uy (t) >0, ug (t) >0 ety (t) >0

Exemple 3 Considérons le circuit électrique représenté par la figure2 avec les paramétres don-

nés Ry, Ro, R3, L1, Ly et sources de tension. e; = ey (t), ex = ea (t)

e P!

Fig.2
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On choisit les courants i1 = i1 (t), 12 =12 (t), les variables d’état ety = C la sortie,

on peut écrire les équations suivantes

i
Rs (i1 —i2) + Ryi1 + L1£ = e (4.1.6)
e
Rs (ip — i1) + Roia + L2£ = e
et
R, 0 i
y=| " ' (4.1.7)
0 Ry io

de (4.1.6) et (4.1.7), nous aurons

d 7 ) e
St =al tleB| (4.1.8)
dt ig ig €9
11
y==C (4.1.9)
19
ol
_Ri+R3 R3 1 0 R 0
A=| B h = | BT = ! (4.1.10)
+
To s, 0 ., % 0 R

De (4.1.10) il s’ensuit que A est une matrice de Metzler et B,C € Riw. Par conséquent, le
circuit est un exemple de systéme positif en temps continu et pour tous les i1 (0) > 0, i2(0) >0
et e (t) >0, ez (t) >0 pourt € T nous avons i1 (t) >0, iz (t) >0 et y (t) € R3.

4.1.2 Positivité externe

Tout d’abord, donnons la premiére définition de positivité de systéme linéaire, la positivité

externe.

Définition 4.1.1 On dit qu’un systéme linéaire standard est externement positif si la sortie

correspondant & l’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e. pour,
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zo=x(0) =0 et pour tout u(t) e RP, t =0, On a y(t) € RE, pourt =0

4.1.3 Positivité interne
A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut

étre appelée positivité interne

Définition 4.1.2 le systéme (4.0.1) est dit internement positif si pour tout xo € R} et tout con-
trole

u(t) e RT pourt >0 ona z(t) e R ety(t) e RE pourt >0

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n’importe quel
point dans l'orthant non-négatif R} (frontieres incluses) de l'espace d’état R,
obtenues en appliquant une entrée non-négatif au systéme, demeurent dans

Porthant non-négatif et ménent & une sortie non-négative.
e ey, . . e ey, . 7. ’ .
Remarque 1 la positivité interne implique la positivité externe mais [ inverse n est pas vrai

4.1.4 Caractérisation

Théoréme 4.1.1 [23](Condition pour la positivité externe) Un systéme linéaire est externement positif

si et seulement si sa réponse impulsionnelle est non-négative, i.e. g (t) € Rﬁxm, pourt >0

Théoréme 4.1.2 Le systéme (4.0.1) est internement positif si et seulement si A est une ma-

trice de Metzler et B € R™, C € RE*" et D € REX™
Preuve. supposons A de matzler, B,C et D positifs, on montre facilement que le systéme

est positif en utilisant la proposition (1.3.1)

pour la réceproque on se référe a [16] m
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4.2 Cas singulier
4.2.1 Trajectoire d’état de systémes singuliers en temps continu

Considérons le systéme linéaire continu suivant,

Ei(t) = Az (t) + Bu(t), (4.2.1)

y(t) =Cx(t)+ Du(t) (4.2.2)

ou,

— x (t) € R" est un vecteur d’état

— u (t) € R™ est le vecteur d’entrée

— y (t) € RP est le vecteur de sortie

— FE, A, B et C sont des matrices réelles de dimensions appropriées.
-le systeme (4.2.1) est dit singulier si detE = 0.

-Si detE # 0, alors le systéme (4.2.1) est dit standard

-Si E = I,,, le systéme est aussi appelé standard (ou explicite) .
Définition 4.2.1 le systéme (4.2.1) est dit réqulier si et seulement si
det (Es —A) #0 (4.2.3)
pour un certain s € C.
Remarque 2 SidetE # 0, alors en multipliant (4.2.1) par E~%, on obtient le systéme suivant,
@(t) = B Az (t) + E~'Bu (t) (4.2.4)

y(t)=Cx(t) +Du(t) (4.2.5)

qui est un systéme explicite pour un systéme singulier, on supposera pour la suite que

det (Es — A) # 0 pour un certain s € C. Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante
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comme unique série de Laurent autour de l'co [F.L.Lewis;1984; T.Kaczorek, 1993

(sE—A) =gt i h;5° (4.2.6)
i=—p

ou p est appelé indice de nilpotence du faisceau (sE — A) wvoir [3],[4] et [5],il est décrit par,
w=rgE —degldet (Es — A)] + 1 (4.2.7)

¢; est appelée la matrice fondamentale de (4.2.1). Il s’ensuit directement de la relation (4.2.6)

que la matrice fondamentale ¢; satisfait les équations suivantes,

E¢; — Ag; 1 = doil (4.2.8)

Qi — ¢ 1A =il (4.2.9)

Ou do; est le delta de kronecker [5],[6],[7] et [8].Dans [8], I auteur montre comment calculer les
¢; tout en supposant disponibles ¢y et ¢_,. par contre, dans [5], la matrice fondamentale est
calculée & partir des matrices E et A en utilisant inverse de Drazin [9], qui a été développé
ensuite par T.Kaczorek voir [10]. Nous avons quelques propriétés de la matrice fondamentale.

1. ¢, =0, pour i< —pu,

2.
b0 Ab, ¢;ip1 pour =0
0= 0 pour i < 0
3.
0 pour v = 0
—b Ebd =
01E9; {¢_i_1 pour i < 0
4.
¢; = (¢pA)’ ¢, pour i >0
5.
®; pour i = 0
Eé. =
ob0; {0 pour i < 0
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oo = {0 T
7.

oo = (g T
8. .

—0i1Edi {q? o p;f;zioo

Exemple 4 Considérons les matrices E et A suivantes,

100
E=(010
000
1 00
A=10 0 1
010

Alors,
1
s—1
(Bs—A)"'=[0 0o -1
0 -1 -s

Ici lindice de nilpotence est i = 2. Les matrices fondamentales sont,

1 00
;=10 0 0},
0 00
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pour i = 0,

0 0 0
¢»_1=10 0 o0 |,
0 -1 -1
0 0 O
=10 0 0 [,
00 —1
Remarque 3 1. Si E = I, alors
¢; =0  pour i<0 (4.2.10)
;= A" pour >0 (4.2.11)
2. Si E est inversible,
(SE—A) T =(I—(s'"EA) T E s = [2 (E~14)’ si] E s (4.2.12)
i=0
On en déduit alors,
¢, = 0, pour =<0,

¢g = E o1 = (E_IA) E7Y
¢y = E'A¢, = (E'A)’EY

¢ = (EilA) biq = (EilA)iEfl, pour i > 0.

La solution x (t) du systéme (4.2.1) avec la condition initiale x (ty) = zq et le controle u (.) est
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donnée par (voir par exemple [11]) :

t 0 . .
x (t) = Pt By 4 / P A g Bu (t)dr + Y ¢, (Bu(]_l) + Exoé(J_l)) (4.2.13)
j=1

to

Ouul) = Tu G =1 p—1.

Preuve. Par application de la transformée de Laplace a I'équation (4.2.1) on obtient,

EsX (s) —  Ex = AX(s) + BU(s)
EsX (s) — AX(s) = FEuxo + BU (s)
(Es—A) X (s) = Exg + BU (s)

Le systéeme (4.2.1) étant régulier, donc (Es — A)_1 existe pour un certain nombre s € C, par

suite

X (s) = (BEs — A) "' (Exzg + BU (s))

de la relation (4.2.6), s’ensuit,

X(s) = % ¢V (Bag+ BU (s))
i=—p

X(s) = % és T VEn+ % ¢ VBU(s)

== 1=—H

0 . 0 . 1 . M .
X(s) = 20 ¢;s Y By + 20 ¢;s TV BU (5) + ; ¢;s Y Exg + ; $;s TYBU (s).

Enfin, nous utiliserons la transformée inverse de Laplace et le théoréme de convolution pour

obtenir la solution du systéme, sachant que
L (€¢°At¢o) = § s (Y
i=0
On aura alors,

¢_ul™V (1)

v(t) = Eroco,+ BL7[L (cgn) Llu(o)] + Eao 3= 6500 4 B
=1 1

o

(2

2(t) = Baoeo Moy + [(0460) « Blu(®)]] + Bao 32 6_00 + BY. D ()
=1 =1
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Par conséquent,

t u ‘ '
x (t) = ePM Gy Bz + / A g Bu (t)dr + Y ¢, ( Bul= (1) + Emo(g(%—l)(t)>
0 i=1

Exemple 5 Si on consideére le systéme (4.2.1) avec:

010 100 1
E = 100 1]l,A=]0 0 0], B=|{o0
0 0 0 010 1

¢ = (001) D=2

alors,

det (Es — A) = —s,

Donc le systéeme est réqulier et lindice de nilpotence u = 2, par conséquent les matrices fonda-

mentales sont tels que,

00 —1 -1 0 0 00 0
»2=10 0 0|,9¢-1=]0 0 —1|,P=]0 0 0],
00 0 0 0 0 010
par suite,
00 0 1 00
pod=10 0 0. e*=[0 1 0],
00 0 001

d’aprés la propriété 2, on obtient,

000
¢; = doAd;_1 =10 0 0], pour i>0,
000
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La solution du systéme est par suite donnée par,

z(t) = e®Mp Exg + ¢ Bu(t) + ¢_1Exo+ ¢_oBu () + ¢_ Exod™ ()

—u (t) — 29,00 (t) — uD (2)
z(t) = —u(t)

Nous allons maintenant montré autre caractérisation qui nous permettra de vérifier [’existence

de la solution de l’équation (4.2.1).

Théoréme 4.2.1 Si la relation (4.2.3) est vérifiée alors I équation,

M . .
&= gpAz + $Bu+ > ¢, (BuU) + Exoam) (4.2.14)
i=1

x(0) = xo possédent la méme solution,

t @ . .
x(t) = e%Ath)OEmo +/ e(boA(t_T)qﬁOBu (r)dr + > ¢_; (Bu(]_l) + E:L‘gé(J_l)) (4.2.15)
0 j=1

4.2.2 Réponse de systémes singuliers en temps continu (*)

La sortie du systeme (4.2.1) est donnée par:

y(t) =Cx(t) + Du(t)

t " ' '
y(t) = Ce¢0At¢0Exo + C/O e¢0A(t_T)¢OBu (r)dr+ 231 Co_; (Bu(]_l) + E$05(]_1)) + Du (t)
j:

(4.2.16)
En substituant g = 0 et u (t) = 0 (¢) dans (4.2.16), on obtient la réponse impulsionnelle
g (t) du systéme (4.2.1)

Ce%Atd)OB pour t > 0
g(t) =

p .
Ce®pB  + Co_; (B(S(j_l) (t) + D¢ (t)) pour t =0
j=1
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La matrice de transfert du systéme est,
T(s)=C(Es—A) 'B+D (4.2.17)

Une substitution de (4.2.6) dans (4.2.17) donne,

o0 . H )
T(s)=3 C¢;Bs D + > C¢_;BsU™V + D (4.2.18)
i=0 j=1

Si on remplace la propriété 4 dans (4.2.18), on obtient,

T(s)=C Z(¢> A) s~ ¢>B+ZC¢ BsU=Y 4+ D (4.2.19)
1=0

enfin, en appliquant, la transformée de Laplace, on aura alors la relation (x)

4.2.3 Positivité de systémes linéaires singuliers en temps continu

Positivité externe

Nous considérons maintenant le cas de la positivité externe pour des systémes linéaires singuliers

a temps continu.

Définition 4.2.2 Le systéeme singulier (4.2.1) est dit externement positif si pour xg = 0 et
tout controle non-négatif u (t) >0 avec u) (t) >0 pourj=1,....,u—1 pourt € Ry, la sortie

est aussi non-négative i.e y (t) > 0 pour t > 0.

Une caractérisation de la positivité externe de systémes linéaires singuliers

est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.2 [T.Kaczorek]Le systéme singulier (4.2.1) avec D = 0 est dit externement posi-
tif si et seulement si

sa réponse impulsionnelle g (t) est non-négative i.e g (t) € Ry pourt € Ry,
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Positivité interne

Maintenant, nous allons donner la définition de la positivité interne de systémes linéaires

singuliers en temps continu.

Définition 4.2.3 Le systéme singulier (4.2.1) est dit internement positif si pour tout état ini-
tial admissible o € R7 et tout controle non-négatif wu(t) > 0 avec ul)(t) > 0, j =

1, — 1 pourt € R, l'état x (t) € R™ et la sortie y (t) € RE. pour (t) > 0.

Remarque 4 Un systéme singulier internement positif est toujours externement positif.
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Partie 111

Systémes Linéaires Fractionnaires a

temps continu
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Introduction

La premiére définition de la dérivée fractionnaire a été introduite par Liouville et Riemann & la
fin de la 19-éme siecle (Nishimoto, 1984; MillerandRoss, 1993; Podlubny, 1999)

Cette idée a été utilisé par les ingénieurs pour la modélisation des différents processus dans la
fin des années 1960 (Vinagreetal,2002; VinagreandFeliu,2002; Zaborowsky and Meylaov,2001).
Les mathématiques fondamentales du calcul fractionnaire sont donnés dans les monographies
(Miller and Ross, 1993; Nishimoto, 1984; Podlubny, 1999; Oldham and Spanier, 1974; Oustalup,
1993). Les déterminations de 'ordre fractionnaire ont été développés par (Oustalup, 1993;
Podlubny et al. 1997).. Une généralisation du filtre de Kalman pour les systémes d’ordre frac-
tionnaire est proposée dans (Sierociuk and Dzieli ‘nski, 2006). D’autres applications de systémes
d’ordre fractionnaire peuvent étre trouvés dans (Engheta, 1997; Ostalczyk,2000; Ostalczyk,
2004a; Ostalczyk, 2004b; Ferreira and Machado, 2003; Moshrefi-Torbati and Hammond, 1998;
Reyes-Melo et al.,;2004; Riu et al., 2001; Sjberg and Kari, 2002; Vinagre et al., 2002; Samko
et al., 1993) Dans (Ortigueira, 1997), une méthode a été donné pour le calcule de la réponse
impulsionnelle de la réponse en fréquence pour les fractions des systémes linéaires en temps
discret standard (non positive) . Les polynomes fractionnaires et les systémes nD ont été
étudiées dans (Gatkowski and Kummert, 2005). Dans Particle [13] est introduite une nouvelle
classe de systémes positives fractionnaire en temps continu décrit par des équations état , des
conditions nécessaires et suffisantes seront mis en place pour la positivité interne et externe
.(224 Kaczorek T.)

Le but de ce chapitre est de faire une étude analytique des systémes linéaires fractionnaires

a temps continu.

Définition 4.2.4 Un systéme linéaire fractionnaire en temps continu d’ordres o au sens de

Caputo est défini par les équation d’état suivante:

cDx (t) = Ax(t)+ Bu(t) n—1<a <n
y(t) = Cuz(t) + Du(t) (4.2.20)
z(0)==z9 , %(0) =, T Al (1) I

ot z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € RP sont respectivement les variables d’état, d’entrée et
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de sortie A € R"™" B € R"™™ O ¢ RP*™ D ¢ RP*™
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Chapitre 5

Solution des Systémes Positifs a

Dérivées Fractionnaires

Théoréme 5.0.3 La solution de la premiére équation du systéme (4.2.20) est donnée par:

n—1 t
z(t) = > @i (t) w7:+/ ®(t—7)Bu(r)dr (5.0.1)
=0 0
2 =29 (0), i=0,1......,n—1 (5.0.2)
ou
n—1 Ak tak+i
®; (1) = - i=0,1,..n—1 0.
W= A iz (Z0L-n (5.0.3)
D (t) = t* 1By o (ALY). (5.0.4)

Eq o (At%) est la fonction matrice de Mittag-Leffler a deux paramétres.

Preuve. En appliquant la transformée de Laplace & ’équation d’état, on obtient

LeD (8)] = L£[Az(t) + Bu(t)]

d’apres la formule (2.2.1)

n—1
LleD (1) = XX (A) = Y Ao [D% (0)} = AX (\) + BU (\)
=0

40



ou

alors

n—1
NX (A —AX (N) = YAl [D%(o)} +BU(\

n—1
ML= AX () = S DOz (0)] + BU W)
=0
comme \*[, — A est réguliére , alors
n—1 ' )
X () = AT, — A3 Ao [D@x (0)} + BU(N)
=0
or
I, — A ZA’f (kt+1)a (5.0.5)
il s’ensuit

ZAk (ka+1) .T +Z Ak —(ka+2) T4+ +Z Ak (ka+n) l‘n, +Z Ak k—l—l)aBU ()\)
k=0 k=0 k=0
(5.0.6)

En appliquant la transformée inverse de Laplace, on obtient

x(t) = LX) = fjAkc—l Atk g+ S ke ] EPE
k=0

ZAk e ], 1+2Ak£ (A py ()]
k=0

= Z;)q)i(t)xi—l—/o(ﬁ(t—T)Bu(T)dT
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ou

Z Akt [

ZA’% [

(ka+i+1) > tak+i .
] kz T (ak+i+1) '
(ki) Akt(k—i-l)a 1 OO Akpho
] T ZT[k+1)a]  &ZT[(k+1)d]
o Aktk‘a

— o IZ

=t B, o (AtY)

[(ka+ a)]

Ce qui achéve la démonstration. m

0,1,....n—1
et (5.0.7)
(5.0.8)
(5.0.9)

Maintenant nous étudions deux types de systémes qui sont les systémes positifs & dérivées

fractionnaires standard et singuliers.

Dans tout ce qui suit, on va se limiter au cas 0 < a <1

5.1 Solutions des systémes standards a temps continu

Soit le systéme suivant

D%z (t) =

y(t) =

—

—

Ax(t) + Buf(t)

Cz(t) + Du(t)

x (t) € R™ est un vecteur d’état

u(t) € R™ est le vecteur d’entrée

— y (t) € RP est le vecteur de sortie

— FE, A, B et C sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

O<a <1

z(0) = xo

(5.1.1)

et notons x (0) = xg 1’état & 'instant ¢ = 0. 1’état du systéme a 'instant ¢ est donné par

x(t)
z (0)

= Oy (t)xo

+ @

(t —7)Bu(r)dr

42

(5.1.2)



avec

Bo (1) = i FAkt’m _ B (A (5.1.3)

0 Akpk+1)a—1

()=

k=0 m (5.1.4)

et pour la sortie y (¢) il suffit de remplacer (5.1.2) dans la seconde équation du systéme

(5.1.1) on trouve,
t
y(t) =CPo(t) zo + / C®(t—71)Bu(r)dr + Du(t) (5.1.5)
0
comme 0 < a <1 alors n = 1, d’aprés la formule (5.0.1) on a,
t
x(t) = P (t) zo + / O (t—71)Bu(r)dr
0

c’est ’état du systeme a l'instant ¢.

Remarque 5 De (5.1.8) et ( 5.1.4)pour a = 1, nous avons

Remarque 6 d’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton on a
det (AT, — A] = (A" 4 a1 (A" + ... + a1 A* + ao, (5.1.6)

ausst

A" +a, 1AV + 4+ a1 A+ agl =0. (5.1.7)

Exemple 6 D’aprés la formule de solution avec 0 < a <1 et
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1 pour t >0
u(t) =1(¢t) = (5.1.8)
0 pour t <0

de lutilisation de (5.1.8)et (5.1.4) nous obtenons

2, Aktha At
z;)l‘(alﬁ—l 12+F(oz+1) (5.1.9)
ta—l t2a—1
=1 A 1.1
¢(t) = Ly @ +AR 20) (5.1.10)

depuis

onaal (o) =T (a+1)
Remarque 7

At%xq N Bt* N ABt*
F'a+1) T(a+1) TI'(Q2a+1)

B 1 to 0 1 1 to 0 $2 0 1
I T+ 0 0 1 Tt 1 TTRa+ ) 0 0

$o t2a
_ ( L+ tar T tRar )
ta
L+ v

z(t) = zo+
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5.2 Condition de Positivité

5.3 Positivité de Systémes Linéaires Standard

5.3.1 Cas des systémes a temps Continu
Positivité Interne

Définition 5.3.1 Le systéme (5.1.1) est un systéme internement positive fractionnaire si et
seulement si x(t) € R et y(t) € RE pour t > 0 pour toutes les conditions initiales xo € R’}
et toutes les entrées u(t) € Rt > 0, A = (a;j) est une matrice carrée réelle de Metzler

(Engheta, 1997; Kaczorek, 2002).

Lemme 5.3.1 Soit Ac RV et 0<a <1 puis
o Aktka
Do (t) =) e € R pour ¢ >0 (5.3.1)

0 Akt(k+1)a_1

PO =) T i)

e RY™ pour t>0 (5.3.2)

o
[e=]

st et seulement si A est une matrice de Metzler

Preuve. (Nécessité) de l’expansion

At
I'(a+1)
t(a—l) $2a—1

() = Ip oy ATy T

Qo (t) = I+ + ...,

il s’ensuit que ®o (t) € R*™ et @ (t) € R™ pour t > 0 si seulement si A est une matrice
de Metzler

Suffisance) Il est bien connu dans (Kaczorek, 2002) que

(Suffisance) : q

e ERM pour t>0 (5.3.3)

st et seulement si A est une matrice de Metzler
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Nous pouvons écrire (5.3.1)

0 ok avk
Do (t) — e = (Fgﬁill) - (AZ!) ) (5.3.4)

k=0
KAL) =T (ka + 1) (At*)*

= > t >
kzo T (ka + 1) &l =0 pour t =0

depuis k! > I' (ka+1) pour 0 < o <1
de (5.3.3) et (5.3.4) nous avons donc ®q (t) > e pour t > 0 et la démonstration est

similaire pour ® (t) m

Théoréme 5.3.1 Le systéme (5.1.1) est un systéme internement positive fractionnaire a temps
continu si et seulement si A est une matrice de Metzler et B € R'*™,C € RE*", D € RE*™

Preuve. (Suffisance) d’aprés la solution du systéme (5.1.1) de forme (5.1.2) et x(t) € R}
>0 51 ®(t) € R et A est une matrice de Metzler puisque g (t) € R, xo € R} et
u(t) eRT,t>0

(Nécessité) Soit u (t) =0,t > 0 et xo = e; (le i-éme colonne de la matrice Identité I, ).La
trajectoire du systéme ne quitte pas l'orthant R seulement si x® (0) = Ae; > 0

ce qui implique a;; > 0 pour i # j alors la matrice A doit étre une matrice de Metzler. Pour
la méme raison xo = 0, nous avons * (0) = B u(0) > 0, ce qui implique B € R}*™, puisque
u (0) € R peuvent étre arbitraires. A partir de (5.1.1) et u(t) =0,t >0 onay(0) =Cxo >0
et C¢€ Rﬁxn, puisque xo € R'}. De méme en supposant xo = 0 on obtient y (0) = Du (0) >0

et D € REpuisque u(0) € RT . m

Nous considérons maintenant le cas de la positivité externe pour des systémes

linéaires fractionnaires & temps continu.

Positivité externe
Définition 5.3.2 Le systéme (5.1.1) est un systéme externement positive si et seulement si la

sortie correspondant o ’état initial nul est non négative pour chaque entrée, ie on a y(t) € ]Rﬂ,

t > 0 pour toutes les entrées u (t) € R, ¢ >0 et x9 = 0.
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La matrice de réponse impulsionnelle du systéme (5.1.1) est donnée par
g(t)=Ce(t)B+Ds(t) pourt=0 (5.3.5)

st on remplace (5.1.2) dans (5.1.1) pour xg = 0, on trouve

y () = /cq> (t—7)Bu(r)dr+ Du(t),  t>0 (5.3.6)
0

de la formule (5.3.5) on a (5.3.6) pour u(t) =4 (t).

Définition 5.3.3 (Condition pour la positivité externe ) Un systéme linéaire est externement

positif si et seulement si sa réponse impulsionnelle (5.3.5) est non négative, ie
g(t) € RE*™ pourt >0 (5.3.7)
avec,
e®oAte B pour t>0
1 ,
g(t) =3 e™oB+ 3 Co_; [BSUD (1) + D ()] pour t=0  (538)
j—1
car si on suppose xg =0 et u(t)=79(t)
la nécessité de la condition (5.3.7) s’ensuit immédiatement & partir de la définition (4.4.2).La

sortie y (t) du systéeme (5.1.1) avec des conditions initiales égales & zéro pour toute entrée u (t)

est donné par la formule

y(t) = /g (t—7)u(r)dr (5.3.9)
0

ce qui peut étre obtenu par la substitution de (5.3.5) dans (5.3.6). Si la condition (5.3.7) est
remplie u (t) € R puis de (5.3.9), nous avons y(t) € RE ¢ > 0. De (5.3.5) et (5.3.1) il
en résulte que si A est une matrice de Metzler et B € Rff_xm,C € RiXp, D € R‘ixm, la
reponse impulionnelles (5.3.5) est positif ou nul. Par conséquent, nous avons les deux corollaires

sutvants:
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Corollaire 5.3.2 La réponse impulsionnelle du systéme (5.3.5) est internement positif si la

solution du (5.1.1) est positif ou nul.

Corollaire 5.3.3 La positivité interne du systéme fractionnaire (5.1.1) est aussi la positivité

externe.

5.4 Systémes a temps variants

Parallélement & ce qui a été caractérisé en terme de positivité interne et positivité externe pour
différents systémes (standards et singuliers), nous proposons une extension des résultats aux
cas des systémes a temps variant.

Nous considérons dans ce qui suit un modéle & temps variable et continu définit par:

z(t) = A@®)z(®t) + B@)u(t)
y(t) = Cz@®) + D@)u(t) (5.4.1)
z(to) = o

ou &(t) = %, xz(t) € R™ est un vecteur d’état, u(t) € R™ est un vecteur d’entrée

(commande ou controle) et y (t) € RP est un vecteur de sortie

A(t), B(t), C(t) et D(t) sont des matrices réelles de dimensions appropriées
5.4.1 Solution du probléme

Une solution du modele satisfaisant la condition initiale x (tg) = o est donneé par [14]

t

x(t) = ¢ (t,to) xo + /gf) (t,7)B(t)u(r)dr (5.4.2)

to

ol ¢ (t,tg) est la matrice fondamentale et qui est définie par:

t t

o (t,to) :[n+/A(T) dT+/A(T)/A(T1)dT1dT+ ...... (5.4.3)

to to to
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Qapres [14], si A (t1) A (t2) = A(t2) A(t1), t1,ts € [to, +00

d’ou la condition (5.4.3) devient,

t
& (t,t9) = exp A(r)dr (5.4.4)
/0]

alors

Remarque 8 Si A(t) = A
b (t,to) = exp A (t — tg) = At~ (5.4.5)
Proposition 5.4.1 La matrice fondamentale satisfait ’équation différentielle suivante:
& (t,to) = A(t) ¢ (¢, to) (5.4.6)

¢ (to,to) = I (5.4.7)

Preuve. On dérive (5.4.3) et on trouve:

A(T) dT+A(t)/A(T)/A(T1)dT1dT+ .....

to

o(t,t) = A(t)+A()

“g\w

¢<t7t0) =

In+/A dr—i—/A( )]A(Tl)dTldT—i- ..... ]

to to

o (tto) = A(t)o(t to)

5.4.2 Reéponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle de systéme (5.4.1) est:

gt,T)=C{t)p(t,7)B({t)+D(t)o(t—7) (5.4.8)

pour t > 7, et § (t) 'impulsion de Dirac.
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La sortie du systéme, s’écrit en fonction de la réponse comme suit,

yt)= [ gt,7)u(r)dr, t >t (5.4.9)
/

5.5 Positivité

Nous allons dans ce qui suit proposé une définition de positivité adaptée aux cas des systémes
variant dans le temps et & temps continu.

Nous commencerons par la positivité externe:

5.5.1 Positivité externe

Définition 5.5.1 Le systéme (5.4.1) est dit externement positif si pour tout u (t) € R, t > tg

et toute condition initiale nulle (xo = 0), la sortie du systéme y (t) € RE pour ¢ > to.
Théoréme 5.5.1 Le systéme (5.4.1) est externement positif si et seulement si
g(t) € joer pour t > tg (5.5.1)

Preuve. la nécessité découle immédiatement de la définition (4.6.1) et la définition de la
réponse impulsionnelle. Pour montrer la suffisance, supposons que(5.5.1) détient. Puis, & partir

de (5.4.9), pour u (t) € R, t >ty nous avons y (t) € RY. pourt>t;. m

5.5.2 Positivité interne

Définition 5.5.2 Le systéme (5.4.1) est internement positif si pour tout xo € R’} et tous

u(t) € R, létat de vecteur x (t) € R et y (t) € RE. pour t > to.
Remarque 9 Tous systéme internement positif est externement positif

Lemme 5.5.1 La matrice fondamentale satisfait,

¢ (t,to) € RY*™  pourt > to, (5.5.2)
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si et seulement si les entrées hors diagonale a;j, © # j, 4,j =1,...,n. de la matrice A (t)

satisfont a la condition

t
/aij (t)dr >0 pour i # j, i,j=1,....,n. (5.5.3)

to

Preuve. Tout d’abord, nous allons montré que (5.5.3) implique (5.5.2). Soit z; (resp. z; (t))

le i-éme composant du vecteur x (t) (resp z(t)) et

¢
x; (t) = z; () exp /aii (r)dr |, i,j=1,....,n. (5.5.4)

to

La substitution de (5.5.4) dans (5.4.1) pour u (t) =0, t >ty donc (Ratajczak, 1967)

() =A)z(t), (5.5.5)

ai; (t) exp (f [ajj (1) — a4 (1)] dT) pour i # 7,

Q5 (t) = to (556)
0 pour i = j,

de (5.5.4), il s’ensuit que

zi (to) = x; (to) > 0 pour i=1,....n si xo€R]}. (5.5.7)
En utilisant (5.4.2) pour u (t) =0, t > tg et (5.4.3) pour (5.5.5), nous obtenons alos,
ol

t t T
b (tt0) = In + /A (r) dr + /A (7) /A (1) drydr + ... (5.5.9)

to to to

de (5.5.6) il s’ensuit que si (5.5.3) est vérifice, alors A (1) € R", et par (5.5.9) ce qui implique
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¢ (t,to) € R*™ et z(t) € R, t > to pour tout zg € R’ Donc,a partire de (5.5.4) et (5.5.7),
nous avons x (t) € R, t >ty pour toute xo € R'}. Par conséquent (5.5.3) implique (5.5.2). La
- t —
nécessité suit immédiatement (5.4.4) et le fait que ¢ (t,to) € R™ seulement si [ A(T)dr est
to

une matrice de Metzler pour t > to(Kaczorek, 1998a) m

Remarque 10 Si la matrice A(t) est indépendante de t, c’est & dire A(t) = A = [a;j] et
a;j > 0 pour i # j alors A est une matrice de Metzler (Farina et Rinaldi, 2000; Kaczorek,

2001) et ¢ (t,tg) = exp (A (t — tg)).

Théoréme 5.5.2 Le Systéme (5.4.1) est internement positif si et seulement si
i) Les entrées hors diagonale de A (t) satisfonte (5.5.3),
i) B(t) e RY™ , C(t) e R, D(t) € RE™ pourt > 0.

Preuve. Necesité: soit u (t) = 0 pour t> tg et xo=e;, la trajectoirene peut quitté I'orthant

positif Ry seulement si

& (t) = A(to)ej > 0. et ceci implique (4.5.3) .

pour la méme raisons, pour g = 0 nous avons & (tg) = Bu(tg) > 0. et ceci implique
B(t) e R™™ ¢ > t,

du fait que u (t) € R, ¢ > 0. pour xp € R,

on procéde de la méme maniere pour y (t)

suffisance: si (4.5.3) et satisfaite on montre facilemant que le systéme est positif. m
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Chapitre 6

Stabilité des systémes linéaires a

temps continu

L’étude de la stabilité est d’une importance capitale dans I’étude des systémes et des systémes

asservis. Voici des définitions intuitives;

Définition 6.0.3 Un systéme est stable si, légérement perturbé de sa position déquilibre, il y

revient. il est instable, s’il s’en éloigne.

Définition 6.0.4 Un systéme linéaire est dit externement stable si la sortie du systéme forcée
sa sortie pour (x (0) = 0), est bornée pour chaque entrée bornée.

6.1 Stabilité asymptotique de systémes positifs standards

Soit le systéme linéaire & temps continu suivant:
(6.1.1)

— x (t) € R™ est un vecteur d’état
— y (t) € RP est le vecteur de sortie

— A et C sont deux matrices réelles de dimensions appropriées.
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A

Théoréme 6.1.1 Le systéme (6.1.1) est asymptotiquement stable si sa solution z (t) = etz sat-

isfait la condition

A

lim z (t) = lim e*2g =0 pour tout zo € R.
t—o0 t—o00

en pratique, aprés certaines perturbations, ce systéme me s’eloigne pas trop de son point

d’équilibre et il vient aprés un certains temps.

Théoréme 6.1.2 [T.Kaczorek]Le systéme (6.1.1) est asymptotiquement stable si seulement si
les propositions suivantes sont équivalentes.

1-Les valeurs propres de la matrice A sont a partie réelle négative ie;
ReAr <0, VE € 1,...,n.

2-det (AI, — A) #0  pour || >1

3-Le rayon spectrale de la matrice A est inferieur a 1 ie

p(A) <1, avec p(A) = élggnﬂ)\kb

4-Tout les coeffécients du polynéme caractiristique, a; avec i =0,....,n — 1 de
pi(A) = det <In _ AA) et

det (I, — AN(A—1,)) = det ([, A+ 1) — A) = X" + a1\ P 4 ..+ a1\ + Go sont positifs

5-Tout les mineurs principales de la matrice A = I,, — A, tel que

ajlr a2 ... Qn
a1 a22 ... a2,

A= sont positifs
ap1 QAp2 ... Qpp
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a a
iefan| >0et| | >0,det (4) > 0.

agr a2
6- 1l exist un vécteur T > 0 tel que [A — I,] T < 0.

Théoréme 6.1.3 : Stabilité de Lyaponov
Le systéme (6.1.1) est asymptotiquement stable (ou les valeurs propres de A sont a parties
réelles négatives) si seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q, il existe une

matrice P symétrique définie positive satisfisant [’équation de Lyaponov:
ATP+PA+Q=0.

Preuve. voir [15] m

6.2 Stabilité asymptotique des systémes linéaires singuliers posi-

tifs

Nous étendons les résultats, vus précedement au cas singulier

Soit le systéme linéaire & temps continu suivant:

Ei(t) = Ac(t) teR,
y(t) = Cz()

(6.2.1)

N

ou,

— x (t) € R™ est un vecteur d’état
— y (t) € RP est le vecteur de sortie

— E, A et C sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Théoréme 6.2.1 Le systéme (6.2.1) est asymptotiquement stable si seulement si sa solution

z (t) = P Exg satisfait la condition,

lim z (t) = lim e?YExg =0  pour tout zo € R

t—o00 t—o00
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Autrement dit

lim e?4 =0 d'ou lim ||¢, (2)|| = 0.
t—o0 t—o0

et pour les memes raisons, nous aurons la caractérisation suivante;

Théoréme 6.2.2 [T.Kaczorek] Le systéme (6.2.1) est asymptotiquement stable si et seulement
st les propositions suivantes sont équivalentes.

1-Les valeurs propres de la matrice A sont o partie réelle négative ie;
ReA; <0, VE€1,...,n.
2-Tout les coeffécient du polynéme caractiristique, a; avec 1 =0,...,n — 1 de
pi(\) = det (EIn - A) — det (EX — (A — E))

det (E(A—1,) — A) = A" + G 1 A" 1 + ... + a1\ + ag sont positifs

3-Tout les mineurs principales de la matrice A = EI,, — A,

ail; ai2 ... Qaip
a1 @22 ... Qa92n
A= sont positifs
Gnl Gp2 ... Qpp
- air a2
ie,lai1| >0 et > 0,et det (A) >0
G21 Q22

4- Il exist un vécteur & > 0 tel que [A — EI,]Z < 0.
5-Le rayon spectrale de la matrice A est inferieur a 1 ie p (A) < 1.

6-eziste’il un vecteurs T > 0 tel que [A — E1,|z < 0.
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6.3 Stabilité asymptotique des systémes positifs fractionnaires

standard

Soit le systéme linéaire & temps continu suivant:

Dz (t) = Az(t) 0<a<l
y(t) = Cz(t) teRy

(6.3.1)
o,
— 1z (t) € R™ est un vecteur d’état
— y (t) € RP est le vecteur de sortie

— A et C sont deux matrices réelles de dimensions appropriées.
Théoréme 6.3.1 [T.Kaczorek] Le systéme (6.3.1) est asymptotiquement stable si sa solution

x(t) = ¢ (t) xo satisfait la condition

lim x(t) = tlim ¢o (t) zo ou tlim oo ()|l = 0 pour tout xy € Ry

t—o0

Théoréme 6.3.2 [I.Kaczorek| Le systéeme (6.3.1) est asymptotiquement stable si les proposi-
tions suivantes sont équivalentes.

1-Les valeurs propres de la matrice A, Sont & partie real négative ie;
Re); <0, VE€1,...,n.

2-det (I, — AAy) # 0 pour |A| > 1 avec A € C

3-Tout les mineurs principales de la matrice A=1, — Ay =1, —A—La=1I,(1—a)—A

tel que:
ail; ai2 ... Qaip
a1 @22 ... Qa92n
A= sont positifs
ap1 QAp2 ... Qpp
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air a2 -
11| >0 et > 0,et det (A) >0
a1 a2
4—Le rayon spectrale de la matrice A, inferieur o 1 ie p(A) < 1.

5-Tout les coeffécients a; avec i =0,...,n — 1 de
pi(\) = det ()\In - A) = det (M — (Ag — 1)) = det (Mo, — (A + aly — 1))

det (Iy(A—a4+1) = A) = A"+ G, 1 NP+ ... + a1\ + ag sont positifs

6-existe t-il un vecteur To € R’} tel que:

(Aa—fn)f():(A—FInOé—In)fO:<A+[n(a—1))f0<0.
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Partie IV

Conclusion générale
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L’étude que nous avons menée dans ce mémoire est organisée en deux parties, nous avons
commencé par rappeler la solution d’un systéme linéaire standard a temps continu ainsi que des
conditions nécessaires et suffisantes de positivité; pour ensuite entamer ’objet de notre travail
qui est la théorie des systémes linéaires fractionnaires a temps continu qui s’avére nouvelle et
qui attirent 'attention d’un grand nombre de chercheurs.

La solution du systéme singulier a fait de méme 'objet d’une section & part. Nous avons
cependant caractérisé des conditions nécessaires et suffisantes pour la positivité de cette classe
de systémes.

Dans la derniére partie de ce mémoire, nous nous sommes, intéressé & une autre classe de
systémes, qui est la classe des systémes fractionnaires positifs

Le principal objectif était d’étendre les résultats sur la positivité des chapitres précédents a
ce type de systémes; plus particulierement au cas des systémes singuliers. Pour enfin, procéder

a l'analyse de la stabilité. Malgré ces développements, certains axes méritent des réflexions

plus approfondies et les perspectives demeurent nombreuses.
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