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Table des figures

1 Diagramme bloc de la commande d’attitude . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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1.6.3 Les propulseurs chimiques ou électriques (Tuyères) . . . . . . . . . 10

1.7 Les Perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.7.1 Nature des perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.7.2 Les Perturbations d’origine Gravitationnelles . . . . . . . . . . . . 12

1.7.3 Les Perturbations d’origine Non Gravitationnelles . . . . . . . . . 13

1.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

iii



TABLE DES MATIÈRES iv
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4.6 Résultats d’implémentation du PID . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.6.1 Le principe de contrôle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.6.2 Implémentations des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.7 Correcteur LQR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Introduction générale

L’ère de l’espace débuta en 1957 avec le lancement du premier satellite artificiel

SPUTNIK-1 .L’utilisation des satellites a longtemps été réservée aux scientifiques et

aux militaires mais, avec le développement des technologies de communication, celle-ci

s’étend à d’autres domaines. Ils sont un outil d’exploration de l’espace et d’observation

de la terre. Ils sont également indispensables pour les réseaux de télécommunication dans

le monde entier.

Les satellites en pointage terre ont comme but le maintien d’attitude sur une direction

fixe, dans le repère orbital local, en présence des perturbations environnementales, car

la caméra doit pointer vers le centre de la terre (au Nadir) durant toute la mission. Ceci

exige un système de stabilisation.

La détermination d’attitude est le processus de calcul et de prédiction de l’orientation

du satellite (Mouvement du satellite autour de son centre d’inertie) par rapport à une

référence donnée telle que la terre. Le contrôle d’attitude vise à compenser les couples de

perturbation agissant sur le satellite.

Cependant, la conception d’une commande performante a pour pré-requis la connais-

sance de l’attitude et de la vitesse angulaire. Et comme l’attitude n’est pas directement

mesurable, une estimation s’avère nécessaire.

Les problèmes de la commande et de l’estimation de l’attitude d’un corps rigide ont

été abordé par la communauté scientifique automaticienne depuis les années 1950, et ce

pour des domaines applicatifs aussi variés que l’aérospatial, l’aéronautique, la robotique

aérienne et terrestre. La commande d’attitude a pour objectif de maintenir l’attitude

(orientation) désirée de l’engin, toujours soumis à des perturbations externes, afin qu’il

puisse réussir sa mission. Le problème de l’estimation d’attitude consiste à déterminer

l’orientation des axes principaux du véhicule par rapport à un système de coordonnées

inertiel, et ceci à partir des mesures de différentes modalités.

1
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La commande d’attitude d’un système quelconque est assurée par une boucle comme celle

montrée dans la figure 1. Des capteurs fournissent une information indirecte (et parfois

incomplète) sur l’attitude. En utilisant des modèles mathématiques pour les mesures (et

dans certains cas, à partir du modèle dynamique du système) l’attitude peut être estimée.

En utilisant l’attitude estimée et la vitesse angulaire, une loi de commande d’attitude est

synthétisée afin de maintenir l’attitude désirée.

Fig. 1 – Diagramme bloc de la commande d’attitude

Le premier chapitre s’articule autour de deux grandes parties. La première partie

concerne la définitions de tous les éléments qui forment la boucle de régulation et la

deuxième consiste à déterminer les différentes perturbations agissant sur le satellite.

Le second chapitre est consacré à présenter et discuter les différentes para métrisations

du groupe orthogonal SO(3). Ainsi, nous remarquons l’avantage d’utiliser le quaternion

unitaire pour représenter l’attitude.

Le troisième chapitre portera sur notre contribution à la conception d’une loi de com-

mande bornée pour la stabilisation globale en attitude d’un corps rigide.



Chapitre 1

Présentation du processus à

contrôler

1.1 Introduction

Ce chapitre est destiné à présenter le processus à contrôler qui est un satellite d’ob-

servation de la terre, les éléments qui formet une boucle de régulation. Dans un premier

temps la description du satellite, on détermine le rôle et les fonctions assurés par le

système de contrôle d’attitude et d’orbite SCAO. Ensuite on définie le plus clairement

possible les éléments qui forment la boucle de régulation.

1.2 Description du Satellite

Alsat-1 a une stabilisation de trois axes dans le mode prise d’image. Le sous-ensemble

de détermination et de commande d’attitude donne une bonne attitude tangage/roulis/lacet,

stabilisée pendant la prise d’image [1].

3
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Fig. 1.1 – Premier microsatellite Algérien

1.2.1 La mission d’ALsat-1

ALsat-1 est un satellite d’observation de la terre qui évolue dans une orbite héliosynchrone,

rétrograde et circulaire. Il est conçu pour faire partie d’une constellation pour la surveil-

lance quotidienne de désastre.Il est équipé de deux rangs de trois caméras chacun pour

couvrir un champ de vision total de 600km à une distance au sol de prélèvement (un

pixel) de 32 mètres [1].

Le système imageur embarqué sur le microsatellite Alsat-1 couvre trois bandes du

spectre électromagnétique :

– Bande 1 : (vert : 0.523 - 0.605 µm)

– Bande 2 : (rouge : 0.629 - 0.690 µm)

– Bande 3 : (proche infrarouge : 0.774 - 0.900 µm)

Ce champ visuel permet à la constellation de couvrir la terre entière dans un délai

de 24 heures. En l’absence du désastre, Alsat-1 est consacré pour des buts algériens :
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principalement pour des applications de télédétection .

Fig. 1.2 – Charge Utile : Système Imageur d’Alsat-1

1.3 Système de Contrôle d’Attitude et d’Orbite

Un S.C.A.O (Système de Contrôle d’Attitude et d’Orbite), indispensable à tout satel-

lite.

On distingue [2] :

– Les méthodes passives, qui ne consomment pas d’énergie mais imposent une géométrie

particulière du satellite : stabilisation par gradient de gravité, par magnétocoupleurs,...

– Les méthodes actives avec électronique, informatique actuateurs et capteurs em-

barqués, consommant de l’énergie, à durée de vie limitée.
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1.3.1 Rôle du SCAO

Les deux points importants sont la maitrise de l’attitude (c’est à dire de l’orientation

du satellite ou mieux de son mouvement autour du centre d’inertie), et le contrôle de

la trajectoire, donc des paramètres orbitaux du véhicule spatial ( mouvement du centre

d’inertie) [2].

1.3.2 Fonctions assurées

Le SCAO assure trois fonctions [2] :

– La première consiste en l’acquisition et le maintien de l’attitude désirée depuis la

séparation du lanceur jusqu’à la fin de vie.

– La seconde est l’acquisition et le contrôle d’orbite durant toute la durée de vie du

satellite.

– Modifier l’attitude du satellite si la survie le requiert.

1.4 La boucle SCA

Fig. 1.3 – Schéma fonctionnel d’un système du contrôle d’attitude

Un SCA se divise en 3 principaux sous-ensembles [2] :

– Les Capteurs : le rôle de chaque capteur est de mesurer l’attitude et la position du

satellite
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– Les Actionneurs : le rôle de chaque actionne est de modifier l’attitude et la position

du satellite.

– Le logiciel vol : ce contrôleur est sous forme d’équations mathématiques de la dy-

namique d’attitude du véhicule spatial, et qui forment une boucle fermée pour

corriger à chaque fois la position du satellite.

On distingue à l’intérieur de la boucle :

La Dynamique du Véhicule Spatial

L’attitude du véhicule évolue en fonction de sa structure et des couples subits. Cer-

tains de ces couples sont des couples perturbateurs, d’autres sont exploités pour le

contrôle d’attitude. Ces couples sont d’origine interne ou externe au satellite [2].

La Sous Fonction Estimation d’Attitude

Cette sous-fonction a pour rôle l’estimation de divers paramètres qui caractérisent

l’attitude courante du véhicule, tels que des angles ou des vitesses angulaires. Elle est

mise en œuvre par un estimateur traitant les mesures fournies par différents capteurs (ou

senseurs) d’attitude [2].

La Sous Fonction Commande

La commande établie les ordres à envoyer aux actionneurs afin que le véhicule rallie

l’attitude de consigne. Ces ordres dépendent de l’estimation de l’attitude courante réalisée

par la sous-fonction précédente [2].

1.5 les senseurs

Les senseurs permettent notamment de restituer les vitesses angulaires et les angles

définissant l’attitude. Les principaux capteurs utilisés sur des satellites sont des détecteurs

optiques pour la plupart associés à une horloge de bord, permettant de déterminer la

position du satellite par rapport aux astres, le champ magnétique Terrestre, le Soleil et

la Terre.
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1.5.1 Senseurs optiques

Notons qu’un seul point sur la sphère céleste (étoile, soleil) n’est pas suffisant pour

définir l’attitude d’un satellite.

En effet un point sur la sphère céleste est défini par son ascension droite et sa déclinaison,

alors qu’il faut trois angles indépendants (précession, mutation, rotation propre) pour

définir de manière unique l’attitude d’un satellite [2].

Senseurs stellaires

Il s’agit d’une caméra (le plus souvent à base d’un capteur CCD de 376 291 pixels) qui

prend des images d’une zone du ciel. En analysant le champ d’étoile imagé et à l’aide d’un

catalogue d’étoile embarquée, la position du satellite peut-être déterminée . L’utilisation

des traqueurs d’étoile fournit une précision très élevée [3].

Senseurs de la terre

Le principe de détection est basé sur la variation thermique de l’élément sensible dans

la bande spectrale où la terre est vue comme un disque uniforme. La direction de visée

de ces capteurs vers la terre permet d’obtenir deux angles d’attitude du satellite. Un

senseur d’horizon terrestre comprend généralement quatre parties [4] :

– Un mécanisme de visée

– Un système optique

– Un détecteur de luminance

– Une électronique de traitement du signal

Senseurs Soleil

On distingue les capteurs solaires analogiques (grossiers) et les capteurs digitaux

(précis).

Ils sont employés soit pour détecter la présence du soleil, soit pour fournir un angle

d’attitude. L’élément sensible pour le premier type est une cellule solaire au silicium

dont l’énergie reçue est en fonction de la position du soleil.

Il permet de donner la direction du soleil par rapport à sa normale à partir du courant

de sortie I. Pour le deuxième type on distingue les capteurs à barrettes photo-détecteurs

de type DTC qui reçoit l’image du soleil à travers un objectif et une fonte et les capteurs
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à matrice DTC où le centre du soleil est déterminé par le calcul du nombre de pixels

touchés par l’image du soleil [4].

1.5.2 Les senseurs inertiels

Les Magnétomètres

Les Magnétomètres mesurent le vecteur et l’intensité du champ magnétique à la

position actuelle du satellite.

Si la position orbitale est connue et un modèle précis de champ magnétique est stocké

dans l’ordinateur de bord du satellite, le vecteur peut être employé pour la détermination

d’attitude dont la qualité dépend fortement du modèle de champ magnétique stocké dans

l’ordinateur de bord [4].

Capteurs gyroscopiques (gyromètres)

Ils ne sont pas utilisés pour mesurer l’attitude du satellite mais plutôt sa vitesse

angulaire. Les gyroscopes modernes emploient des techniques optiques de laser pour

mesurer une variation angulaire du satellite. On distingue plusieurs types [5] :

– Les gyromètres mécaniques.

– Les gyromètres optiques.

– Les gyromètres vibrants.

1.5.3 GPS (Global Positioning System)

Le GPS est l’attitude de la sonde de positionnement la plus précise. Il permet une

communication avec les satellites pour calculer la position et la vitesse courante. L’at-

titude du satellite peut être calculée en utilisant la différence entre les mesures de deux

sondes ou plus [3].

1.6 Les Actionneurs

Par définition ” Actuateur ” désigne un système ou dispositif conçu pour engendrer des

forces ou couples capables de produire des mouvements. Les actuateurs à la disposition

des concepteurs de satellites sont en nombre limité.

Ils fonctionnent suivant : des échanges de moment cinétique (les actuateurs inertiels),
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l’utilisation du champ magnétique terrestre (les actuateurs magnétiques) et l’éjection de

matière (les propulseurs chimiques ou électriques) [4].

1.6.1 Les actionneurs inertiels

Dans cette catégorie il y a trois familles :

– les roues à inertie.

– les roues à réaction.

– les CMG (Control Momentum Gyros).

1.6.2 Les actuateurs magnétiques (Magnéto-coupleurs)

Les magnéto-coupleurs sont des dispositifs qui produisent un moment magnétique

dans une direction désirée. Si le satellite est dans une orbite basse, le moment magnétique

produit par le Magnéto-coupleurs peut réagir avec le champ magnétique terrestre et des

couples externes peuvent être produits. Ils peuvent être utilisés pour réduire la déviation

à 1 degré pour une orbite circulaire.

Les variations des angles de roulis et de tangage sont principalement provoquée par des

couples de perturbation de gradient de gravité et d’aérodynamique.

Le couple Maximum est de 10−3Nm dans une région polaire, principalement utilisé pour

la commande des angles de roulis et de tangage. Il est de 5 ∗ 10−4Nm dans une région

équatoriale, principalement utilisé pour la commande de l’angle de lacet [3].

1.6.3 Les propulseurs chimiques ou électriques (Tuyères)

L’utilisation de tuyères commandées est un moyen de stabilisation relativement sim-

ple. Une tuyère est un actionneur ”TOUT ou RIEN”, donnant une poussée égale à sa

valeur maximale. Pour ne pas perturber la trajectoire du véhicule, il ne faut pas créer de

résultante et donc générer uniquement un couple pur. Pour cela on associe les tuyères 2

par 2 en position symétrique sur le satellite, ceci donne des poussées opposées [6].

1.7 Les Perturbations

Un satellite est soumis sur trajectoire à des efforts d’origines diverses qui ont un ef-

fet direct sur son attitude. Ces efforts peuvent provenir de l’environnement extérieur au
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satellite, ou de sources de perturbations internes au satellite.

Pour pouvoir obtenir les équations des orbites, il a fallu supposer plusieurs hypothèses :

aucune autre force que la gravité appliquée au satellite, parfaite symétrie et densité uni-

forme de la Terre, masse du satellite très faible par rapport à la Terre. Malheureusement,

les deux premières hypothèses sont rarement vérifiées dans la réalité spatiale [2].

Les Perturbations Externes

Les couples de perturbations externes agissant sur le satellite sont dues à [2] :

– Le gradient de gravité.

– la pression de radiation solaire.

– le champ magnétique terrestre).

– la trâıné aérodynamique.

Ces couples de perturbation sont affectées par la géométrie du satellite, l’orientation, et

les propriétés de masse.

1.7.1 Nature des perturbations

Les sources de perturbations auxquelles est soumis le satellite sont de deux types

fondamentalement différents [7] :

1. Les accélérations perturbatrices d’origine gravitationnelle qui :

– S’expriment comme le gradient d’une fonction scalaire dite potentielle.

– Ne dépendent pas de la masse du satellite.

– Ne dépendent pas des caractéristiques de surface du satellite.

– Ne permettent aucune possibilité de pilotage.

2. Les accélérations perturbatrices d’origine non gravitationnelle qui :

– Dépendent des caractéristiques massiques et surfaciques du satellite.

– S’expriment généralement comme des sommes d’échanges microscopiques de quan-

tité de mouvement s’effectuant localement sur la surface externe du satellite.

– Offrent des possibilités de pilotage du satellite.

Ces deux types de perturbations se traduisent par une évolution dans le temps des

paramètres orbitaux Képlériens [8].
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1.7.2 Les Perturbations d’origine Gravitationnelles

Le satellite subit des couples gravitationnels externes (dus à la Lune, au Soleil, aux

planètes) qui entrâınent un mouvement de son moment cinétique (donc de son axe de

rotation instantané).Mouvement de rotation à très long terme [2].

Le Potentiel Terrestre

La non sphéricité de la Terre est un facteur perturbateur car comme celle-ci n’est pas

ronde mais ovale (plus large à l’équateur qu’aux pôles), l’attraction terrestre n’est pas

dirigée exactement vers le centre de la Terre, Cela a comme conséquence que la longitude

du noeud ascendant n’est pas constante mais variable. Ce mouvement est dirigé vers

l’Ouest pour les orbites directes, et vers l’Est pour les orbites rétrogrades. On peut

décrire le potentiel terrestre sous forme d’un développement en harmoniques sphériques :

U (r, λ, ϕ) =
µ

r

{
1 −

+∞∑

n=2

(
RT
r

)n [
JnPn (sin (ϕ)) +

+∞∑

m=1

(Cnm cos (mλ) + Snm sin (mλ))Pnm sin (ϕ)

]}

(1.1)

r : distance géocentrique.

RT : rayon équatorial terrestre 6378 km.

λ : longitude du satellite.

ϕ : latitude du satellite.

J2 : l’aplatissement de la terre 1.0827 10−3.

Jn : coefficient du nème terme zonal.

pn,pnm : désignent les polynômes et les fonctions de Legendre.

µ :constante d’attraction de la terre 398603Km3/s2 .

Les coefficients Cnm,Snmsont liés à la longitude, ce sont les harmoniques tesseraux.

On voit sur ce développement que les coefficients Jn sont liés à la latitude, ce sont les

harmoniques zonaux. Par exemple, le premier harmonique J2 représente l’aplatissement

de la terre, le second J3 la dissymétrie Nord-Sud. Par rapport à la force centrale, le

premier harmonique zonal J2 est de l’ordre de 10−3 , alors que les autres coefficients sont

de l’ordre ou inférieur à 10−6.

Il faut toutefois se méfier de ces chiffres car , si localement ces termes perturbateurs

n’influent que peu sur le satellite, à la longue on peut apercevoir une dérive Significative
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de l’orbite se comptant en centaines voire en milliers de kilomètres sur la position du

satellite .

Ces phénomènes de perturbation des orbites sont parfois utilisés bénéfiquement.Exemple,

pour une orbite hélio-synchrone, on prendra par exemple une inclinaison voisine de 98◦

(comme le cas d’ALsat-1), afin de s’assurer que la vitesse de précession de la longitude du

noeud ascendant soit voisine de 1◦ par jour. En effet, comme la Terre tourne autour du

Soleil (360◦) en un an (365 jours), on s’assure ainsi que le satellite restera constamment

orienté en direction du Soleil.

Le Potentiel Luni - Solaire

Ce sont principalement le Soleil et la Lune qui génèrent des effets perturbateurs sur la

trajectoire des satellites. Leurs conséquences sur l’orbite du satellite sont les suivantes :

Pour chacun des deux astres, on observe un mouvement de précession du plan de rotation

du satellite qui se met à tourner autour d’un axe perpendiculaire au plan de rotation de

l’astre en question.

Les effets de la Lune au niveau de cette vitesse de précession sont environ 2,2 fois

supérieurs à ceux du Soleil [9]

1.7.3 Les Perturbations d’origine Non Gravitationnelles

Résistance Aérodynamique

Pour les orbites basses (LEO), l’effet de l’atmosphère résiduelle sur le satellite peut

être élevé. Même si la densité de l’atmosphère est très basse, la pression dynamique peut

avoir une valeur significative puisque la vitesse du satellite dans son orbite est grande.

En essayant de calculer le couple réel provoqué par l’atmosphère résiduelle, quelques

problèmes surgissent. La densité dans l’atmosphère supérieure n’est pas constante et

dépend de plusieurs facteurs comme la position du satellite, du temps local à cette posi-

tion (jour/nuit) ou de l’activité du soleil. Le tableau suivant donnera une idée sur l’ordre

de grandeur des couples maximums de perturbations dans une orbite circulaire de 700

Km. Les couples de perturbations sont calculés en assumant la section maximale du

micro-satellite (CASSAT).
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Couples de Perturbation Grandeur

Couple aérodynamique 2.681 10−9 Nm

Couple de Rayonnement 3.157 10−9 Nm

Couple de Rayonnement 3.688 10−10 Nm

Tab. 1.1 – Couple maximum de perturbation

Couple de Rayonnement

Le rayonnement incident sur une surface du satellite induit une force sur cette surface.

Si cette force ne traverse pas le centre de masse du satellite, le rayonnement causera un

couple perturbateur. Ce couple dépend de l’intensité et de la distribution spectrale du

rayonnement incident, de la géométrie et des propriétés optiques de la surface et de

la position du soleil en ce qui concerne la surface traitée. Les trois sources principales

de rayonnement sont : le rayonnement solaire (Pression de radiation solaire directe), le

rayonnement d’albédo de la terre (Pression de radiation solaire rediffusée par la terre) et

le rayonnement de la terre lui-même. Tandis que le rayonnement solaire sur un satellite est

presque constant, les dernières deux sources dépendent fortement de l’altitude du satellite

et des conditions environnementales. Des éclipses dans l’orbite du satellite doivent être

prises en considération. Une éclipse se produit quand la terre est alignée entre le satellite

et le soleil [5, 6].

Fig. 1.4 – Types de Flux Perturbateurs



Chapitre 1. Présentation du processus à contrôler 15

Couple de Gradient de Gravité

Un objet non symétrique est toujours le sujet d’un couple dù à la variation de la

force de gravité agissant sur l’objet. Cette variation de la force s’appelle le gradient de

gravité. Ceci est expliqué sur la Fig(1.5) pour un satellite se composant de deux éléments

de masse équivalentes m1 et m2 qui sont reliées par un faisceau sans masse.

Fig. 1.5 – Couple de gradient de gravité

Puisque l’élément de masse m1 est plus proche du centre de la terre, la force de gravité

qui lui est appliqué est plus grande en rapport sur l’élément de masse m2.Etant donné

que le centre de masse du satellite est au milieu du faisceau, les deux forces sont à égale

distance du centre. Ainsi, le gradient de gravité sur le satellite a comme conséquence

un couple autour du centre de masse du satellite et aligne l’axe du satellite le long du

vecteur radial.

Le couple agissant sur le satellite est :

→
N
GG

=
−3µ
R3

[
[I]

→
Z
0

]
×

→
Z
0

(1.2)

Avec :

→
Z
0

=
→
R
R

: Vecteur unitaire de l’axe géocentrique local Z.

R : la distance au centre de la terre.

I : Matrice d’inertie.

µ : constante de la pesanteur terrestre.
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Couples dus aux Champs Magnétiques

Les matériaux magnétiques et les boucles de courant présents dans le satellite inter

réagissent avec le champ magnétique terrestre. Le satellite à un moment magnétique

résiduel
→
M qui le conduit à se comporter comme un dipôle dans le champ magnétique

terrestre
→
B . Les boucles de courant en rotation dans le champ magnétique ambiant don-

nent naissance à des courants de Foucault qui peuvent freiner le mouvement du satellite

par dissipation d’énergie.

Les matériaux ferromagnétiques qui s’aimantent sous l’action du champ magnétique am-

biant produisent également des couples perturbateurs.

Pour le calcul du couple magnétique dû aux boucles de courants ou bobines avec le mo-

ment
→
M et la force du champ magnétique terrestre

→
B, on applique la formule suivante

[10] :

→
NM =

→
M ×

→
B (1.3)

Fig. 1.6 – Représentation du couple magnétique

Mres : moment magnétique résiduel.

B : champ magnétique terrestre.

Nmag : nord du champ magnétique.

Smag : sud du champ magnétique.
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Modèle du champ magnétique terrestre

La mesure du champ magnétique terrestre est essentielle pour la commande d’at-

titude des satellites, la valeur du champ varie entre 25000 nT aux niveaux des régions

équatoriales et de 70000nT aux régions polaires. Il existe deux principaux modèles [5, 11] :

Le modèle de dipôle

On assimile le champ magnétique terrestre à celui d’un dipôle magnétique placé suiv-

ant l’axe Nord-Sud de la terre et présentant ainsi une symétrie de révolution autour

de l’axe de rotation de la terre, 90◦/◦ de tout le champ magnétique terrestre peut être

représenté par ce modèle.

Le modèle IGRF (International Geomagnetic Reference Field)

Créer par l’IAGA (International Association of Geomagnetism and Aeronomy), le

modèle IGRF définit le champ magnétique de la terre. Les coefficients qui permettent de

définir ce modèle sont ajustés chaque 50 ans pour s’adapter au changement du champ

magnétique terrestre.

Fig. 1.7 – Modèle du champ magnétique terrestre

Le champ peut être exprimé comme gradient de la fonction potentiel scalaire, c’est-

à-dire :

B = −∇U∗ (1.4)

Le potentiel terrestre peut être représenté comme série harmonique sphérique comme

suit [12, 13] :
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U∗ (r, θ, ϕ) =
∑

m∈N

∑

n∈N

(
RT
r

)n+1

Pmn (cos θ) (Amn cos (mϕ) +Bmn sin (mϕ)) (1.5)

RT : rayon équatorial terrestre 6378 km.

Anm et Bnm : coefficients de Gauss .

Pmn (cos θ) : fonction de Legendre de degré n et d’ordre m.

r : distance géocentrique.

ϕ : longitude Greenwich.

θ : coelevation.

Les Perturbations Internes

Les perturbations internes concernent principalement l’attitude du satellite mais peu-

vent aussi indirectement influencer sa trajectoire dans l’orbite. Il existe toute une série de

perturbations qui dépendent directement de la construction du satellite. Parmi lesquelles

on peut relever [2] :

– La poussée exercée par les moteurs du satellite est fonction du débit de gaz sortant

et de l’impulsion spécifique du fuel. Cette force peut rapidement engendrer des

perturbations significatives dans la trajectoire de l’engin en modifiant n’importe

quelle grandeur caractéristique, mais leurs effets dépendent de la durée d’allumage

de ces moteurs et d’attitude (position) du satellite.

– Les incertitudes sur le centre de gravité.

– Les incertitudes sur la propulsion.

– Les modes vibratoires de la structure.

1.8 Conclusion

Ce chapitre permet de donner les notions et les outils mathématiques essentiels et

nécessaires pour bien élaborer une bonne idée sur les différents éléments agissant sur la

variation d’attitude dans le temps. L’attitude, elle a plusieurs manières de décrire dans

l’espace à trois dimensions, la plus simple est d’utiliser les angles d’Euler et Une autre

représentation le quaternion unitaire que nous allons décrire dans le chapitre suivant.



Chapitre 2

Représentation de l’attitude

2.1 Introduction

L’attitude est l’orientation du satellite autour de son centre de masse. Le mouvement

d’attitude caractérise l’évolution de cette attitude au cours du temps et à court terme. Il

peut être découplé du mouvement orbital qui traduit le mouvement du centre de masse

de satellite.

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la représentation d’attitude qui sera présentées

et définie par les angles d’Euler dans une première étape et les quaternions dans la

deuxième étape pour pouvoir calculer les trois angles (θ, φ,ψ).

2.2 Représentation de l’attitude

Lorsque nous analysons le mouvement d’un corps rigide dans l’espace. Nous définissons

deux systèmes de coordonnées comme ceux montrés dans la figure (C.1) : N(xn, yn,

zn).c’est un ensemble de trois vecteurs orthogonaux représentant le système de coor-

données inertiel et B(xb, yb, zb) est un ensemble de trois vecteurs orthonormés représentant

le système de coordonnées fixé au corps. En général, l’origine de B est choisie de telle

sorte qu’elle cöıncide avec le centre de gravité (CG) du corps. Pour les applications de

commande et de guidage de véhicules (spatiaux, aériens, marins, terrestres, etc . . .), la

direction de l’ensemble des axes (xb, yb, zb) cöıncide avec les principaux axes d’inertie du

véhicule. Dans le cas des applications qui nous concernent, le système de coordonnées in-

ertiel le plus utilisé et le plus logique c’est le système de coordonnées NED (North, East,

19
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Down) défini à partir d’un plan tangent à la surface de la terre. Dans ce cas, les vecteurs

unitaires (xn, yn, zn) cöıncident respectivement avec les directions Nord, Est et la pesan-

teur. L’attitude d’un corps dans l’espace peut être donnée par différentes représentations,

chacune ayant ses avantages et ces inconvénients. Le choix dépend directement de l’ap-

plication envisagée. Un excellent aperçu des représentations de l’attitude est donné dans

[15].

Fig. 2.1 – Repère inertiel et mobile d’un corps rigide

Définition 1.1 (Rotation simple [14]) . Le mouvement d’un système de coordonnées

B par rapport à un système de coordonnées N est appelé une rotation simple de B en N,

s’il existe une droite L, appelée axe de rotation, dont l’orientation par rapport à B et N

reste inchangée entre le début et la fin du mouvement.

Théorème 1.1 (Théorème d’Euler pour la rotation [14]) . Chaque changement

dans l’orientation relative de deux corps rigides ou de deux systèmes de coordonnées B

et N peut être produit par une simple rotation de B en N.

Soient
→
b et

→
r les coordonnées d’un vecteur

→
x exprimé dans B et N respectivement. Le

vecteur
→
b peut être écrit en termes du vecteur

→
r . Soit

→
e = [e1, e2, e3]

T un vecteur

unitaire colinéaire à l’axe de rotation L autour duquel B est dévié d’un angle β. En

conséquence,
→
b est obtenu par :

−→
b = cos β−→r + (1 − cos β)−→e −→e T−→r − sin β−→e ×−→r (2.1)

En effet, les coordonnées de
−→
b et −→r sont liées au moyen de la transformation linéaire



Chapitre 2. Représentation de l’attitude 21

suivante :
−→
b = C−→r (2.2)

La matrice C peut être interprétée comme un opérateur qui prend un vecteur fixe −→r

exprimé dans N et dans B. De l’expression (C.1), on a :

C = cos βI3 + (1 − cos β)−→e −→e T − sin β
[−→e ×]

(2.3)

où I3 représente la matrice identité de dimension trois et [ξ× ] représente un tenseur

antisymétrique associé au vecteur ξ, dénoté par :

[
ξ×

]
=




ξ1

ξ2

ξ3




×

=




0 ξ3 −ξ2
−ξ3 0 ξ1

ξ2 −ξ1 0


 (2.4)

La matrice C ∈ R3×3 identifie complétement l’orientation du repére mobile B par

rapport au repére inertiel N et elle permet d’opérer la transformation de coordonnées

d’un vecteur d’un système de coordonnées à un autre. Cette matrice est appelée matrice

de cosinus directeurs (DCM), matrice de rotation, matrice de passage ou encore matrice

d’attitude.

2.2.1 La matrice de rotation

La matrice de rotation C n’est pas quelconque, elle appartient au sous-espace des

matrices orthogonales de dimensions trois, appelé groupe orthogonal spécial, dénoté par

S0 (3) et défini par :

S0 (3) =
{
C |C ∈ R3×3, CTC = I3, det (C) = 1

}
(2.5)

Dans une matrice de rotation C, chaque élément cij est un cosinus directeur, tel que :

C =




c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33


 (2.6)

Soit :

c1 =




c11

c21

c31


 c2 =




c12

c22

c32


 c1 =




c13

c23

c33


 (2.7)
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En conséquence,

C =
(
c1 c2 c3

)
(2.8)

où

cTi ci = 1 . . . et . . . cTi ci = 0 . . .∀i 6= j (2.9)

2.2.2 La vitesse de rotation

Dans le cas où le système de coordonnées B tourne par rapport au repére N avec une

vitesse angulaire −→ω =
[
ω1 ω2 ω3

]T
, la matrice C devient variable dans le temps

et elle est dénotée C(t). La relation entre l’attitude du corps et la vitesse angulaire −→ω

s’écrit :

·
C (t) =

[−→ω ×]
C (t) (2.10)

Notons que −→ω est la vitesse angulaire du corps par rapport au système N exprimée

dans B. L’équation précédente est connue comme équation cinématique, appelée aussi

équation Strapdown. Elle est utilisée dans les systèmes actuels de navigation.

2.2.3 Les angles d’Euler (AE) et les angles de Cardan (AC)

La manière la plus simple de décrire une rotation dans l’espace à trois dimensions est

d’utiliser les angles d’Euler (ψ,θ, ϕ ). Par contre, il faut faire attention aux confusions car

dans certains cas, les angles d’Euler sont confondus avec les angles Cardan. En utilisant

les angles d’Euler, le passage d’un système de coordonnées N(xn, yn, zn) à un système

de coordonnées B(xb,yb,zb) s’effectue en 3 étapes (voir figure (2.2)) :

1. N(xn,yn,zn) → (x1,y1,z1) (rotation de ψ autour de zn avec −π ≤ ψ ≤ π ).

2. (x1, y1, z1) → (x2,y2,z2) (rotation d’angle θ autour de x1 avec −π
2
≤ θ ≤ π

2
).

3. (x2,y2,z2) → B(xb,yb,zb) (rotation de φ autour de z2 avec −π ≤ φ ≤ π

Les angles de Cardan décrivent quant à eux la séquence de rotation la plus utilisée

dans l’aéronautique et la robotique. En utilisant les angles de Cardan, le passage d’un

système de coordonnées N(xn,yn,zn) à un système de coordonnées B(xb,yb,zb) s’effectue

toujours en 3 étapes (voir figure (C.3)) :
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Fig. 2.2 – Les angles d’Euler

1. Rotation de ψ autour de zb avec −π ≤ ψ ≤ π ).

2. (Rotation de θ autour de yb avec −π
2
≤ θ ≤ π

2
).

3. Rotation de φ autour de xb avec −π ≤ φ ≤ π

Fig. 2.3 – Les angles de Cardan

Les rotations sont données par :

Cx,φ =




1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ sinφ


 (2.11)

Cy,θ =




cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ


 (2.12)
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Cz,ψ =




cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1


 (2.13)

En conséquence, la matrice de rotation C qui décrit le passage du système de coordonnées

N au système de coordonnées B devient :

C = Cz,ψCy,θCx,φ =




cψcθ −sψcθ + cψsθsφ sψsφ + cψcφsθ

sψcθ cψcφ+ sφsθsψ −cψsφ + sθsψcφ

−sθ cθsφ cθcφ


 (2.14)

où c· = cos(·) et s· = sin(·).

La popularité des angles de Cardan est due au fait que cette représentation est la plus

simple et la plus inductive pour décrire une rotation dans l’espace. Néanmoins, elle a le

désavantage de présenter des singularités géométriques lorsque θ = ±π
2
. En plus, cette

singularité géométrique introduit une singularité dans l’équation cinématique associée à

cette représentation (voir l’équation (2.15)).

La singularité peut être éliminée si l’orientation du corps dans l’espace peut être

limitée.

Par conséquent, cette représentation n’est pas adéquate lorsque le corps évolue dans tout

l’espace (toutes les orientations sont possibles).

Soit −→ω =
[
ωx ωy ωz

]T
la vitesse angulaire du corps dans le système de co-

ordonnées B, par rapport au système de coordonnées N. Alors, l’équation cinématique

s’écrit [14] :




·
φ
·
θ
·
ψ


 =




1 tan θ sinφ tan θ cos φ

0 cos φ − sinφ

0 sin φ
cos θ

cosφ
cosθ







ωx

ωy

ωz


 (2.15)

2.3 Quaternions

Une autre représentation de l’attitude est le quaternion unitaire aussi appelé paramètres

d’Euler. Le quaternion est une solution alternative au théorème d’Euler, qui énonce

qu’une rotation dans l’espace peut être réalisée par une simple rotation β autour d’un

axe de rotation −→e .

Le quaternion unitaire est composé d’un vecteur unitaire −→e , nommé axe d’Euler et

d’un angle de rotationβ autour de cet axe. Il est défini par :
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q =


 cos β2

−→e sin β
2


 =


 q0

−→q


 ∈ H (2.16)

où :

H =
{
q

∣∣∣∣q20 + −→q T−→q = 1, q =
[
q0

−→q T
]T
, q0 ∈ R,−→q ∈ R3

}
(2.17)

−→q =
[
q1 q2 q3

]T
et q0 sont la partie vectorielle et la partie scalaire du quater-

nion. Le quaternion identité et le quaternion conjugués sont définis par :

qid =
[

1 0T
]T
q =

[
q0 −−→q T

]T
(2.18)

Comme le quaternion est unitaire,q−1 = q. La multiplication de deux quaternions

quelconquesq1 =
[
q10

−→q T1
]T

et q2 =
[
q20

−→q T2
]T

est définie par :

q1 ⊗ q2 =


 q10 −−→q T1

−→q 1 I3q10 + [−→q ×]





 q20

−→q 2


 (2.19)

à l’aide de l’algébre des quaternions, des rotations finies dans l’espace peuvent être

traitées d’une façon simple et élégante. Soit bq et rqles quaternions associés aux vecteurs
−→
b et −→r , définis par :

bq =
[

0
−→
b T

]T
rq =

[
0 −→r T

]T
(2.20)

Ces deux quaternions sont liés par la relation :

bq = q ⊗ rq ⊗ q−1 = q ⊗ rq ⊗ q (2.21)

La matrice de rotation C peut être exprimée en termes de quaternion par :

C (q) =
(
q20 − −→q T−→q

)
I3 + 2

(−→q −→q T − q0
[−→q ×])

(2.22)

d’où

C (q) =




2
(
q20 + q21

)
− 1 2 (q1q2 + q0q3) 2 (q1q3 − q0q2)

2 (q1q2 − q0q3) 2
(
q20 + q22

)
− 1 2 (q0q1 + q2q3)

2 (q0q2 + q1q3) 2 (q2q3 − q0q1) 2
(
q20 + q23

)
− 1


 (2.23)
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La relation entre les deux vecteurs
−→
b et −→r reste :

−→
b = C (q)−→r (2.24)

Avec la représentation quaternion, nous disposons de deux moyens pour exprimer la

rotation :

soit à partir de deux multiplications de quaternions en utilisant l’équation (2.21), soit à

partir de la multiplication d’une matrice et d’un vecteur en utilisant l’équation (2.24).

Remarque 1.1. De l’équation (2.22), il est clair que nous obtenons la même matrice

C(q) pour le quaternion q et pour le quaternion -q, i.e. C(q) = C(−q). En effet, les

quaternions q et -q représentent la même attitude physique. Cependant pour q, la rotation

est effectuée avec un angle β autour de
−→
b , tandis que pour -q elle est effectuée avec un

angle 2π − β,autour du vecteur
−→
b .

Remarque 1.2. Malgré la non bijection du quaternion avec le groupe SO(3), la

représentation de l’attitude en utilisant le quaternion est parfaitement adaptée car avec

quatre paramètres et une contrainte, il est possible de représenter l’attitude d’un corps

de façon globale et sans singularités.

Soit −→ω =
[
ωx ωy ωz

]T
la vitesse angulaire du corps rigide dans le système de

coordonnées B par rapport à N, exprimée dans B. Alors, l’équation cinématique (2.10)

en termes de quaternion est :




·
q0
·
~q


 = 1

2


 −~qT

I3q0 + [~q×]


 ~ω

·
q = 1

2Ξ (q) ~ω

(2.25)

2.4 Calcul des trois angles

2.4.1 Combinaison des rotations

Nous pouvons facilement combiner une formule pour un quaternion qui représente

une rotation générale. Nous prenons comme repère. L et
∧
e1,

∧
e2 et

∧
e3,pour représenter trois

vecteurs unitaires perpendiculaires, puis nous effectuons une première rotation autour de
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∧
e1,Une deuxième rotation autour de

∧
e2, Et enfin une troisième rotation autour de

∧
e3.La

rotation du système est [17] :

R3R2R1 =
(

cos
θ3
2

+
∧
e3 sin

θ3
2

) (
cos

θ2
2

+
∧
e2 sin

θ2
2

) (
cos

θ1
2

+
∧
e1 sin

θ1
2

)

R3R2R1 =
(

cos
θ3
2

cos
θ2
2

+
∧
e2 cos

θ3
2

sin
θ2
2

+
∧
e3 cos

θ2
2

sin
θ3
2

+
∧
e3 ∗

∧
e2 sin

θ3
2

sin
θ2
2

) (
cos

θ1
2

+
∧
e1 sin

θ1
2

)

R3R2R1 = cos θ3
2

cos θ2
2

cos θ1
2

+
∧
e1 cos θ3

2
cos θ2

2
sin θ1

2

+
∧
e2 cos θ32 sin θ2

2 cos θ12 +
∧
e2 ∗

∧
e1 cos θ32 sin θ2

2 sin θ1
2

+
∧
e3 sin θ3

2 cos θ22 cos θ12 +
∧
e3 ∗

∧
e1 sin θ3

2 cos θ22 sin θ1
2

+
∧
e3 ∗

∧
e2 sin θ3

2 sin θ2
2 cos θ12 +

∧
e3 ∗

∧
e2 ∗

∧
e1 sin θ3

2 sin θ2
2 sin θ1

2

(2.26)

Il sera commode de définir la variable e

∧
e3 ∗

∧
e2 = e

∧
e1 (2.27)

Où e = ∓1 en fonction de l’ordre de rotation. Nous savons aussi

∧
e3 ∗

∧
e3 =

∧
e2 ∗

∧
e2 =

∧
e1 ∗

∧
e1 = −1 (2.28)

Puis

∧
e3 ∗

∧
e2 ∗

∧
e1 = e

∧
e1 ∗

∧
e1 = −e

∧
e2 ∗

∧
e1 =

∧
e2 ∗

(
1
e

∧
e3 ∗

∧
e2

)
= −1

e

∧
e2 ∗

∧
e2 ∗

∧
e3 =

1
e

∧
e3 =

e

e2
∧
e3 = e

∧
e3 (2.29)

∧
e3 ∗

∧
e1 =

∧
e3 ∗

(
1
e

∧
e3 ∗

∧
e2

)
=

1
e

∧
e3 ∗

∧
e3 ∗

∧
e2 = −1

e

∧
e2 = − e

e2
∧
e2 = −e ∧

e3

En remplaçant dans l’équation (2.26)

R3R2R1 = cos θ32 cos θ22 cos θ12 +
∧
e1 cos θ32 cos θ22 sin θ1

2 +
∧
e2 cos θ32 sin θ2

2 cos θ12
+e

∧
e3 cos θ32 sin θ2

2 sin θ1
2 +

∧
e3 sin θ3

2 cos θ22 cos θ12 − e
∧
e2 sin θ3

2 cos θ22 sin θ1
2

+e
∧
e1 sin θ3

2 sin θ2
2 cos θ12 − e sin θ3

2 sin θ2
2 sin θ1

2

(2.30)
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Et en réorganisant l’équation ci-dessus on a :

R3R2R1 =
(
cos θ32 cos θ22 cos θ12 − e sin θ3

2 sin θ2
2 sin θ1

2

)

+
∧
e1

(
cos θ32 cos θ22 sin θ1

2 + e sin θ3
2 sin θ2

2 cos θ12
)

+
∧
e2

(
cos θ3

2
sin θ2

2
cos θ1

2
− e sin θ3

2
cos θ2

2
sin θ1

2

)

+
∧
e3

(
sin θ3

2 cos θ22 cos θ12 + e cos θ32 sin θ2
2 sin θ1

2

)

(2.31)

Dans cette dérivation, nous avons supposé que les rotations s’opèrent autour de trois axes

perpendiculaires. Ainsi cette équation peut être adaptée aux rotations dans n’importe

quel ordre (en définissant la valeur de e appropriée). Cet ordre ne peut être valable si les

rotations de deux axes sont identiques [16].

2.4.2 Dérivation générale pour tout ordre de rotation

À partir de l’équation (2.31), les composantes du quaternion résultant sont donnés

par

p0 = cos θ3
2

cos θ2
2

cos θ1
2
− e sin θ3

2
sin θ2

2
sin θ1

2

p1 = cos θ32 cos θ22 sin θ1
2 + e sin θ3

2 sin θ2
2 cos θ12

p2 = cos θ32 sin θ2
2 cos θ12 − e sin θ3

2 cos θ22 sin θ1
2

p3 = sin θ3
2 cos θ22 cos θ12 + e cos θ32 sin θ2

2 sin θ1
2

(2.32)

Remarque 2.2 Bien que P0 est la composante Reélle du quaternion,et P1,P2,P3, sont

les autres composantes imaginaires,Les indices de ces derniers indiquent l’ordre de rota-

tion.Ainsi, par exemple, si les rotations autour de l’axe des y, de l’axe des x et de l’axe

de z, Le quaternion qui représente la combinaison de rotation est (P0,P1,P2,P3).

Pour rendre plus facile les dérivations, nous allons utiliser la notation) [18] :

c1 = cos
θ1
2

s1 = sin
θ1
2

(2.33)

Les formules en fonction de demi-angle peuvent être écrites :

c1s1 =
1
2

sin θ1 c21 − s21 = cos θ1 (2.34)

Donc l’équation (2.32) peut être écrite
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p0 = c3c2c1 − es3s2s1

p1 = c3c2s1 + es3s2c1

p2 = c3s2c1 − es3c2s1

p3 = s3c2c1 + ec3s2s1

(2.35)

Les carrés des composantes seront utiles dans notre dérivation. Notez que la variable e

prend les valeurs ∓1 , nous savons que e2 = 1

p2
0 = c23c

2
2c

2
1 − 2ec3s3c2s2c1s1 + s23s

2
2s

2
1

p2
1 = c23c

2
2s

2
1 + 2ec3s3c2s2c1s1 + s23s

2
2c

2
1

p2
2 = c23s

2
2c

2
1 − 2ec3s3c2s2c1s1 + s23c

2
2s

2
1

p2
3 = s23c

2
2c

2
1 + 2ec3s3c2s2c1s1 + c23s

2
2s

2
1

(2.36)

L’expression la plus utilisée est :

cos θa cos θb =
(
c2a − s2a

) (
c2b − s2b

)

= c2ac
2
b − c2as

2
b − s2ac

2
b + s2as

2
b

=
(
1 − s2a

)
c2b − c2as

2
b − s2ac

2
b +

(
1 − c2a

)
s2b

= c2b − s2ac
2
b − c2as

2
b − s2ac

2
b + s2b − c2as

2
b

=
(
c2b + s2b

)
− 2s2ac2b − 2c2as2b

= 1 − 2s2ac
2
b − 2c2as

2
b

(2.37)

s2ac
2
b + c2as

2
b =

1
2

(1 − cos θa cos θb)

2.4.3 calcule de θ3

À partir de l’équation(2.35) nous pouvons obtenir :

p0p3 = (c3c2c1 − es3s2s1) (s3c2c1 + ec3s2s1)

= c3s3c
2
2c

2
1 + ec23c2s2c1s1 − es23c2s2c1s1 − c3s3s

2
2s

2
1

Et
p1p2 = (c3c2s1 + es3s2c1) (c3s2c1 − es3c2s1)

= c23c2s2c1s1 − ec3s3c
2
2s

2
1 + ec3s3c

2
1s

2
2 − s23c2s2c1s1

En combinant les deux termes,on a :
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p0p3 − ep1p2 = c3s3
(
c22 − s22

)

En utilisant la formule (2.34),on a :

p0p3 − ep1p2 =
1
2

sin θ3 cos θ2

sin θ3 cos θ2 = 2 (p0p3 − ep1p2) (2.38)

De l’équation (2.36)on a :

p2
2 + p2

3 = c23s
2
2 + s23c

2
2

En appliquant l’éxpression (2.37) :

p2
2 + p2

3 = 1
2 (1 − cosθ3 cos θ2)

cosθ3 cos θ2 = 1 − 2
(
p2
2 + p2

3

) (2.39)

En Combinant les équations (2.38),(2.39) :

tan θ3 =
2 (p0p3 − ep1p2)
1 − 2 (p2

2 + p2
3)

Par application de l’arc tangent à l’équation précédente, on déduit :

θ3 = arctan
[
2 (p0p3 − ep1p2)
1 − 2 (p2

2 + p2
3)

]
(2.40)
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Il y a une singularité,où le numérateur et le dénominateur sont nuls.En examinant les

équations (2.39) et (2.40), nous pouvons constater que ceci ne peut se produire si cos θ2

est nul, ce qui signifie θ2 = ±π
2 . Nous aurons à faire face à ces singularités plus tard.

2.4.4 calcule de θ2

À partir de l’équation (2.35), on obtient :

p0p2 = (c3c2c1 − es3s2s1) (c3s2c1 − es3c2s1)

= c23c2s2c
2
1 − ec3s3c

2
2c1s1 − ec3s3s

2
2c1s1 + s23c2s2s

2
3

Et
p1p3 = (c3c2s1 + es3s2c1) (s3c2c1 + ec3s2s1)

= c3s3c
2
2c1s1 + ec23c2s2s

2
1 + es23c2s2c

2
1 + c3s3s

2
2c1s1

En combinant les deux équations, on a :

p0p2 + ep1p3 = c2s2

En utilisant la formule(2.34),on a :

p0p2 + ep1p3 =
1
2

sin θ2

sin θ2 = 2 (p0p2 + ep1p3)

θ2 = arc sin (2 (p0p2 + ep1p3)) (2.41)

2.4.5 calcule θ1

À partir de l’équation(2.36),on obtient :

p2
1 + p2

2 = c22s
2
1 + s22c

2
1
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En utilisant l’équation (2.37),on trouve :

p2
1 + p2

2 =
1
2

(1 − cos θ2 cos θ1)

cos θ2 cos θ1 = 1− 2
(
p2
1 + p2

2

)
(2.42)

À partir de l’équation(2.35),on obtient :

p0p1 = (c3c2c1 − es3s2s1) (c3c2s3 + es3s2c1)

= c23c
2
2c1s1 + ec3s3c2s2c

2
1 − ec3s3c2s2s

2
1 − s23s

2
2c1s1

Et
p2p3 = (c3s2c1 − es3c2s1) (s3c2c1 + ec3s2s1)

= c3s3c2s2c
2
1 + ec23s

2
2c1s1 − es23c

2
2c1s1 − c3s3c2s2s

2
1

La combinaison de ces deux fonctions,donne :

p0p1 − ep2p3 = c1s1
(
c22 − s22

)

En utilisant l’équation(2.34),on a :

p0p1 − ep2p3 =
1
2

sin θ1 cos θ2

sin θ1 cos θ2 = 2 (p0p1 − ep2p3)

La combinaison des équations (2.41),nous donne :

tan θ1 =
(

2 (p0p1 − ep2p3)
1 − 2 (p2

1 + p2
2)

)

θ1 = arctan
(

2 (p0p1 − ep2p3)
1 − 2 (p2

1 + p2
2)

)
(2.43)

Comme précédemment, il y a une singularité à cet θ2 = ±π
2 ,
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2.4.6 singularité à θ2 = ±π
2

Pour θ2 = +π
2

s2 = sin θ2
2

= sin π
4

= 1√
2

c2 = cos θ2
2

= cos π
4

= 1√
2

À partir de l’équation (2.34),on trouve :

p0 = c3c2c1 − es3s2s1 = 1√
2

(c3c1 − es3s1) = 1√
2

(
cos θ32 cos θ12 − e sin θ3

2 sin θ1
2

)

p1 = c3c2s1 + es3s2c1 = 1√
2

(c3s3 + es3c1) = 1√
2

(
cos θ32 sin θ1

2 + e sin θ3
2 cos θ12

)

p2 = c3s2c1 − es3c2s1 = 1√
2

(c3c1 − es3s1) = 1√
2

(
cos θ32 cos θ12 − e sin θ3

2 sin θ1
2

)

p3 = s3c2c1 + ec3s2s1 = 1√
2

(s3c1 + ec3s1) = 1√
2

(
sin θ3

2 cos θ12 + e cos θ32 sin θ1
2

)

(2.44)

p0 = p2

p1 = p3

(2.45)

si e = 1,en appliquant les formules d’addition trigonométrique,il résulte [19] :

p0 = p2 = 1√
2

cos (θ3 + θ1)

p1 = p3 = 1√
2

sin (θ3 + θ1)

En divisant la deuxième équation par la première :

tan (θ3 + θ1) =
p3

p0

Nous pouvons choisir arbitrairement un des deux angles. Il est commode de donner à

d’entre la valeur zéro, de sorte que :

θ3 = 0 tan (θ3 + θ1) =
p3

p0
(2.46)

si e = −1, en appliquant les formules trigonométriques dans l’équation (2.45) :

p0 = p2 = 1√
2

cos (θ1 − θ3)

p1 = p3 = 1√
2

sin (θ1 − θ3)
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En divisant la deuxième équation par la première :

tan (θ1 − θ3) =
p1

p0

Encore une fois, nous pouvons choisir arbitrairement un des deux angles :

θ3 = 0 tan (θ1) =
p1

p0
(2.47)

C’est le même résultat que (2.46),quelque soit e = ±1.

à θ2 = −π
2

s2 = sin θ2
2

= sin−π
4

= − 1√
2

c2 = cos θ2
2

= cos−π
4

= 1√
2

(2.48)

À partir de l’équation (2.35), on a :

p0 = c3c2c1 − es3s2s1 = 1√
2

(c3c1 + es3s1) = 1√
2

(
cos θ32 cos θ12 + e sin θ3

2 sin θ1
2

)

p1 = c3c2s1 + es3s2c1 = 1√
2

(c3s3 − es3c1) = 1√
2

(
cos θ32 sin θ1

2 − e sin θ3
2 cos θ12

)

p2 = c3s2c1 − es3c2s1 = 1√
2

(−c3c1 − es3s1) = − 1√
2

(
cos θ32 cos θ12 + e sin θ3

2 sin θ1
2

)

p3 = s3c2c1 + ec3s2s1 = 1√
2

(s3c1 − ec3s1) = 1√
2

(
sin θ3

2
cos θ1

2
− e cos θ3

2
sin θ1

2

)

(2.49)

p0 = −p2 = 1√
2

(
cos θ32 cos θ12 − e sin θ3

2 sin θ1
2

)

p1 = −ep3 = 1√
2

(
sin θ1

2
cos θ3

2
+ e cos θ1

2
sin θ3

2

) (2.50)
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2.5 Conclusion

Le mouvement d’un satellite dans son orbite et son attitude peut être définit comme

le mouvement d’un repère lié au satellite par rapport à un autre repère. Ce mouvement

est représenté soit par les trois angles d’Euler téta, fi et psi, soit par les quaternions qui

sont plus commodes pour les calculs. Notons que l’utilisation des quaternions a plusieurs

avantages par rapport aux angles d’Euler, car le calcul des éléments de la matrice de

rotation par quaternion comporte seulement l’utilisation des relations algébriques au

lieu de l’utilisation des fonctions trigonométriques dans les équations. L’autre avantage

majeur des quaternions est l’inexistence des singularités. Cependant l’inconvénient de

cette para métrisation est l’absence d’une interprétation physique évidente .

D’aprés les deux représentations présentées ci-dessus, on peut stabiliser l’attitude de

notre satellite dans une situation désirée par l’intégration d’un contrôleur basé sur la

méthode LQG que nous allons approfondir dans notre troisième chapitre.



Chapitre 3

Régulation, équations

Dynamiques et Cinématiques

D’attitude

3.1 Introduction

Après avoir présenté dans les chapitres un et deux respectivement la description des

éléments constituant la boucle de régulation et les méthodes de détermination d’atti-

tude. On peut à l’aide d’un régulateur positionner notre satellite selon l’attitude choisie

en conformité avec les fonctions principales pour l’observation de la terre. Nous allons

établir dans un premier temps les modélisations des mouvements du satellite et dans une

deuxième étape nous décrivons deux méthodes de correction d’attitude.

3.2 Modélisation des Equations du Mouvement d’un

Satellite

Les équations d’attitude se devisent en deux catégories : les équations de la dynamique

et celles de la cinématique [7, 20].

– Les équations de la dynamique sont des équations différentielles de second ordre,

qui expriment la relation entre les vitesses angulaires, les couples extérieurs ainsi

36
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que les accélérations angulaires.

– Si le satellite peut être assimilé à un corps solide, son état cinématique peut être

décrit par des équations différentielles de premier ordre, donnant l’évolution de

l’attitude en fonction des vitesses angulaires et son attitude.

3.2.1 Equations Dynamiques de Mouvement

D’après les lois de la mécanique générale et le théorème du moment cinétique, l’équation

de base de la dynamique d’attitude du satellite relie la dérivée de temps du vecteur de

moment angulaire au couple externe (l’influence du couple de gradient de gravité, couple

des tuyères et le moment angulaire des roues). Cette équation de la dynamique, connu

sous le nom d’équation d’Euler de mouvement, est exprimée comme [1, 21] :

Iω̇IS = NGG + ND + NT − ωIS ×
(
IωIS + h

)
− ḣ (3.1)

D’où :

– ωIS =
[
ωx ωy ωz

]T
: Vecteur de la vitesse angulaire du satellite dans le repère

inertiel ;

– I =




Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz


 : Matrice d’inertie du satellite .

– IωIS : Étant le moment cinétique du satellite exprimé par rapport au repère inertiel

.

– h =
[
hx hy hz

]T
:Vecteur du moment angulaire (cinétique) des roues de sta-

bilisation qui tourne à une vitesse très élevée pour agir par effet gyroscopique .

– NGG =
[
NGGx NGGy NGGz

]T
:Vecteur du couple de gradient de gravité .

– ND =
[
NDx NDy NDz

]T
: Vecteur du couple de perturbations externes .

– NM =
[
NMx NMy NMz

]T
:Vecteur du couple appliqué par des magnétos-

coupleur à trois axes .

– NT =
[
NTx NTy NTz

]T
:Vecteur du couple appliqué par des tuyères à trois

axes.

Le vecteur du couple externe est composé de : couple de contrôle active, couple de contrôle

pression aérodynamique, couple de radiation solaire, couple de gradient de gravité.

~Next = ~NC + ~NGG + ~Nperturbations (3.2)
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où :

~Next =




Nx

Ny

Nz


 (3.3)

Pour un satellite à axes symétrique comme ALsat-1 avec les roues Y/Z et les axes des

moments d’inertie principales sont sur les axes du satellite, les éléments non diagonale

de la matrice d’inertie tend vers zéro, alors la matrice d’inertie se réduit à :

I =




Ixx 0 0

0 Iyy 0

0 0 Izz




3.2.2 Equation Cinématique de Mouvement

Equation Cinématique d’Attitude dans Le Quaternion

Les équations cinématiques sont définies comme le taux de changement de la matrice

d’attitude au temps. La dérivée du quaternion est donnée par [7] :

q̇ =
1
2
Ωq =

1
2
Λ (q)ωoS (3.4)

Où :

Ω =




0 ωoz −ωoy ωox

−ωoz 0 ωox ωoy

ωoy −ωox 0 ωoz

−ωox −ωoy −ωoz 0




(3.5)

Λ (q) =




q4 −q3 q2

q3 q4 −q1

−q2 q1 q4

−q1 −q2 −q3




(3.6)

Avec : ωoS =
[
ωox ωoy ωoz

]T
: Vecteur de la vitesse angulaire du satellite dans le

repère orbital.

La vitesse angulaire du satellite dans le repère orbital peut être obtenue à partir de la

vitesse angulaire du satellite dans le repère inertiel en utilisant la matrice de transforma-

tion A :
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ωoS = ωIS −Aωo (3.7)

Si on suppose que le satellite a une orbite proche de l’orbite circulaire avec une vitesse

angulaire orbitale moyenne du satellite ωo, donc :

ωo =
[

0 −ωo 0
]T

: C’est un vecteur de vitesse constante.

En Utilisant la matrice de transformation dans le deuxième chapitre, l’Eq. (3.7) devient :

ωox = ωx + ωoA12

ωoy = ωy + ωoA22

ωoz = ωz + ωoA32

(3.8)

Equation Cinématique d’attitude dans 2-1-3 Angles d’Euler

Il est intéressant de décrire l’équation de la cinématique en se référant aux angles

d’Euler, où les dérivés des angles d’Euler seront fonction d’attitude et du vecteur de

vitesse de rotation instantanée du satellite dans le repère inertiel. Pour la séquence d’angle

d’Euler 2-1-3, les équations cinématiques peuvent être dérivées par l’utilisation du vecteur

de la vitesse angulaire ωRS comme suit [3] :

θ̇ = (ωRx sinψ + ωRy cosψ) sinφ

φ̇ = ωRx cosψ − ωRy sinψ

ψ̇ = ωRz + (ωRx sinψ + ωRy cosψ) tanφ

(3.9)

Où :

ωRS =
[
ωRx ωRy ωRz

]T
:vitesse angulaire relative du satellite.

On remarque facilement que le changement d’un seul angle, va influer sur les deux

autres, Un point important est que cette représentation (2-1-3) a une singularité lorsque

l’angle de roulis φ = ±π
2

alors il serait impossible de résoudre le système (3.8) autrement

dit ; un blocage du processus d’intégration. D’où l’intérêt des quaternions, qui ne représentent

aucune de ces singularités.

Le modèle général décrivant le mouvement du satellite et son attitude est obtenu en

rassemblant les équations dynamiques et cinématiques, on obtient le système non linéaire
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suivant : 



Ixω̇x = (Iy − Iz)ωyωz + ωzhy − ωyhz + Nx − ḣx

Iyω̇y = (Iz − Ix)ωxωz − ωzhx + ωxhz + Ny − ḣy

Izω̇z = (Ix − Iy)ωxωy + ωyhx − ωxhy + Nz − ḣz

q̇1 = 1
2

(ωzq2 − ωyq3 + ωxq4)

q̇2 = 1
2 (−ωzq1 + ωxq3 + ωyq4)

q̇2 = 1
2 (−ωzq1 + ωxq3 + ωyq4)

q̇3 = 1
2

(ωyq1 − ωxq2 + ωzq4)

q̇4 = 1
2

(−ωxq1 − ωyq2 − ωzq3)

(3.10)

3.2.3 Modélisation du Couple du Gradient de Gravité

L’expression du vecteur du gradient de gravité dans le cas d’une orbite à faible ex-

centricité est donnée dans le repère satellite par [7] :

NGGx = 3ω2
o

[
(Izz − Iyy)A23A33 + IyxA13A33 + IyzA

2
33 − IzxA13A23 − IzyA

2
23

]

NGGy = 3ω2
o

[
(Ixx − Izz)A13A33 − IxyA23A33 − IxzA

2
33 − IzxA

2
13 + IzyA13A23

]

NGGz = 3ω2
o

[
(Iyy − Ixx)A13A33 + IxyA

2
23 + IxzA23A33 − IyxA

2
13 − IyzA13A33

]

(3.11)

Où :

– ω2
o = µ

R3
o

– ωo :Vitesse angulaire orbitale [rad/s] ;

– Aij : Eléments de la matrice d’attitude A.

3.2.4 La loi de Commande

Dans cette partie, on présente une loi de commande d’attitude très utilisée en pra-

tique quand l’attitude du satellite est décrite en terme de quaternion. Comme mentionné

auparavant, les quaternions ne présentent aucune singularité contrairement aux angles

d’Euler. En revenant à l’équation dynamique (3.1) du mouvement [21, 22, 23] :

Iω̇ + ḣ+ ω × (Iω + h) = Next (3.12)

La quantité ḣ = NRoue est le couple net appliqué aux roues par le satellite. La troisième

loi de Newton du mouvement, et le couple appliqué au satellite par les roues.

Pour les perturbations on peut borner Next à une valeur maximale et l’utiliser pour

les simulations, par exemple on peut prendre Next ≤ 10−4 (N.m). La loi de commande
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utilisée pour contrôler l’attitude est :

Ncontrole = −Kqe −Dωos (3.13)

– qe =
[
q1e q2e q3e

]T
est un quaternion d’erreur (3 × 1) ;

– K = diag
[
K K K

]
etD = diag

[
d1 d2 d

3

]
deux matrices de gains de

commande définies positives.

Alors le couple appliqué aux roues est le suivant :

Nroue = Kqe +Dωos − ωIs ×
(
IωIs + h

)
+Next (3.14)

K = kI,D = DI Deux matrices diagonales. Si les quaternions sont utilisés directe-

ment dans les algorithmes de contrôle, il sera commode de définir un quaternion d’erreur.

Le quaternion d’erreur est la différence entre le quaternion courant et le quaternion com-

mandé. Il peut être représenté par :



q1e

q2e

q3e

q4e




=




q4c q3c −q2c −q1c
−q3c q4c q1c −q2c
q2c −q1c q4c −q3c
q1c q2c q3c q4c







q1

q2

q3

q4




(3.15)

Où :

– qe =
[
q1e q2e q3e q4e

]T
Vecteur d’attitude du quaternion d’erreur.

– qc =
[
q1c q2c q3c q4c

]T
Vecteur du quaternion de commande.

– Toutefois, si le quaternion courant et les quaternions de référence cöıncident(q = qe),

le quaternion d’erreur qe =
[

0 0 0 1
]T

.

3.3 La méthode Linéaire Quadratique

3.3.1 Présentation du problème

Nous considérons le système linéaire continu, invariant dans le temps, régi par les

équations suivantes [24] :




ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) , x (t0) = x0

y (t) = x (t)

z (t) = Nx (t)

(3.16)
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où x (t) ∈ Rn désigne le vecteur d’état,u (t) ∈ Rm le vecteur de commande, et z (t) ∈ Rq

le vecteur des sorties régulées. Le vecteur y(t) des sorties observées est le vecteur d’état.

La synthèse Linéaire Quadratique dénommée LQ ou LQR (Linear Quadratic Regulator)

consiste en la recherche d’une matrice gain Kc, telle que la commande par retour d’état

u(t) = −Kcx(t) stabilise le système et minimise le critère quadratique (3.17) :

J =

∞∫

0

(
zTQz + uTRu

)
dt =

∞∫

0

(
xTQxx+ uTRu

)
dt (3.17)

où les matrices de pondérations Q, Qx et R satisfont

Q = QT ≥ 0, R = RT � 0, Qx = NTQN. (3.18)

3.3.2 Recherche de la loi optimale

Compte tenu du fait que le critère J est scalaire, l’expression (3.17) peut s’écrire [24] :

J = Trace




∞∫

0

(
xTQxx+ uTRu

)
dt


 (3.19)

soit. encore, en remplaçant u(t) par −Kx(t)

J = Trace
[(
Qx +KTRK

)
L

]

avec

L =

∞∫

0

xxTdt

Le système bouclé est alors caractérisé par la dynamique :

x (t) = eAf tx0

où Af = A− BKc obéit à l’équation de LYAPUNOV (si le système est stabilisable)

AfL + LATf = −x0x
T
0 (3.20)

On est ainsi conduit à rechercher le gain K = Kc, minimisant le critère (3.19) où la

grandeur L obéit à la contrainte (3.20).

La fonction Hamiltonienne peut s’écrire

H = Trace
[(
Qx +KTRK

)
L+ P

(
AfL+ LATf + x0x

T
0

)]
(3.21)
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et les conditions (nécessaires) d’optimalité deviennent :

δH

δL
= 0 ⇒ Qx +KTRK + PAf +ATf P = 0 (3.22)

δH

δK
= 0 ⇒ 2RKcL− 2BTPL = 0 (3.23)

On montre que ces conditions sont également suffisantes et on déduit immédia-tement la

matrice gain Kc optimale par la relation suivante :

Kc = R−1BTP (3.24)

où P obéit à l’équation algébrique de RICCATI :

PA+ ATP − PBR−1BTP +Qx = 0 (3.25)

L’obtention du gain Kc passe donc par la recherche de la solution P symétrique définie

positive, l’équation de RICCATI, qui reportée dans l’équation (3.24) fournit la matrice

gain Kc.

Enfin, pour obtenir la valeur minimale du critère, il suffit d’écrire, d’après (3.22) :

Jmin = Trace
[(
Qx +KT

c RKc

)
L

]
= Trace

[(
−PAf − ATf P

)
L

]

En utilisant la propriété Trace (AB) = Trace (BA) et, compte tenu de la relation (3.20)

on obtient

Jmin = xT0 Px0 (3.26)

Parmi toutes les façons de résoudre l’équation de RICCATI, nous allons en présenter une

particulièrement intéressante au niveau théorique.

3.3.3 Résolution de l’équation de RICCATI

Comme indiqué à l’annexe A, on construit tout d’abord la matrice (lite Hamil-

tonienne [24] :

H =


 A −BR−1BT

−Qx −AT


 , (dim ension 2n× 2n) (3.27)

Nous allons démontrer dans une première étape la propriété modale suivante.
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Propriété Les 2n valeurs propres (de la matrice H sont constituées des n valeurs pro-

pres en boucle fermée de la matrice A−BKc et de leurs opposées. En d’autres termes si

λ est une valeur propre de H alors −λ est aussi valeur propre.

On aboutit finalement à la relation suivante

det (λI2n −H) = det (λIn − (A −BKc)) det
(
λIn + ATKT

c B
T
)

(3.28)

où l’on voit que les 2n valeurs propres qui annulent det (λI −H) sont constituées des n

valeurs propres du système LQ en boucle fermée et de leurs opposées.

Il existe donc n et seulement n valeurs propres à partie réelle négative. Soit Λ = diag (λ1, . . . , λn)

la matrice associée à ces valeurs propres. On construit alors la matrice X, de dimension

2n× n, constituée des vecteurs propres associés. On a

HX = XΛ

En répartitionnant X en deux sous-matrices X1 et X2 on obtient

 A −BR−1BT

−Qx −AT





 X1

X2


 =


 X1

X2


Λ

qui se décompose en

AX1 − BR−1BTX2 = X1Λ

−QxX1 − ATX2 = X2Λ

Si on choisit P sous la forme

P = X2X
−1
1 (3.29)

on obtient alors facilement, à partir des équations (3.27) et (3.28) :

−Qx − ATP = P
[
AX1 −BR−1BTX2

]
X−1

1

et il en résulte que P vérifie bien l’équation de RICCATI

PA+ ATP +Qx − PBR−1BT = 0
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3.4 La méthode Linéaire Quadratique Gaussienne (méthode

LQG)

3.4.1 Position du problème

La méthode Linéaire Quadratique (synthèse LQ) exige la connaissance du vecteur

d’état. Dans la majorité des problèmes de commande, on ne dispose que d’une connais-

sance partielle du vecteur d’état. La synthèse LQG consiste donc à rechercher, à partir

de cette mesure partielle, un régulateur qui minimise un critère quadratique de nature

stochastique. Nous rappellerons ici les traits généraux de cette méthode en focalisant

notre attention sur les propriétés de robustesse de cette technique qui nous conduiront

tout naturellement à la synthèse LQG/LTR [24].

Problème de la synthèse LQG :

Nous supposons que le système linéaire d’ordre n obéit aux équations suivantes [24]




ẋ = Ax+ Bu+Mw

y = Cx+ υ
(3.30)

où w et υ représentent des bruits blancs, de moyenne nulle, indépendants, avec respec-

tivement pour matrice de covariance W et V.2

E
[
w (t)w (t)T

]
= Wδ (t)E

[
υ (t) υ (t)T

]
= V δ (t)E

[
w (t) υ (t)T

]
= 0 .

avec W ≥ 0 et V ≥ 0
(3.31)

On note aussi Wx = MWMT la matrice de covariance du bruit d’état.

A partir du vecteur y de mesures bruitées, nous recherchons une loi de commande qui

minimise le critère

J = lim
T→∞

E




T∫

0

(
zTQz + uTRu

)
dt


 (3.32)

OÙ z = Nx désigne le vecteur à réguler et Q et R deux matrices de pondération avec,

comme précédemment,

Q = QT ≥ 0 et R = RT � 0

La solution de ce problème s’appuie sur le principe de séparation [2] qui établit que la

commande optimale est obtenue
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1. en recherchant l’estimation optimale (au sens de la variance d’erreur minimale) de

l’état x par la méthode du Filtre de KALMAN

2. en employant cette estimation comme si elle était la mesure exacte du vecteur

d’état, pour résoudre le problème de commande optimale linéaire déterministe

(méthode LQ).

Pour être plus précis, deux étapes composent cette synthèse :

1re étape : On estime l’état x par l’équation classique du filtre de KALMAN à condi-

tion que le triplet
(
A,MW 1/2, C

)
soit détectable et stabilisable.

˙̂x = Ax̂ +Bu +Kf (y − Cx̂)

avec Kf = PfC
TV −1 où Pf obéit à l’équation de RICCATI suivante :

PfA
T + APf − PfC

TV −1CPf +MWMT = 0 (3.33)

avec Pf = P Tf � 0.

2eme étape : En supposant la détectabilité et la stabilisabilité du triplet
(
A,B,Q1/2N

)
,la

commande optimale est alors de la forme :

u = −Kcx̂

avec 



Kc = R−1BTPc

PcA+ ATPc − PcBR
−1BTPc +NTQN = 0

(3.34)

La synthèse LQG exige donc la résolution de deux équations de RICCATI duales. On

peut ainsi représenter cette commande optimale sous la forme du bloc diagramme de la

Figure (??) où nous avons visualisé le système G (s) = C (SI − A)−1
B, précédé de la

matrice gain de commande K, et du filtre de KALMAN synthétisé par sa matrice gain

d’estimation Kf .

Les équations précédentes font apparâıtre une remarquable dualité entre l’estimation et

la commande avec les correspondances suivantes [24] :

A ↔ AT N ↔MT

B ↔ CT Kc ↔ KT
f

R ↔ V Pc ↔ Pf

Q ↔W

Qx = NTQN ↔Wx = MWMT
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En se référant à la Figure (??), le correcteur K(s) reliant y(s) à u(s) s’écrit immédiatement :

K (s) = −Kc (sI − A+ BKc +KfC)−1
Kf

3.4.2 Propriété modale de la commande LQG

On voit immédiatement que le correcteur a la même dimension que le système.

En choisissant comme vecteur d’état du système bouclé le vecteur s et son estimé les

équations d’état d’ordre 2n du système régulé (e = 0) s’écrivent

 ẋ

˙̂x


 =


 A −BKc

KfC A −BKc −KfC





 x

x̂


 +


 M 0

0 Kf





 W

υ




y =
[
C 0

]

 x

x̂


 + υ (3.35)

En choisissant comme nouveau vecteur d’état le vecteur x et le vecteur d’erreur e =

x− x̂les équations précédentes deviennent alors

 ẋ

ε̇


 =


 A −BKc BKc

0 A −KfC





 x

ε


 +


 M 0

M −Kf





 W

υ


 (3.36)

Sur cette dernière équation nous voyons qu’en boucle fermée, les 2n modes du système

bouclé sont constitués

– des n modes de commande qui sont les valeurs propres de la matrice A −BKc,

– des n modes d’estimation qui sont les valeurs propres de la matrice A −KfC.

3.5 Introduction d’un observateur de KALMAN

Si l’on considère maintenant que seules les sorties y = Cx sont accessibles à la mesure,

par analogie avec la méthode LQG, on synthétisera un observateur de KALMAN pour

estimer l’état et appliquer sur cet état estimé, noté x̂, le gain Kc calculé précédemment.

La représentation d’état du correcteur dynamique ainsi obtenu s’écrit [24] :



˙̂x

u


 =


 A −BKc −KfC Kf

−Kc 0





 x̂

y


 (3.37)

où Kf désigne le gain de l’observateur de KALMAN. La représentation d’état, entre
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w et z, de la boucle fermée par la commande u = −Kcx̂ s’écrit maintenant :



ẋ

˙̂x

z


 =




A −BKc M

KfC A −BKc −KfC 0

N 0 0







x

x̂

w


 (3.38)

3.6 Conclusion

L’attitude d’un satellite dans son orbite peut être prédéterminée par des moyens de

contrôle qui nous permettent de maitriser les mouvements du satellite dans l’espace selon

notre choix. Ainsi, en utilisant les équations de mouvements du satellite et les algorithmes

de correction du présent chapitre nous pouvons obtenir la simulation de l’attitude et

l’attitude corrigée. Dont les résultats seront étudiés au chapitre suivant.



Chapitre 4

Analyse de la marge de

stabilité du contrôleur

d’attitude

4.1 introduction

Après avoir déterminé la boucle de régulation dans le premier chapitre et la description

de l’attitude dans l’espace par la méthode du quaternion dans le deuxième chapitre. Puis

la description par les deux méthodes du contrôle d’attitude, à savoir ”PID et LQR”,

dans le troisième chapitre. Dans le présent quatrième chapitre nous allons implémenter

les résultats obtenus tout en analysant leurs marges de stabilités :

4.2 Visualisation des différentes perturbations :

Les valeurs utilisées dans la simulation des couples de perturbations sont données

dans l’annexe A.

49
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Fig. 4.1 – couple gradient de gravité

4.3 Visualisation d’attitude

Après la simulation des équations différentielles qui modélisent notre système ALSAT-

1, dans l’environnement Matlab/Simulink.On obtient les résultats suivants qui déterminent

la variation des angles d’Euler dans le temps.

Fig. 4.2 – L’attitude
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4.4 L’algorithme de régulation

La figure schématise les différentes étapes d’informations sur le déroulement du pro-

gramme de calcul de la commande .

Fig. 4.3 – Algorithme de régulation

4.5 Choix des différents gains du contrôleur :

Simulation des différents gains de manière à atteindre la consigne choisie. En suite

à partir de la consigne atteinte nous fixons les différents gains dans une première étape.

Dans une deuxième étape, on va faire varier les consignes pour confirmer que le contrôleur

indique les résultats selon les consignes.

4.6 Résultats d’implémentation du PID

Avant d’entamer la régulation d’attitude, on établit le principe de contrôle et d’implémentations

des résultats obtenus conformément aux figures de notre simulation.
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4.6.1 Le principe de contrôle

Sachant que le satellite se trouve dans l’espace, en dehors des lois physiques terrestres.

On crée un couple commandable qui nous permet de rectifier la position du satellite selon

les références désirées .

4.6.2 Implémentations des résultats

Après le contrôle de notre système on trouve :

Fig. 4.4 – l’attitude contrôlée sous référence (0, 0,0)

4.7 Correcteur LQR

4.7.1 La Synthèse du régulateur LQR MIMO

Dans le cas où le système d’état de l’équation (5) est un système linéaire ou linéaire

autour d’un point de fonctionnement, on peut le représenter sous la forme suivante :




ẋ = Ax+ Bu

y = Cx
(4.1)
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La synthèse du régulateur LQR consiste alors en la recherche d’une matrice de gain L où

la commande optimale par retour est donnée par [11] :

uopt = −Lx (t) (4.2)

Le critère quadratique à minimiser pour obtenir la loi de commande de relation (4.2)

est :

JLQR =

∞∫

0

(
xTQx+ uTRu

)
dt (4.3)

Où les matrices de pondération Q et R sont données par :




Q = CTC

R =




ρ 0 0

0 ρ 0

0 0 ρ




(4.4)

La condition nécessaire d’optimalité de la dérivée nulle de la fonction de coût J amène à

la solution :

L = R−1BTP (4.5)

Où P obéit à l’équation algébrique de Riccati [12] :

Ṗ = −PA−ATP + PBR−1BTP − Q (4.6)

En considérant en régime permanent la solution P de cette équation, ce qui est fait dans

la majorité des cas dans la littérature, il suffit de résoudre l’équation suivante :

−PA−ATP + PBR−1BTP − Q = 0 (4.7)
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La figure (4.5) montre le schéma de principe de la commande LQR, où le terme N est

calculé en régime permanent pour éliminer l’erreur statique par la relation suivante :

N =
[
C [−A+ BL]−1

B
]−1

(4.8)

Fig. 4.5 – Boucle de régulation LQR

4.7.2 Modélisation du système sous forme d’un espace d’états

Pour obtenir la loi de commande LQR de notre système ; Il faut d’abord déterminer

les matrices A,B et C qui nous permettront d’écrire le système sous forme d’un espace

d’états comme suit : 



ẋ = Ax+ Bu

y = Cx

A partir de l’équation dynamique :

Iω̇Is = ωIs ×
(
IωIs

)
+Cext (4.9)
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Après développement : 



Ixxω̇x − Ixyω̇y − Ixzω̇z = a

−Iyxω̇x + Iyyω̇y − Iyzω̇z = b

−Izxω̇x − Izyω̇y + Izzω̇z = c

(4.10)





Ixxω̇x = Ixyω̇y + Ixzω̇z + a

Iyy ω̇y = Iyxω̇x + Iyzω̇z + b

Izz ω̇z = Izxω̇x + Izyω̇y + c

(4.11)





a = ωy (−Izxωx + Izzωz) − ωz (−Iyxωx + Iyyωy − Iyzωz)

b = ωz (Ixxωx) − ωx (−Izxωx + Izzωz)

c = ωx (−Iyxωx + Iyyωy − Iyzωz) − ωy (Ixxωx)

(4.12)

Supposant I = diag (Ixx, Iyy, Izz)

On obtient :





ω̇x = ωxωy
(Izz−Iyy)

Ixx
+ Cx

Ixx

ω̇y = ωxωz
(Ixx−Izz)

Iyy
+ Cy

Iyy

ω̇z = ωxωy
(Iyy−Ixx)

Izz
+ Cz

Izz

(4.13)





θ̈ = ϕ̇ψ̇
(Izz−Iyy)

Ixx
+ Cx

Ixx

ϕ̈ = θ̇ψ̇ (Ixx−Izz)
Iyy

+ Cy

Iyy

ψ̈ = θ̇ϕ̇
(Iyy−Ixx)

Izz
+ Cz

Izz

(4.14)

Soit :





α = (Izz−Iyy)
Ixx

β = (Ixx−Izz)
Iyy

γ = (Iyy−Ixx)
Izz





ω̇x = ωxωyα+ Cx

Ixx

ω̇y = ωxωzβ + Cy

Iyy

ω̇z = ωxωyγ + Cz

Izz

(4.15)
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De ce qui précède nous avons choisi le vecteur d’états (attitude, vitesse angulaire) :

x = [θ, ϕ, ψ, ωx, ωy, ωz]
T

Le vecteur de commande est :

U = [Cx, Cy, Cz]
T

Ainsi notre espace d’états se présente comme suit :




θ̇

ϕ̇

ψ̇

ω̇x

ω̇y

ω̇z




=




0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

1

0 0 0 0 αωz αωy

0 0 0 βωz 0 βωx

0 0 0 γωy γωx 0







θ

ϕ

ψ

ωx

ωy

ωz




+




0 0 0

0 0 0

0 0 0
1
Ixx

0 0

0 1
Iyy

0

0 0 1
Izz







Cx

Cy

Cz




(4.16)

4.7.3 Le système linéarisé

Après linéarisation autour du point,





ωx = −9.211e − 005

ωy = 0.0001579

ωz = −1.187e− 005

(4.17)
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On obtient :




Ẋ =




0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

−0.00002

0

0

1

0

0.0001

0

0

0

0

1

−0.0002

−0.0001

0




X+




0

0

0

0.065

0

0

0

0

0

0

0.065

0

0

0

0

0

0

0.2




U

Y =




1

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0


X

(4.18)

4.7.4 Les pôles de notre système en boucle fermée sont :

Pour ρ = 0.1,on trouve :





p1 = −0.5623 + 0.5623i

p2 = −0.5623− 0.5623i

p3 = −0.1017 + 0.1017i

p4 = −0.1017− 0.1017i

p5 = −0.1017 + 0.1016i

p6 = −0.1017− 0.1016i

(4.19)
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Pour ρ = 10,on trouve :





p1 = −0.1778 + 0.1778i

p2 = −0.1778− 0.1778i

p3 = −0.0321 + 0.0322i

p4 = −0.0321− 0.0322i

p5 = −0.0321 + 0.0321i

p6 = −0.0321− 0.0321i

(4.20)

Pour ρ = 100,on trouve :





p1 = −0.1000 + 0.1000i

p2 = −0.1000− 0.1000i

p3 = −0.0181 + 0.0181i

p4 = −0.0181− 0.0181i

p5 = −0.0181 + 0.0181i

p6 = −0.0181− 0.0181i

(4.21)

Notre système est stable car tous les pôles font partie du réel négatif.

4.7.5 Implémentation des résultats :

Les paramètres du régulateur LQR MIMO :

Les matrices de pondération

Q =




1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0




(4.22)
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Pour ρ = 0.1,on trouve :

R =




0.1 0 0

0 0.1 0

0 0 0.1


 (4.23)

Les gains du régulateur LQR multi-variable :

L =




3.1623

0.0008

−0.0039

−0.0008

3.1623

−0.0023

0.0039

0.0023

3.1623

31.1072

0.0059

−0.0226

0.0059

31.1072

−0.0132

−0.0007

−0.0004

5.6234




(4.24)

N =




3.1623 −0.0008 0.0039

0.0008 3.1623 0.0023

−0.0039 −0.0023 3.1623


 (4.25)

Les résultats obtenus sont donnés dans les figures ci-dessous :
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Fig. 4.6 – L’attitude contrôlée par LQR sous référence (0,0,0)

Fig. 4.7 – L’attitude contrôlée par LQR sous référence (0,0,0)
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Pour ρ = 10,on trouve :

R =




10 0 0

0 10 0

0 0 10


 (4.26)

Les gains du régulateur LQR multi-variable :

l =




0.3162

0.0002

−0.0012

−0.0002

0.3162

−0.0007

0.0012

0.0007

0.3162

9.8369

0.0059

−0.0226

0.0059

9.8369

−0.0132

−0.0007

−0.0004

1.7783




(4.27)

N =




0.3162 −0.0002 0.0012

0.0002 0.3162 0.0007

−0.0012 −0.0007 0.3162


 (4.28)

Les résultats obtenus sont donnés dans les figures ci-dessous :
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Fig. 4.8 – L’attitude contrôlée par LQR sous référence (0,0,0)

Fig. 4.9 – L’attitude contrôlée par LQR sous référence (0,0,0)
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Pour ρ = 100,on trouve :

R =




100 0 0

0 100 0

0 0 100


 (4.29)

Les gains du régulateur LQR multi-variable :

L =




0.1000

0.0001

−0.0007

−0.0001

0.1000

−0.0004

0.0007

0.0004

0.1000

5.5316

0.0059

−0.0227

0.0059

5.5317

−0.0132

−0.0007

−0.0004

1.0000




(4.30)

N =




0.1000 −0.0001 0.0007

0.0008 0.1000 0.0004

−0.0007 −0.0004 0.1000


 (4.31)

Les résultats obtenus sont donnés dans les figures ci-dessous :
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Fig. 4.10 – L’attitude contrôlée par LQR sous référence (0,0,0)

Fig. 4.11 – L’attitude contrôlée par LQR sous référence (0,0,0)
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4.8 Analyse de la marge de stabilité

Les marges de stabilité de notre système en boucle ouverte et en boucle fermée se

présente comme suit :

4.8.1 Diagramme de bode en boucle ouverte :

Bode Diagram

Frequency  (rad/s)

-60
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(d
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-181
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-180
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Phase Margin (deg): 0
Delay Margin (sec): -0
At frequency (rad/s): 0.0808
Closed Loop Stable? No

Ph
as

e 
(d

eg
)

Fig. 4.12 – Diagramme de bode en boucle ouverte suivant x
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Bode Diagram

Frequency  (rad/s)
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Fig. 4.13 – Diagramme de bode en boucle ouverte suivant y

Bode Diagram
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Fig. 4.14 – Diagramme de bode en boucle ouverte suivant z
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4.8.2 Diagramme de bode en boucle fermé :

Bode Diagram

Frequency  (rad/s)
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Fig. 4.15 – Diagramme de bode en boucle fermée suivant x

Bode Diagram
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Fig. 4.16 – Diagramme de bode en boucle fermée suivant y
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Fig. 4.17 – Diagramme de bode en boucle fermée suivant z
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On remarque que la valeur de la marge de gain en boucle fermée est plus intérésente

qu’en boucle ouverte. Suite à l’amélioration de la marge de stabilité du système par notre

régulateur ,on constate que notre système est plus stable.

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre ,nous avons commencé dans la premiére étape par la visualisation

des différentes perturbations et de la l’attitude.Ensuite dans la deuxiéme étape nous

avons procédé à la synthése des différents régulateurs PID,LQG et l’implémentation de

leur résultat sous forme de figures.Et enfin dans la troisiéme étape nous avons étudié et

analysé la marge de stabilité du régulateur LQR .

L’oboutissement de ces opérations nous a permis de constater que la marge de stabilité

en B.F est plus intéressante qu’en B.O ;d’où réduction du risque d’instabilité.



Conclusion générale

Pour la réalisation des travaux dans le cadre de notre mémoire intitulé ” Analyse

de marge de stabilité d’un système continue ”, nous avons scindé le mémoire en quatre

chapitres comportant chacun les éléments suivants :

chapitre 1 Ce chapitre est destiné à présenter le processus a contrôlé qui est un satellite

d’observation de la terre, les éléments qui forment une boucle de régulation. Dans un

premier temps la description du satellite, on détermine le rôle et les fonctions assurés par

le système de contrôle d’attitude et d’orbite SCAO Ensuite on définit le plus clairement

possible les éléments qui forment la boucle de régulation.

chapitre 2 Dans ce travail, la représentation de l’attitude avec le quaternion uni-

taire a été retenue. Tous les algorithmes développés pour la détermination de l’attitude

ainsi que pour la commande d’attitude sont basés sur ce formalisme. Le choix de cette

représentation est justifié par les points mentionnés par la suite. De plus, comme les

applications envisagées sont en temps réel et embarquées, la représentation de l’attitude

à partir de quaternions posséde un grand avantage par rapport aux autres sur le plan de

la stabilité numérique et du coût de calcul. Les angles de Cardan (lacet, roulis, tangage)

sont les plus intuitifs et aussi les plus utilisés dans la littérature, bien qu’ils soient sou-

vent confondus avec les angles d’Euler. En conséquence, dans certaines situations dans

ce travail, nous ferons référence à des positions angulaires notées (φ, θ, ψ)=(lacet, roulis,

tangage) et nous présenterons les résultats sous cette forme. De cette façon, le lecteur

qui n’est pas familiarisé avec le quaternion pourra interpréter sans problème les résultats

obtenus.
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Chapitre 4. Analyse de la marge de stabilité du contrôleur d’attitude 71

chapitre 3 On peut à l’aide d’un régulateur positionner notre satellite selon l’attitude

choisie en conformité avec les fonctions principales pour l’observation de la terre. Nous

allons établir dans un premier temps les modélisations des mouvements du satellite et

dans une deuxième étape nous décrivons deux méthodes de correction d’attitude.

chapitre 4 Dans le présent quatrième chapitre nous allons implémenter les résultats

obtenus tout en analysant leurs marge de stabilité.

Suite aux travaux réalisés nous somme arrivés , après analyse des résultats obtenus, à

constaté que la marge de stabilité de notre système en boucle fermée avec correcteur

LQR est de loin meilleure qu’en boucle ouverte .



Annexe A

Des données de simulations

Dans toutes les simulations, il été fait usage des données suivantes :

A.1 Paramètres d’orbite

Inclinaison [deg] 98

Altitude [km] 686

Tab. A.1 – Paramètres d’orbite
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A.2 Matrice d’inertie

Ixx
[
kg.m2

]
158

Ixy
[
kg.m2

]
0

Ixz
[
kg.m2

]
0

Iyx
[
kg.m2

]
0

Iyy
[
kg.m2

]
158

Iyz
[
kg.m2

]
0

Izx
[
kg.m2

]
0

Izy
[
kg.m2

]
0

Izz
[
kg.m2

]
5

Tab. A.2 – Matrice d’inertie

A.3 Attitude initiale

Angle de roulis initial [deg] 5

Angle de tangage initial [deg] -5

Angle de lacet initial [deg] 0

Taux de variation initiale du roulis [deg/sec] 0

Taux de variation initiale du tangage [deg/sec] 0

Taux de variation initiale du lacet [deg/sec] -0.005

Tab. A.3 – Matrice d’inertie
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A.4 Le Quaternion initial

qi1 0.04358

qi2 -0.04358

qi3 0.001903

qi4 0.9981

Tab. A.4 – Matrice d’inertie

A.5 Vitesse angulaire initiale du satellite dans le repère

inertiel en mode libre

ωx [deg/sec] 0

ωx [deg/sec] -0.06

ωx [deg/sec] 0.6

Tab. A.5 – Vitesse angulaire initiale du satellite dans le repère inertiel en mode Spin
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Remarque Toutes les données utilisées dans les simulations sont issues de la documen-

tation du microsatillite Alsat-1
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Annexe B

Liste des Symboles

B.1 Paramètres Orbitaux

– e Excentricité

– r Rayon vecteur du satellite

– i Inclinaison orbitale

– Ω Ascension droite

– ω Argument du périgée

– ν Anomalie vraie

– E Anomalie excentrique

– M Anomalie moyenne

– a Demi grand axe de l’ellipse

– b Demi petit axe de l’ellipse

– b
a Rapport de l’affinité orthogonale

– ra istance de l’apogée

– rp Distance de périgée

– T Période orbitale

– tp Date de passage au périgée

– n Moyen mouvement

B.2 Coordonnées de Référence

– XS , YS , Zs Axes des coordonnées dans le repère satellite
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– X0, Y0, Z0 Axes des coordonnées dans le repère orbital

– XI , YI , ZI Axes des coordonnées dans le repère inertiel

B.3 Opérateurs

– cos Fonction cosinus

– sin Fonction sinus

– × Produit vectoriel de deux vecteurs

– ∇ Gradient d’un vecteur

– || Valeur absolue

– d
dt Fonction de dérivée par rapport au temps

B.4 Orbite et Environnement Spatial

– ρ :Densité atmosphérique

– V :Module du vecteur de vitesse du satellite

– Sref :Surface totale projetée

– µ :Constante de la pesanteur terrestre

– L :Longueur du mât

– d : diamètre du mât

– M :Masse du satellite

– m :Masse d’extrémité

– h :Altitude du satellite

– Cs :Constante solaire

– θi :Incidence du flux solair

B.5 Paramètres d’Attitude

– φ : Angle du roulis

– θ : Angle du tangage

– ψ : Angle du lacet

– ψref : Angle de référence du lacet

– A : Matrice de transformation d’attitude

– q : Quaternion d’attitude en coordonnées orbitales
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– q1, q2, q3, q4 : Composants de quaternion d’attitude (référence orbitale)

– ϕ :Angle de rotation d’Euler

– e :Axe de vecteur d’Euler en coordonnées de référence orbitale

– eox, eoy , eoz :Axes des Composants d’Euler en coordonnées de référence orbitale

– qe :Vecteur quaternion d’attitude d’erreur

– qe1, qe2, qe3, qe4 : Composants de quaternion d’attitude d’erreur

– qc : Quaternion d’attitude de Commande

– q1c, q2c, q3c, q4c : Composants de quaternion d’attitude de commande

– ωIs : Vecteur de la vitesse angulaire du satellite dans le repère inertiel

– ωx, ωy, ωz : Composants de la vitesse angulaire dans le repère inertiel

– ω0
s : Vecteur de la vitesse angulaire du satellite dans le repère orbital

– ω0x, ω0y, ω0z : Composants de la vitesse angulaire dans le repère orbital

– ωo : Vecteur de la vitesse angulaire orbitale

– ωom : Vitesse angulaire orbitale moyenne

– Ω : Matrice de vitesse angulaire dans l’équation cinématique d’attitude

– A (q) : Matrice du quaternion relatif dans l’équation cinématique d’attitude

– L : Vecteur du moment angulaire

– ωRS : Vecteur de la vitesse angulaire relative dans toute référence de coordonnée

– ωRx, ωRy, ωRz : Composants de la vitesse angulaire relative dans toute référence de

coordonnée

– ωz : Vitesse de gyration

– ωozref :Vitesse angulaire de référence de l’axe Z

B.6 Valeurs du Moment d’Inertie du Satellite (MOI)

– I : Matrice d’inertie du satellite

– Iz : Inertie de l’axe gyré

– IT : Inertie transversale

– Ixx, Iyy, Izz : Moments principaux du MOI

– Ixy, Ixz, Iyz :Produits du MOI
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B.7 Couples du Satellite

– Next : Couple externe agissant sur un satellite

– Nx, Ny, Nz : Composants du couple externe

– CD : Vecteur de couple de perturbations externes

– Cdx, Cdy, Cdz : Composants de couple de perturbations externes

– NGG : Vecteur de couple de gradient de gravité

– Cm Composants de couple de gradient de gravité

– Cmx, Cmy, Cmz : Vecteur du couple magnétique

– Caero : Composants du couple magnétique

– Vecteur du couple aérodynamique

– Cradso : Vecteur du couple de radiation solaire

– h : Vecteur du moment angulaire des roues à réaction

– hx, hy, hz : Composants du moment angulaire des roues à réaction

B.8 Paramètres du Champ Magnétique

– B : Vecteur du champ magnétique dans le repère inertiel

– gmn , h
m
n : Coefficients de Gauss

– Pmn : Fonction de Legendre

– Bx, By, Bz : Composants du champ magnétique

– Bo : Vecteur du champ magnétique dans le repère orbital local

– Box,Boy,Boz : Composants de champ magnétique dans le repère orbital local

– Br : Composante radiale du champ magnétique

– Bϕ : Composante horizontale du champ magnétique

– M : Vecteur du moment magnétique

– αG : Ascension droite du méridien de Greenwich du champ magnétique

– α : Ascension droite du champ magnétique

B.9 Contrôleur des roues de stabilisation

– PID : Contrôleur Proportionnel Intégrateur Dérivateur

– KP : Gain proportionnel

– KD : Gain dérivatif
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– KI : Gain intégral

– τ : Constante de temps de réponse

– Cc : Couple de contrôle

– θm : Angle mesuré

– θref : Angle de référence
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Annexe C

La Mécanique Orbitale

C.1 La Mécanique Orbitale

Les lois de Kepler énoncées en 1618 sont les suivantes :

– 1erloi : ”Les orbites des planètes sont des ellipses planes dont le Soleil occupe l’un

des foyers”. Il en va de même, tous les satellites artificiels décrivent autour de la

terre des orbites elliptiques dont l’un des foyers est occupé par la terre.

– 2emeloi : Au cours du mouvement, le rayon vecteur joignant le centre de la terre

au satellite artificiel balaie des aires égales en des temps égaux.

– 3emeloi : Le rapport du cube des demis grands axes des orbites aux carrés des

périodes est le même pour tous les satellites artificiels.

Loi de Newton

La loi de Newton énoncée en 1687, qui est la suivante :

Deux masses ponctuelles m1 ,m2 ,placées à une distance r l’une de l’autre, s’attirent

avec une force proportionnelle au produit de leurs masses, et inversement proportionnelle

au carré de la distance qui les sépare.

FA = G
m1m2

r2
(C.1)

G : constante de gravitation universelle 6, 672.10−11m3.kg−1.s−2 .
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C.2 Les Paramètres Orbitaux

Pour décrire précisément la position d’un satellite sur une orbite terrestre, il faut un

certain nombre de paramètres, appelés éléments Képlériens. Les premiers d’entre eux

décrivent l’orbite elle-même par rapport à la terre et au soleil. Les seconds décrivent les

coordonnées du satellite sur cette orbite.

Ces paramètres sont plus utilisés en mécanique spatiale que les coordonnées cartésiennes

classiques car elles permettent une interprétation géométrique simple [25].

C.2.1 Forme de l’orbite

Fig. C.1 – forme d’orbite

Pour décrire la forme de l’orbite, deux paramètres sont utilisés :

– le demi-grand axe a

– l’excentricité e

e =
c

a
(C.2)

e =

√
1 − b2

a2
(C.3)

Où c est la distance centre-foyer. Pour une ellipse, l’excentricité vaut 0 ≤ e ≤ 1.

Le cas particulier e = 0représente un cercle, comme par exemple les orbites géostationnaires.

e = 1 représente une parabole (trajectoire des lanceurs) et e > 1 une hyperbole (passage

dans la zone d’influence d’un astre).
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On peut également utiliser les rayons du périgée (point de l’ellipse le plus proche de la

terre) et apogée (point de l’ellipse le plus éloigné de la terre), ra et rp.

La ligne joignant ces points est appelée ligne des apsides. Ces rayons sont reliés au demi

grand axe et à l’excentricité par les formules :

ra = a (1 + e) (C.4)

rp = a (1 − e) (C.5)

Fig. C.2 – Excentricité des coniques

C.2.2 Position de l’orbite

Pour exprimer la position de l’orbite dans l’espace, trois nouveaux paramètres sont

nécessaires :

– L’inclinaison par rapport à l’équateur i. Les intersections entre cette orbite in-

clinée et l’équateur s’appellent ”noeud ascendant” et ”noeud descendant”. Le noeud

ascendant est celui qui correspond au passage du satellite de l’hémisphère sud

à l’hémisphère nord, tandis que le noeud descendant correspond au passage de

l’hémisphère nord à l’hémisphère sud.

– l’ascension droite du noeud ascendant Ω. C’est l’angle entre l’axe comprenant le

point vernal et le noeud ascendant, Il est compris entre 0 et 360◦.

– l’argument du périgée ω. Il exprime l’angle entre le noeud ascendant et le périgée

de la trajectoire (point le plus proche du foyer d’où est issu la force centrale, la

Terre pour un satellite).
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C.2.3 Position du satellite sur son orbite

Un seul paramètre angulaire est nécessaire.

Anomalie vraie ν

On choisit généralement l’angle entre le périgée et le satellite, appelé anomalie vraie

et noté ν. L’équation de la trajectoire s’écrit alors :

r =
a

(
1 − e2

)

1 + e cos (ν)
(C.6)

Anomalie excentrique E

Une autre possibilité consiste à repérer la position du satellite au moyen de l’angle

E centré en O (centre de l’ellipse) entre le périgée et la projection S’ du satellite sur le

grand cercle de l’ellipse. L’équation de la trajectoire devient :

r = a (1− e cos (E)) (C.7)

Fig. C.3 – Position du satellite sur son orbite

Anomalie moyenne M

Enfin, la dernière alternative consiste à choisir une grandeur fictive appelée anomalie

moyenne, qui représente l’angle entre le périgée et le point S
′′
. Ce point S

′′
serait un

mobile, confondu au périgée avec le satellite, qui se déplacerait sur le grand cercle à

vitesse uniforme à la période T du mouvement sur l’orbite réelle.
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L’anomalie moyenne M varie linéairement en fonction du temps et nous donne la position

vrai du satellite sur son orbite :

M = n (t − tp) (C.8)

Où :

– t : représente l’instant courant .

– tp : représente la date de passage au périgée .

– n : la pulsation de l’orbite elliptique, donnée par : n = 2π
T rad/s, appelée également

mouvement ). moyen du satellite. Suivant la 3eme loi de Kepler, on a n2a3 = cste =

µ oùµ = GMT = 398600km
3/
s2

On passe de l’anomalie excentrique à l’anomalie moyenne par la formule qui est appelée

équation de Kepler :

M = E − e sin (E) (C.9)

Fig. C.4 – Les Paramètres orbitaux
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