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Large
Exercice 01 : (05 points)
1) Calculer l'intégrale I; = // sin(x) cosy dxdy, avec D = [0, 2]2.
D

c X
2) Calculer I'intégrale I = //C mdwdy, avec C = {(z,y) € R* xy > 0, x2 +y? < 4}. Tracer C.

1
3) Calculer I'intégrale I. :/// —= dzdydz,
) grale I3 LAz T
avec V = {(z,y,2) e R®, 0<x<1, 0<y<x, 0<z<y}

Exercice 02 : (05 points)
1 1o (42
Vt3 4+ 1 t
1) Etudier la nature des intégrales suivants : I = / %dt, I, = sin )dt.
o 2+t 0oVt

+oo
arctan(t
2) Montrer que J = / ?tg)dt’ converge, a) directement, b) par le critére de Riemann.
0

Exercice 03 : (05 points)
1
1) Résoudre ’équation différentielle suivante : —z’ + Z_ —— . (F1)
x 1+x
y ¥

2) Déduire la solution de ’équation différentielle (E3) donnée par : y' + = = Trx
x x

Exercice 04 : (05 points)
1
a) Retrouver l'original de la transformée de Laplace suivante : F(p) = —————
: W= orapr2e

b) Résoudre I'équation différentielle en utilisant la transformée de Laplace :
y"(t) + 5y’(t) + 6y(t) =e 2%, avec y’'(0) =y(0) = 0. Puis déduire la solution particuliére.

c¢) Montrer que £L(cos(wt))(p) = a2 utilisant les transformations de Laplace ¢i-dessous.
p? 4w

.. 1 |
Indication :£(e®*)(p) = — L= 0. L(t"e*)(p) = pamr, t >0
L(f™ (1)) (p) = p"L(f)(p) — p*~H£(0) —p*2f/(0F) — - — £~ D (0F)
Bon @
courage!

Dr. I.Medjadj
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Solution Exercice 01 :
w/2

/2 /2 5
)L = //Dsin(m) cos ydxdy :/0 sin(x)dx ></ cos(y)dy = [—cos(a:)]g/ [sin(y)]o = \1/_/

(0.25pt)
KR
2

2) (0.25*2=0.5) suivant le domaine C' = C; U C on passe au coordonnées polaires :
{ z = rcos(2)...(0.25pt), |J| =r...(0.25pt) ou Cy = {(r,0) € R* 7 €[0,2],0 € [0, 3]}...(0.25pt)

(0.25pt) (0:5p1)

L’intégrale

y = rsin(z)...(0.25pt) Cy = {(r.6) € R%,7 € [0,2],6 € [r, 3]}...(0.25pt)
devient :
2 r2 /2 37/2 ) . .
I :/0 mdr[/o cos(#)df +/ﬂ cos(6)df] = [r — :au"ctam(r)]()[[s;m(e)}o2 + [smw)]; ] = ( \O/ |
0.25pt.

(0.25pt) (0.25pt)

Autre Méthode : Le domaine est symétrique par rapport & O Dorigine....(1pt) et d’autre part, pour tout
couple (z,y) de D, on a f(—z,—y) = —f(z,y)..... (Ipt). On a donc I3 =0 ....(0.5pt)

(0.25) (0.25pt)
o = [ ) aler—i [ [ 1000 a)s
= T 3%R Y r = — = z — Y T
’ o LJo \Jo (1+2)3 2 Jo Lo 0
L -1 z Lt 1 1 x? ;1 1
— 5/0 x[[(uy) +y}0}dx:§/o [(1+z) +:rf1]dx:§[ln(1+x)+?fx]0:i(ln(z)fi)
(0-25pt) (0.25pt) (0.25pt) (0.25pt)

34+ 1dt V3 +1dt 1
2 12(1 4 12) 2"

Solution Exercice 02: 1.)a)on a (0.5pt), au v(0)

1
1
/ 2 diverge intégrale de Riemann 2éme espéce o = 2 > 1 on déduit que : I; est divergente...(0.25pt)
0

(0.5pt)
sin(t?)
Vit

1
b) De méme ~0 t%..(0.5pt), / £3/2dt est une intégrale simple convergente, alors :I5 converge.
0 %/_/

0.25
(0.5pt) ¢ et
—_——~
) L ¥ arctan(t) , 9
2) Soit x > 0, calculons 'intégrale : Wdt sous la forme [ vw'u =u"/2,
0 (0.5)pt
2
J= hIJIrl [arctan2(t)/2]2 = arctan?(z)/2 = % d’otu la convergence.

—~
(0.25)pt (0.5)pt



(0.25)pt

(0.5)pt

—_ arctan(t)
arctan(¢ 5 2
Par le critére de Riemann : arctan(t) ~ 2 au v(400) car lim 1+t =1.
1412 t2 t—+oo 3
12

+oo
/ 2 converge intégrale de Riemann lére espéce o = 2 > 1 ainsi J converge.
1

(0.5pt)
(0.25)pt)

Solution Exercice 03 : 1) on résout d’abord I'équation homogene : (Ej) : —2' + Z—0ona:
x

dxr

(0.25)pt)

=z/x=In|z| =ln|z|+c¢= z =Kz, k = £e° ¢ € IR. On cherche ensuite une solutio particuliére en ulilisant
D

(0.25)pt) (0.25)pt) (0.25)pt)
(0.25)pt)

la méthode de la variation de la constante notée M.V.C, on pose z(z) = k(x)z En remplagant dans (E;) on aura :

. 0.25
(0.25)pt) (0.25)pt) (0.5)pt) (0.5)pt)
1 1
—zk'(z) — k(x) + k(z) = T = k(z)=— / mdw =—aln|z|—bln|z+ 1| =In|l+z| —In|z|.
(0.25)pt) (0.25)pt)
1 1
Ainsi 2z, = :cln\ﬁh Yo =k +zn| +$| .
x
(0.25)pt (0.25)pt)
2)(E3) c’est une différentielle de Bernoulli..(0.25pt), on E, divise pary® , on aura :y'y~2 + v = T2
x x
(0.25)pt) (0.25)pt)
. —1 / /) —2 . . . . -1 ]- + x —1
puis on pose z =y = 2z’ = —y'y~ - on obtient (F;) ainsi la solution y = 27 = (zk + z1n| [)”"...(0.25)pt).
x

Solution Exercice 04 : A)La décompoition : F(p) = m =T # + W...(0.25)*3:0.75pt)
a=lim, .5 iy = 1..(0.25pt), ¢ = lim, .5 ;35 = 1..(0.25pt). b= —a = —1..(0.25pt).
fO) =L F®p) =L G5m) — L o)+ E‘l(ﬁ)...(0.25pt) car L1 est linéaire
y(t) =e 3t —e 2t + te 2t t > 0....(0.75pt)
B)y” + 5y’ + 6y’ = e~2%,5/(0) = y(0) = 0..(F). En appliquant la transformée de Laplace & (F) on aura :
L(y" + 5y +6y) = L(e™*) = 15..(0.25pt), L(y") = p*F(p) — y'(0) — py(0) = p*F(p)..(0.25pt),
L(y") =pF(p) —y(0) = pF(p)..(0.25pt) L(y) = F(p) on pose F(p) =Y on remplage dans ’équation on
1

obtient : p>F(p) + 5pF(p) + 6F(p) = —— <Y = ————— ainsi d’aprés la question précédente

p~F(p) + 5pF(p) (p) P TEEESE p q p

(0.25pt) (0.25pt)
y(t) =e 3" — e + te=?' t > 0....(0.25pt). La solution particuliere est y, = te=*....(0.25pt)
et 4 et 1 iwt —iwt 11 1 p

choos(iot) = S5 = Lleos(w)(p) = L)) + Ll 0N = 5ot )= P

(0.25pt) (0.25pt) (0.25pt)
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