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Préambule

Ce polycopié a éte congu a I’intention des étudiants de la filiere d’¢électrotechnique des deux
niveaux licence (L2 et L3) ainsi que ceux de Master (M1 et M2).

Les objectifs assignés par ce programme portent sur 1’approfondissement et la consolidation
des notions d’électromagnétisme acquises par les étudiants au cours de leur premiére année et
deuxieme licence a I’université. Ce programme est destiné également a fournir aux étudiants les outils
physiques et mathématiques prérequis par les modules enseignés en troisiéme année licence a
I’électromagnétisme. Ainsi, Ce polycopié essaie de répondre au mieux aux recommandations du
programme officiel.

Avant d’entamer et de le détailler, il nous a semblé nécessaire de consacrer le premier chapitre
a ’analyse vectorielle pour introduire les opérateurs utilisés classiquement en électromagnétisme.
L’¢lectrostatique est étudiée dans le second chapitre. Les phénomeénes électrostatiques sont introduits
a partir de la loi de Coulomb et du principe de superposition. Le Théoréme de Gauss est démontré
en calculant la divergence du champ électrique défini a partir de la Loi de Coulomb; nous avons
préféré cette démarche a la méthode qui utilise la notion d’angle solide car elle permet aux étudiants
de manipuler les opérateurs vectoriels et de saisir la notion de localité des expressions.

Le chapitre suivant consacré a la magnétostatique débute par une définition du vecteur densité
de courant. La décomposition de la Force de Lorentz en deux composantes permet de définir le
champ magnétique. Nous avons préféré commencer ce chapitre par le Théoréme d’Ampeére; 1a loi de
Biot-Savart est décrite comme une conséquence des propriétés du champ magnétique et du potentiel
vecteur associe.

Le régime variable introduit Les équations de Maxwell sous la forme d’une généralisation des

équations locales obtenues en régime stationnaire. Aprés une présentation des phénomeénes
d’induction électromagnétique, la notion de courant de déplacement est introduite comme une
nécessité permettant de respecter la relation de continuité. Les équations aux dérivées partielles pour
le champ électrique et le champ magnétique sont obtenues a partir des équations de Maxwell. Les
potentiels, scalaire et vecteur, ainsi que la condition de jauge sont également présentés dans ce
chapitre qui se termine par 1’approximation du régime quasi-stationnaire.

Enfin, les propriétés électromagnétiques des matériaux sont présentées assez brievement dans le

dernier chapitre.
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byaatine Do Maswell] loate {elostrioité est & 1/

Les phénoménes électriques et magnétiques ont tout d’abord été¢ étudiés séparément par
plusieurs physiciens de renom, dont les principaux sont Franklin (1706 — 1790), Coulomb
(1736 — 1806) Oested (1775 — 1851), Ampere (1775 — 1836), Gauss (1777 — 1855) et Faraday
(1791 - 1867). C’est cependant a Maxwell (1831 — 1879) que I’on doit la formulation la plus compléte
des relations liant entre elles les grandeurs électriques et magnétiques. Les équations de Maxwell
spécifient que toute variation spatiale d’un champ électrique ou magnétique en un point de 1’espace
entraine ou est due a 1’existence, ou la variation temporelle, d’un autre champ au méme point de
I’espace. 1l s’agit la de leur forme locale, ou encore différentielle.

., 0B
roth—E
dwﬁzp
divEB =

., , aD
rotH=]+—t

James Clerk Maxwell
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Table des symboles

Symbole Unités Description

c ms ! Vitesse de la lumiere dans le vide

£ Fm! Permittivité du vide

o Hm™ Perméabilité du vide

&, Permittivité relative

£ Fm Permittivité absolue

. Perméabilité relative

m Hm™ Perméabilité absolue

y Sm Conductivité électrique

p Cm Densité volumique de charges électriques
o Cm? Densité surfacique de charges électriques
Pp Cm3 Densité volumique de charges de polarisation
j Am™ Vecteur densité volumique de courant

jD Am™ Vecteur densité volumique de courant de déplacement
jT Am™ Vecteur densité volumique de courant total
7S Am Vecteur densité de courant surfacique

F vm? Champ électrique

B T Champ magnétique

D Cm? Vecteur excitation électrique

H Amt Vecteur excitation magnétique

4 Wbm™  Potentiel-vecteur

U \Y Potentiel scalaire
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CHAPITRE 1
ELEMENTS D’ANALYSE VECTORIELLE

1.1 Champ scalaire - Champ vectoriel
Soit un triedre orthonormé (e, e,, e, ) et M un point de I’espace, de coordonnées (x,y, z) :

OM=xe,+ye +z¢, (1.1)
La fonction f (M) est dite fonction scalaire de point ou champ scalaire si :

fM) = f(xy2) (1.2)
Le vecteur v (M) est dite fonction vectorielle de point ou champ vectoriel si :

V(M) = v, (0,,2) G+ vy (%,,2) G + 1y (4,1,2) &, (1.3)

1.2 Gradient d’un champ scalaire

Le gradient (noté grad ) est défini a partir d’une fonction scalaire de point et a pour

composantes suivant les dérivées partielles de f (M) par rapport a x, y et z respectivement :
f = O
grad = — + —e, +—e 14

1.3 Divergence d’un champ vectoriel

La divergence (notée div ) n’est définie qu’a partir d’une fonction vectorielle v (M) de point et
donne une fonction scalaire de point définie, en coordonnées cartésiennes par :

ov, dv, O0v,

div (V) = Ix + 3y + e (1.5)

1.4 Rotationnel d’un champ vectoriel
Le rotationnel (noté rof ) d’un champ vectoriel donne une fonction vectorielle de point définie
en coordonnées cartésiennes par :

32 ol OV o T o] & (1.6)

v, avy] _ avx avZ
dy

rot (¥) = [—— —

1.5 Laplacien scalaire
Le laplacien scalaire d’une fonction scalaire de point (noté lap ou A) est par définition un champ
scalaire defini par :

Af = div [grad(f)] (1.7)

Ou dans le cas des coordonnées cartésiennes, on obtient :

ap = O 0L O (1.8)
0x? dy? 0z2

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015 7



1.6 Laplacien vectoriel

Le laplacien vectoriel (noté A)dun champ vectoriel ¥ est un champ vectoriel défini par :
AV = grad[div(D)] — Tot[rot(D)] (1.9)

Dans le cas d’un systéme de coordonnées cartésiennes, la laplacien vectoriel a pour composantes :

Ave =502 Toy2 T oz
2 2 2
Ap. = d Uy d 'Uy d Uy (110)

1.7 Opérateur nabla

Pour écrire de maniére plus compacte les opérateurs vectoriels précédemment définis, on
introduit un vecteur symbolique appelé opérateur nabla et défini par :

V=e,— + a3 +e,— (1.11)

Les opérateurs vectoriels s’écrivent parfois a I’aide de 1’opérateur nabla sous les formes respectives
suivantes :

e Le gradient d’un champ scalaire f est noté

gradn) =9 =LY e U g 1.12
e Ladivergence d’un champ vectoriel est notée
R - 0V, 0V, v, (1.13)
di =V-v = '
iv(v) v o + % + o
e Le rotationnel d’un champ vectoriel est noté
., L, ov, 0Jv, dv, 0dv, vy,  0vy (
) = 5 = |—Z2_"Y| g X _Z7Z| gz Y _ X 1.14)
rot(v) =V x v [Oy 0z ] e+ |3, Ox] e * | ox dy bz
e Le laplacien scalaire d’un champ scalaire est noté
Af = div [grad(f)] = V- Vf = V() (1.15)
Ou V2 se lit « del de »
e Le laplacien vectoriel d’un champ de vecteurs est noté
V29 = AD = grad[div(D)] — rot[rot(¥)] = V- (#) — V x [V x 5] (1.16)
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1.8 Théoreme de Stokes-Théoreme de Gauss
1.8.1 Circulation d’un champ vectoriel

On définit la circulation d’un vecteur ¥ le long d’un contour(C), par B
I’intégrale curviligne :
SN v
Cp(V) = f v-dl (1.17)
AB o1 (C)
A
La circulation de long d’un contour fermé est notée :
c(®) = ffﬁ-ii (1.18)
1.8.2 Flux d’un champ vectoriel
On définit le flux d’un vecteur v a travers une surface (s) par I’intégrale double :
(1.19)

Lorsque la surface (S) est fermée, le vecteur unitaire 7 est dirigé de I’intérieur vers 1’extérieur.

1.8.3 Théoreme de Stockes
La circulation d’un vecteur le long d’un contour fermé (C) limitant une surface (S) est égal au
flux de son rotationnel a travers cette surface.

C(D) = ¢y (Tot(D)) (1.20)
fﬁﬂ: ﬂr_ot’(ﬁ)-ﬁds (1.21)
($)

Le vecteur unitaire 71 est orienté selon la convention du tire-bouchon de Maxwell.

1.8.4 Théoreme de Gauss-Ostrogradski (ou théoreme de la divergence)
Le flux d’un champ vectoriel a travers une surface fermée (S) est égal a I’intégrale de sa
divergence dans le volume (t ) limité par la surface fermée ( S):

#ﬁ-ﬁ ds = de(a)dr

) ©)

(1.22)
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Exercices résolus

- Exercice.l:
Monter que le gradient d’un champ de scalaire U est a circulation conservative.

~ Exercice.2 :
Montrer que le rotationnel d’un champ de vecteurs W est un champ a flux conservatif.

- Exercice.3 :
Soit un champ de scalaires U défini dans tout I’espace noté par :
ou ou ou
dUu = Edr +£de +%dq)

La differentielle de U.
1. Exprimer dU en fonction de I’opérateur gradient.

2. Donner I’expression du déplacement élémentaire dr en coordonnées sphériques.

3. A partir de I’expression mathématique de la différentielle de U et de son expression en fonction
du gradient, en déduire les trois composantes scalaires U dans le systeme des coordonnées
sphériques.

- Exercice.4 :
On se propose d’étudier la composante orthoradiale (suivant iig) du rotationnel d’un champ de

vecteurs W dans le systeme des coordonnées cylindriques.

1. Que représente 1I’opérateur divergence du champ de vecteurs W en termes de circulation ?
2. Quel est le contour adapté a 1’étude de la composante orthoradiale de 1’opérateur rotationnel ?
3. En déduire I’expression de cette composante orthoradiale.

Solutions
= Exercice :1

Montrons que la circulation de gradU entre deux points A et B ne dépend pas du chemin suivi entre
ces deux points.

1-  Soit un contour fermé T sur lequel est défini en tout point gradU. La circulation de ce vecteur

le long du contour fermé I s’écrit §.” gradU. dr ou dr représente un déplacement élémentaire le

r
long du contour.
Or, par définition, dU = gradU -dr.

Donc, gﬁrg_mﬁfu_cf; = gﬁr dU = 0, puisque le contour est fermé.

2-  Soit maintenant deux lignes I'; et I, quelconques reliant deux points A et B de 1’espace et
orientés de A vers B. Leur réunion ferme un contour fermé T le long duquel la circulation du vecteur
gradient est nulle.
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0= ¢ gradv.dr=¢
r r

gradU.E; + jL gradU.E:

1 I

=7€ ..... gradU.E":—i-yg gradU.(—E;;)
r

1 Iz

D’ou en déduit

gradU.dr, = ¢ gradU.dr,
I I,

Conclusion : la circulation du gradient ne dépend pas du chemin suivie entre les points A et B,
c’est donc un vecteur a circulation conservative.

i Exercice :2

Montrons que le flux de rot W a travers deux surfaces quelconques s’appuyant sur un méme contour
est égal.
1-  Soit deux surfaces distinctes S; et S, s’appuyant

sur le contour fermé T, leur réunion formant une surface n
Surfaces s'appuyant W M ’

S fermée. Ainsi le flux de 7ot W a travers la surface  surC
fermée S s’écrit gfﬁsm W-dS , ou dS=7ndsS
représente un élément de surface S et 7 sa normale.

De méme, le flux de 7ot W a travers la surface ouverte

S, s°écrit ff” Tot W -dS, ou dS, = 7, - dS représente
un élément de surface S; et 77; la normale respective.

Alors que d’aprés la formule d’Ostrogradsky,

gp. ot W - dS = [[f," div (rof W) dV, ou V représente le volume délimité par la surface fermée .

Or on sait que div (rof W) = 0. Ceci conduit a §f, ot W = 0.
2-  La surface S est orientée vers I’extérieur du volume, alors que les surfaces S; et S, sont
orientées par le contour comme indiqué sur le schéma, avec d§1 = dS et dS, = —dS.D’ou

o=#"‘"r—>mw-d§=ﬂ """ ot W - d§ +U"'"mw-d§
S S S,

1

=ﬂ r_ofW-d§1+J rot W (—dS,)
S, S

2
On en conclut que :

ff mw-a@l:fj 7ot W - dS,
S S

1 2

Conclusion : le flux du rotationnel ne dépend pas de surface ouverte s’appuyant sur le contour
S, ¢’est donc un vecteur a flux conservatif.
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= Exercice :3
a) Par définition, si on considére un déplacement élémentaire dr le long d’un contour
quelconque : gradU -dr = dU
b) En coordonnées sphériques, le déplacement élémentaire d7 s’écrit :
dr = dr i, +rdf Uy + rsinb iy
c) D’apres 1’énoncé,
ou ou ou

dUza—dr+%d9+%d¢

Or, par définition, gradU -dr = dU avec

gradU = gradU),i, + gradU)giiy + gradU) 4, ,on a:
dU = gradU),dr + gradU)g rd6 + gradU)¢rsin0

- dr +6_U do + — do
dar a0 cl)
Ainsi, par identification, on obtient :
au _— 19U R 1 dUu
gradU)r =ar gradlU)y = 730 gradU)y = rsinaﬁ

= Exercice :4
1- Pour un contour fermé T, la formule de stockes permet d’écrire :

Ou S est une surface ouverte quelconque s’appuyant sur le contour I'. Le flux du rotationnel de w

a travers une surface élémentaire est donc égal a la circulation du vecteur W le long du contour
sur lequel s’appuie cette surface.

1. Oncherche les composantes orthoradiales du rotationnel de W. Pour cela, il faut donc considéré
une surface orientée de normale iy, c’est-a-dire par exemple la surface représentée en vert sur le
schéma ci-dessus. Le contour adapté est alors le contour I représenté en vert.

2. Onsuppose que le contour élémentaire a des dimensions

faibles, de sorte que I’on peut considérer que W-dl =
W.dl, ou W; représente la composante du vecteur W dans la

dz
direction du vecteur dl. '
Afin de calculer la circulation, on a orienté le contour dans le

sens ABCD indiqué sur le schéma. On trouve :

W.di—W-AB+W-BC+W-CO+W DA / 7 R

= W,(r,0,z + dz)dr — W,(r + dr,0,z)dz
— W, (r,0,2)dr + W,(r,0,3)dz
Or,

W,(r +dr,0,3) —W,(r,0,z) 0W,
= (r,0,3)
dr or
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W.(r,0,z +dz) —W,(r,0,3) oW,

dz
On en déduit que :

Comme

On en conclut :

a
P (r,0,3)

A
or

(r,0, Z)> drdz

_

rotW)g =

ow,
0z

ow
(r,0,3) ———=(1,0,2)
or

COURS D’ELECTROMAGNETISME
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CHAPITRE 2

ELECTROSTATIQUE
2.1 Laloi de Coulomb
Deux particules chargées, g et Q et placées dans le vide i r
exercent 1’une sur ’autre une force appelée force d’interaction %ﬁ‘ T
électrique. La force exercée par la charge Q sur la charge est
donnée par la loi de Coulomb :

[ L
Q—-q — 47.[&-07-2 (21)

Ou u est le vecteur unitaire qui pointe de la position de Q vers la position de g ; r représente la distance
séparant les deux charges alors que la permittivité du vide est donnée par :

€6 = 8.854187817 x 10712 Fm™! (2.2)

~ 36w x 1079
2.2 Le champ électrique

La présence de la charge Q dans une région de ’espace crée dans cette région un champ

electrique noté E, qui est mis en évidence par la force agissant sur la charge q ; ce qui peut se traduire
par la relation :

Fouqg = qEg (2.3)

Tenant compte de la loi de Coulomb, le champ électrique créé

—

. , RSN r Eq
par la charge Q, dans une direction donnée par le vecteur unitaire u 8 > —
et a une distance r, est alors défini par :

= Q .
Ey = —— 2.4
Q 4re,r? (2.4)

Dans le cas des phénomeénes indépendants du temps ou stationnaires, le champ électrique est
appelé champ électrostatique.

2.3 Principe de superposition

La présence de plusieurs charges Q; crée un champ électrique résultant égal a la somme
vectorielle des champs électriques créés individuellement par chacune de ces charges :

7= ZEQ;: _ Qi i (2.5)
i
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Le principe de superposition peut étre généralisé au cas d une distribution continue de charges.
Dans ce cas on considére que la région occupée par les charges est constituée d’un ensemble de
"petits” éléments chargés et la sommation peut alors s’écrire sous la forme d’une intégrale.

2.3.1 Champ électrique créé par une distribution linéique de charges électriques
En utilisant le principe de superposition, on considere de petits eléments de la distribution de
charges de longueur d£), situés aux points P portant chacun une charge dQ = A(P) dfp ouAestla

densité linéique locale de charge électrique. Le champ électrique créé par une distribution linéique de

charge de longueur est donné par :
E (M) jg MP) _PM dt (2.6)
= — P .
0 4% [[pH]|’

2.3.2 Champ électrique créé par une distribution surfacique de charges électriques

Dans ce cas on considere de petits éléments de la distribution surfacique de charges de surface
dSp, situés aux points P et portant chacun une charge dQ = oa(P) dSp ou o(P) est la densité
surfacique locale de charge électrique. Le champ électrique créeé par une distribution surfacique de
charge de surface S est donné par :

. a(P) PM
EM) = f —— dS (2.7)
© 4o |l

2.3.3 Champ électrique créé par une distribution volumique de charges électriques

Dans le cas d’une distribution continue de charges électriques dans un volume (t) avec une
densité volumique de charge électrique p, on considére de petits éléments de la distribution volumique
de charges de volume dtp, situés aux points P et portant chacun une charge dQ = p(P) dtp.
Le champ électrique crée par cette distribution volumique de charge est donné par :

E (M) 3§ (P PM_, (2.8)
= —— dr .
O 7]

2.4 Propriétés du champ électrostatique
2.4.1 Le potentiel électrostatique

Calculons le rotationnel du champ électrique E(M) donné par la précédente équation.

R p(P) PM
VXEM) = fﬂ;ﬂ o ||PM|| ——— d1p (2.9)
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Comme on calcule le rotationnel au voisinage du point M, les dérivées partielles se calculent
par rapport aux coordonnées (x, y, z) du point M, tandis que I’intégration se fait pour des éléments
de volume portant les charges et situés aux points P; 1’intégration de volume se fait donc par rapport
aux coordonnées (xp,yp,zp) du point P. De ce fait, I’opérateur V x peut étre introduit dans
I’intégrale et on obtient alors :

L ., P) PM
o [ |

les éléments p(P) et dtp sont indépendants de la position du point M et ne dépendent que de P, il s’en
suit que I’équation précédente peut s’écrire :

= p(P) < PM
i = [ L, n
@ ime | |||
Or, on sait que :
— W —
[PM]|
Il s’en suit le résultat fondamental :
Ux B =0 (2.13)

Sachant que le rotationnel d’un gradient est nul, on en déduit qu’il existe un champ scalaire
appelé potentiel électrostatique U tel que :

E=-VU (2.14)

A partir du résultat preceédent on peut aisément montrer que :
dUu = —E - d¢ (2.19)

Par intégration, on peut montrer que le potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle est :

Q

4mregr

ur) = (2.16)

On dit que le champ électrostatique E dérive d’un potentiel. On peut écrire de maniére équivalente
que le champ électrostatique est a circulation conservative, c’est-a-dire qu’il satisfait la relation
intégrale suivante :

355 CdF =0 (2.17)

)
ou (I') est un contour fermé quelconque orient€.

Le principe de superposition peut étre généralisé au calcul du potentiel électrostatique.
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=  Potentiel électrostatique créé par une distribution discréte de charges

_ _ Q; (2.18)
UM) = Z Uo: = i 4me,r;

=  Potentiel électrostatique créé par une distribution linéique de charges

UM) = 35 AP) (2.19)

@) 4-7T£0||W||

= Potentiel électrostatique créé par une distribution surfacique de charges

UM) = 35 _o® 4 (2.20)
(s) 4re||PM||

= Potentiel électrostatique créé par une distribution volumique de charges

_f 2.21
U(M) jg(r)zms(,llWll dt (2.21)

2.4.2 Topographie d’un champ électrique
a-  Lignes de champ

Pour avoir une idée sur ’allure du champ E, on trace les lignes de

champ, c’est-a-dire les courbes tangentes en chaque point au vecteur E
défini en ce point. Ces courbes sont orientées par convention dans le
sens du vecteur E ( figure 11.1).
Soit M un point d’une ligne de champ et d7 le vecteur ol
déplacement élémentaire sur une ligne de champ ( voir figure). Figure 11-1
Puisque E et d# sont colinéaires, on a :

diNE =0 (2.22)
Cette relation permet d’obtenir les equations des lignes de champ. Dans le systeme de
coordonnées cartesiennes, posons :

E=ETl+ Ey,j + E,k et d7 = dxi + dyj + dzk, ainsi la relation ( 2.22) conduit  :

dx dy dz
E, E, "L, (2.23)
e Exemple de lignes de champ
Soit une charge ponctuelle en 0, les lignes du champ crée | . " p "
- - * (4] 0
par la charge ponctuelle sont des demi-droites concourantes en O, N L
divergentes si g > 0 ( figure 1l1-2-a) et convergentes si g < 0 " ! e f
(figure 11-2-b). : :
Figure 11-2
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+ Notons que dans une région ou le champ E est un vecteur bien défini et non nul, on peut suive
de facon continue une ligne de champ.

+ Deux lignes de champ ne peuvent se croiser : la figure 11-2 montre que les lignes de champ
commencent ( figure 11-2-a) ou s’arrétent (figure 1I-2-b) sur les charges qui sont des points
singuliers.

b-  Tube de champ
L’ensemble des lignes de champ s’appuyant sur un contour fermé
constitue un tube de champ ( figure 11-3)

Figure 11-3
c-  Surfaces équipotentielles.

Ce sont des surfaces d’équation V = cste, ¢’est-a-dire d’égal potentiel ( figure I1-4). D’apres la
relation E = —WV, le champ E est normal aux surfaces équipotentielles et dirigé vers les
potentiels décroissantes ( sans le signe moins dans cette relation, E est dirigé vers les potentiels
croissants).

Nous avons représenté sur la figure 11-4, les surfaces équipotentielles et les lignes du champ E
crée par une charge ponctuelle positive. Les surfaces équipotentielles sont des spheres centrées en O,
point ou se trouve la charge. La direction de E, c’est-a-dire du gradient de V est la direction de la
normale aux surfaces équipotentielles, celle de V varie le plus rapidement ; ainsi il est clair que pour
passer de la valeur V; a la valeur de V5, le chemin le plus court est le segment AB.

Figure 11-4

Lignes de champ O Surfaces équipotentielles

Remarque :
Lorsqu’on a un systeme de plusieurs charges, on ne peut pas obtenir les lignes de champ par

superposition des lignes du champ de chacune des charges. 1l faut calculer le champ total E et ensuite
tracer les lignes de champ.

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015 18



2.4.3 Le théoréme de Gauss
Le champ électrostatique posséde des propriétés trés intéressantes. En effet considérons une
charge ponctuelle Q repérée par rapport a un référentiel par le vecteur 7, qui crée en chaque point

M (x,y, z) de I’espace qui I’entoure, un champ E (M) donne par :

_ _ Q PM (2.24)
I T

Comme nous pouvons le constater, le champ E(M) possede une singularité en P. Considérons une
surface fermée (S) telle que la charge Q se trouve & I’extérieur de cette surface. A ’intérieur du

volume (1) délimité par la surface(S), le champ E(M) ne possede pas de singularité. Nous pouvons
donc calculer la divergence de E(M). Or, nous avons montré que :

— W
V-[_ﬁ?, =0 (2.25)
I1 s’ensuit que : ”PM”
L (2.26)
V-E=0

a- Le flux du champ électrostatique
Soit une charge ponctuelle g > 0 placée en O et M un point de 1’espace (figure 11-5)

Elément d'angle
solide 52

q>0

P W 7
Avec, i = —etr = |[OM]||
llom]|
Soit dS un élément de surface entourant le point M ; orientons la surface. Le flux élémentaire
de E a travers la surface orientée est :

L. i.dS
dd = F.d§ =2 =4

= dQ
dmey 12 41e,

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015 19



N u.dS un i s . . .
ou, dQ = = —— ds :angle solide élémentaire sous lequel du point O on voit la
r? r?

surface élémentaire. Le signe de df dépend de I’orientation de la surface :
W da>0sia=n) <m/2
ddo<Osia>mn/2

b- Propriétés du champ électrostatique
Le flux a travers cette surface fermée est nul car :

B = ﬁﬁ-ds*': M V-Edt=0 (2.27)

(S)

Par contre, lorsque la charge Q se trouve a I’intérieur de la surface V - E nest plus définie en
coordonnées(xp, yp, zp). Pour contourner cette difficulté, on considere un volume limité par la
surface extérieure (S) et par une petite sphere de rayon r entourant la charge Q. Le volume 7 — 75
ne contient pas de charge; ce volume est limité par la surface fermée constituée par la surface
extérieure (S) et par la surface (Sg) en remarquant que le vecteur unitaire 7 doit étre dirigé de

I’intérieur vers 1’extérieur du volume 7 — 5. On exprime le flux de E a travers la surface (S)en
I’écrivant sous la forme :

(2.28)

En utilisant le théoréme de Gauss-Ostrogradski, on obtient :
oc= [[| ¥-Ear+o, (2.30)
T— TR
Ou:

05 = E-dS, (2.31)
)

(S

est le flux de E & travers petite sphere (B) de volume 75 et de rayon rg, entourant la charge

ponctuelleq.
ﬂf_ .
T—1Tp

Dans ce cas :
Car la divergence est defini partout sur T — 7. Il nous reste donc :

Ty

dr=0 (2.32)
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0c =05 = P E-d5, (2.33)
Mais dans le cas d’une sphere, il est relative(r%Be)nt facile de montrer que :
FodSy= @ras, =€ sy =Bsy=—2 samz= 2
B = B = B = Lo = 4meqr’ Trg = & (2.34)

(Sg) (Sp) (Sp)

Le flux du champ électrostatique a travers une surface (S) fermée entourant une charge

ponctuelle Q est donc égal a Q/go

Ce raisonnement peut étre reconduit au cas ou la surface fermée (S) entoure un ensemble de
charges Q;. D’ou le théoréme de Gauss pour le champ électrostatique :
Le flux du champ électrostatique a travers une surface S fermée entourant un ensemble de charges

ponctuelles Q; est égal a Q/go, Q =), Q; étant la charge électrique totale contenue dans le volume

T limité par la surface fermée S.
Cette relation constitue le théoreme de Gauss pour le champ électrostatique qui, sous cette
forme dite intégrale, s’écrit :

ﬁ Foas= 2 (2.35)
€0
()

Si la charge Q est répartie dans I’espace selon une densité volumique de charge p, nous avons :

0~ M e (2.36)

(7)

Le théoréeme de Gauss peut alors s’écrire :

#E-d§=%jﬂpdr (2.37)
(1)

(5

Ou (S) est une surface fermée quelconque orientée vers I’extérieur et (7) est le volume intérieur a
(S). En utilisant le théoréeme de Gauss-Ostrogradski, on peut écrire :

#E-d§= fffv-ﬁdf (2.38)
&) (1)

Le théoreme de Gauss étant vrai quel que soit le volume 1, on obtient I’équation aux dérivées particlles
suivante qui constitue la forme locale du théoréme de Gauss :
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- —>_ p
V'E=— (2.39)

(o]

Cette equation relie E aux charges qui constituent les sources du champ électrostatique.
2.4.4 Le vecteur excitation électrique D
Dans le vide, le vecteur excitation électrique D est défini par la relation :

D =gk (2.40)
Le théoréme de Gauss pour D s’écrit sous la forme :
V-D=p (2.41)

2.4.5 Equation de Poisson - Equation de Laplace
Sachant que E = — VU le théoréme de GaussV - E = Si p devient :
0

. - 1
V-[-VU]=—0p (2.42)
€o
Or le laplacien scalaire de U est défini par :
ViU = V-VU (2.43)

D’ou I’équation aux dérivée partielle satisfaite par le potentiel électrostatique U :

D
ViU = —— (2.44)

&
Cette equation aux dérivées partielles porte le nom deol’équation de Poisson pour U.
En absence de charges électriques, p = 0 et on obtient alors 1’équation de Laplace pour U.

ViU = 0 (2.45)
L’équation de Poisson pour le potentiel électrostatique U :

V2l = — P (2.46)
&o
admet comme solution
P
UM) = fff p(F) (2.47)
47T£0||PM||

Cette expression permet de calculer le potentiel scalaire U au point M(x,y, z) créé par une
distribution de charges électriques dans un volume (t) qui est decoupé en éléments de volumes dt
localisés aux points P(xp, yp, Zzp) 0U les charges sont définies localement par la densité volumique de

charges p(xp, yp, zp).
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25 Enrésumé
Les deux équations fondamentales de I’¢électrostatique dans le vide sont :

Forme locale Forme intégrale
E conservatif R =
VXE=0 E dl=0
Théoreme de Gauss pour E v.5= P # i d§ _ _Uj pde
SO
)

2.6 Exemples

Calcul du champ et du potentiel électrostatiques créés par une distribution
continue de charges a partir du THEOREME de GAUSS

1-  Nappe chargée uniformément en surface
1-1 Enoncé

Considérons un plan uniformément avec une densité surfacique o > 0 (nappe chargée) de
dimension infinie et contenue dans le plan xOy. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel
en tout point de 1’espace.

1-2 Solution

a)  Variable dont dépend E et sa direction
La nappe chargée en surface est contenue dans le plan (xOy) comme le montre la figure 11-6

+ Le plan chargé est invariant par translations suivant Ox 1z
et Oy. Le systeme des coordonnées le plus adapté au calcul de
E est le systéme cartésien de base (i,j, k). Le champ E est B M
indépendant de x ety : E(M) = E(x,v,2) = E(2). % . 0) /LX—' y
£ Le plan [I;=(M,j k) passant par M en Va o
perpendiculaire a (Ox) est un plan de symétrie pair. Ee .
[T, ainsi 1 E = E + E,

Figure 11-6

+ Le plan [[,=WM,7 k) passant par M en
perpendiculaire & (Oy) est un plan de symétrie pair. E € [[, ainsi:E = E, + E,
Ainsi, E € [[;n ], dou:

= E(2)k

De plus, le plan chargé xOy étant un plan de symétrie paire, le champ E en un point M’
symétrique de M par rapport a ce plan est :
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EM") = —E(M) avec E(M") = E(—z) = E(—2)k et E(M) = E(z) = E(z)k, ce qui implique
que :

E(—3) = —E(3)

b)  Calcul du champ électrostatique E(M)

Tenant compte de la symétrie de la distribution plane de charge, nous choisissons comme
surface fermée X le parallélépipede droit dont les génératrices sont normales au plan charge, fermé
par deux sections droites notées X1 et X, d’aire S, passant respectivement par M(x, yz) et par
M’ (x,y,z), le point syémtrgiue de M par rapport au plan xOy ( Figure 11-7).

A Z §
(S) E(M) -
n
i S
/, \,/7_6-:’1 ) (6=0) 1 k]lo+(X)
(O'f‘) 0) Z_ '———’ 1 " ; ;

X ZW (Zl)l-l\-/[_’ b 1‘ -1(2)

E(M")

n»

Figure 11-7
Le flux de E sortant de la surface latérale ¥ du cylindre est nul car en tout point de X1, on a: E -
dfl = 0.
Le flux sortant de X se réduit au flux sortant de X; et X

Cbzﬁi E-dfzﬁzlﬁ(zvz)-d§1+fLZE(M')-d§2
= E(z)(k - 7y) ffz dS, + E(—2)(k - 7i,) ﬁz ds,

AVGC (E ) T_il) = 1, (E b ﬁz) = _1 et fle d§1 = ffzz d§2 = S

¢ =[E(z) —E(—3)]Savec E(—z) = —E(3)
¢ = 2E(z)S

La charge a I’'intérieur de la surface de GAUSS est :

Qint = ff odS = oS
o
Or, d’aprés le théoreme de GAUSS, ona:

oS
2E(2)S = —
€o
D’ou le champ E
e Pourz>0:E = +Zk
280
e Pourz<0:F = -2k

N

€o
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Ces deux résultats peuvent étre condenses sous la forme :

g 3

k
2¢& || (z#0)

E =

& Ce résultat peut étre retrouvé en choisissant comme
surface de GAUSS X la surface fermée formé par le
cylindre droit, dont les géenératrices sont normales au plan
chargé, fermé par deux sections droites d’aire S, passant
par M(x,y,z) et M'( x,y, —3).

& Le champ E change de sens a la traversée de la nappe o
chargée et subit une dicontinuite égale a ? /¢ (Figure 11-8). p

A E(z2)

2¢g,

“3En réalité, il n’existe pas de distribution plane de
dimensions infinies. Cependant, la distribution plane est Figure 11-8
considéré comme infinie si on ne considére que des points
placés loin des bords de la distribution, ¢’est-a-dire des points dont la distance a la surface chargée
est petite par rapport aux dimensions de celle-ci.

c)  Calcul du potentiel électrostatique V(M)
En choisissant I’origine des potentiels dans le plan xOy :

A
V(z=0)=0 w2
V(z) = [7dV = — [ E-df avec d¢ = dzk
: - O (P, _ O 0
ePourz > 0:V(2) = 2gofoalz— 7e >,
z
ePourz < 0:V(z) =+ z%ofo dz = +2;:0z
Soit
V(@) = — oIzl
z)=——Iz
2& Figure 11-9

" A la traversé du plan chargé, le potentiel y est continu (figure 11-9).

2- Cylindre chargé uniformément en surface

2-1 Enoncé

Soit un cylindre (C) d’axe z'z, de rayon R, de longueur infinie, uniformément chargé avec une
densité surfacique de charge ¢ > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point
de I’espace.
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2-2 Solution

a) Variable dont dépend E et sa direction

Le cylindre chargé a un axe de révolution Oz ( figure 11-10). Le systeme de coordonnées le plus
adapté est le systeme cylindrique de base (i, uig, ii,) . Cette distribution de charge est invariante
par translation suivant Oz et par rotation d’angle 6 autour de 0z.

E(M) = E(r,0,2) = E(r)
Le plan [T, = (M, i, u,) passant par M et I’axe (0z) est plan de symétrie pair.
E € [y, ansiE = E, + E’z.

Bl Le plan [1, = (M, 4, 1y) passant par M et perpendiculaire a I’axe (0z) est plan de symétrie
pair.E € [I;n [1, , ainsi on aura un champ radial de la forme E = E(r)u,

i, s s otri : i ar rapport a ’axe 3’3, i
Aussi, le systéeme possede une symétrie de révolution p pport a 1 'z, et de translation

parallelement a cet axe : le champ E en un point M situé a la distance r de 1’axe est donc de la
forme :

EM) = E(r)4,

AZ 47
o TR~
R \______/
(0p>0)
(©) - (&)
“\‘_‘\ Y- aa '/Z_’l))ii__,,,,__ _<‘¢\n1
(60> 0) Tl . I - -
r NE: i, ! 17777 T —n =u,
; | (3
] h . - |
! “i r _'l o
47-"~. ' y : _O] ’ M
O R 1 L_'" - Tl
_e/ sl e O ®| o F
/ | ] ia
: b na
X :C 1 C \‘——_Dl
' ! i

Figure 11-10
b) Calcul du champ électrostatique E(M)

La surface fermée X que nous choisissons pour calculer le flux de E est une surface de méme
type que la surface chargée constitué d’un cylindre d’axe z'z, de rayon r, de hauteur h ( figure 11-10).

Le flux de E a travers de GAUSS s’écrit
® =¢f E-dXavec, dS, = rdodzii, etd3, = d, = rdrdfk

cp:# E-di:ﬂ mmﬂ E-d§2+ﬂ E.d3,
z 21 2, )
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Le fluxde E = E (r)u,., atravers les surfaces planes X et X2 étant nul ( en tout point de ces surfaces,
onaE(r) L 1, et E(r) L 7,). Le flux sortant T se réduit a :

® = [f, (E(E,) - d¥, avec d%, = rd6dzu,

Avec, Z, : surface latérale de X.
Puisque E(r) et r sont des constantes, on a :

2T h
d = E(r)rj dej dz = 2nrhE(r)
0 0

Aussi le théoréme de GAUSS, s’écrit :

Qint

€o

® = 2nrhE(r) =

Qine = Jf; 0odS avec dS = Rdfdz
Et puisque o, est uniforme, ona:

2T z
Qint = O-ORf d@f dZ = 2T[Rh0-0
0 0

Le théoréme de GAUSS s’écrit donc :

2nRho,
¢ = 2nrhE(r) = 0
o
En simplifiant par 2rth, la valeur du champ électrostatique E (1)
ogoR 1
E(r>R)=— -
E& T
Par raison de symétrie, on sait que E(M) est porté par u,.. On obtient finalement
R ooR U
EGx>Rp ==
& r

Dans ce cas, la charge a I’intérieur du cylindre X de rayon r < R étant nulle, Q;,; = 0.
Il s’ensuit, d’apreés le théoréme de GAUSS, que la norme du champ est nulle, E(r) = 0.

Ce qui conduita : E(r < R) = 0.
Le champ E normal a la surface chargée, subit une discontinuité égale a 00/(go (figure 11-11).

E(r)

Op 1

£p : r
i
L
W

Figure 11-11
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c) Calcul du potentiel électrostatique V(M)
V(r) = —[E-dl avec dI = drii,
DouV(r) = — [E(r)dr

O'0R dr O'0R
V(r) = ——— | — =———1Inr +cste
o T o
Dans le cas d’une distribution surfacique portée par le cylindre infiniment long, on prendra

I’origine des potentiels, a une distance finie 7, de I’axe du cylindre ( par exemple 75 > R; V) = 0).

0o
V(r=r) = . Inry +cste=0
0
ooR
cste = — Inry
€o
Ainsi, on aura aoR T,
V(r=R) = — In—
&n T

V(r £ R) =cste
La constante est déterminée par continuité du potentielenr = R:
0'0R E

Ainsi,onaura: V(r 2 R) g = V(r < R) g =~ In—
0

3-  Sphére chargée uniformément en surface
3-1 Enonce

Soit une sphere (S) de centre O et de rayon R, chargée uniformément avec une densité
surfacique de charge ¢ > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de
I’espace.

3-2 Solution
a)  Variable dont dépend E et sa direction

La sphére chargée est invariante par double rotation, 1’'une d’angle 6 autour de 1, et I’autre
d’angle ¢ autour de u,. On dit que la sphére a le point O : On dit que la sphere a le point O comme
centre de symétrie ( figure 11-12). Le systeme de coordonnées le plus adapté est le systeme sphérique
de base (i, Ug, Uy)-

EM) = E(r,0,¢9) = E(r)
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Le plan méridien [T, = (M, %, 1y) est plan de
symétrie pair.E € ], ainsiE = E, + E,.
Le plan [, = (M,u,, uy) passant par M et
perpendiculaire a 1’axe ( 0z) est plan de symeétrie
pair.E € [I;n [, , ainsi on aura un champ radial de la
oM
llom|

Le champ E créé par cette distribution a symetrie
sphérique en un point M est porté par le vecteur i, et ne

forme E = E(r)i, avec U, =

dépend que de la variable d’espace r = ||W||

b)  Calcul du champ électrostatique E (M)
La surface fermée X que nous choisissons pour

calculer le flux de E est une sphére de centre O, de rayonr :
surface de méme type que la surface chargée ( figure 11-13).

Le flux de E a travers = est donné par:

® = {f, E-d3 avec, EM)=E([) 4, et
d¥ = dx i, =r?sin6do doi,

Le champ E est en tout point de X porté par la normale
« sortante » ii,- et sa norme est constante en tout point de X.

T 2T

¢ = E(r)rzf sin0df | de = 2nE(r)r?[—cosO]F
0 0
= 4nr?E(r) Figure 11-13
Le théoréeme de GAUSS s’écrit :
& = 4nriE(r) = Qine
€o

La charge a ’intérieur de la surface de GAUSS X dépend de la position de M. Deux cas peuvent
étre distingués : M est extérieur a la sphere chargée (S) ou M est intérieur a (S).

& SiMestalextérieur_de la sphére (S):r > R
La charge a I’intérieur de la sphére X de rayon r > R est :

Qine = JJ; o dS avec dS = R?sin6 dfdg et puisque o est uniforme, on a :
2T
Qint = asz sin 6 dBf do = 4nR?0
0 0

A

Le théoréme de GAUSS s’écrit donc :
2
® = 4nr?E(r) = Amgﬂ et en simplifiant par 47, la norme du champ s’écrit :
0
oR? 1

E(T>R)=€—r—2
0
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Par raison de symétrie, le champ E(M) est porté par i, : on obtient finalement :

. . oR? U
EM)=E(r>R) =—=
T
Si on pose Qi = [f, 0dS = 4mR*c alors on aura :
— - iz
E(M)=E(r >R) = Q¢ ur
41re, 12

& Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale de
la sphére, Q concentrée en 0.

Dans ce cas, la charge a I’intérieur de la sphére de rayon r < R est nulle : Q;;,; = 0.

Le théoreme de GAUSS conduit a :

® = 4nr2E(r) = 0 et ainsi la norme du champ est nulle.

E(r < R) = 0, ce qui implique que : E(r < R) = 0

Le champ électrostatique E (r ) subit une traversée de la surface chargée une discontinuité égale a
9/e, (figure 11-14).

E(r ]

Figure 11-14

c)  Calcul du potentiel électrostatique V(M)

V(r) = —fE -dl = —gradV (M) ce qui donne en projetant sur i,
E(r) = Eil, = - doa V(M) = - [E(r) dr

ooR?
V(M) = —fE(r)drz 0"+ cste
&T
En choisissant I’origine des potentiels a I’infini (V (r = o) = 0), on obtient :
ooR?
V(M) = —fE(r)drz 0"+ cste
ETr

Ainsi, on aura

ooR?
VIM)=V(r=R)= ——= Q
ET dmegr
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& Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale de
la sphére, Q concentrée en O

Le champ est en tout point intérieur a S est nul : Le potentiel estdonc V(r < R) = cste.
Pour déterminer la constante, nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pour (7 = R).

O'0R
V(r< R),=g=V(r = R),=f :?

Nous pouvons trouver cette constante en écrivant :
V(r< R)=V(r=0),avec V(r = 0) est le potentiel au centre O de la sphére S obtenu a partir
d’un calcul direct suivant la relation :
dq

dv = -2 2 avec, r = ||[PM|| = R
4mMEY T

d
EV(r< R =V =0 = ff T =gl as=1

€o
Alors le champ est discontinu a la traversee de la charge ( figure 11-14), le potentiel
électrostatique est continu ( figure 11-15).

V(r)n
Figure 11-15
oR
€o
0 R r

4-  Sphere chargée uniformeément en volume

4-1 Enonce

Soit une sphére (S) de centre O et de rayon R, chargée en surface de densité volumique p uniforme.
Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de 1’espace.

4-2 Solution

a)  Variable dont dépend E et sa direction
Les mémes considérations de symétrie évoquées précédemment suggérent que :

EM) = E(M)i,

b)  Calcul du champ électrostatique E (M)
Pour une sphére fermé X de centre O et de rayon r, le flux sortant est :

P = ¢f, E - d¥ avec, dT = r2sin 6d6 doii,

Le champ E esten tout point de X porté par la normale « sortante » u,. et sa norme est constante
en tout point de X.
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b3 21
b= E(r)rzf sin @ dé?f de = 2nE(r)r?[— cos 0]F = 4nr?E(r)
0 0
Le théoreme de GAUSS s’écrit :
® = 4nr?E(r) = Qint
€o

La charge volumique a I’intérieur de la sphére de rayon r = R est donnée par:
Qine = [[f, pdravec dt = R*dr sin6 dode

r T 2T 4
Qine = pRZJ drf sinfdf | do ==-mR3p
0 0 0 3
Le théoréme de GAUSS s’écrit donc :
® =4nr?E(r) = f%nR3p et en simplifiant par 47, la norme du champ s’écrit
0
pR% 1
3gy 12

Par raison de symétrie, le champ E(M) est porté par i, : on obtient finalement :

. S pR? 1, Q 1,
EM)=E(r>=R) =0——=———L
(M) (r=R) 3gp 1% 4dmeyr?

& Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale de
la sphére, Q concentrée en O.

La charge volumique a I’intérieur de la sphére de rayon r = R est donnée par:
Qine = [[f, pdravecdr =r?drsin6dfde

r s 2T 4
Qint = pf rzdrf sin@d@f dp ==-nr3p
0 0 0 3
Le théoréme de GAUSS s’¢écrit donc :
® =4nr?E(r) = f%nﬁp et en simplifiant par 4772, la norme du champ s’écrit
0

p
E(r) = —
(r) 3eg"

Par raison de symétrie, le champ E(M) est porté par i, : on obtient finalement :

R . pr Q ru,
EM)=E(r<R) =1—u, =——
(M) (r<R) 3g, o 4mey R3

On peut remarquer que pour (r = R), le champ est le méme que si la charge Q;,,: = %nR3p
était concentrée au centre de la sphere O ( figure 11-16)
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1 Figure 11-16

v

c) Calcul du potentiel électrostatique V(M)
V(r) = —fﬁ -dl = —gradV (M) ce qui donne en projetant sur i,
E(r) = Eil, =2 douV(M) = — [E(r)dr

V(M)=V(r=R)= —fE(r)dr=_p_R3 1 pR®

U, dril, =
B3¢ )y 12T T 3ggr

p (" p r?
V(M) =V(r<R)= —fE(T)dT = —3—80f0 ri, dri, = —E?+cste
Pour déterminer la constante, nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pour (r = R).

2

p p
V(r< R),—g=V(r = R) ¢ =3—€0R2 = —3—807+cste
Ce qui donne :
P 2 RZ P 2 g7 A
te=-—|R°+—)=7—R"d
cste 3£0< + 2> 260 ou
V(M)ZV(T'S R):—LT'Z-FLRZ_L(BRZ—?‘Z)

6¢, 2eg 6gg

Ainsi pour r > R, le champ et le potentiel sont les mémes que si toute la charge Q était
concentrée en O ( figure 11-17)

V(r) 4

>

oR?

2¢g _
Figure 11-17
oR?

REN

v
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CHAPITRE 3
ELECTROCINETIQUE ET MAGNETOSTATIQUE

3.1 Electrocinétique - Vecteur densité de courant
Un courant électrique correspond a des charges électriques mobiles. On appelle vecteur densité

de courantf, le vecteur tangent a la ligne de courant, et défini par :

j = Pmm (3.1)

ol p,, est la densité volumique de charges mobiles et 7, la vitesse d’entrainement de ces charges
mobiles. Le module de ce vecteur représente la charge qui traverse par unité de temps, [’unité de
surface perpendiculaire a la direction de déplacement des charges mobiles ; il s’exprime en A m™2.

Le courant I traversant une surface (S) quelconque est le flux de f a travers cette surface :

I= ffsj-ﬁd§ (3.2)

En régime stationnaire, ¢’est-a-dire lorsque le vecteur densité de

courantfest indépendant du temps, le flux de ~;jest conservatif ce
qui se traduit par les relations intégrale et locale :

j-AdS=0 (3.3)
(s

e

V-ji=0 (3.4)

Densité De Courant Surfacique : Lorsqu’un courant se trouve, a I’échelle macroscopique,
étendu sur une surface, on parle de densité de courant surfacique. On dit qu’un courant admet une

densité surfacique fs de courant sur une surface S si 1’épaisseur Ae de la couche ou circulent les
charges mobiles de densité volumique p,,, est trés inférieure aux dimensions latérales de la surface S.
La densité de courant surfacique est donnée par :

Ae
5 S 3.5
j5=f j de (3.5)
0

ou l’intégrale est faite sur 1’épaisseur Ae, c’est-a-dire dans une direction orthogonale a la surface
considérée.

L’unité de j est le A m~car son unité est celle de j multipliée par une longueur.

B
A
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Ainsi le courant électrique qui parcourt une surface S est égal au flux du vecteur densité
surfacique de courant a travers une ligne. L’intensité passant a travers une ligne [AB] contenue dans

la surface S s’écrit :
] " ou d? est I’élément de longueur de la ligne [AB] et
(8) est un vecteur unitaire tangent a la surface S et normal
Ae A Js a la ligne [AB] en tout point.

3.2 Magnetostatique
3.2.1 Introduction
La force agissant sur une charge ponctuelle g dépend généralement non seulement de la position

de cette charge mais également de sa vitesse v. Cette force F est décomposée en deux composantes,
la composante électrique F, (qui ne dépend pas de la vitesse de la charge) et la composante
magnétique ﬁm (qui dépend de la vitesse de la charge). Toutes les propriétés de la force magnétique
peuvent étre décrites par ’introduction de la notion de champ magnétique noté usuellement B qui

s’exprime en tesla (T). La force magnétique ﬁ'm est décrite par :
F,=qbxB (3.7)

La force résultante agissant sur la particule chargée est appelée force de Lorentz; elle s’écrit :

-

F= F,+ E,=q|E+%xB] (3.8)

Cette définition est universelle, elle s’applique aussi bien pour les champs stationnaires que
pour les champs dépendant du temps et quelle que soit la vitesse ¥. Dans I’approximation non
relativiste la force de Lorentz comme toute autre force, ne dépend pas du référentiel d’inertie choisi.
Par contre sa décomposition en composante €lectrique et composante magnétique n’a de signification
que si le référentiel d’inertie utilisé est explicitement défini.

L’expression de la force de Lorentz peut étre considérée comme la définition du champ électrique E

et du champ magnétique B.Le champ magnétique B, contrairement au champ électrique E,n’exerce
aucune force sur une charge immobile.

3.2.2 Le champ magnétique
Les expériences montrent que le champ magnétique est créé par des particules chargées en
mouvement (courants électriques).

Le champ magnétostatique B obéit & deux lois :
+ Le champ magnétique B créé par un courant I est donné par le théoréme d’ Ampeére :

}( B d¥é = pol (3.9)
r
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ou I' est une courbe fermée quelconque traversée par le courant électrique 1.
Uo = 4m x 1077 Hm™?

est la perméabilité magnétique du vide. Si le courant I correspond a une distribution de charges
électriques mobiles définissant un vecteur densité de courant f alors le courant I encerclé par la

boucle fermée I' est le flux de fé travers une surface quelconque délimitée par I :

[ = HS 7-ds (3.10)

j@ E-d?:uof j-ds (3.11)
r S

Le théoréme d’ampere s’écrit alors :

jﬂ E-d?:ffﬁxﬁ-aﬁ (3.12)
r

VxF-dS = u ]] 7.ds
ﬂ ° ) (3.13)

Cette égalite étant vraie quelle que soit la surface s, on obtient la forme locale du théoréme d’ Ampére
qui s’écrit :

On obtient

VxB= (3.14)

+ Le flux du champ magnétique a travers une surface fermée s quelconque est nul. On dit que le
champ magnétostatique est a flux conservatif. Cette propriété est traduite par I’intégrale suivante

#ﬁ-d§=0 (3.15)
)

En tenant compte du théoreme de Gauss-Ostrogradski, on obtient I’équation du flux magnétique :
V-B=0 (3.16)

3.2.3 Le vecteur excitation magnétique
En introduisant le vecteur excitation magnétique H (A m™2) défini par :

ﬁ—§ 3.17
Ho ( )
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Le théoreme d’Ampere devient :

lfoﬁwﬁziﬂ_fd§ (3.18)
S

Ou encore la forme locale

<l
X
=
Il
~-y

(3.19)
3.2.4 Potentiel vecteur A
# Jauge de Coulomb
Sachant que V-B=0et que la divergence du rotationnel d’un champ vectoriel est nulle, on en
déduit qu’il existe un champ vectoriel A appelé potentiel vecteur tel que :

B=Vx4 (3.20)
Ce potentiel vecteur n’est pas défini de maniére unique. En effet considérons un autre champ vectoriel
A'tel que :

-

A=A+ Vo (3.21)

Calculons le champ magnétostatique B’ associé a A”:

—

B =

W<l o<l o<«
X X x
Ny DS

.
+ =
)
+
N
<
©-
N

car le rotationnel du gradient d’un champ vectoriel est égal a zéro.
Nous voyons donc que les deux potentiels vecteurs 4 et A’ = 4 + V¢ qui ne différent que par V¢
conduisent au méme champ magnétostatique B . On dit que le potentiel vecteur est défini a un

gradient prés. Pour définir A de maniére unique, il faut imposer une condition supplémentaire a A
Cette condition est appelée condition de jauge. La plus utilisée en magnétostatique est la condition
de jauge de Coulomb qui s’écrit

V-Ad=0 (3.22)

# Equation de Poisson pour 4
En remplacant B par B = V x 4 dans le théoréme d’Ampere :

VX B =poj (3.23)
Et en tenant compte de la jauge de Coulomb V- A = 0, on obtient
Vx (VxA)=pof (3.24)
V(T 4) - V24 = o] (3.25)
—V2A = poj (3.26)
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Ce résultat constitue 1’équation de Poisson pour le potentiel vecteur :

V2A = ] (3.27)

En absence de courants, on obtient I’équation de Laplace pour A:

V27— 0 (3.28)

3.2.5 Laloi de Biot-Savart
La loi de Biot-Savart pour 4

Pour trouver une solution a 1’équation de Poisson pour A, nous procéderons par analogie avec
la solution obtenue dans le cas de 1’électrostatique pour le potentiel électrostatique. L’équation de
Poisson pour le potentiel électrostatique U :

v2y = —:io (3.29)

admet comme solution :
p(P)
von = [[] 3.30
0= ) oo 430

De méme, 1’équation vectorielle pour /T, peut s’écrire comme un ensemble de trois équations
aux dérivées partielle pour chacune des composantes A,, A, et A, de A :

vax = —UJy
VZZAy = —‘u]:y (331)
% Az = —U

Chacune de ces équations scalaires admet, par analogie avec la solution pour le potentiel scalaire, une

solution sous la forme :
(4 (M) = m Hojx (P )
4n||PM||

o ] 55
A (M) = fff ::ﬁZP(M)H

Ce qui peut écrit sous une forme vectorielle qui constitue la loi de Biot-Savart pour le potentiel

vecteur :
UoJ (P )
AQM) = fff alo] (3.33)

A
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Dans un systéme de coordonnées cartésiennes, la loi de Biot-Savart s’écrit :

. B Ho]?(xpl Yp,Zp)
AGay,2) = ﬂf amy (= xp)? + (v — yp)? + (2 — 2p)? "

(3.34)

Cette expression permet de calculer le potentiel vecteur 4 au point M(x,y,z) créé par une
distribution de courants électriques dans un volume (7) qui est découpé en eléments de volumes dt
localisés aux points P (xp, yp, zp) OU les courants sont définis localement par le vecteur densité de

courant j(xp, ¥p, Zp).

# Loi de Biot-Savart pour le champ magnétique B
Le champ magnétique B peut étre obtenu & partir du potentiel vecteur A a partir de :

B=VxA4 (3.35)
> :uOJT)(xP:foZP)
B=Vx fff 47'[\/(9( — xP)Z + (y _ yP)Z + (Z _ ZP)Z dr (336)

Le rotationnel étant calculé autour du point M, les opérations de dérivation se font par rapport aux
coordonnées x,y et z. Comme 1’intégration se fait par rapport aux coordonnées Xp, Yp, Zp, NOUS
pouvons écrire :

o _ ~ ﬂoj(xp' Yp,Zp)
b= f.f.f v 4n\/(x —xp)2+ (y—yp)2 + (z — zp)? de (3.37)

Rappelons que :
VX (fu)=Vfxu+fVxu (3.38)

D’ou

v x ( j(xP;YP’ZP) ) _
\/(x —xp)?+ (y —yp)? + (z—zp)?

. 1 ,
V(\/(x —xp)?+ (y—yp)2+(z— ZP)2> *JP)

N 1
\/(x —xp)?>+ (y—yp)?+ (z—zp)?

vV xj(P)

(3.39)
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Or

- 1 PM
Vv = —— (3.40)
<¢(x —xp)2+ (Y —yp)2 + (z — zp>2> [PM||

et comme on calcule le rotationnel en dérivant par rapport a x, y et z et que f(P) ne dépend que de

Xp,Yp,Zp -

Vxj(P)=0 (3.41)
on obtient la loi de Biot-Savart pour le champ magnétique B
5 W PM x ](P) (3.42)
P3|’

Si on appelle 1 le vecteur unitaire du vecteur PM, I’équation ci-dessus devient :

e
-t

Cette derniere expression constitue la loi de Biot-Savart pour le champ magnétique B elle

exprime le champ magnétique créé au point M par les vecteurs densité de courants f(P) localisés aux
point P a I’intérieur du volume .
Une expression pratique plus intéressante peut étre obtenue pour
calculer B en fonction du courant I. En effet, on peut simplifier cette
intégrale dans le cas de courants filiformes (le conducteur filiforme est
orienté dans le sens du courant) :

o I dfp, X U
Hol P d‘L’

B = (3.45)
am Tap ”PM”
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3.3 En résumé

L’ensemble des propriétés du champ magnétique est donc contenu dans les deux seules
équations locales de Maxwell dans lesquelles il est présent. Dans le vide, les deux équations
fondamentales de la magnétostatique sont :

Forme locale Forme intégrale
Théoréme d’ Ampére VXB = uni - o I
HoJ ff B.dt’=uojf ﬂj-ds
r S
Equation du flux magnétique V-B=0 - o
B-dS=0
Sfermée

Exercices résolus

~ Exercice.l :
Monter On se place dans un conducteur de conductivité y.

1- Rappeler la loi d’Ohm locale et I’équation de conservation de la charge.

2- En déduire I’équation aux dérivees partielles satisfaite par la densité volumique de charges p
présente dans le conducteur.

3- Résoudre cette équation différentielle, en appelant p, (M) la valeur de p en tout point M a I’origine
des tempst =0.

4- Pour un point M quelconque de I’espace, tracer 1’allure de la courbe p(t), décrire le phénomene
qui a lieu et en donner une durée caractéristique .

5- Application numérique pour un bon conducteur : y = 10°SI, &, = 8,85 - 107125].

Calculer 1. En déduire qu’un bon conducteur ne peut €tre chargé que sur sa surface.

- Exercice.2 :

Monter Déterminer le champ magnétique B créé en tout point de ’espace ou il est défini par
un fil cylindrique rectiligne d’axe Oz, de section circulaire de rayon R, parcouru par un courant

volumique d’intensité totale I et de densité de la forme j = j, %ﬁ’z, ou r désigne la distance a I’axe
Oz.

- Exercice.3 : 3
Monter En utilisant les équations locales (de MAXWELL), déterminer,
partout ot il est défini le champ magnétique B créé par un cylindre rectiligne R
>

infiniment long, a base circulaire de rayon R et parcouru par un courant
d’intensité I dans la direction de 1’axe et de densité de courant uniforme dans
le volume du cylindre. Le milieu extérieur est assimilable au vide. TI
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- Exercice.4 :

Monter Un cylindre conducteur de conductivité y, de rayon R, de ‘

longueur h, est considéré comme infiniment long et est parcouru par un

courant stationnaire uniformément réparti dans la direction de 1’axe, -~ ’;f;
d’intensité 1. N~
1- Déterminer le champ ¢électromagnétique en tout point de I’espace. T
2- En déduire le vecteur de Poynting en tout point de 1’espace et son flux a I

travers la surface cylindrique du conducteur. Commenter le résultat.
3- Vérifier I’équation locale de Poynting en tout point. Interpréter. 3’

" Exercice.5 :

Monter Un fil conducteur cylindrique, noté (1), non magnétique, de rayon R, d’axe A = (03),
de treés grande longueur, est parcouru par un courant continu., d’intensité I.
Le milieu (1) est assimilable au vide. Le fil est entouré par un isolant et par
un autre conducteur cylindrique noté (2), de rayon intérieur R,, et de rayon
extérieur R;.
Le courant d’intensité I passe toujours dans le fil (1) et revient en sens
inverse par le conducteur (2), la densité de courant étant toujours uniforme
et parallele a I’axe 4 dans chacun des deux conducteurs.

En utilisant les équations locales de Maxwell, déterminer le vecteur champ magnétique B créé par ce
courant. Tracer la courbe B(r).

" Exercice.6 :

Soit un cylindre métallique de conductivité y, de rayon a et de longueur L, est placé a I’intérieur
d’un long solénoide de méme axe que le cylindre, de rayon R, ayant n spires par métre, parcouru par
un courant de basse fréquence d’intensité i(t) = I, cos(wt).

, | i IR
z N ENER z
U Jj

i(t)

1-  Rappeler I’expression du champ magnétique créé par ce solénoide en tout point de 1’espace.

2-  Endéduire que nécessairement, un champ électrique E est créé. Le déterminer a I’intérieur du
solénoide.

3-  En déduire la densité de courant volumiquefqui apparait dans le cylindre conducteur.

4-  Déterminer la puissance instantanée dissipée par effet joule dans la conducteur. Déterminer, a

I’intérieur du cylindre, le champ magnétique variable B, supposé nul a I’extérieur du cylindre et créé
par la densité de courant volumique.

5-  Calculer le rapport des amplitudes des champs BetB' Interpréter.
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- Exercice.7 :

Un dispositif est formé de deux armatures sphériques, concentriques et conductrices, de rayons
aetb > a. L’espace compris entre les armatures posseéde une conductivité y. A P'instant t = 0,
I’armature intérieure est chargée avec une charge Q,, aucune charge n’est présente ailleurs. On
supposera qu’il n’existe aucun champ statique.

1- Monter que la densité volumique de charges p reste nulle au sein du conducteur inter-armatures.

2- Etablir I’expression du champ électromagnétique (E, §) dans le milieu conducteur.

3- Montrer qu’aucune puissance électromagnétique n’est rayonnée par le systéme. Etablir le bilan
local des puissances.

4- En déduire I’expression de la charge Q(t) de I’armature intérieure.

5- Etablir le bilan intégral des puissances et ’intégrer entre les instants t = 0 ett = +oo.

- Exercice.8 :

On charge un condensateur plan de capacité C a travers une résistance R aux bornes d’un
générateur idéal de forme électromotrice U constante (at = 0, le condensateur ers déchargé). On
suppose que ses armatures sont circulaires de surface S mais qu’elles peuvent étre considérées comme
des plans infinis séparés par une distance d de vide (isolant parfait).

1- Représenter le schéma électrique et déterminer la loi g(t), charge de 1’armature positive.

2- Deéterminer le champ E“(t) entre les armatures ( on le suppose nul ailleurs). On suppose que la
charge est uniformément répartie sur les armatures.

3- En déduire que, nécessairement, un champ magnétique B existe entre les armatures. Quelle en est
la source ?

4- Quelle est la topographie du champ magnétique B (direction, variables) ? Pour cette étude, on ne
suppose pas les armatures comme des plans infinis.
5- A I’aide de I’équation locale adéquate, monter que :

B = ||B]| =5t e

6- Utiliser le théoréme d’ Ampere généralisé pour retrouver B entre les armatures.

7- Le modeéle est-il en accord avec 1I’ensemble des équations de Maxwell ?

8- Bilan énergétique.

a- Dans I’étude électrique de ce circuit RC, quelle est la puissance P regue par le condensateur ? On
I’exprimera en fonction de U, R, C et t.

b- En déduire 1’énergie W recue par le condensateur entre 1’origine des dates et 1’instant t.

c- Rappeler I’équation locale de Poynting. Donner I’interprétation physique de chaque terme.

d- Déterminer I’expression du vecteur de Poynting a 1’instant, en fonctionde U, r, R, S, d, C et t. On

, . " N
donne I’expression de la capacité de ce condensateur :C = %.

e- En utilisant le vecteur de Poynting, calculer la puissance P regue par I’intérieur du condensateur a
I’instant t. On note a le rayon des armatures. Conclure.
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Solutions

@i Exercice :1
1-  Laloi d’Ohm locale s’écrit :

JM,t) =yE(M,t),
OL‘Jf(M, t)représnete la densité de courant volumique qui traverse le conducteur en un

point M a I’instant t et E (M, t) le champ électrique au point M a I’instant t.
L’équation de conservation de la charge s’écrit :

.2 ap
divj(M,t) +E (M, t) =0,

Ou p(M, t) représente la densité volumique de charges présentes au point M a I’instant ¢t.
2-  On peut écrire une relation entre le champ électrique et la densité volumique de charge :

- a
y div B(M, £) + a—’t) (M, ) = 0,

Il faut alors trouver une relation entre le champ électrique E(M, t) et la densité volumique de

charge. Il s’agit de I’équation de Maxwell-Gauss qui permet d’écrire : div E M, t) = p(gL't) ,
s d °
On en déduit : lp(M, t) + L (M,t) = 0. p()
&o ot A
PO ==
3. On retrouve la une question différentielle du 1
premier degré qui se résout sous la forme : 4p,
t T\
p(M,t) = p,(M)e =, avect = % > ‘
4. La courbe représentant 1’évolution de la 350--
densité p volumique de charges a une forme
exponentielle décroissante. L’étude de la fonction 2;70__ H‘x\
exponentielle décroissante nous permet de dire ‘
qu’au bout d’un temps Po |
t = 3tona p(M,t) = 0.05p, et au bout d’un p50 \\\M
tempSt = ST,p(M, t) < OOlpo 2_0 } } } H‘----I'__ } } } >
5. Application numérique : T = 8.85 - 107185 0 t© 2t 3t 4 5t 6t t

i Exercice :2

La distribution de courant a une forme cylindrique, on travaille alors en coordonnées
cylindriques d’axe (0z).
B est dirigé selon le vecteur unitaire iy de la base

cylindrique. Donc la distribution est invariante dans toute rotation - “L'
autour de son axe, ainsi que dans toute translation selon axe. On en 7, Us
déduitB=B(r). e I ____________ /_,a
Dans un systéme de coordonnées cylindriques, on a: T
B(M) = B()iy 1

On connait le champ magnétique sur 1’axe, on commence donc a i
étudier I’équation de Maxwell dans le cylindre. '
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% Pourr < R,701B = pof outotB = 1 (rB(r)i; = tofo 7 s

2 3
D’ou % (rB(r)) = Uojo %, qui donne rB(r) = Uyj, ;—R + k, oU k est constante d’intégration.
Le champ magnétique est nul sur I’axe B(r = 0) donne k = 0.
On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

3

T
B(r <R) Iﬂo]oﬁ

e

"y  Pourr > R, 70otB = 6, puisqu’il n’y a pas de courant a 1’extérieur du cylindre d’ou :

_ .- 190 -

tB=——@B(@))u, =0

ro e (rB(r))u,
Donc % (rB(r)) = 0 donne rB(r) = k', ou k'est une constante d’intégration.
Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre puisque 1’on est en présence d’une

2

distribution de courant volumique, d’ou B(r = 0) = u,j, g donne u,j, R? =k’

On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

2

. r
B(r 2 R) :‘HOJO3_R

75  Enfin, on détermine j, en fonction de /. Le courant dans le cylindre est I = ffsf .dSouS
est la section circulaire de rayon R du cylindre, soit

_d_S-) = Tdrd@ﬁz. B(r) ,
On en déduit : I = ffsjﬁ = foRjogrdr f02"d0 _
Z0R2j soitj, = —— d’ol ] = —— 11 % ________
37‘[ Jo Jo = JR2’ ouj = Py TU,. - E
On obtient alors : 5
B(r < R) = u, =~ R v
r=<R)=togps
B(r>R)) =u —
(r=R)) = po5—

i Exercice :3

+  Dans un premier temps, on détermine j. Le courant dans le
cylindre a une direction paralléle a 1’axe du cylindre. Donc [ =

ffsfzf ol j est dirigé suivant I’axe (0z) et S set la section
circulaire de rayon R du cylindre. On considere la section du
cylindre donc ds = ds. iU, eton suppose la répartition uniforme du
courant doncfa une méme valeur en tout point du cylindre.

Onendéduit: ] =] x 7R%. D’ouj = #ﬁ’z.
+ B est dirig selon le vecteur unitaire @y de la base
cylindrique. Donc la distribution est invariante dans toute rotation autour de son axe, ainsi que dans

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015 45



toute translation selon axe. On en déduit B = B(r). Dans un systeme de coordonnées cylindriques,
on a:

B(M) = B(r)ig
+  On utilise une équation de Maxwell qui permet de calculer le champ magnétique a partir de ces
sources. Il s’agit évidemment de I’équation de Maxwell-Ampere que I’on écrit dans les domaines
(r < R) et (r = R) ou le milieu est assimilable au vide.
+  Onremarque que I’in est dans un probléme de magnétostatique ou il n’y a aucune distribution
de charges fixes : le champ électrique E estdonc nul en tout point. Et on connait le champ magnétique
sur I’axe, on commence donc 1’étude a I’intérieur du cylindre.
7 Pourr < R, 70tB = u,j d’ou rotB = %%(rB(r))ﬂz = U] Uy

Le champ magnéetique satisfait donc 1’équation :
0 :
- B(M) = poj 7

2
Celadonne : rB(r) = u,j % + k ou k est une constante d’intégration.

En plus, le champ magnétique étant nul sur ’axe B(r = 0) = 0, donne k = 0.
On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

r
B(r <R) ::uojz

"y Pourr = R, 70tB = 0, puisqu’il n’y a pas de courant a 1’extérieur du cylindre d’ou :

10

r0tB = ;E(rB(r))ﬂz =0 .
Donc %(rB(r)) =0 donne rB(r) =k', ou k' est une A |

luuj 5
constante d’intégration. :

Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre |
puisque 1’on est en présence d’une distribution de courant -

-~V

2
volumique, d’ou RB(r = R) = ,uojR? =k'

On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

RZ
B(rzR) = ﬂojo?

@i Exercice 4

1- Tout d’abord, le champ magnétique B de cette distribution a été défini dans I’exercice 3. On avait
d’ores et dé¢ja trouve les résultats suivants :

T - Ir -
- = _— <
Kol 5 Ug Mo 53 Ug POUr T < R

. R% I -
—_ — —_— >
Hojo 5 U = Ho 5 —Ug POUr T = R

& Etudions maintenant le champ électrique E.

A

La loi d’Ohm permet alors de déterminer le champ électrique dans le cylindre E =
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= 1 —
On a donc : pour T=RE =5,

Et comme il n’y a pas de distribution de charges, le champ électrique est nul a I’extérieur. On a donc :

r e -
pou r>RE=0
2- A partir de ces résultats, on peut déterminer le vecteur de Poynting en tout point :
— EAB
=
Ho
= _ @ _ 1 — Ir - _ 12 t —
Pourr < R,ona:|ll = L Ao 51 = Rz 2T

Pourr >R,ona:lE=00onali=0

& Le vecteur de Poynting de I’interface entre le conducteur et le vide est :
_ > R
N TR 2
Le flux du vecteur de Poynting a travers la surface du conducteur est le flux de T a travers la surface

S dont le vecteur surface élémentaire est dS = dS#, = RdOdzl,

..... - R 12 R 12 h 21
. — _— = X
[nase [ B nante o [ [

< ~ ymR? yS
Remarque:

On retrouve que 1’énergie électromagnétique cédée par le conducteur a 1’extérieur a travers sa
surface est négative. Il s’agit donc d’une énergie recue par le conducteur.
Le conducteur ne peut emmagasiner d’énergie. Un bilan énergétique montre alors que cette énergie
set forcément cédée a I’extérieur sous une autre forme. Cette énergie est ainsi cédée sous forme
d’énergie thermique qu’on appelle « effet joule ».
La puissance perdue par effet joule est celle cédée par le champ aux porteurs de charges du
conducteur :

Donc

=l

p :fff]"ﬁdr:fffj_zdrzirzlz_h
/ . . yS2  yS

3- On distingue deux domaines :
& Pour r < R, I’énergie électromagnétique par unité de volume est :

aw 1 B2 1 2\ u o/ Ir\?
Wt ey B (Y pe I
dt 2 2u, 2 ymR? 2 \2mR?

Le courant I est continu donc : i (d_W) =0
dat \ dt
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~ 190 10 > r2 I? N VS
On calcule divil = =— () = = - ——— = | = ———— et -.E:_( )
n calcule divIl rar(rl'l) r@r( y(nR2)22> j

) d (dW
Le courant I est continu donc : —(—) =0
ot \ dt

Oncalcule divliet0 j-E=0
On Vérifie que :

divli+-F + a(dw>—0
i) at\dt/

L’équation locale de Poynting est donc Vvérifiée en tout point.

= Exercice :5
) Les cylindres (1) et (2) parcourus par un courant d’intensité I et de densité uniforme dans le
volume du cylindre sont considérés comme des distributions de courant volumique notés

respectivement flet fz. Les distributions de courant ayant une forme cylindrique, on travaille en
coordonnées cylindriques d’axe (0z) qui coincide avec 1’axe du cylindre.

Les distributions de courant sont volumiques donc le champ magnétique est défini et continue tout
point.

o Dans un premier temps, on détermine j,et j,.

a-  Pour le cylindre (1), : I = ffslfl -dS ol j; est dirigé suivant axe A et S; est la section

circulaire de rayon R, du cylindre. On considere la section du cylindre donc ds = dS.i,, et on
suppose la répartition uniforme donc fl a méme valeur en tout point du cylindre.

> I =5

On en déduit I = j; X mR2. D’ou : = 7RZ Uy

b-  Pour le cylindre (2), : I = ffszjz -dS oll j, est dirigé suivant I’axe A et S, est la section
circulaire de rayon intérieur R, et de rayon extérieur R5. On considére la section du cylindre donc
ds = ds. i, et on suppose la répartition uniforme donc fz a méme valeur en tout point du cylindre.

> I =
On en déduit I = —j, x ©(R% — R2). D’ou : J2 = TR —RD) =
. Dans un deuxieme temps, on étudie les Syrrearroocrrrrrarraresowaoriamp magnétique en un

point M quelconque de I’espace.

+ B est dirigé selon le vecteur unitaire 7y de la base cylindrique. Donc la distribution est
invariante dans toute rotation autour de son axe, ainsi que dans toute translation selon axe. On en
déduit B = B(r). Dans un systeme de coordonnées cylindriques, on a:

B = B(r)i,
+  Ensuite, il faut trouver un point ot le champ magnétique a une valeur connue. Intéressons-nous
a §(T = 0). Tous les plans contenant 1’axe du cylindre sont plans de symétrie de la distribution de
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courant. Donc B (r = 0) est orthogonal a tous ces plans. Ceci n’est pas réalisable que si le vecteur est

nul. Donc B(r = 0) = 0.

+  Enfin, on utilise une équation de Maxwell qui permet de calculer le champ magnétique en
statique. Il s’agit évidemment de 1’équation de Maxwell-Ampére que 1’on écrit dans les domaines
{r <R };{Ry <r <R,};{R, <r < R3}et{r = R3}ou le milieu est partout assimilable au vide.

On connait le champ magnétique sur I’axe donc on commence par 1’étude du champ B dans le

cylindre (1).

5 Pourr < Ry, 7T0tB = u,j; d’ourotB = %% (rB(r))uy = Uoj1 Uy

Le champ magnétique satisfait donc I’équation :

d
5 (T‘B(T)) = Uoj1 T

2
Celadonne : rB(r) = Uyj1 % + k; ou k, est une constante d’intégration.

En plus, le champ magnétique étant nul sur I’axe B(r = 0) = 0, donne k; = 0.

On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

B(r < Ry) = pol

——u
2mR}

0

R —

2 Pour R1 <r< Rz, T'Ot§

‘ol 70tB = 12 T
d’ou:rotB = ~— (rB(r)u, =0

ol

puisqu’il n’y a pas de courant dans I’isolant par définition

Donc % (rB(r)) = 0 donne rB(r) = k, ou k,est une constante d’intégration.

Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre (1) puisque 1’on est en présence d’une

e . . 1 k
distribution de courant volumique, d’ou B(r = R;) = p,/ —— = 2 donne : k, = =%
27TR1 Rl 2T

On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

Mol

B(R{<r<R,) =

I’l'DI —
Ug

&) %WRZSrSR&ﬁﬁﬁzmﬁwaﬁﬁﬁziiﬁB&D@=udﬁ§

Le champ magnétique satisfait donc I’équation :

d
5 (rB(r)) = pojo 7

1

2
Celadonne : rB(r) = uyj> % t ks =—p, (RZ-R2) 2

2
=+ ks ou k5 est une constante d’intégration.

e 1 Uol 1 R2
Par continuité a I’interface r = R,, R,B(r = R,) = i = —U, (720 72 + k5, donc ky; =
__I R
Ho n(R3-R%) 2 2 2
On en déduit alors I’ ion du ch sique:| B (RE-1%) _
n en déduit alors I’expression du champ magnétique : B(R, <1 < R3) =p,l > ~ g
2nR,(R% — R3)
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7 Pour r > R3, T0tB =0 puisqu’il n’y a pas de courant dans I’isolant par définition
dou:7otB =1L (rB(r)i, =0

ror
Donc % (rB(r)) = 0 donne rB(r) = k4 ou k,est une constante d’intégration.

Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre (2) puisque 1’on est en présence d’une
distribution de courant volumique, B(r = R3) = 0 donne : k, = 0.
On en déduit alors 1’expression du champ magnétique :

B(r>R3;) =0

On peut tracer I’évolution du champ magnétique en fonction de la distance r a I’axe (0z) :

| B(r)

= Exercice :6
1- Le champ magnétique creé par le solénoide infini est :

Uonl, cos(wt)i, a I’intérieur du solénoide

0 a I’extérieur du solénoide

=)
I

Ou u, est le vecteur directeur de 1’axe du solénoide

2-  © Le champ magnétique est dépendant du temps. Donc ‘;—f est non nul. L’équation de Maxwell-

L. ey , . ——= 0B
Faraday permet d’en déduire qu’il existe un champ électrique tel que : rotE = e

Afin de déterminer le champ électrique, on étudie les symétries et invariances du dispositif. Le
solénoide possede une symétrie cylindrique. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associé
(U, Ug, Uy) OU Uy est le vecteur directeur de I’axe du solénoide. Donc le champ électrique est normal
a ce plan soit E (t) = E(t)t, .

Le solénoide est invariant par translation selon son axe et par rotation d’angle 6 et z. On conclut que
E(M,t) = E(z,t)ls.

© Il reste a trouver un point particulier ou le champ électrique nous est connu. Tous les plans
contenant 1’axe du solénoide sont plans d’antisymétrie.
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Or le champ électrique sur 1’axe (0z) ne peut étre orthogonal a tous ces points : il est donc nul en
tout point M de I’axe du solénoide : E (r=0,¢t) = 0.
© OnarotE = %%(rE(r))ﬁz = —%—f = p nlow sin(wt) U,
On trouve alors :
rE(r) = uonl,w sin(a)t)g + k ou k est une constante d’intégration.

E(r =0) = 0donnedonc: k = 0.
Ceci conduit a :

—> r —
E(r,t) = u,nl,w sin(wt) > o

3- Dr’aprés la loi d’Ohm, on af = )/E, d’ou :

S r
j(r,t) = yuonl,w sin(wt) E'l_l)g

4-  La puissance volumique dissipée par effet Joule est donnée parf- E.
Donc la puissance P; dissipée dans le conducteur est I’intégrale sur le volume V du conducteur de ce

produit scalaire.
e ] 7-ee
14

Ou dt = rdrdfdz est un elément de volume conducteur en coordonnées cylindriques :
Donc :

2 ; 2
Py = Ilf, v (nonlowsin(wt) ) rdrdodz = y (“me=eD) 92y x (M7 d6 x |5 dz

2 0

On obtient :

Y .
P, = g1tLa2 [u,nl,w sin(wt)]?

5-  Le champ magnétique variable B’ est le champ magnétique créé par la densité de courant
volumique présente dans le conducteur. Il est obtenu a partir de 1’équation de Maxwell-Ampere :
rotB' = ﬂo]?-

© La distribution du courant volumiquefest invariante par translation selon son axe et par
rotation d’angle 8 ( on considere toujours L tres grand). Donc le champ magnétique est indépendant
des variables 6 et z. On en conclut que B'(M, t) = B'(z, t)u,.

© Enfin, on utilise ’équation de Maxwell-Ampére que 1’on écrit dans le conducteur (r < a).
Ona:

rotB' = p,j d’ou T0tB' = —
On obtient :

d0B'(r r
6: )179 = u’nl,w sin(wt)iﬁg

2
B'(r) = piynl,w sin(wt) % + k' ou k' est une constante d’intégration.
La distribution de courant est a répartition volumique donc le champ magnétique est continu a
I’interface r = a avec I’extérieur du conducteur ou le champ magnétique B’ est nul.
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2
On obtient donc k' = —u2ynl,w sin(wt) a:.
On trouve alors :

2 _ 2
B'(r) = piynl, o sin(wt) %uz
6-  On calcule le rapport des amplitudes :
r? — q?
Amplitude de B'(r) ugynlow% _r*=a?l  |r?-a?|
Amplitude de B(r) uonl, B 4 82
UoY
OUd = |——est I’épaisseur de peau.
\/ HoY®

Conclusion :

e Le champ magnétique B’ créé par la densité de courant volumique a une amplitude qui croit
lorsque 1I’on pénetre dans le conducteur.

e Pour un mauvais conducteur ( petit), ’épaisseur de peau est grande et le champ magnétique B
créé par le solénoide pénetre bien dans le conducteur et est prépondérant.

e Pour un bon conducteur (notamment lorsque § < a), la présence du cylindre dans le solénoide
modifie fortement le champ magnétique et ce dernier a du mal a pénétrer a 1’intérieur du

conducteur. C’est donc le champ B’ créé par la densité de courant volumique j qui devient
prépondérant a I’intérieur du cylindre conducteur.
i Exercice :7
1-  Entout point M du conducteur, les équations locales j = yE et divj + % = 0 sont Vérifiees.
On a donc y divE(M, t) +%(M, t) =0, et comme divﬁ(M, t) = @ ( équation de Maxwell-
Gauss), on en déduit :
Y dp
—p(M,t) +—(M,t) =0.
o P(M )+ 50 (M,0)
C’est une équation différentielle du premier degré qui se résout sous la forme :
_t €o
p(M,t) =p,e = ,avec T =

Or,at =0,0nap = 0 ( conducteur non chargé), donc p, = 0, soit p(M, t) = 0

2- © La distribution de charges est a symétrie sphérique, on utilisera donc les coordonnées
sphériques et les vecteurs de base associes (ﬁ’r, Ug, 17(,,).

© On cherche a déterminer en premier le champ électrique puisque 1’on a une distribution de
charges fixes a I’instant initial. On étudie les symétries et invariances du champ électrique en un point
M de I’espace conducteur. Donc le champ électrique E est dirigé selon ..
La distribution de charge est invariante par les rotations d’angle 6 et ¢. Le champ électrique n’est
alors fonction que de la variable r.

Donc : E(M,t) = E(r, t)u,
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© Afin d’établir I’expression du champ électrique, on utilise le théoréme de GAUSS sur une
surface S & r constant, ¢’est-a-dire une sphéere:

# F.as=Y
S &o

Or I’élément de surface est orienté suivant i, donc E - dS = E (r) dS ou E (r) est constant sur la
surface d’intégration.

D’ou
§f E-dS=¢f E@)dS =E(r)ff, dS=E@)S =%t) ol S = 4mr? et Q(t) est la charge de
I’armature de rayon a.

On en déduit :
Q) _

u
Amre,r? T

f(a<r<b)=

R —d

© Le champ électrique est dirigé selon i, et ne dépend que de r : Donc rotE = 0.
Ce qui conduit, d’aprés 1’équation de Maxwell-Faraday, a Z—I: = 0.

Comme il n’existe aucun champ électrique statique, on obtient : §(a <r<b)= 0.

3-  © La puissance électromagnétique rayonné par le systeme correspond au flux du vecteur de
Poynting a travers la surface fermée entourant le volume du conducteur.
Or le champ magnétique est nul a I’intérieur du conducteur et sur I’interface puisqu’il n’y a pas de
courant surfacique. 1l en est donc de méme du vecteur de Poynting.
On en conclut qu’aucune puissance électromagnétique n’est rayonnée par le systéme.
© Le bilan énergétique local est représenté par 1’équation locale de Poynting qui s’écrit :

R ﬁJra(dw>_0 Law 1o, B _so( Q) )2
vET) at\dt )~ "% g T 2% 2u, 2 \4me,r2/)
On calcule
. . o Q(t) )2
. _ I — 2:
divR=0etj-E =yE y<4neor2 .

On obtient alors

a<dw>:_divﬁ_]7_§: (Q(t) )2_ g QM) de

at\ dt dme,r2) ~ Ame,r?4me,r?  dt
Ceci s’écrit alors sous la forme d’une équation différentielle traduisant le bilan énergétique en tout
point du conducteur : dQ(t) y
at =, Q(®)

_r
4- On en déduit I’expression de Q(t) qui est Q(t) = Q,e %',
5- © La puissance dissipée par effet Joule est :

o= 7o

Ou 7 représente le volume du conducteur compris entre les armatures et dt est un élément de volume
de ce conducteur.
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Donc :

P; =HJT jrEdrt= HL y<4g§32)2r25in9drd9d<p

= e J, 35 oo [ =1 (57) G-

a

D’ou

Si on remplace Q(t) par son expression, on obtient :

Q3 (1 1) —2Y¢
P,=y—2 (=—Z)e %
! y41t£,2, a b)¢
© La puissance électromagnétique cédée par le champ est B, = —%( JII %EOEZ dr) out

représente le volume du conducteur compris entre les armatures et dt est un €lément de volume de
ce conducteur.

Donc :
CAES Q(t))zjbdrf" _ IZ" 9 1Q(t)2<1 1)
bres = =572 <4n€0 a %) sinfd6 0 do| = ot (2 4me, \a  b/|
Si on remplace Q(t) par son expression, on obtient :
Q5 (1 1) 2L
e %

41l

Pres=VY a b

On retrouve le bilan de puissance. La puissance électromagnétique cédée au conducteur est
transformée en puissance thermique par effet de joule : Pj =Py

© L’¢nergie dissipée par effet joule entre les instants t = 0 et t = +o0 est Wy = f0+°o Pdt.

2 1 1 +0oo Y
W=y ¢ (———)fo e %' dt.

~ "4me2\a b
Onaalors:
Q> (1 1)
W, = ===
J 8me,\a b

© De méme, on trouve que 1’énergie électromagnétique cédée par le champ au conducteur est :

W - Q> (1 1)
ST 8me,\a b

= Exercice :8

1- Le schéma électrique est celui d’un condensateur en série avec une résistance connectés a un
géneérateur de tension U constante.

Par application de la loi des mailles, on obtient 1’équation différentielle dont q(t) est solution :
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. a@® _ _dq®  q(®) R
ugr + uc 1+ C It + C —|:|—"m
. dq(® a(®)
D RC———= = L
URCTEFam=cu oD =t
La solution de cette équation différentielle est la somme.

e [a solution de 1I’équation sans second membre de la forme

q.(t) = Ae_RLc , OU A est une constante.

e Lasolution particuliere de 1’équation avec second membre de
la forme g, (t) = CU.

Le condensateur étant initialement déchargé (q(t = 0) = 0), on détermine ainsi la constante A. On
trouve A = —CU.

Onadonc: pour t > 0, q(t) = CU(1 — e-%)

2-  Afinde déterminer le champ électrique entre les armatures, on utilise
le théoréme de GAUSS. 1 -

»
N

|
@ Les armatures sont uniformément chargées et peuvent étre considérées Sui B
comme des plans infinis donc elles sont invariantes par les translations | (t L
7 - . P q 1 1
selon les axes (Ox) et (Oy). Le champ électrique est donc indépendant 7 1y
- 1 1 T »
des variables x et y. ! oM,
a1 LA
T
1
|

x ! I
@ Soit un point M quelconque entre les armatures, les plans m; = (Myz) L”B- —'a{' -
et m, = (Mxz) sont des plans de symétries de la distribution de charges.
Donc le champ électrique est dirigé selon 1’axe intersection des deux plans, c’est-a-dire (03).

On a donc E(M) = E(2)i,

On peut alors appliquer le théoréme de GAUSS. Pour cela, on définit une surface S; de Gauss
cylindrique dont les bases sont situées de part et d’autre de
I’armature positive comme indiqué sur la figure ci-contre. S,
S, représente la section du cylindre qui se trouve en-dehors de 4‘5-»/
I’espace inter-armatures, S, représente la section ou se trouve le

point M d’étude et S; représente la surface latérale du cylindre. G

On a donc ¢, E-dS = % ol S représente la surface fermée WY
du cylindre, dS est un élément de surface du cylindre et Q(t) est % \

la charge contenue dans le cylindre.

Soit: gf E-dS=[[; E-dS+[[; E-dS+ [[; E-dS

Or, la surface latérale, dS est orthogonal a E donc

ffsl E -dS = 0. De plus, le champ électrique est nul sur la surface S; donc ff51 E-dS = 0. Enfin le

vecteur dS est colinéaire & —1,, sur la surface S, et le champ électrique ne dépend que de la variable
z donc :
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ﬂszf-d?: —E(3)S,

La surface de I’armature contenue dans le cylindre est identique a la surface S, et chargée avec
une densité o(t). Donc Q(t) = a(t)S,
Il reste a déterminer a(t). On sait que la charge q(t) est répartie uniformément sur les armatures

cylindriques de surface S. Donc (t) = @ :

Do ff E-dS=-E(2)S, =@=@5

oS 2
On en déduit : :
- q)_. (U1 -eTRO)
E__Sosuz__go—s z

3- D’aprés Péquation de Maxwell-Ampére, rotB = p,j + 80#03—5- Or, le milieu entre les
armatures est un isolant parfait, il ne peut donc y avoir de densité de courant :fz 0. Cependant, le

champ électrique dépend du tems donc‘;—f = 0. 1l existe donc un champ magnétique B tel que

—

rotB = Eolly Z—f. Champ magnétqgiue est présent du fait des variations temporelles du champ
électrique.

4-  Pour I’étude du champ magnétique, on considere les armatures
circulaires. On utilise alors les coordonnées cylindrigues. P

Soit M un point de I’espace entre les armatures, le plan T, = L
(M, u,, uy) est un plan de symétrie de la distribution et du champ Cl;)
électrique donc le champ magnétique est normal a ce plan. '

Les armatures et le champ électrique sont invariants par rotation
d’angle 8. Le champ magnétique est donc indépendant de I’angle 6. E M

On trouve alors :
B = B(r, 3, t)u, .10 _

5- L’équation que I’on utilise est 1’équation de Maxwell-Ampere en
coordonnées cylindriques.

. 9B(zbt) . 10 . OF Ue RC
Tot B = ——p, Wrtoas [rB(r,z,t)]u, = Eolto 57 = THo —gp Uz
(r,z,t) “Re
0B(r,zt) _ 10 _ ., UekrC
On a— == Oet e [rB(r,z,t)] = —pu, R

On en déduit que B est indépendant de z et que

t
Ue RCr?
rB(r,t) = —u, <R 7 + k ou k est une constante ( indépendante de z)

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015 56



Afin de déterminer la constante, on cherche une valeur particuliére du champ magnétique. En tout
point M de I’axe, tout plan contenant 1’axe est plan de symétrie. Le champ magnétique est donc nul
sur Paxe : B(r = 0,t) = 0.D’ou k = 0.

Onadonc:

Ur _

B(rt) = —uoﬁe

t
—_
RCue

6- On applique le théoréme d’ Ampére sur un contour I" circulaire de
rayon r et placé a la cote z. . .
On se trouve dans un milieu isolant donc:

jE B-dl ff OE ds
. =u € —_ ,
. (00d0) S at

Ou S est une surface qui prend appui sur le contour. On suppose que M

[]

ﬁ?’ i
cette surface est celle du disque du rayon r. Le contour est orienté
dans le sens défini sur la figure donc dI = rd6,. .‘_:q(t) >
Le champ magnétique est constant sur le contour, voila pourquoi on (fT J
a:

fﬁ B-dl = B(r,t) X 2mr.
r

La surface S est indiquée sur la figure précédente. C’est une surface a z constant et E reste alors

. . . . =4 —
constant aussi. D’apres 1’orientation du contour, dS = dS u,.

E 2 9E 2
Donc pog, J = dS = Koo 5 X 7T
t

On en déduit que B(r, t) = p-oso% X g = —MO;—rRe"ﬁ
_ = Ur _t _,
On trouve alors : B(r,t) = —pu, ZS_Re RC U,

7- L’équation de Maxwell-Ampere est forcément Vérifiée.

@ L’équation de Maxwell-Gauss div E = 0 est vérifiée car le champ électrique est dirigé suivant U,
et indépendant de z.

i@ L’équation de Maxwell-flux div B =0 estvérifiée car le champ magnétique est dirigé suivant Ug
et indéependant de 6.

, — = . . . dB(rt
& En revanche, rotE =0 car E est indépendant des coordonnées spatiales et h) _

t

r —_ - , . r_ eger
Mo 5opzc® RCUp # 0. L’équation de Maxwell-Faraday n’est pas vérifiée.

On conclut que le modele est insuffisant pour rendre compte des caractéristiques des champs
électrique et magnétique.
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8- a/ L’étude électrique permet de déterminer la puissance recue par le condensateur P =
q( ) dq(t)

u:(t)i(t) ot u(t) = représente la tension aux bornes du condensateur et i(t) = est le
courant traversant le condensateur compté posmvement dans la convention récepteur.
On obtient P = (t) dq“) ol q(t) =CU(1l—e Rc)
Donc :
Ur _t _t
P(t) = Fe RC(1 — e RC)
b/ L’énergie regue par le condensateur est W = fot P(t)dt
On trouve :
CU? _t ,t\ (CU? _t
w(t) :T<1_2e RC + e RC) =——(1-e RC)2
¢/ L’équation locale de Poynting est :
divR+]-E+2 (dw)
VR ET 5 a
9 (dw d 2, B% . e : .
° at( dt) 6t( €oE +3 ) représente la puissance électromagnétique volumique cédée par le

champ électromagnétique et recue par le systeme.
° f E représente la puissance volumique cédée par le systeme aux porteurs de charges. Dans notre
casj*E=0.

=

e divR = —div (EAB

o

) représente la puissance regue par le systtme par le rayonnement

électromagnétique.

. = EAB cu?r -t _tN
d/ Le vecteur de Poyntingest R = — = — Zr e RC (1 —e Rc) U .
Uo 2£,S%R
S
Or, on donne C = =~

Donc :

e/ La puissance cédée par le condensateur est égal au flux du A7
vecteur de Poynting a travers la surface délimitant le condensateur.

La puissance regue correspond au flux de — R & travers la surface

latérale du condensateur puisque R est dirigé selon i,..Cette surface “
latérale S,,; est la surface du cylindre de bases des deux armatures du ~=i) g
condensateur. Tous les points de cette surface se trouvent a la distance
a de I’axe et I’élément de surface est orienté suivant .

2 _t _t
Donc Precue = — [ R-dS = —ffslat ~srg € K€ (1 —e Rc) adfdz

Ula __t ty\ (27 d/2 U?a? ¢t K
Pregue=25Rde RC(l—e RC)[ defd/z Z=T SR e Rc<1—e RC)

P Ol
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Avec S = ma?, on retrouve :

U? _t _t
P(t) =7e RC(1—e RC)

On retrouve le méme résultat qu’a la question 8) a/. Le modele que I’on utilise semble donc étre
cohérent pour I’étude énergétique du condensateur.
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CHAPITRE 4
LE REGIME VARIABLE

4.1 Introduction

Le régime variable est caractérisé par des propriétés spécifiques liées a la dépendance des champs en
fonction du temps. Ces particularités sont :

i Le phénomeéne d’induction : Un circuit filiforme au repos et parcouru par un courant invariable
n’entraine ’apparition d’aucune f.€.m ou d’aucun courant dans un autre circuit filiforme au repos.
Il n’en est pas de méme si le courant varie ou si les circuits en présence se déplacent I’un par
rapport a ’autre : la f.é.m ou le courant qui apparaissent sont dus au phénomene d’induction. Ce
phénomene entraine 1’apparition d’un champ électrique supplémentaire (appelé champ induit); ce
qui conduit a modifier la propriété fondamentale du champ électrique .

Le phénomene de capacité : Un circuit comprenant un condensateur alimenté par une source de
tension variable en fonction du temps, est parcouru par un courant variable bien que la continuité
électrique soit interrompue par 1’espace entre les armatures du condensateur. Dans ce cas
I’intensité du courant n’est plus conservée tout au long du circuit puisqu’elle est nulle dans I’espace
entre les armatures. Il n’est donc plus possible d’appliquer le théoréme d’ Ampére. Pour conserver
la validité de ce dernier, nous serons amenés a introduire le courant de déplacement.

Le phénoméne de propagation : Considérons un ensemble constitué par des circuits parcourus
par des courants et par des distributions de charge variant en fonction du temps : cet ensemble
pouvant étre au repos ou en mouvement. Au voisinage de ces distributions régnent un champ
électrique et un champ magnétique. Contrairement au cas stationnaire, ces champs ne sont pas
synchrones avec les sources, ¢’est-a-dire qu’a un instant tdonné, ces champs dépendent des valeurs
des sources a un instant antérieur qui est fonction de la distance séparant le point d’observation

| ]

=

des sources. Nous exprimons ce fait en disant qu’il y a propagation a vitesse finie des champs a
partir des sources qui leur donnent naissance et le retard est d’autant plus grand que le point ou
I’on désire connaitre les champs est €loigné des sources.
Toutefois dans le cas de régimes variant assez lentement en fonction du temps, on fait des
approximations qui permettent de négliger certains termes dans les équations de Maxwell. Cet
ensemble d’approximations est appelé 1’approximation du régime quasi-stationnaire ( A.R.Q.S).

4.2 L’induction électromagnétique
4.2.1 Laloi de Lenz
On peut induire une f.é.m dans un circuit filiforme (C) fermé en faisant varier le flux
magnétique a travers le circuit : c’est le phénomene d’induction ¢€lectromagnétique. Les cas de
variations du flux du champ magnétique a travers un circuit sont :
© Le cas d’un circuit mobile dans un champ magnétique permanent,
Le cas d’un circuit fixe dans un champ magnétique variable,
Le cas général d’un circuit mobile dans un champ magnétique variable.
Pour trouver de maniere qualitative le sens du courant induit, on utilise la loi de Lenz qui stipule
que :
Le sens du courant induit est tel que le champ magnétique qu’il crée s'oppose d la variation

de flux qui (ui a donné naissance.
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Puisque une f.6.m apparait dans le circuit (C) et y fait circuler un courant ceci implique 1’existence
d’un champ électromoteur agissant sur les porteurs de charge du circuit (C). Ce champ est appelé
champ électrique induit.

4.2.2 Loi de Faraday
Pendant un temps dt, la variation du flux magnétique total a travers une surface quelconque
s’appuyant sur le circuit (C) est d¢ ; la f.€.m induite e s’exprime a 1’aide de la loi de Faraday :

__9
=-2 (4.1)

Cette loi, établie expérimentalement pour des variations relativement lentes du flux magnétique en
fonction du temps, est valable pour tout régime variable et elle sert de base a 1’étude de
I’¢électromagnétisme classique.

4.2.3 Equation de Maxwell-Faraday

Considérons un circuit (C) au repos soumis a un champ variable. Un champ électrique va
prendre naissance dans tout I’espace ou existe un champ magnétique variable. Le champ électrique
induit joue un réle de champ électromoteur et la f.é.m apparaissant dans tout le circuit (C) peut
s’écrire :

e = %E’i-dfz—@:—iffﬁ-d§ (4.2)

ou (S) est une surface orientée s’appuyant sur le contour orienté(C).
En permutant les opérateurs d’intégration et de dérivation on a :
L (B - dS) B
froai=-[[PES_ ([ Bys g
Jt ) 0t
©

car le circuit (C) étant immobile, la surface (S) I’est aussi et dS est indépendant du temps. En
appliquant le théoreme de Stokes nous pouvons écrire :

— - — - - aE) =
ngi-dlz.UVin-dSz—ﬂa-dS (4.4)

© ) ()

Cette égalité étant satisfaite quelle que soit (S) s’appuyant sur (C), il en résulte :

9B (4.5)
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Remarquons que s’il existe en plus du champ électrique induit un champ électrostatique E s, le champ
total £ est la somme du champ électrostatique ﬁs et du champ électrique induit E; :

E = Es + E (4.6)

On peut aisément vérifier que E satisfait la relation la relation de Maxwell-Faraday :
VxE=Vx|[E + E]= VxE =~ (4.7)
Car VXE=0 (4.8)

En définitive, nous devons retenir de 1’étude du phénomene d’induction électromagnétique le résultat
fondamental suivant :

En chaque point de |'espace ol existe un champ magnétique variable nous devons associer un champ
électrique induit variable 3 circulation non conservative c'est-3~dire ne dérivant pas d’un potentiel.

L’ensemble de ces deux champs (E, B) constitue le champ électromagnétique.

4.3 Le théoréme de Maxwell-Ampeére
4.3.1 Le phénoméne de capacité

Considérons 1’exemple simple schématis¢ par la figure.
i c , . . L
Lorsqu’on relie le condensateur C au générateur G, il circule

e S pendant un temps trés court un courant variable I(t). Ce courant
/ //’_ ‘\\\ \ s e =g . Y i
G| A \\S ,  crée un champ magnétique B que 1’on pourrait calculer a 1’aide
A /.- duthéoréme d’ Ampere.
~\ D; - sy ERP
MQ - Pour calculer le champ magnétique en M, on considére le cercle
R I' de rayon OM = r,etl’ona:

f B-df= ol (4.9)
r

Cette équation exprime le fait que 'intégrale curviligne de B sur une boucle fermée est égale & pi,fois
le courant total qui traverse une surface quelconque limitée par la boucle fermée I'. On peut calculer
le champ magnétique en M en utilisant successivement deux surfaces différentes S et S’ s’appuyant
sur le contour I" et en appliquant pour chacune d’entre-elles le théoréme d’ Ampere sous sa forme
intégrale.

& Cas de la surface S : Le courant total traversant S est bien égal au courant I et on obtient :

I
B = Ho

= onr (4.10)

+ Cas de la surface S': Cette surface passant entre les plaques du condensateur n’est traversée par
aucun courant puisque les charges électriques ne se déplacent pas entre les plaques du
condensateur. Si on utilise le théoréme d’ Ampeére, on obtient :
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35 B-df=0 (4.11)
r

Le résultat de ce calcul serait alors B = 0. Ce qui est en contradiction avec le résultat obtenu
avec la surface S. Pour lever cette ambiguité, il faut modifier le théoréme d’ Ampére.
Dans le condensateur, il n’y a pas de charges mobiles, donc pas de courant de conduction. Par contre
il y a un champ électrique variable durant la charge du condensateur et qui est égal a :

E=— (4.12)

o étant la densité superficielle de charges électriques sur les plagues du condensateur. La charge totale
portée par une armature du condensateur de surface X est : ¢ = ¢2X. Le courant de conduction I &

> ;o crN d 5 s
I’extérieur du condensateur est lié a la charge du condensateur par = d—z ,d’ou:

dq d(oX) d(E). dE_ dD (4.13)
dt ~ dt = dt E=to kTt

I'= dt =~ dt

ou D = gyFE est le vecteur excitation électrique entre les armatures du condensateur. Entre les
armatures du condensateur, le courant ne correspond pas & un mouvement de charges électriques mais
il est lié au champ électrique variable entre les armatures du condensateur. Il est appelé courant de
déplacement et nous le noterons I. Ainsi si on suppose que le courant entre les plaques du
condensateur est I;,. Le courant total traversant la surface S’ est I, et si on utilise le théoreme
d’Ampere en prenant en compte le courant de déplacement, on obtient le méme résultat que celui qui
a été obtenu en utilisant la surface S.

L’introduction du courant de déplacement va permettre de généraliser aux régimes variables le
théoreme d’ Ampere dans lequel on devra considérer le courant total, somme du courant de conduction
correspondant a des charges électriques mobiles, et du courant de déplacement correspondant a un
champ électrique variable dans le temps.

4.3.2 Le vecteur densité de courant de déplacement

Le courant lié au mouvement des charges électriques sera noté dans la suite | et le courant de
déplacement qui correspond a un champ électrique variable sera noté I5,. On appelle le courant total
I =1 + Ip. A ces courants on associe respectivement :

e le vecteur densité de courant lié au mouvement des charges électriquesf
e e vecteur densité de courant de déplacement j, défini par

. _dD oF

- . = 414
T (4.14)

e le vecteur densité de courant total

jr=Jj+ Jjp (4.15)
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4.3.3 Le théoréme de Maxwell-Ampere
Le théoréme d’ Ampere peut €tre généralisé a condition de ’appliquer au courant total. La relation de
Maxwell-Ampére qui en est la traduction s’écrit :

5. 0F - o gl . OB\ .o_ OF
jg(r)B. —(UMOJT' S—J:l- Ho]"‘ﬂofoa ' S—/‘OEOE (4.16)

S) )

La relation intégrale du théoréme d’ Ampére généralisé est :

Lo, N 1
VX B = lojr = Uoj = #0505 (4.17)

On obtient le résultat fondamental :

Un champ électrique variable crée un champ magnétique.

4.3.4 Equation de continuité
Considerons une surface fermée (S) entourant un volume (7); si p est la densité volumique de charge
électrique et g la charge électrique totale du volume (7) a I’instant t, on a :

q= fﬂpdr (4.18)

)

Pendant I’intervalle de temps dt la variation de la charge totale est dq, et le taux de variation de

charge s’écrit :
dqg _d (4.19)
dt  dt fﬂ pdt

(7)

Mais # f dS représente la charge totale sortant de la surface (S) par unité de temps, donc par
Q)
suite de la conservation de la charge :

%:—#7@5‘ (4.20)
)
et
d .
T Ufpdr =—4qpj-dS (4.21)
@ )

En changeant I’ordre des opérations par rapport a 1’espace et par rapport au temps, on a :
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5o § s

(1) (S fermée)

or, d’apres le théoréeme d’Ostrogradsky :

ghi-as=[[[77ar .29

Donc Q)

W [g_iﬁ'f?] dr =0 (4.24)

(™
Cette relation doit étre vérifiee quel que soit le volume (7), il faut donc que I’on ait :

= - Op
V-]+E—0 (4.25)

Cette équation dite de continuité traduit la conservation de la charge électrique et montre que
le flux du vecteur densité de courant n’est plus conservatif comme dans le cas des états stationnaires.
On peut vérifier que le théoréme d’Ampére qui est valable uniquement dans le cas des régimes
stationnaires ne peut plus étre utilisé dans le cas des régimes variables car il serait en contradiction
avec la relation de continuité qui exprime un principe fondamental de la physique (Principe de
conservation de la charge électrique). Par contre le théoréme d’ Ampére-Maxwell qui prend en compte
le courant de déplacement satisfait pleinement la relation de continuité.

4.4 Les équations de Maxwell

4.4.1 Les hypothéses de Maxwell

Nous avons pu remarquer que 1’étude du régime variable nous a amenés & modifier deux équations
fondamentales des régimes statiques :

Régime Statique Régime variable
VXE=0 ~ . 0B
VXE=——
Jt

V) X § = ‘Llo i aE)

VXB =#0]'+ﬂ050§

Selon les hypotheses de Maxwell, les deux autres équations caractéristiques des régimes statiques

sont encore valables pour les régimes variables :

e Théoréme de Gauss pour E : V- E = £
0

e Théoréme d’Ampere pour B:7-B = 0
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Ces quatre équations aux dérivées partielles sont appelées les équations de Maxwell.

3 Elles constituent les équations fondamentales de I’électromagnétisme.

4.4.2 En résumé
Dans le vide, les €quations de Maxwell s’écrivent :

Forme locale Forme intégrale

Théoreme de 1
Gauss pour E ou v.F= P #E'd§=gUJPdT
équation de €o ) Q)
Maxwell-Gauss
Equation du flux
magnétique  ou
équation de V-B=0 #ﬁ-d§= 0
Maxwell-Thomson O
Equation de o 0B - d - o
Maxwell-Faraday YR =~ (f) Eral= _EH(S)B a8

= = S OE . oF
Equation de VXEB =g lf"'goﬁ fﬁ B-d{’=ﬂu0[f+eo—l-d§
Maxwell-Ampére @ 5 ot

45 Equations pour E et B

Pour établir I’équation relative au champ électrique E, il faut éliminer le champ magnétique B . Pour
cela, calculons le rotationnel de chacun des membres de la loi de Faraday :

-

VXVXE=VX<——) (4.26)

En permettant 1’ordre des dérivations, on obtient :

VXVXE

o~ a( - oE
_ - _ ; - 4.27

Sachant que

tri

— V2

<
X
<
X
tu
Il
<
<
tri

(4.28)

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015 66



ol 72 est le laplacien vectoriel, on obtient 1’équation aux dérivées partielles suivante :

Lo o 9j @ oE
27 _ A oL (4.29)
VZE-V(V-E) “Oat+at{“"€° at}
Comme
S =2 P
V-E=— (4.30)
€o
V@B =V (ﬁ) (4.31)
80
on obtient finalement :
, 0%E j -~ /p
2 R _— -
VIE ~Hoo g = Hog TV (eo) (4.32)

Pour établir I’équation aux dérivées partielles pour le champ magnétique B, calculons le rotationnel
de chacun des membres du théoréme d’ Ampére-Maxwell :

— — — e e P — - E
Vx(VxB)=V(V-B)—V28=Vx{uolj+eoa—t} (4.33)

Mais
V-E=0 (4.34)

Et en inversant [’ordre des dérivations :

— — g a —> -
—V2B = poV X + oo [V X E] (4.35)
Or o8
VXE=—— (4.36)
dat
Donc -
- — rd a B
—VZB = ppVXxj-— Hofo 577 (4.37)
Ou encore
)= 9°B S
VZ B — lo& FIv —HoV X j (4.38)

En absence de charges électriques (p = 0) et de courants électriquesf = 0, on obtient la méme
équation aux dérivées partielles pour le champ électrique et pour le champ magnétique.

L’équation
7\ 10% /3 o
2 (B _ & E\ _
v (ﬁ) T (§>_ 0 (4.39)
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constitue I’équation de propagation du champ électromagnétique dans le vide, ou on a posé
1

v Ho€o .

Cc =

4.6 Introduction des potentiels
4.6.1 Potentiel scalaire. Potentiel vecteur

Le champ magnétique B satisfait a I’équation 7 - B = 0. On peut donc définir un potentiel
vecteur dont dérive le champ magnétique par :B = 7 x (/T)

D’apres la loi de ’induction, VXE=— Z—Ij, d’ou :
FxE oL [Fxd]= -7 x |22
Soit : 0d oF
VXE4+Vx|—|=Vx|[E+=—|=0 (4.41)
oat Jt

Sachant que le rotationnel du gradient d’un champ scalaire est nul, on peut déduire du résultat
de I’équation précédente qu’il existe un champ scalaire U appelé potentiel scalaire tel que :

F+22 - wu (4.42)
Jat
Et on obtient :
L o 04
E=-VU- e (4.43)

Si I’on remplace le potentiel scalaire U et le potentiel vecteur A respectivement par les potentiel U’ et
A’ définis par :

on peut montrer que :

Br= v -2
N ot
, - ap\ 0 .
E _—V(U—E)—a(/wv(p)
- 94 .
E'=-VU——=FE
t

et que
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Le remplacement de et U respectivement par A’ et U’ s’appelle une transformation de jauge.

L’invariance de E et B dans cette transformation s’appelle I'invariance de jauge. L’invariance de
jauge nous laisse libre du choix de la relation liant le potentiel scalaire et le potentiel vecteur. Cette

relation est appelée la condition de jauge.

4.6.2 Equations des potentiels. Jauge de Lorentz

Sachant que E = —VU — Z—‘: , le théoréme de Gauss V + E = gﬂ s*écrit,
o
o [ o 04
V- l—VU _YP
i e

ce qui donne une premiere equation entre U et A

V2U+%W-Z] = —Sﬁ
o

Une deuxiéme équation est obtenue a partir de 1’équation de Maxwell-Ampeére :

1 0F

VXBZZMOJ?-I-C—ZE

En utilisant 1’identité
Tx [Fxd]=F[F-d]-v2 4

Il vient
v AT [Tl - 5 [-9(2) 24 = o
c2 at) ~ aez| T HI =
Soit
VZA 104 V’[*/T+1 + 1oj =
c? ot? c? ot HoJ =

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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Nous obtenons ainsi, pour les potentiels AetU, deux équations que 1’on peut écrire sous la forme
symétrique

VA S
c? ot? cz2atl g,
(4.50)
w2 i 1 0%4 V[VE 16U]_ 5
c? ot? c2ocl = TH
Si I’on choisit la jauge de Lorentz définie par
- - 10U
VoAt ——t= 4.51
+ c? ot (451)
les équations des potentiels deviennent alors indépendantes et se réduisent a
1 0%U
vey-—-2_-_F
c? ot? €o (4.52)
, > 1024 R
Tz T

Notons que la condition de jauge de Lorentz est compatible avec 1’invariance de jauge.

En effet, si nous remplacons A par A’ = A + V¢ et Upar U’ = U — Z—f la condition de Lorentz
- - 10U
—— =0 4,53
+37; (4.53)
= o 10U - L 10U 1 0%
+c2 ot + 26t+ ¢ c? ot?

11 suffit pour qu’elle soit vérifiée que ¢ satisfasse I’équation aux dérivées partielles :

19%¢ 4.55
V2¢_§F:O (4.55)

4.7 Le champ électromoteur
Définition

Soit un conducteur électrique se déplacant avec une vitesse ¥ dans une région de ’espace ou
regne un champ magnétique B, on définit le champ électromoteur par la relation :

, 0A -
Emz—a+ﬁx8 (4.56)

Le champ ¢électromoteur rend compte de I’apparition d’un courant induit dans les cas :
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s d’un circuit fixe placé dans un champ magnétique variable,
= d’un circuit mobile dans un champ magnétique.

4.7.1 f.é.m induite dans un circuit

La f.6.m induite e;p apparaissant dans une portion de circuit filiforme CD est
par définition égale a la circulation du champ électromoteur sur CD :

ecp = f E,-df (4.57)
CD

Dans le cas d’un circuit filiforme fermé conducteur C, mobile dans un champ magnétique variable
dans le temps. La f..m induite est donnée par :

L L 9A D\ o
eczf Em-dt’zjg (—E+ﬁx3>-d€ (4.58)
(&4 (4

4.7.2 Induction de Lorentz, Induction de Neuman
On a deux cas particuliers :

-

0B

& Induction de Neuman : Circuit fixe dans un champ magnétique variable (U = 0, Pl 0)
04
ec = 95 2.4t (4.59)
e Ot

& Induction de Lorentz : Circuit mobile dans un champ magnétique permanent (U # 0, Z—f =0)
e =§€ (5 x B)-d? (4.60)
C

4.8 Approximation des états quasi-stationnaires
4.8.1 Introduction
Les propriétés spécifiques liées a la dépendance des champs en fonction du temps sont :
“3le phénomene d’induction,
“3le phénomene de capacite,
“Jle phénomene de propagation.
Pourtant dans le cas de régimes variant assez lentement en fonction du temps, on fait des
approximations qui permettent de négliger certains termes dans les équations de Maxwell. Cet
ensemble d’approximations est appelé 1’approximation du régime quasi-stationnaire ( A.R.Q.S).

COURS D’ELECTROMAGNETISME DRREMAOUNS.M 2015 71



4.8.2 Phénoméne d’induction
On tient toujours compte des effets d’induction quelle que soit la vitesse de variation du champ.

4.8.3 Phénomene de capacité

Cet effet est lié aux circuits ouverts alimentés par une source de tension variable et parcourus
par un courant variable bien que ces circuits €lectriques ne soient pas fermés. C’est le cas particulier
des condensateurs ou pour assurer la continuité du courant électrique, nous avons introduit la notion
de courant de déplacement. Dans 1’approximation du régime quasi-stationnaire, on suppose que les
effets des champs magnétiques sont négligeables entre les armatures de ces condensateurs.

4.8.4 Phénomene de propagation
Si les dimensions des circuits électriques étudiés sont suffisamment petites on pourra considérer
que dans un circuit fermé le courant électrique est le méme en chaque point d’un circuit fermé. Dans

ce cas le vecteur densité de courant fT est sensiblement le méme en tout point du circuit :

jr=Jj+ip=j (4.61)
Il s’en suit que :

<
-

=0 (4.62)

4.8.5 Equations des états quasi-stationnaires
Dans ’approximation du régime quasi-stationnaire, les équations de Maxwell s’écrivent :

Forme locale Forme intégrale
Théoréme de 1
Gauss pour E v-E=L2 #E'Cw:s—ﬂfpdf
€0 6] G
Equation du flux V-B=0
magnétique # B-dS=0
()
Loi de Faraday d
S 0B fﬁ'dl*aff B-dS
VxE=—— b ©)
Théoréme VXB=uy
Ampeére-Maxwell jg B-df =y, ﬂf ds
™ G
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Exercices résolus

& Exercice.l:
Deux conducteurs 1 et 2 filiformes et paralleles, transportant un méme curant d’intensité
i(t) =1, coswt, dans des sens opposés. Un cadre rectangulaire MNPQ set fixé dans le plan des
conducteurs.
1- Déterminer le flux magnétique ¢ a travers le cadre.
2- Déterminer la force électromotrice induite e(t)dans le cadre et donner le sens conventionnel du
courant induit i’.

\/

i(t) fily
fil
i(t)
& Exercice.2:
On dispose d’un cadre carré fixe de cOté a comportant N spires d’un fil conducteur d’extrémités
A et C dans un champ magnétique B = B,coswti, . La

z

normale du cadre fait un angle @ avec i,. L’angle 6 est i

orienté, il est donc négatif sur la figure. Cadre

1- Calculer la force électromotrice e(t) qui apparait entre les a y
bornes de sortie A et C du cadre.

2- Vérifier que le potentiel vecteur en un point M quelconque a
peut s’écrire | >

3- Calculer par une autre méthode la force électromotrice  a ~7/ 0
e(t). ¢ =

4- Etudier les variations de I’amplitude e, de e(t) en fonction
de la pulsation w du champ magnétique et de I’angle . On tracera le graphe de I’amplitude de e(t)
en fonction de 6.

5- Application numérique : B, = 1uT, a = 10cm, f = 150 kHz, 8 = ~ et N = 100. Calculer e,.
2

& Exercice.3:
Un fil rectiligne infiniment long est parcouru pat un courant d’intensité i(t) = I, cos wt. On
note (0z) la direction du fil, on note positivement 1’intensité dans le sens de z'z.

1- Déterminer le champ magnétique §(M, t) en tout point M de I’espace.
2- Definir la direction et les variables dont dépend le potentiel-vecteur Aen M.

On donne la solution de I’équation de Poisson dans le cas d’un fil infini, A M) = Z—; ) fll % df(P)

ou dT(P) est un déplacement élémentaire autour du point P situé sur le fil.
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3- Calculer le potentiel-vecteur 4 en M, que I’on prendra nul a la distance R de I’axe Oz.

4- En déduire le champ électromoteur E,,, en M.

5- Une bobine plane, de N spires, a la forme d’un carré ACDE de coté a. Deux cotés sont paralléles
a ’axe Oz, a la distance R et R + a de I’axe. Le fil est dans le plan de la bobine. On note e la
forme ¢€lectromotrice d’induction apparaissant dans la bobine.

Ve
[ A
i(t) 4 £ a b
R A
) i a
A C
O¢

a- Calculer e en utilisant le potentiel-vecteur.
b- Calculer e en utilisant la loi de Faraday.
c- Quel est le coefficient d’inductance mutuelle M entre le fil et la bobine ?

& Exercice.4 :

Un disque conducteur, de conductivité y, de rayon R, A
d’épaisseur e, est palcé dans un champ magnétique uniforme,
paralléle a I’axe Oz du disque, de valeur B(t) = B,coswt dans
la région r < a < R et de valeur nulle ailleurs. Il s’établit
en tout point M du disque des courants volumiques induits de —2
densité j(M,t) (courants de Foucault) dont on cherche L—710 Ie
I’expression.

1- Montrer que cette densité de courant est de direction
orthoradiale. De quelles variables dépend cette densité a
priori ?

2- On imagine un cercle de rayon r tracé dans le disque. Quelle 7z’
est la relation entre le champ électromoteur e induit qui existe sur ce
cercle et le flux de B & travers ? en déduire que j ne dépend que d’une
seule variable d’espace.

3- En déduire la densité de courant volumique induit j(M,t) en tout
point M du disque.

4- Exprimer la puissance volumique dissipée par effet joule dans le
disque. 7

5- Exprimer la puissance moyenne dissipée par effet joule dans disque.

Col
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& Exercice.5:

On considere trois conducteurs cylindriques C, C,, et C5 supposes tres longs de méme longueur
h et de méme rayon a. Leurs axes sont paralléles et sont situés dans un méme plan a une distance D
les uns des autres. Les trois conducteurs ont chacun une résistance r par unité de longueur, ils sont
disposés en parallele et reliés entre eux par deux plaques conductrices A et B de résistance et
d’inductance négligeable, et ils sont alimentés par une tension Sinusoidale de pulsation
w:u(t) = U,e/®t . Dans cette exercice, on suppose valables les équations des états quasi-
stationnaires et on tient compte des phénoménes d’induction. En effet, il s’agit de modéliser de notre
mieux ce qu’il se passe dans les fils électriques constitués de tresses (assemblage de fils de cuivre en
parallele) et utilisés partout.

s
g
lw’
@)
w
(@)
w

D
A ) M 4’ —_ A
¥ C, C,
<t b >

D

1- iy,i,, et i; désignent les trois courants apparaissant respectivement dans chacun des trois
conducteurs. Monter que 1’on a nécessairement i; = i3.

2- On s’intéresse a la plaque A se trouvant entre les conducteurs C;et C,. Calculer en fonction de
i,et i, le champ magnétique total B produit en un point M de A, a une distance x de I’axe du
conducteur C;.

3- Déterminer le flux magnétique ¢ a travers la surface de A. On supposera que a < D < h:
simplifier I’expression de ¢.

4- Quelle est la force électromotrice e d’induction apparaissant dans le circuit I' formé par le bord de
la plaque conductrice A ?

Solutions

= Exercice :1
Dans un premier temps, on détermine le champ magnétique dans tout I’espace en utilisant le théoreme
d’Ampere. Pour cela, on étudie le champ magnétique B(M, t) créé par un fil infini parcouru par un
courant i. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée(i,, iy, U,). On oriente le fil
suivant i, de sorte que le courant soit aussi orienté dans le sens

Soit un point M de d’espace situé a une distance r du fil, on étudie les symétries et invariances
afin de trouver la direction du champ magnétique et les variables dont il dépend.
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Le plan (M, ii,,1,) est un plan de symétrie. Le champ magnétique B est donc dirigé suivant
Ug. La direction de courant est invariante par rotation d’angle 6 et par translation suivant iy. Le
champ B ne dépend donc que de la variable r.
D’ou ; B(M,t) = B(r, t)u,.
On applique le théoréme d’ Ampere sur un contour circulairel” de rayon r placée a une cote z
consatnte. On oriente le contour de sorte que i soit dirigé dans le sens de la normale. Donc

dl = rdOilg. Ainsi, le théoréme d’ Ampere s’énonce :

f § dl = B(r,t) X 2nr = p,i
r

Ceci donne :

”Oﬁ
rG

B(M,t) =
On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée (i, ug, U, ). Les fils sont dirigés
suivant i, de sorte que le courant parcourant le fil 1 soit orienté dans le sens de .

On en déduit le champ magnétique en un point M situé a la distance r du fil 1 et & la distance
r'=r+(y,—r)dufil2:

B(M t) __l<1_i,>ﬁ _M_"i<l_;)ﬁ9

21 r) 0 T 2n\r r+(p—1n)
On peut calculer le flux ® du champ magnétique a travers le cadre. Pour cela, on oriente la
normale au cadre dans le sens de g et donc le contour dans le sens MQPN.

On trouve alors @ = ff B - dS ou S représente la surface du cadre, soit :

ri+a b Lo ri1+a 1 1
Brtdrdz—f Brtdrf dz——bf (———)dr
.U (rt) ry U 2 )y, r r+(y—nr)

Dlou d = el (an —In r2+a)
2T '

T T2

Onadonc:
b =

,u_oib - (rz(rl + a))

21 r(ry +a)

2- D’apres la loi de Faraday, applicable dans le cas d’un contour fermé : e = ——.

On en déduit :
to i +a)\di  p.lw R +a))
e =——bln|l——|— = bln sin wt
21 r(r,+a)/dt 21 n (rz + a)
Dans ce cas, e est orienté dans le sens de contour.
Pour déterminer le courant i’ induit, on utilise la relation 0 = Ri’ — e car le circuit est fermé.
Il reste donc :

S e)  polow TZ(Tl +a)) .
i'(t) = R~ 7R b In Tl(Tz ) sin wt
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i Exercice :2

1- e On peut alors calculer le flux ® du champ magnétique B a travers le cadre. D’apres le sens de
la normale, le cadre est orienté de c vers A.

Le flux a travers chaque spire du cadre est identique. Donc le flux a travers le cadre est égal a N fois
le flux a travers une spire.

Onad = N [[; B-dS ol représente la surface du cadre et dS = dS7i = dS(cos0, + sinfi,).
Soit: ® = NB,a’sinfcoswt.

e D’aprés la loi de Faraday, e = — % lorsque la force électromotrice e est orienté de C vers A.
On en déduit : e(t) = NB,a’wsinfcoswt.

2- On calcule le potentiel vecteur A proposé, en un point M(x,y,z) quelconque dans la base

cartésienne.
B B AOM 1<0>A<x> 1<ZB>
2 2 0 i 2 —xB

On vérifie qu’il est bien potentiel vecteur du champ magnétique B.

g B
ox 27 0
- 5> — - a B B =
TotA=VAA=] — |A 0 =|— + —|=8B
| y | | \2 2
- 0
9 / 2
0z
On retrouve bien|rot4 = B.
- .. z
3- Le champ électromoteur E,, est défini par : 1
_Zz0B
5 A 2 0t . e E
E,=——= 0 |, dans la base cartésienne _ y
ot EO_B D
2 0t
On calcule la circulation de ce champ électromoteur entre F X
les deux points C et A (dl va de C vers A) , et on obtient la AT g
force ¢lectromotrice d’induction e. C

3|
3 !

A—> 3 F—> > E—> -> b =4 A—) -
e(t)=fEm-dl=fEm-dl+fEm-dl+f -dl+fEm-dl
(o (o D

F E

Sur FE et DA, dl = dz i, et donc B, - dl = 5" dz

asin@
JE* 7 Ja— 5 0B a®sin6 0B ~ a’sinf
0

E,-d — = B,wsinwt
L 2 ot 4 ot 4 oo
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asinf
j‘AE, il 0——0B B a®sinf 0B B a®siné
e R T R T

Sur CF et ED, di = dix T, + dyi, et donc B, - di = — 257 dx, soit

asinf

B,wsinwt

=

F
- 2
f E,-dl = f , 0dx = 0 car le segment [CF] est a une altitude z = 0.
c asinf

asinf

DE, if = 2 a 0B = a’sind B wsi
.[E m = j;lsine 3t X = 1 cwsSinwt
2

On obtient donc :

e(t) = NB,a’wsinfcoswt

4- L’amplitude de la force électromotrice est une grandeur toujours positive.
Donc e(t) = NB,a’w|sin0| o
La force électromotrice e est une fonction NBya’e
croissante de la fréquence du champ magnétique B

et varie en |sin@|.

Le graphe de I’amplitude en fonction de 6 est le

suivant : 0 - 2 8

A

5- Application numérique : eg = 942 mV.

= Exercice :3

Dans un premier temps, on détermine le champ magnétique dans tout 1’espace en utilisant le
théoréme d’ Ampere. Pour cela, on étudie le champ magnétique §(M, t) créeé par un fil infini parcouru
par un courant i. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée (i, iy, U ). On oriente
le fil suivant i, de sorte que le courant soit aussi orienté dans le sens

Soit un point M de d’espace situé a une distance r du fil, on étudie les symétries et invariances
afin de trouver la direction du champ magnétique et les variables dont il dépend.

Le plan (M, u,, 1) est un plan de symétrie. Le champ magnétique B est donc dirigé suivant
Ug. La direction de courant est invariante par rotation d’angle 6 et par translation suivant uig. Le
champ B ne dépend donc que de la variable .
D’ou ; B(M,t) = B(r, t)u,.

On applique le théoréme d’ Ampére sur un contour circulairel’ de rayon r placée & une cote 3z
consatnte. On oriente le contour de sorte que i soit dirig¢é dans le sens de la normale.

Donc dl = rdfily. Ainsi, le théoréme d’ Ampére s’énonce :

jg §-di=B(r,t)x2nr=uoi
r

Ceci donne :

MOi —

B(M,t) = ——1,
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2- 1°® méthode :
Le potentiel vecteur A est la solution de I’équation de Poisson ou : AA + ,uof = 0 ol A est I’opérateur
laplacien.

La solution est de la forme A(M) = fffpS i®) 4 pour

€ET PM o
. o di(p)
une densité de courant volumique j.
Pour un fil parcouru par un courant i(t), on pourra écrire tP
i)
AM) = fﬁl o di(P), P R i(t)

Ou dl(P) est un déplacement élémentaire autour du point P
situe sur le fil.

Le vecteur déplacement élémentaire dT(P) est dirigé suivant le vecteur i, qui ne dépend pas du point
P, donc le potentiel vecteur A(M) Eo (ffu 20 dl(P)) U, est aussi dirigé suivant ii,,.

26 méthode :
Les plans z = Cte sont antisymétriques pour la distribution de courant. Par conséquent, comme le

potentiel vecteur A est un «vrai vecteur » ( par opposition au champ magnétique B qui est un
« pseudo-vecteur », il est orthogonal a ces plans et il est ainsi dirigé suivant .

Le fil est infini donc invariant par translation suivant i, et aussi invariant par rotation d’angle 6 des
coordonnees cylindriques.

On en déduit : AM) = A(N)4,

3- Le calcul du potentiel vecteur A est évident en considérant B = rotA

Ona: B— _TOtA_—%ﬁg

Onen dedUIt : A(r) = _Z “In(r) + k ol k est une constante d’intégration.

Le potentiel vecteur étant nul a la distance R de I’axe Oz, on adonc k = ’;—‘7’: In(R)

On trouve alors :

- Uol 1T _,
Ao == In(i,

4- Par définition

= 6A(M) uo r di_,
Em=—"3¢ =™ )dt z

5- a/ Orientons tout d’abord le contour dans le sens ACDE. Par définition, on a :

e=1v3€ Em-dl=N<J Em-dl+f Em-dl+f Em-dl+J Em-dl+>
ACDE A C D E

Car le cadre est constitué de N spires.
Sur les c6tés AC et DE, le déplacement élémentaire dl est dirigé selon i, soit F?m -dl = 0.

D’ou :
jDE di+jAE di+) = j R+a)did +J0 In (R>dld
c e T on \R)at ™’
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Puisque dl = dz u, sur les cotes CD et EA.
D’ou:

_ uONal (R + a) di

e —
R /dt

21

b/ On calcule le flux du champ magnétique B atravers la cadre d = N ffsﬁ -dS, ou'S

représente la surface du cadre et ds = —drdzi, si on conserve 1’orientation ACDE du cadre.

Onadonc:
a R+a . :
i Nai R+a
c1>=—Nf dzf Hol gr = _Ho ln( )
0 R 27r 2T R

On en déduit que

d® pu,Na (R F a) di
e=— =

dt ~ 2m R Jdt

On retrouve bien le méme résultat par les deux méthodes.

Par définition, le coefficient d’inductance mutuelle est tel que & = Mi, ou @ désigne le flux
magnétique engendré par le fil infini & travers le cadre.

Donc : M—”"Nal (R+a>
27 n R

= Exercice :4

Le Disque est placé dans un champ magnétique variable et donc soumis a un phénomene d’induction
engendrant un courant qui, du fait de la loi de Lenz, aura tendance par ses conséquences a s’opposer
a Ses causes.

Les conséquences de ce courant sont notamment 1’apparition d’un champ magnétique B’ qui sera
dirigé dans un sens opposé aux variations du champ B. Donc B’ est dirigé suivant 7. Ce champ est
donc produit par des courants dirigés selon 1, en coordonnées cylindrigues.

Le champ magnétique et le disque sont invariant par rotation d’angle 6 des coordonnées cylindriques.

Donc la densité de courant j est indépendant de 6.

On en déduit J=j(r z t)i,.
2- D’aprés 1’équation de Maxwell-Faraday, on a r—ofﬁm = - %.
Donc —(;—f = —%ff;”gﬁ +dS = [[; 70tEy, - dS = ¢ E,, - dl, ou T est le cercle de rayon r et S la

surface du disque de rayon r.
D’apres la loi d’Ohm, onf = yL_?)m. D’ou: %j (r,z,t) = — Z—T (r,t).

Cette relation est vérifiée quelque soit la cote z du cercle.

Donc : J=j(r t)ig
3-Ona 451, Ep-dl = j(:'t) 2nr = —%ffsﬁ -dS = wB,mrisinwt
Soit :
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> wB,r -
j(M,t) _ Lk sinwt U,

4- La puissance volumique dissipée par effet Joule est

ap . . j? (wB,71)?
—_—=jF =—=y—T [ 2
dt J Em ” Y 4 (sinwt)

5- La puissance moyenne dissipée est :

I a (a)B T')Z 21
= ffLiSque(]-Em)dr—J; )/T—rdrf def dz

On obtient :
_y (wB,)* rale
16
W Exercice :5 i
1- On place un repére cartésien sur la figure. | € Uy
Le plan défini par I’axe du conducteur C, et les S -
vecteurs u,, et u, est un plan de symétrie du A M | iy,
. I Y G H—>
systéme. ; U,
Les courants dans les conducteurs C, et C3 sont ©

donc identiques : i; = i;.

2- Le champ magnétique créé par un en conducteur est obtenu grace au théoréme d’ Ampeére.

On trouve B, (M) = — ’;‘1’:1 u, pour le champ magnétique créé par le conducteur C,en M.

—

De méme §2(M) =L2x u, pour le champ magnétique créé par le conducteur C,en M et

2m(D—x)
B;(M) = #;_x) u, pour le champ magnétique créé par le conducteur Csen M.
D’ou : - - -
Ho ( I 14 11)_>
B(M) = ——
M=m\o-—n -0 /™

On oriente la surface, par exemple, de sorte que la normale soit i, ( le courant i 11 est alors orienté
dans le sens inverse du contour T et i, est orienté dans le sens du contour T').

o _ Mo D—a( iy i3 0 h
Donc: ® = - gﬁa (—(D_x) + T x) dx 450 dy.
Soit ;

& = % [—izln (ﬁ) —iln <(2])D+aa)> ijln (D(—)a>]

Avec I’approximation a << D < h, on obtient

D = lz)ln( ) + 1lln2]
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4- La force électromotrice induite e dans le circuit ferme I' défini dans 1’énoncé est donnée par la loi

de Faraday.
©= 4t = 2z |\t @)™ (D) a2

5- On considere le circuit fermé I' comportant deux conducteurs C, ( parcouru par le courant i,) et C,
(parcouru par le courant i,), I’équation électrique dans le circuit donne : 0 = rhi, — rhi; — e ol
rh représente la résistance équivalente de chaque conducteur.

On en déduit la relation : i, —i; = — (2)
En notation complexe, les équations (1) et (2) donnent :

e= jw% [(11 —iy)In (%) + ilan] eti; -1y = %

i n2
On trouve alors 1—2 =1- m
1 jouo D

Onadonc: oy

a
o, 11 (5)

flw) =

6- En courant continu, w = 0, on trouve:—z =1.
1

En trés haute fréquence, w = +oo, on obtient ;22 = 1 — —c < 1,

T ()
Les courants sont toujours en phase. Cependant le courant dans le conducteur du milieu devient
inférieur aux courants dans les conducteurs extérieurs lorsque la fréquence augmente. Ce phénomene

ressemble au phénomeéne d’effet de peau. Il est dii a I’induction dans les conducteurs.
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CHAPITRE 5

PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES DANS LE VIDE

5.1 Equations de propagation pour E et B
Dans le vide, au voisinage de tout point ou les charges et les courants sont nuls, les équations de
Maxwell s’écrivent :

V-E=0 (5.1)
V-B= 0 (5.2)
R 0B
VXE = —— (5.3)
at
R OF
VxB = — (5.4)
Ho€o ot
Les équations pour E et B s écrivent alors :
- L 5
cz ot (5.5)
75 L% _g
c2 ot (5.6)
Dans le vide les ondes électromagnétiques se propagent a la vitesse de la lumiére :
1
c= =3x108m-s7! (5.7)
v/ Ho€o
5.2 L’onde plane progressive sinusoidale
5.2.1 Relation de dispersion
L’onde plane progressive sinusoidale est définie, en notation complexe, par :
E@# ) = Byel(wt=FkD (5.8)

Ol k est le vecteur d’onde donnant la direction de propagation de I’onde plane.
En utilisant la définition du laplacien vectoriel dans un systeme de coordonnées cartésiennes, on peut
montrer que :

V2F = —k2 (5.9)
L’équation de propagation s’écrit alors sous la forme
w? . -
I—kz + ?l E=0 (5.10)
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L’onde plane progressive sinusoidale constitue une solution particuliere de 1’équation d’onde
seulement si la relation suivante, dite relation de dispersion, est satisfaite :

_© (5.11)
5.2.2 Structure de ’onde uniforme plane ¢
L’onde plane progressive sinusoidale doit également satisfaire le théoréme de Gauss. En absence de

charges électriquesp = 0:

—

V-E=0 (5.12)

On montre aisément que pour une onde plane progressive sinusoidale :

—

V-E=—-ik-E=0 (5.13)

Soit encore k- E = 0; ce qui revient a dire que le champ électrique E est perpendiculaire a la

direction de propagation donnée par le vecteur d’onde k. Le champ électrique est dit transversal.
L’onde plane progressive sinusoidale doit également satisfaire le théoreme de Maxwell-Faraday :

VxE= -2 (5.14)

Vx(E)= —ik xE (5.15)
D’ou
—lz XE):—I:(UE) (516)
On en déduit le champ magnétique B
§ _ k XE (5.17)
w

En tenant compte des propriétés du produit vectoriel, on constate que :

Le champ magnétique est perpendiculaire au plan (E 5). Le champ magnétique d’une onde plane
progressive est donc transversal.

La direction du champ magnétique est telle que le triedre (75, E, §) est un triédre direct.
5.3 Polarisation

En tenant compte de la relation de dispersion, w = kc, le module du champ magnétique est :
1]}

IB]| ===

c
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Cet ensemble de propriétés permet de définir la structure de 1’onde plane progressive harmonique
(Figure ci-dessous).

5.3.1 Onde de polarisation rectiligne
Une onde électromagnétique plane est dite de polarisation rectiligne si le champ E garde une direction
constante (polarisation rectiligne). Dans le cas d’une variation sinusoidale en fonction du temps, il

s’écrit en notation réelle :
E = Eycos (wt —k-7) (5.18)

Ou
o = pulsation de la fonction sinusoidale
k : vecteur d’onde perpendiculaire au plan d’onde avec k = w/c

wt—k-7: phase instantanée ou plus simplement phase de la grandeur variable.
1

v Hoéo

Les vecteurs forment toujours un triédre direct et

c= vitesse de propagation dans le vide.

- k xE
B = (5.19)
)
Pour préciser cette onde, supposons qu’elle se propage suivant z'z d’ou
E = Eocos (wt — kz) (5.20)

On constate une double périodicité :
"5 Une périodicité temporelle : pour z donné le champ varie sinusoidalement en fonction du temps
avec une période

72" (5.21)
ou une fréquence w
= 1 o (5.22)
(f est en hertz). T 2m

“3Une périodicité spatiale : a un instant ¢t donné le champ varie sinusoidalement en fonction de
Z avec une période

(A est appelée la longueur d’onde dans le vide). On peut remarquer que la longueur d’onde A est égale

a la distance parcourue par 1’onde pendant une période.
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A= (5.23)

5.3.2 Onde de polarisation quelconque

Nous supposons que le champ E(donc B également) gardait une direction constante. Dans le
cas général, il n’en est pas toujours ainsi et les composantes du champ peuvent se mettre sous la forme

E, = Ey,cos(wt — kz — ¢q) (5.24)
E, = Egycos(wt — kz — ¢;) (5.25)

¢1, P, pouvant étre différentes.

Etudions le comportement du champ E dans le plan z = 0. Les résultats obtenus se retrouvent
avec un décalage temporel dans tout plan z = cte. Les composantes du champ s’écrivent :

E, = Eyxcos(wt — ¢1) (5.26)
E, = Egycos(wt — ¢3) (5.27)
E,=0 (5.28)

et si ’on prend pour origine des temps un instant ou E, passe par sa valeur maximale

ona:
E
—= = cos(wt) (5.29)
EOx
E 5.30
— = cos(wt — b) (5-30)
Eoy
On peut déja dire que I’extrémité du vecteur décrit une courbe inscrite dans un rectangle de
cOtés 2Ey, et 2Ey,,. D’autre part en développant I’expression de If—y et en éliminant le temps il
oy
vient :
Ey
= cos(wt)cos(¢) + sin(wt)sin(¢p) (5.31)
0y
E, E E.\’
Yy X X .
——=—cos(¢)+ |[1— <—> sin(¢) (5.32)
Eoy  Eox E,
E, E 2 E.\?
Yy _ X _ X . 2
— = —cos(d))l = ll - (—) lsm (p) (5.33)
EOy EOx EOx
2
Ey )2 ( Ey ) Ex Ey
— ) +(==] —2=——=—-cos(¢) = sin?(¢) (5.34)
<E0x EOy EOx EOy
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Pour ¢ quelconque, cette équation est celle d’une ellipse : on dit que 1’onde a une polarisation
elliptique; pour ¢ = mn(m = 0,1,2,...) Pellipse dégénére en une droite et I’onde est dite a
polarisation rectiligne. Enfin si Ey, = Epyet si¢g= (2m + 1)m/2 ’onde est dite a polarisation
circulaire.

5.4 Energie electromagnetique : vecteur de Poynting
La propagation de I’énergie se manifeste expérimentalement dans de nombreux cas :

e On peut ressentir son effet si I’on s’expose aux rayons solaires ou au rayonnement d’une source
chaude;

e De méme tout émetteur radio expédie de I’énergie a travers I’espace, une infime partie de cette
derniére étant captée par votre récepteur radio.

Nous allons essayer de relier localement cette énergie qui se propage, au champ électromagnétique
qui la transporte. Nous supposerons le milieu de propagation parfait, c’est a dire homogéne,
isotrope et linéaire.

5.4.1 Onde de forme spatiale et temporelle quelconques
Nous admettrons que les densités d’énergie ¢lectrique et magnétique calculées en régime
stationnaire sont toujours valables en régime variable ; la densité d’énergie électromagnétique w en
un point quelconque du milieu parcouru par une onde électromagnétique est donc a chaque instant:
w = densité d’énergie électrique + densité d’énergie magnétique

1( E? + Bz) (5.35)
w = —\| & b .
2\ T,

Considérons dans le milieu, un volume 7 limité par une surface (S). L’énergie
¢lectromagnétique qu’il contient est & chaque instant :

W= ([ we 550

Q)
Pendant un temps dt I’accroissement d’énergie dans (7) sera dW et la puissance instantanée
p' acquise par ce volume sera
aw ow
= = —d 5.37
P =" ﬂf at “* (.37)
(™
Ona:
, dB ~ [B OF
X(E)=—— et VX |—|=¢y— 5.38
Vx (E)=-7 #0] o (539)
donc
w - |- B B - .
—=E-[Vx|—]||-— "VXE (5.39)
ot Ho Ho
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D’apres une relation de transformation, on a :

—

V-lﬁx(£>I—E-VX(E)—E-VX<£> (5.40)

Ho Ho Ho
ow _ s lgx(E (5.41)
at Mo
— — E)
k2 Ex(—)l o (5.42)
Ho
@
La puissance électromagnétique instantanée perdue par le volume (7) est :
— — E)
—p' = Jﬂ-v E % <_>l dr (5.43)
Ho
()
Elle représente la puissance électromagnétique qui sort du volume (1), c¢’est a dire la puissance
moyenne p rayonnée par ce volume.
e — §
p:_fffv. Ex<_>l 4o (5.44)
Ho

@)

D’aprés la formule d’Ostrogradsky, on peut écrire :

— § - — -
p=U<Exu—)-dS=ﬂR-dS (5.45)
S 0 )

R =Ex

Le vecteur

(5.46)

S|

R est appelé le vecteur de Poynting. Sa direction donne en chaque point, la direction d’écoulement
de I’énergie et son flux a travers une surface est égal a la puissance électromagnétique instantanée
rayonnée par cette surface. Les courbes tangentes en chaque point au vecteur de Poynting peuvent
étre considérées comme des trajectoires de 1’énergie; on les appelle les rayons electromagnetiques.

5.4.2 Onde plane progressive et uniforme sinusoidale

Puisque (E, B, 7 )forment un triédre trirectangle direct le vecteur R a méme direction et sens
que k c’est a dire que I’énergie s’écoule dans le sens de propagation (ce résultat n’est pas général; en
effet dans un milieu anisotrope par exemple ® et k ne sont pas colinéaires).
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La puissance instantanée p,, traversant une surface unitaire (S) perpendiculaire a la direction de
propagation est

po= || ®-a5= [IR]-a5 = |7 [ as =|Rls ~ ©4D

() () &)

La puissance moyenne traversant (S) est alors

1 (T 17 1 (T
<pu>=?f0pudt=?f0 ||R||dt=?f0

or BLE,et ||§|| = 1/,uoso||}:'7)||, d’ou

T
(pu)=% j E? \/Zi‘(’) dt (5.49)
0

. B
E x—‘ dt ((5.48)
Ho

Si I’onde est polarisée rectilignement alors

E = Eycos (wt — k- 7) (5.50)

1" e, .z
(P,) = —J —EZ cos?(wt — k- 7)dt
TJy ([Ho

EZ T 1 o
(Py) = ?Oj% j; 3 [1 + cos[2(wt — k - r)]] dt (5.52)

£ E?
(P,) = EZ; H_O = s (5.53)
0

(5.51)

ou E,ff est la valeur efficace de E.

Le flux d’énergie traversant par unité de temps 1’unité de surface perpendiculaire a la direction
de propagation est une constante dépendant du milieu et proportionnelle au carré de la valeur efficace
du champ électrique.

5.5 Relations de passage

Composante tangentielle et composante normale de E
A la traversée d’une surface (2) portant des charges avec une densité superficielle 5, les relations
locales s’écrivent :

ETZ - ETl = 6 (554)
o

En; —En1 = — (5.55)
&o
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ou ET est la composante de E dans le plan tangent a (2) en M, tandis que Ey mesure de la
composante de E suivant la normale 7 en M et orientée de la face (1) vers la face (2) de ().

Composante tangentielle et composante normale de B
A la traversée d’une surface (2) parcourue par des courants de densité superficielle fs, les
relations locales B deviennent :
Bz = By (5.56)
Br, — Bry = pojs At (5.57)

oll By est la composante de B suivant la normale au point M considéré orientée de la face (1)
vers la face (2) de (2), tandis que B est la composante de B dans le plan tangent & (Z)en M.

5.6 Réflexion en incidence normale sur un conducteur parfait

Considérons une onde plane incidente uniforme sinusoidale polarisée rectilignement (Ei I Ox)
se propageant dans le vide (ou I’air) suivant zO et arrivant sous incidence normale, a la surface plane
d’un conducteur de conductivité infinie (conducteur parfait). Des considérations énergétiques
montrent qu’il n’y pas d’onde transmise ET =0 et E} = Oet que les seuls courants vrais pouvant
étre induits par cette onde le sont sur la surface du métal. Les raisons de symétrie impliquent que les
directions de polarisation des vecteurs incident et réfléchi sont identiques.

L ke
| 5
g 1& Ey
Ao
- eZ
€ j—>—>Y
€y

Conducteur parfait

Les champs électrique et magnétique des ondes incidente et réfléchie sont

N . - Ey . .
E, = Eoiel((ut+kz)é>x; B, =-— C(.)l el(wt+kz)é>y (5.58)
o , - E, )

Eon = EORel(wt—kz)ax; Bp = — 273 el(wt—kz)e—{y (5.59)
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La continuité de la composante tangentielle du champ électrique permet d’écrire a la traversée
de la surface de séparation (z = 0)

EOi + EOR =0 d’Ofl EOR = _EOL' (560)

Le champ électrique réfléchi a méme amplitude que le champ électrique incident et il est
déphasé de mr par rapport a ce dernier. Pour que le triedre (ER, ER, ER) soit direct, il faut que le champ

magnétique réfléchi B soit dans le méme sens que le champ magnétique incident B; c’est a dire que
sa réflexion s’effectue sans changement de phase. En définitive les ondes incidente et réfléchie

s’écrivent :
R . . Ey X 5.61
E, = Eoiel(wt+kz)ex; B; = _%el(wﬁkz)ey ( )
ER = —EORel(wt_kz)é)x; BfR = —ﬂel(wt_kz)é)y (562)

c

Dans le vide, I’onde résultante est la somme de 1’onde incidente et de 1’onde réfléchie et ses
vecteurs champs ont pour valeur

E = E; + E = Eoy (et — e~tk7)elotg, (5.63)
— [ E -

E = 2Ey; sin(kz) el(wHZ)ex (5.64)
B=B +B., = Eoi +ikz —ikz) ,iwt 3 (5.65)
=b; + R——Te +e )e €y .

- E ,
B =22 cos(kz) ellwtimg (5.66)
c

En revenant a la notation réelle

E = 2E,; sin(kz) cos (wt + g) €y (5.67)

-

E
B=2 % cos(kz) cos (wt + m)é, (5.68)

Ces relations montrent que les champs ne se propagent plus mais qu’ils oscillent
sinusoidalement en fonction du temps avec une amplitude qui est fonction de la distance z, leur

déphasage étant de % ,on dit que I’ onde est stationnaire.
L’amplitude du champ électrique est nulle pour k, = ZTFZ =Iln(l =012,..... ), c’est a dire
2
pour z = l;
e L’amplitude du champ magnétique est nulle pour k, = ZTEZ = (l +%>7T € =012,..... ),
2

c’est a dire pour 3 = (l + %) >
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e Les points ou I’amplitude est nulle sont appelés les nceuds et les points ou I’amplitude est maximale
sont appelés les ventres.
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CHAPITRE 6
LES EQUATIONS DE MAXWELL DANS LES MILIEUX

Nous allons dans ce chapitre utiliser les équations de maxwell dans les milieux matériels pour
¢tudier la propagation d’une onde d’une onde ¢électromagnétique dans un milieu isolant.

6.1 Propriétes électromagnétiques des milieux matériels
6.1.1 Polarisation d’un milieu matériel
Dipoles induits

Un atome est un objet électriguement neutre. Il est classiquement représenté par un noyau
composé de z protons et donc porteur d’une charge +2Zq, et d’un nuage de z électrons porteur d’une
charge —Zq,. En I’absence de champ extérieur, les centres de masse 7, du noyau et 7, du nuage
électronique sont confondus : 7, = 7, (figure ci-dessous). En I’absence de champ extérieur, les centres
de masse des charges positives (le noyau atomique) et des charges négatives (le nuage électronique)

sont confondus (a). En présence d’un champ électrique externe E, la force électrique déplace les
centres de masse dans des directions opposées. Le champ crée un dipdle électrostatique interne a
I’atome (b ).

nuage
électronique centre de masse

(négatif) du nuage
noyau
(positif) noyau
(a) (b)

Figure VI.1: Polarisation microscopique induite par un champ électrique

En présence d’un champ électrique E que ’on suppose constant, le noyau et le nuage
électronique subissent des forces électriques opposées. Il en résulte un écart entre les centres de masse

et donc la création d’un dipdle : les charges +Nq, et —Ngq, sont séparées d’une petite distance 5.1
en résulte une polarisation atomique, également appelée polarisation microscopique. Chaque atome

placé dans le champ E porte un moment dipolaire

B =2q,6 = ag,E (6.1)

ol @ = 4mrg est la polarisabilité électronique de 1’atome. Cette quantité ne dépend pas du nombre
d’¢électrons mais de la taille r, de 1’atome.
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Dipbles permanents

Certaines molécules ont une distribution de charges asymétrique, méme dans leur etat
fondamental (HCl,H,0,...). Elles ont un moment dipolaire permanent méme en 1’absence de champ
électrique extérieur. Mais elles se déplacent et tournent librement sous I’effet de 1’agitation thermique,
de sorte qu’elles ne privilégient aucune direction et, qu’en moyenne, le moment dipolaire de
I’échantillon est nul. Sil’on applique un champ électrique, les dipoles locaux ont tendance a s’orienter
dans la direction du champ. Sous I’effet combiné des forces électriques et de 1’agitation thermique,
I’orientation des dipdles reste cependant partielle ( elle augmente lorsque le champ augmente ou
lorsque la température diminue); il apparait un moment dipolaire macroscopique, donc une

polarisation, fonction croissante du champ. En premiere approximation, la relation entre PetE est
linéaire.

Autres types de matériaux

Dans les matériaux ferro-électriques, les interactions entre les dipdles moléculaires permanents
peuvent €tre si importantes qu’elles provoquent (a basse température) une orientation spontanée de
ces dipoles, méme en I’absence de champ.
Il existe egalement des matériaux ou les mécanismes de polarisation sont encore plus compliqués. Par
exemple, dans les piézo-électriques, la polarisation dépend explicitement des tensions mécaniques a
I’intérieur du matériau et peut étre induite par une déformation mécanique, méme en I’absence de
champ.

Diélectriques

Un diélectrique est un milieu matériel

& qui ne conduit pas le courant électrique, ¢’est-a-dire dans lequel il n’y a pas intrinséquement de
charges électriques susceptibles de se déplacer de fagon macroscopique,

& qui est capable de se polariser sous ’application d’un champ électrique.

Polarisation macroscopique

Dans un milieu matériel composé d’un grand nombre d’atomes (ou de molécules) et soumis a un
champ ¢lectrique externe, on observe d’une part ’apparition d’un grand nombre de dipdles
¢lectriquement induits et d’autre part 1’orientation des dip6les permanents dans la direction du champ
électrique. Chacun de ces dip0les contribue a la création d’un champ électrique de polarisation. Le
nombre de dip6les par unité de volume définit le vecteur polarisationP . En régime linaire on admet

que le vecteur polarisation P est proportionnel au champ électrique inducteur E ; ce qui s’exprime
par la relation suivante :

F_; = Soer (62)

Le parametre y, est la susceptibilité di¢lectrique du matériau. C’est un nombre positif sans
dimension qui décrit la réaction macroscopique du milieu matériel. On considéere que la charge
électrique totale p; est la somme des charges ne dépendant pas de 1’état de polarisation de la matiére
appelées charges libres et des charges resultant de la polarisation appelées charges induites. Ces deux
types de charges s’expriment respectivement par les densités volumiques de charge p et pp. On
montre que les effets de la polarisation d’un diélectrique sont équivalents a la superposition de :
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une densité volumique de charge pp, répartie en volume, vérifiant 1’équation

VB =—p, (6.3)

une densité surfacique de charge op, répartie en surface, vérifiant 1’équation

Ces charges sont appelées charges de polarisation.
Sachant que :
pr =p+pp (6.5)
le théoréeme de Gauss s’écrit :
S =2 + ~V-P
v.p_P_Pr_PTPr_P (6.6)
€& & €o €o

On définit le champ électrique induit Epol lié a la polarisation macroscopique Petau champ externe

E par: S 1. o
P Epor =—P = x.E (6.7)
€o
= e o P
V-(E+E =— 6.8
o (B + Epor) = (6:8)
Le théoréme de Gauss dans une surface contenant le milieu matériel polarisé s’écrit :
— - - p
V- (E+Epy) =— (6.9)
€o
qui peut également se mettre sous la forme :
V-[(1+x)e] =p (6.10)

La densité de charge a prendre en compte dans cette équation est la densité de charges libres p.
La permittivité relative ¢, est définie par .= 1 + y,. Le produit e = ¢g,¢, est appelée permittivité
absolue du milieu.
On obtient finalement le théoréme de Gauss pour le champ électrique E

V- (¢E) =p (6.11)

Cette relation constitue le théoréme de Gauss pour un champ ¢€lectrique en présence d’un milieu
matériel de permittivité relative ¢, , en présence de charges libres p. La permittivité relative &, est un
nombre sans dimension qui vaut 1 dans le vide, et est supérieure a 1 dans un milieu matériel. La
permittivité relative des matériaux dépend principalement du nombre de dipdles induits par unité de
volume (la densité numérique mesurée en m2), mais également des interactions entre ces dipdles.

De plus, la présence d’un dipdle permanent porté par un atome ou une molécule influence la
permittivité relative. Ainsi la permittivité des gaz est trés proche de 1’unité, tandis que la permittivité
des liquides peut atteindre plusieurs dizaines. Quelques valeurs sont proposées dans le tableau ci-
dessous.
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Phase Fluide &
air 1.00054
02 1.00049
gaz CO2 1.00092
CHs 1.00081
C4H10 1.00258
eau 78
- trichloroéthyléne 3.42
Liquide éthanol 24.3
glycérol 42.5

Table 6.1: Quelques valeurs de permittivités relatives &, pour des gaz et des liquides.

En régime sinusoidal, la susceptibilité électrique et la permittivité relative sont des fonctions
complexes de la pulsation de 1’onde é€lectrique appliquée au milieu. Dans les domaines d’application
des diélectriques, il est courant d’écrire la permittivité relative sous la forme :

& =& +ig’ =¢ +ig tanbp (6.12)

La quantité ¢, tanfp est appelée le facteur de perte car il caractérise I’aptitude du milieu
matériel a absorber 1’énergie électromagnétique, en général convertie en énergie thermique.
L’angle 85 est, lui, appelé 1’angle de perte.
On utilise parfois le vecteur excitation électrique D défini par :

D=¢E+P=¢ey(1+x.)E =¢e.6E =¢E (6.13)
On obtient finalement le théoréme de Gauss pour le vecteur excitation électrique D
V-D=p (6.14)

6.1.2 Conducteurs
En tout point d’un conducteur, il existe une relation entre le vecteur densité de courant Tet le

champ électrique total E ( somme du champ électrostatique ES et du champ électromoteur Ei ) dite
relation d’Ohm-Kirchhoff :

i=yE (6.15)
oUl y est la conductivité du milieu conducteur; elle s’exprime en siemens par métre (Sm™2).

Cas particuliers :

Isolants:y = 0

Conducteurs parfaits : y = +oo

6.1.3 Milieux aimantés

Lorsqu’une substance quelconque est introduite dans le champ magnétique créé par des
courants électriques le champ magnétique change. Ceci peut étre expliqué par le fait que chaque
substance est magnétique, c’est-a-dire qu’elle est magnétisée (acquiert un moment magnétique) sous
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I’action d’un champ magnétique. Une substance magnétisée crée son propre champ magnétique
B’ qui forme avec le champ magnétique primaire B, créé par les courants, le champ résultant :

Dans cette expression B et B’ représentent en fait les valeurs moyennes des champs magnétiques sur

un élément de volume infiniment petit. Le champ B’, comme le champ B, créé par les courants de
conduction n’a pas de sources (les charges magnétiques n’existent pas). Ainsi, pour le champ
magnétique résultant en présence d’une magnétisation, le théoréme de Gauss s’applique :

# B-dS =0 (6.17)
)

Ce qui signifie que les lignes de champ de Bsont continues partout en présence d’une
substance.

Mcécanisme d’aimantation : A I’heure actuelle, il est établi que les molécules de plusieurs substances

ont des moments magnétiques intrinseques dus au mouvement de leurs charges intrinséques. Chaque
moment magnétique correspond a un courant circulaire créant un champ magnétique dans 1’espace
environnant. En absence de champ magnétique extérieur, les moments magnétiques des molécules
sont orientés aléatoirement, et ainsi le champ magnétique résultant est nul, ainsi que le moment
magnétique total de la substance. Ceci s applique également aux substances qui n’ont pas de moment
magnétique en absence de champ extérieur. Si une substance est placée dans un champ magnétique
externe, sous 1’action de ce champ magnétique les moments magnétiques des molécules acquiérent
une direction prédominante et la substance est aimantée, c’est-a-dire que le moment magnétique
résultant devient différent de zéro. Dans ce cas, les moments magnétiques des molécules individuelle
ne se compensent plus et il en résulte I’apparition du champ magnétique B'. Le processus
d’aimantation des substances dont les molécules n’ont pas de moment magnétique en absence d’un
champ extérieur est différent. Quand de tels matériaux sont introduits dans un champ magnétique
extérieur, des courants circulaires élémentaires sont induits dans les molécules et la substance toute
entiére acquiert un moment magnétique, ce qui contribue également a la génération du champ s~ °.
La plupart des matériaux sont faiblement magnétisés lorsqu’ils sont introduits dans un champ
magnétique.

= Seuls les matériaux ferromagnétiques comme I’ Acier, le Nickel, le Cobalt et leurs nombreux

alliages ont des propriétés magnétiques prononcées.

Les matériaux ont des propriétés magnétiques tres variables. lls se classent dans les catégories
suivantes :

+ Un matériau est amagnétique lorsqu’il ne posséde pas de propriétés magnétiques.
+ Un matériau est ferromagnétique quand il porte une aimantation permanente ou de longue durée
plus importante que le champ inducteur.
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+ Un matériau est paramagnétique quand il présente une aimantation en présence d’un champ
extérieur seulement. L’aimantation est alignée avec le champ extérieur.

+ Un matériau est diamagnétique quand il présente une aimantation opposée au champ inducteur
(exemples : Bismuth, Graphite, Antimoine). L’aimantation est en général faible.

Magnétisation : Le degré d’aimantation d’un matériau magnétisé est caractérisé par le moment
magnétique par unité de volume. Cette quantité, appelée aimantation est représentée symbolique par
M ; par définition :

L1
M:Ezmi (6.18)
i

ou At est un volume infiniment petit entourant un point donné et m; est le moment magnétique d’une
molécule individuelle. La sommation est réalisée sur toutes les molécules contenues dans le volume
At.

Courant de magnétisation Iy : La magnétisation d’une substance est causée par 1’orientation

préférentielle des moments magnétiques individuels de chaque molécule. On peut faire la méme
remarque au sujet des courants circulaires élémentaires associés avec chague molécule et appelés
courants moléculaires. On peut montrer qu’un tel comportement des courants moléculaires conduit a
I’apparition d’un courant macroscopique appelé courant de magnétisation (ou courant ampérien).
Rappelons que les courants ordinaires circulant dans les conducteurs et associés au mouvement des
porteurs de charge sont appelés courants de conduction.

UA

N~

(a)

Figure VI-2: Courants de magnétisation ( amperiens ).
(a) de surface; (b) de volume

Afin de mieux comprendre ce phénomeéne, considérons a titre d’exemple un cylindre constitué
d’un corps aimanté homogene dont 1’aimantation M est uniforme et dirigée selon I’axe du cylindre
(figure () ci-dessus). Les courant moléculaires des molécules adjacentes ont des sens opposés et se
compensent mutuellement. Les seuls courants moléculaires qui ne sont pas annulés sont ceux qui
émergent sur la surface latérale du cylindre. Ces courants forment les courants magnétisant
macroscopiques de surface I s, circulant sur la surface latérale du cylindre. Le courant magnétisant
de surface Iy s induit le méme champ magnétique macroscopique que toutes les molécules prises
ensemble.
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Considérons un autre cas, celui d’un corps aimanté inhomogene représenté par la figure (b) ci-dessus
ou I’épaisseur des lignes correspond a 1’intensité des courants moléculaires. Le vecteur aimantation

M est dirigé vers ’arriére de la figure et augmente en amplitude avec la coordonnée x. On peut voir
que les courants moléculaires ne se compensent plus dans le volume de la substance, et il en résulte
un courant de magnétisation volumique I,y dont le sens est selon I’axe des y. Nous pouvons dans

chacun de ces cas parler de vecteur densité de courant surfacique fM(s) et de densité de courant
volumique fM(V) qui se mesurent respectivement en Am™* et Am=2. On peut montrer que le vecteur

densité de courant magnétisanth(V) et I’aimantation M sont liés par la relation :
VXM =y (6.19)

Dans les milieux aimantés placés dans un champ magnétique externe, des courants de magnétisation

sont induits. Ainsi la circulation du vecteur B doit prendre en compte non seulement les courants de
conduction mais également les courants magnétisants :

f B-d? = po(I + Iyw) (6.20)
)

ou I et Iy sont respectivement les courants de conduction et de magnétisation , encerclés par le
contour d’intégration I". Cette derniére équation peut étre réécrite en utilisant les vecteurs densité de
courant de conduction et de magnétisation :

j B-df =y, ﬂ (G +juey) - dS (6.21)
) S

Mais cette relation ne peut pas étre exploitée dans le cas général car la détermination des densités de

courants magnetisants fM(V) est un probleme difficile. Nous utiliserons donc la relation équivalente a
6.19 :

M-df= ff Juery - dS (6.22)
S

D’ou

—

[ ()= ] 705 629

En utilisant le théoréeme de Stockes

7. (E _ M’) 7 (6.24)
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On introduit le vecteur excitation magnétique H défini par :

— B —
H=—-M (6.25)
Ho
Qui s’exprime en A m™ et dont le rotationnel est :
VxH =] (6.26)

Cette relation peut s’écrire sous la forme intégrale équivalente :

f ﬁ-d?zﬁ j-dS (6.27)
) s

L’approximation usuellement utilisée consiste a considérer que 1’aimantation M est reliée au vecteur
excitation magnétique H par :
M= y,H (6.28)

ou y,, est la susceptibilité magnétique du matériau. Elle est nulle pour les matériaux amagnétiques,
négative pour les matériaux diamagnétiques, positive pour les matériaux paramagnétiques et

ferromagnétiques. Le champ magnétique total B s’écrit alors :
B = puo(H + xmH) = pou, H (6.29)

La constante u, est la perméabilité magnétiqgue du vide. Le nombre sans dimension
ur = 1 + y,,est la perméabilité relative dont le valeur est trés importante dans les matériaux
ferromagnétiques (1, = 104 pour le fer par exemple) et proche de I’unité pour les matériaux
paramagneétiques.

Quand le champ magnétique est variable, on décrit formellement les effets de ce champ sur la matiére
par une perméabilité relative sous forme complexe :

Wr = Ur + ifly (6.30)
avec des parties réelle et imaginaire fonctions de la pulsation w du champ magnétique.

6.1.4 Equations de Maxwell dans les milieux matériels, homogénes, linéaires et isotopes
Dans le cas des milieux homogenes, linéaires et isotopes, les équations de Maxwell s’écrivent :
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* Théoréme de Gauss pour E

Forme locale Forme intégrale

v (F)=2 #ﬁ-ﬁ:fff%m

) Q)

- Equation du flux magnétique

Forme locale Forme intégrale

- (B) = 0 #E-cﬁ:o
(S)

~ Loi de Faraday

Forme locale Forme intégrale

— - aB) =1 7 d =g o
Vx(E)=—-—— f E-dl:——ffB-dS
ot © dt(s)

- Théoréme Ampére-Maxwell

Forme locale Forme intégrale

= ui — § : = W +ue——|-
V X (B) W + ue T o z ot

Ou
~ & = g, estlapermittivité absolue du milieu diélectrique
- &, est la permittivité relative du milieu diélectrique

= — =18.854187817 x 1012 F m™ est la permittivité du vide
36mX10

“u = U, estla perméabilité absolue du milieu
~ u, est la perméabilité relative du milieu
“ o =41 x 1077 = 1.2566370614 x 107% Hm™? est la perméabilité magnétique du vide

~ Dans le cas d’un conducteur ohmique on af = yl:','> ou y est la conductivité électrique du milieu

,I_ 80

6.2 Relations de passage
Composante tangentielle et composante normale de E
A la traversée d’une surface (2) séparant deux milieux et portant des charges vraies avec une densité
superficielle o, les relations locales s’écrivent :
Brp— Br =0 (631)
&Ey, — € Ey1 =0 (6.32)
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ou ET est la composante de E dans le plan tangenta (2) en , tandis que Ey mesure de la composante
de E suivant la normale 7 en M et orientée du milieu (1) vers le milieu (2).

Composante tangentielle et composante normale de B
A la traversée d’une surface (2') séparant deux milieux et parcourue par des courants vrais de densité
superficielle js, les relations locales B deviennent :

BN2 = BNl (633)
LB, -1 B, =i xq (6.34)
— - — = n .
" T2 " T1 = Js

ol By est la composante de B suivant la normale au point M considéré orientée du milieu (1) versle
milieu (2); tandis que By, est la composante de B dans le plan tangent a (X)enM.

6.3 Propagation dans les milieux diélectriques

Les milieux diélectriques sont des mieux isolants. Leur conductivité est extrémement faible, de
lordre de 1072°a 107*? Sm™, celle d’un conducteur métallique étant de 1’ordre de 10" Sm™, a
température ambiante. Il est donc tout a fait raisonnable de prendre pour y la valeur y = 0. Par
ailleurs dans de tels milieux, p;ipre = O.

Les équations de Maxwell se simplifient alors en :

V-(E)=0 (6.35)
V-(B)=0 (6.36)
(@) =0 (6.37)
Vx(B) = ye%—f (6.38)

En utilisant la méme démarche que dans le chapitre précédent, on peut montrer que le champ
électrique et le champ magnétique satisfont les équations de propagation suivantes :

L 10%

E———=0 (6.39)
V2 ot?2

_ -7 _ (6.40)

VZ ot2 0

ou la vitesse de propagation de 1’onde est :
1 1 c

V= = (6.41)

\/.Uo.urgofr - \/.Uollr \/gogr - n
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n = /& est I'indice de réfraction (ou indice optique) du milieu. Dans les milieux réels n est
constant pour les grandes longueurs d’onde, tandis que pour les hautes fréquences, il faut faire
intervenir le phénomeéne de dispersion qui entraine une dépendance de n avec la fréquence.

Dans la plupart des diélectriques w, = 1,d’oun = +/¢,.

On peut également montrer que I’impédance caractéristique d’un tel milieu peut s’écrire :

z=%0 (6.42)
n

ou Z, est I'impédance caractéristique du vide.
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Annexe A
RAPPEL DES POINTS IMPORTANTLS

I : Les postulats de I’électromagnétisme classique.

1°) Les équations de Maxwell relatives au champ électromagnétique.

Le champ électromagnétique {E, B} en un point M & la date ¢ d{i a une distribution caractérisée
dans le référentiel d’étude supposé galiléen, par la densité volumique totale de charges p;,; €t le

vecteur densité volumique totale de courants fwt satisfait aux équations ci-dessous :

Formulation locale

Les relations intégrales.

divE = Lot (équation de Maxwell - Gauss).
&y

gp est la permittivité absolue du vide.

Les lignes de champ E divergent a partir des
charges + pour aboutir aux charges -.

[ EM)-dS, (M) = 0
Mes &
théoréme de Gauss.

divB =0 (B est un champ de rotationnel).

Les lignes de champ B sont des courbes
fermées et ne peuvent jamais se couper (il
n’existe pas de « monopdles magnétiques »
comme il existe des charges eélectriques
positives ou négatives.

[] B(M)-dS, (M) =0

MeX

Best a flux conservatif
(Le flux de B atravers un circuit ne dépend que
du circuit et non de la surface choisie pour
calculer ce flux).

roie-_8
ot

(équation de Maxwell - Faraday).

_(ﬁLt(B) , S s’appuie sur I

g'] E.dOM =
Mell
Relation de Faraday.

— = - oE
YOtB = 1ty Jiop + 0ty at

(équation de Maxwell - Ampére).
Ho est la perméabilité absolue du vide.

m é-dm=%jj Iot-d§+goyomou

Mel PeS
S s’appuie sur I orienté.

Forme généralisée du théoreme d’Ampere.

IS 1l découle des relations précédentes que :

Le champ électrique E se comporte comme un vecteur polaire (donc contenu dans

tout plan de symétrie des sources) tandis que le champ magnétique B se comporte
comme un vecteur axial (donc perpendiculaire a tout plan de symétrie des causes).

Les équations de Maxwell sont linéaires vis-a-vis des sources : cette propriété
valide le principe de superposition relatif a E et B. En particulier, cette linéarité
permet d’utiliser la méthode complexe pour les calculs des champs.
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o Unités et valeurs des constantes électromagnétiques du vide gy et L.

1

-—~ _FmY
36.7.10°

Enus.i, Ho = 4710 H.m™ et &o

a Mise en évidence du champ électromagnétique : loi de force.

Le formalisme de I’¢lectromagnétisme est complet a condition d’ajouter aux 4 équations locales
la loi de force permettant de mettre en évidence la présence d’un champ électromagnétique.

Loi de force de Lorentz : F

Lorentz

= q[E +\7x|§] : force agissant sur une particule

chargée de charge g, en mouvement dans le référentiel d’étude a la vitesse v, ou
régne le champ électromagnétique {F?, §}.

+ Action d'un champ électromagnétique sur un conducteur : force de Laplace.

La force de Laplace est la force exercée par le champ {E, §}sur I'ensemble des
charges d'un conducteur. Elle correspond a la force magnétique exercée sur les
porteurs mobiles du conducteur.

L ... dF Lo
La force de Laplace par unité de volume s'écrit : dL'ace =jAB.
T

Pour un circuit filiforme parcouru par un courant |, La force de Laplace
=1dl AB.

¢lémentaire s’exergant sur un élément de longueur dl est dlfIaplace

2°) Energie du champ électromagnétique.
Un champ électromagnétique contient et transporte de 1’énergie. On définit :

o L’énergie électromagnétique volumique.
— 12
1 e, 8 . _ - ;
La quantité @ =§50 HEH +2—, homogéne a une énergie volumique (exprimée en Sl en J/m°) est
Hy
appelée énergie électromagnétigue volumigue (ou improprement densité volumique d’énergie
électromagnétique). Cette expression montre que I’énergie est localisée dans le champ
électromagnétique lui-méme.
En isolant les contributions dues & E et B on distingue:

112

L 12P g st . Ll P— |

wélzigOHEH , énergie électrique volumique et wmag=2—,enerquemaqnethuevolumlque.
Hy

o Le vecteur de Poynting.

ExB
Hy

On note i le vecteur, appelé vecteur de Poynting, défini par : I1 =

Hﬁ” est homogeéne & une puissance surfacigue, exprimé en Sl en W.m
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a Puissance volumique cédée aux charges par le champ électromagnétique :

Puissance Joule volumique cédée a la matiére par le champ électromagnétique : (jji; = . E.
3°) Les relations de passage du champ électromagnétique.
Soit M un point d’une surface S séparant deux milieux notés @ _
et @. On définit le vecteur unitaire 7;, 1. a S de ® vers Q. zone 2 T N1z
Soit (M) la densité surfacique de charges et js(M) le vecteur - Ja«—o0
densité de courants surfacique au point M. s M
On etablit a partir des équations de Maxwell les relations de s0ne 1

passage pour E et B a l'interface:

E,(M)—E (M) = ZM)

0

ny, et EZ(M)_él(M):%]s(M)xﬁlZ'

On retient qu'il y a continuité de la composante tangentielle pour E et continuité de la
composante normale pour B.

NB : Dans le cas d'une modélisation volumique de charges ou de courants, les champs E et B sont
définis et continus en tout point de I'espace.

Des problemes de discontinuité peuvent survenir lorsqu'on passe a une modélisation plus
simpliste (surfacique ou encore linéique).
Rappelons les équivalences des distributions de charges et de courant au voisinage de M :

p.dr jdr
dg=:0.dS et dC =< J,.dS
A.d/ i.d/

4°) Les lois de conservation déduites des équations de Maxwell.
o Principe de conservation de la charge électrigue.
+ Sous forme intégrale :

Le courant électrique total sortant d’une surface fermée X est égal a la diminution
par unité de temps de la charge électrique totale contenue dans le volume V limité

par X Izﬂjidixt:—%.

z

0Pyt

+  Sous forme locale : divj + = 0. Cette derniere équation se retrouve a partir des

équations de Maxwell en écrivant que div(ro¢(B)) = 0.
0 Le cadre de ’A.R.Q.S.

Dans le cadre de I’ Approximation des Régimes Quasi Stationnaires (A.R.Q.S.), I’équation de

conservation de la charge s’écrit : divj =0 (sous forme locale) ou H j dSﬂext =0 (forme intégrale).
z
On reconnait dans cette derniere relation la loi des neeuds établie en électrocinétique.
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o = . "
Le cadre de I’A.R.Q.S. consiste a négliger le terme ¢, E appelé vecteur densité de

courant de déplacement devant les courants réels (j).

L’A.R.Q.S. couvre un large domaine de fréquences, allant du continu aux
fréquences radioélectriques (a la limite de I’infra-rouge), du moins pour les milieux
conducteurs.

Dans le cadre de I'A.R.Q.S. I'équation de Maxwell Ampére s'écrit : rotB = z,.] sous forme

locale, ou sous forme intégrale : [_ﬂ B(M).dOM = Ho (l)r, ou (1) est l'intensité algébrique enlacée
Mell
par le contour [J orienté. Cette derniére relation est connue sous le nom de théoreme d'Ampere.

o Principe de conservation de I'énergie électromagnétique.
On cherche une équation de conservation pour I’énergie comme on I’a fait pour la charge.
Sous forme intégrale : écrire que la diminution par unit¢é de temps de I|’énergie

¢lectromagnétique contenue dans un volume V est due d’une part a un transfert par rayonnement a
travers la surface limitant le volume V, et d’autre part au transfert d’énergie a la matiere contenue
dans V (énergie cédée aux charges par le champ électromagnétique) :

-5, ] - - _%wwdrj,

Sous forme locale : div Hﬁ” +%U =—j-E , obtenue a partir du bilan intégral, mais qu'on peut

retrouver directement a partir des equations de Maxwell par identification du couple {w, F’}.

11 : Introduction du potentiel scalaire V et du potentiel vecteur A.
1°) Expressions des champs en fonction des potentiels :.

On définit deux nouveaux champs, un champ scalaire noté V, et un champ vectoriel noté A a

E =—gradV _OoA
ot

partir desquels on exprime le champ électromagnétique suivant les relations:
B = rotA
V est appelé le potentiel scalaire ; son unité Sl est le volt (symbole V).
A est appelé le potentiel vecteur ; son unité Sl est le weber / métre (symbole Wb.m™).

2°) L’indétermination des potentiels : choix de jauge.

Le couple {V, A} associé & un champ électromagnétique donné n’est pas unigue. On profite
de cette indétermination pour imposer aux potentiels une condition supplémentaire, appelée

condition de jauge, permettant (si possible !) de simplifier les expressions obtenues pour V et 4.

Deux conditions de jauge sont a connaitre :

® la jauge de Coulomb, pour laguelle on impose : divA =0.

. i . oV
@ la jauge de Lorentz pour laquelle on impose : |[diVA+ £q 14 o =0|
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[’ La jauge de Coulomb est utilisée dans le cadre des régimes stationnaires ou guasi
stationnaires, alors que la jauge de Lorentz est bien adaptée au probléme de la propagation du champ

électromagnétique (les solutions obtenues pour V et Asont connues sous le nom de potentiels
retardes).

3°) Les équations vérifiées par les potentiels.

® En jauge de Coulomb : V est solution de I’équation de Poisson, comme
en électrostatique.

divA=0

ayv +2M) g

~ oV _ €0
AA— &, ra + o Jiot =0
® En jauge de Lorentz : N )
AV—gM%%Fv%AM:O

0
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Annexe B
Relations utiles et Opération vectorielle en coordonnées cartésiennes, cylindriques
et sphériques.
On peut rappeler, sans le démontrer, quelques relations vectorielles utiles en électromagnétisme.
Considérons pour cela :

- Les nombres complexes a et b.
- Les nombres scalaires U(M) et V(M).

- Les fonctions vectorielles A(M) et B(M)

. grad[aU(M) + bV(I\/I)} = agradU (M) + bgradV (M)

. gﬁ[U(M)V(M)} = U(M)gradV (M) +V (M)gradU (M)

grad {K(M).E(M)} — F(M).grad F(M) + {E(M).grad F(M)

+ A(M) x rot B(M) + B(M) x rot A(M)

e di

<

aA(M) + bg(M)} = adivA(M) + b.divB(M)

e di

<

U(M).K(M)} = U(M)divA(M) + A(M).gradU (M)

e di

<

A(M) x E(M)} = B(M).rot A(M) — A(M).rot B(M)

e 1ot a.A(M) + b.E(M)} = arot A(M) + b.rot B(M)

~+

e rot U(M).Z\(M)} = U(M).rot A(M) + gradU(M) x A(M)

—_—

e roOt HK(M)} = ﬁ[divK(M)} — AA(M)

Tot[ﬂ(lvl)x §(|v|)] = A(M).divB(M) - B(M).divA(M) +
[ﬁ(M).@}K(M) - [K(M).gﬁ] B(M)
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3 ﬁ{grﬁU(M)}=0
5 div{ﬁﬂ(M)}:O

. div{grﬁU(M) = AU(M)

. A[U(M).V(M)} = U(M)AV (M) + Z{QradU(M).gradV(M)} +V(M).AU(M)

Cartésiennes

Z

Eanlt

- p—
i
X‘/

(x,y,3) € R3

p=0,0<0<2met —0<h<
+oo

dl = dxi + dyj + dzk

dl = dpil, + pd6iiy + dzk

dl = drii, + rd6i, + rsinfdou,

dV = dxdydz dV = pdpdfdz dV = r?sinfdrdfde
— 1 __ o9f. 9f. of- ~ or. 1or. of- - or. 1or 1 _or
grad = —] —j —k = U U o =1 ——u — U
vf 6xl+6x]+0x v ap”p+pa(9“9+azk v arur+r09u9+rsin96<pu‘p
9.1 1 0(r%4,)
‘ _ . 0A, 94, 04 _ . 10d(pa,) 104, 04 AT o
4 A= 7Y i A== p) 2770 z .
" v dx * dy 0z ved p 0p p 00 9z 1 (0(sinbAy) 04,
- +
rsiné a0 do
- o (04, O0A)\- ~ - 1[04, 0(pAy) - 1 (3(rsin8A,) 9(rdy)
VAA= _ _ - _ - _ o) .
< dy 0z > VA p < a0 9z )" VAL = sie ( 26 dp >ur
— 04, 04\ 04, 0A4A;\_ 1 (04, a(rsinHAq,) =
_ ; + | —£— _
rot +< dz  0x )] ( dz  Op o rsinf \ 0 or o
dA d0A,\ - 1/0(pA 0A,)\ 1/0(rA d0A,\ -
Py 9%\ ¢ i (p 9)__p i L2 (r 6)_ "\ %
dx dy p dp a0 r ar a6
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Annexe C

Propriétés de symétrie
B.1 Le principe de Curie
La symétrie des causes (que sont les charges, sources de 1’¢lectrostatique) se retrouve dans les

effets produits (que sont le champ et le potentiel électrostatiques).

Ce principe est tres utile en €lectrostatique car il permet de prévoir I’allure des lignes du champ

électrique et les surfaces équipotentielles a partir de la symétrie du systeme chargé.
B.2 Le champ électrostatique

Une distribution de charges posséde :

+ un plan de symétrie IT [J si pour tout élément symétrique on a des charges identiques.
+ un plan d'antisymétrie I’ si pour tout élément symétrique on a des charges opposées.

M,

dyi ) = - dog( vy )

symétrie antisymétrie

+ Une distribution est invariante par translation si elle reste inchangée par translation : le
champ ne dépend pas de la variable z.

+ Une distribution est invariante par rotation si elle reste inchangée par rotation autour d'un axe :
le champ ne dépend pas de lI'angle.

Le champ électrostatique F est contenu dans un plan de symétrie

perpendiculaire a un plan de symétrie
Fil infini uniformément chargé

ligne chargée = Tout plan perpendiculaire au fil est plan de
symeétrie.
= Tout plan contenant le fil est plan de symétrie.
oF Moo L : L
/ / invariant par translation le long du fil et invariant
E par translation le long du fil :
Le champ dépend de la distance OM

Disque uniformément chargé :

= Tout plan contenant A est plan de symétrie

discpue charzs » Le plan du disque est plan de symétrie invariant
par rotation autour de l'axe:

. Le champ dépend de la distance OM
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Spheére uniformément chargée en surface ou en volume :
= Tout plan passant par le centre est plan de
symeétrie : champ radial
= invariant par rotation autour de tout axe passant
par le centre O :
Le champ dépend de la distance OM

Arc de cercle uniformément chargé

Le plan perpendiculaire a I'arc et contenant la
bissectrice est plan de symétrie.

s Soit M un point de 1’espace ou 1’on souhaite calculer le champ électrostatique créé par une
distribution spatiale de charges électriques.
== Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des charges électriques, le

champ électrique E est contenu dans ce plan de symétrie.
#i Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des charges électriques, le

champ électrique E est perpendiculaire a ce plan d’antisymétrie.

B.3 Le champ magnétostatique

Le champ magnétique B est contenu dans un plan d'antisymétrie,
Perpendiculaire a un plan de symétrie de la distribution de courant

Fil ou cylindre infini parcouru par un courant uniforme

I = Tout plan perpendiculaire au fil est plan
0 B d'antisymétrie.
B = Tout plan contenant le fil est plan de symétrie

/ - o :’/ invariant par translation le long de l'axe et
nl

. invariant par translation le long de I’axe :
| Le champ dépend de la distance OM

Plan infini parcouru par js uniforme
T+ = Tout plan paralléle a js est plan de symétrie.
i

B = Tout plan perpendiculaire a js est plan

m d'antisymeétrie.

/ / = Le plan lui-méme est plan de symétrie invariant
k

par toute translation suivant js et pour toute
translation perpendiculaire a js.
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Spire ou anneau parcouru par un courant uniforme

= L'axe du systéme est axe de symétrie.
I = Le plan de la spire est plan de symétrie.

i = Tout plan contenant lI'axe de la spire est plan
I P S ' d'antisymétrie.

\ = Systéme invariant par rotation autour de l'axe.

Solénoide infini
= Tout plan contenant I'axe est plan d'antisymétrie donc le champ magnétique est porté
par l'axe.
= Invariance par rotation autour de I'axe.
= Invariance par translation.

Soit M un point de I’espace ou 1’on souhaite calculer le champ magnétostatique B créé par une
distribution spatiale de courants électriques.

Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des courants électriques, le
champ magnétique B est perpendiculaire a ce plan de symétrie.

Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des courants électriques, le
champ magnétique B est contenu dans ce plan d’antisymétrie.

B.4 Le potentiel-vecteur

Soit M un point de I’espace ou 1’on souhaite calculer le potentiel-vecteur A créé par une
distribution spatiale de courants électriques.

Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des courants électrique, le
potentiel vecteur A est contenu dans ce plan de symétrie.

Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des courants électriques, le
champ vecteur A est perpendiculaire a ce plan d’antisymétrie.
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