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Introduction

Ce support de cours destiné aux étudiants de la premiére année : informatique,
mathématiques.

Le cours est commencé par la méthode du raisonnement mathématique, puis on
s’intéresse a la théorie des ensembles et les applications, les relations . On étudie les
structures algébriques, anneaux de polynomes.

Le chapitre 5 : Anneaux de polynomes en collaboration avec Dr ANBER Ah-
med.

J’essaierai également dans la mesure du possible de fournir I’essentiel des résultats
de chaque chapitre. Je fournirai autant d’exemples et des figures nécessaires afin
d’obtenir une meilleure compréhension du cours.

Il s’agit du polycopié d'un cours que j’ai donné pour les étudiants de la premiére
année chimie a l'universit¢ USTO-MB en (2009-2010) et (2010-2011), les étudiants
de la premiére année de génie de 'eau en (2011-2012) et (2012-2013), les étudiants
de la premiére année socle commun en (2014-2015), et les étudiants de la premiere

année informatique de puis 2017. J’espére que ce polycopié sera utile.
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Chapitre 1

Notions de logique

1.1  Assertions
Défiinition 1.1.1 Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux
en méme temps.

Exemple 1.1.2 1. 5+ 2 =7 est une assertion vraie.

2. 4x 2=7T est une assertion fausse.

1.2 L’opérateur logique et (A)

L’assertion P et () est vraie si P est vraie et () est vraie. L’assertion P et () est

fausse sinon. On résume ceci en une table de vérité :



PIQ[PAQ
VIiVIV
FIV]F
F|F|F
VIF|F

Exemple 1.2.1 1. (6+2=8A 5 x2=10) est une assertion vraie.

2. (4x2=7 N 5x2=10) est une assertion fausse.

1.3 L’opérateur logique ou (V)

L’assertion P ou () est vraie si I'une des deux assertions P ou () est vraie. L’as-
sertion P ou () est fausse si les deux assertions P et () sont fausses. On reprend ceci

dans la table de vérité :

P Q|PVQ
ViV |V
FLV |V
F|F|F
VIF |V




Exemple 1.3.1 1. (54+3=4 V 9x2=7) est une assertion fausse.

2. (5x 2=9 V 4+2=06) est une assertion vraie.

1.4 La négation P(non P)

L’assertion P (non P) est vraie si P est fausse.

| <]
<[

Exemple 1.4.1 La négation de [’assertion 3 > 0 est l’assertion 3 < 0.

1.5 L’implication (=)

La définition mathématique est la suivante : ’assertion P ou Q (? V Q) est notée
(P= Q).

Sa table de vérité est donc la suivante :



P—Q (PVQ)

<= = <o
T | < <O
EIRSIRSIRS

L’assertion P = () se lit P implique Q).

Exemple 1.5.1 V 2,y € R,

y+1 x+4+1

est vraze.

1.6 Equivalence (<)

L’équivalence est définie par : (P <= @) est lassertion (P = Q) et (Q = P).
On dira P est équivalent & () ou P équivaut a () ou P si et seulement si Q).
Cette assertion est vraie lorsque P et () sont vraies ou lorsque P et () sont fausses.

Sa table de vérité est :

<~ ==~
o | < <|©
o <[ | <

Exemple 1.6.1 45 est un multiple de a <= 45 est divisible par a
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1.7 Quantificateurs

1.7.1 Le quantificateur V : pour tout

L’assertion : Vz € E, P(z), est une assertion vraie lorsque les assertions P(z)
sont vraies pour tous les éléments = de ’ensemble E. On lit : pour tout = appartenant

a E, P(x) est vraie .

Exemple 1.7.1 1. Vo € R, 22 > 0 est une assertion vraie.

2. Vo € R*, 1 < 0 est une assertion fausse, car Uinegalité * < 0 n'est pas vérifié
xr X

pour x = 1.

1.7.2 Le quantificateur 3 : il existe

L’assertion : 3z € E, P(x), est une assertion vraie lorsque 'on peut trouver au
moins un élément x de F pour lequel P(z) est vraie. On lit : il existe 2 appartenant

a E tel que P(x) (soit vraie) .

Exemple 1.7.2 32 € R, 22 < 0 est une assertion vraie pour, car l'inégalité x> < 0

est vrate pour x = 0.

1.7.3 La négation des quantificateurs

La négation de Vo € E, P(x) est 3z € E, P(x).

Exemple 1.7.3 La négation de Vx € R, 22 > 0 est l’assertion 3z € R, 22 < 0.
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La négation de 3z € E, P(x) est Vo € E, P(x).
Exemple 1.7.4 La négation de
1
dreR*, — <0
x

est ’assertion

Ve e R*, — > 0.

SR

1.8 Raisonnement mathématique

Le raisonnement mathématique est un outil qui fait appel & des régles de dé-
duction, en faisant intervenir des définitions, des énoncés, des lois ou propositions
ou encore des résultats préalablement obtenus par un raisonnement. Il existe plu-
sieurs types de raisonnement a savoir, le raisonnement direct, contraposé, par absurde,

contre-exemple et par récurrence.

1.8.1 Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion « P = () » est vraie. On suppose que P est vraie

et on montre que () est vraie.

Exemple 1.8.1 Montrer que si a,b € Q alors a+ b € Q.

Rappelons que l’ensemble des rationnels Q se constitue par la formule :

P
— avecpEZL et q € L.
q
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!
Posons a =22 et b =L on obtient :
q q

a+b = —+—,
q g

g +1pq
qq

Or le numérateur pg + p'q est bien un élément de Z, le dénominateur qq est lui un

élément de N*. Donc a + b s’écrit bien de la forme

"

a—i—b:p—,,
q

ainsi a +b € Q.

1.8.2 Contraposée

Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence suivante :
L’assertion « P = () » est équivalente & « ) = P ».
Donc, montrer I'assertion « P = () », revient & montrer I'assertion « ) = P »

est vraie.

Exemple 1.8.2 Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.
Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n? n'est pas
pair.

Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k + 1.
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Alors

n? = (2k+1)°
= 4K* +1+4k
= 2(2k* +2k) +1
= 2k +1, (K =2k + 2k)

et donc n? est impair.

2

Conclusion : Nous avons montré que si n est impair alors n* est impair. Par

contraposition ceci est équivalent & : si n? est pair alors n est pair.

1.8.3 Absurde

Le raisonnement par ’absurde pour montrer « P = () » repose sur le principe
suivant : on suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse et on cherche une
contradiction. Ainsi si P est vraie alors () doit étre vraie et donc « P = () » est

vraie.

Exemple 1.8.3 Soient a,b > 0. Montrer que

Nous raisonnons par ’absurde en supposant que

b
_ faAb
55 11a @7
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Comme
a b
1+b 1+a
alors
a+a?=b+10b

cela conduit o

(a—0b)(a+b)=—(a—0).

Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant par (a — b) on obtient a +b = —1.
La somme des deux nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons
une contradiction.

Conclusion : l'assertion

. a b :
st = , alors a = b est vraie.
146 1+a

1.8.4 Contre-exemple

Si 'on veut montrer qu’'une assertion du type « Vo € E, P(z) » est vraie alors
pour chaque z de E il faut montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que
cette assertion est fausse alors il suffit de trouver un zy € E tel que P(zy) soit fausse.

Trouver un tel z( c’est trouver un contre-exemple a 'assertion « Vo € E, P(x) ».

Exemple 1.8.4 Montrer que l’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est
somme de trois carrés ».

Les carrés sont les 02,12,22,32, ..., Par exzemple 6 = 22 + 12 + 12.
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Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0,1,4 mais avec trois de

ces nombres on ne peut pas obtenir 7.

1.8.5 Reécurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu'une assertion P(n), dépendant

de n, est vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en trois
étapes :

1. Vérifions que 'assertion est vraie : pour n = 0.

2. Supposons que ’assertion est vraie jusqu’au l’ordre n.

3. On démontre alors que ’assertion reste vraie pour ’ordre n + 1.

Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est

vraie pour tout n € N.

Exemple 1.8.5 Montrer que pour tout n € N, 2" > n.

Pour n > 0, notons P(n) l'assertion suivante :
2" > n.

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0.

1. Vérifions que l'assertion est vraie : pour n = 0 nous avons 2° = 1 > 0. Donc

P(0) est vraie.

2. Supposons que l’assertion est vraie jusqu’au [’ordre n.
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3. Montrons que l’assertion reste vraie pour l'ordre n + 1.

Ona:

2n+1 — 271 4 271
> n+ 2", car par P(n) nous savons 2" > n,

> n+1, car 2" > 1.

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-

a-dire 2™ > n  pour tout n € N.

1.9 Exercices

Exercice 1.9.1 Dans chacun des cas suivants, dire si la proposition est vraie ou

fausse tout en justifiant votre réponse.

1.VieRVyeRx+y>0

2. (xR z+1=0) et (FzreR,xz—-3=0)
3. Ve eR, (z+1#0o0uz—3+#0)

4.z eR(x+1=0etz—-3=0).

Solution :

1. La proposition : Vx € R,Vy € R,x +y > 0 est fausse, car l'inigalité n’est pas

vérifié pour x = =2, y = —1.



2. La proposition : (Jxr € R, x+1=0) et (Jz € R, © — 3 =0) est vraie, car

(Jz=-1,2+1=0) et (Jz =3, x—3=0).

3. La proposition : Vx € R, (x +1# 0 oux — 3 # 0) est vraie, car

stz = =1, z4+1=00uxz—3+#0

stz = 3, x+1#0o0uxz—3=0,

douVr € R (z+1#0 oux —3#0) est vraie.

4. La proposition : 3z € R, (x +1=0 et x — 3 = 0) est fausse car,

six = =1, x4+1=0etx—3#0

st T 3, x+1#0etx—3=0.

Exercice 1.9.2 Soient P, Q et R trois propositions telles que :

P:VreR,2z—12>uz, Q:VrcR,22—-4>0

R:VxeRWWER, (z>y = 22+y*>0).

Les propositions P, ), R sont-elles vraies ou fausses ¢ Donner leurs négation.

Solution :

1. La proposition

P:VreR 2x—12>x, est fausse

Car si x = —1, linégalité 2x — 1 > x est fausse.

17
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La négation de P (non P) est
P:3xeR,2x—1<z.

2. La proposition

Q:VreR, 22 —4>0, est fausse

Car si x = 1, linégalité x* — 4 > 0 est fausse.

La négation de Q) (non Q) est
Q:IreR, 2> —4<0.
3. La proposition
RV e R, Vy € R, (xzy —= 2%+ 20) est vraie,
car sa négation (non R) est
"R:3zx e R,3y €R, (x >y At 4y < O) est fausse.

Exercice 1.9.3 Ecrire la contraposée puis la négation des implications suivantes :

1. Vn € N*, n? — 1 n’est pas divisible par 8 = n est pair

2. (z=y) ou((z+1)(y-1)#@-1)(y+1))
3. ¥n eN, (n premier=- (n =2 oun est impair)).

Solution :
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1. La contraposé de [implication :
Vn € N*, n? — 1 n'est pas divisible par 8 = n est pair

est

n est impair = In € N*, n? — 1 est divisible par 8.

2. La contraposé de Uimplication : ((x =y) ou (x+1)(y—1)#(x—1)(y+1))) &

(z#y) = ((t+1)(y-1)#@-1)(y+1)), est

(+D - =@E-1)F+1)=(@=y).

3. La contraposé de l'implication :

Vn € N, (n premier = (n =2 ou n est impair)),

est

Vn € N, ((n # 2 et n est pair) => n n’est pas premier ) .

Exercice 1.9.4 En utilisant le principe de raisonnement par contraposée montrer
que :

a>+9=2" = a est impair.

Solution :

Par contraposée montrons que

si a®> 4+ 9= 2" alors a est impair.
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Montrons que si a est pair alors a® + 9 # 2"

a est pair

a’+9

= JkeN/a=2k
= (2k)*+9
= 4K*+9
= 2(2k*+4)+1

= 2k +1.

Alors a® + 9 est impair, or 2" est pair.

D’ou

a® 49 # 2™,

Exercice 1.9.5 Démontrer par labsurdre que /2 est un nombre irrationnel.

Solution :

Par absurdre : supposons que /2 est un nombre rationnel donc Ip € Z, Ip € Z* (p

et q sont premiers entre euzx), tel que V2 = ’a’.

V2=2 = p=v2q
= p=2¢/¢ €N
= p*=2k/keN
= p? est pair.

Montrons que

si p° est pair = p est pair .
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Par contraposée supposons que p est impair :

Jk

dk
dk
3k
alors p? est impair.
Donc
Et
p

€ N/p=2k+1
€ N/ p? =4k +4k +1
€ N/ p* =202k +2k)+1

= 2k +2keN/p? =2k +1

si p? est pair = p est pair.

= V2¢=3keN, 2k=+2q
= JkeN, ¢*=2k?

= 3" =k eN, ¢ =2k
= ¢* est pair

= q est pair.

D’ou contradiction avec p et q sont premiers entre eux.

Alors \/2 est un nombre irrationnel.

Exercice 1.9.6 Montrer par récurrence que

Vn € N¥,

LU +221+ . +nnl=(n+1)-1
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Solution :

Montrer que,

Vne N, 1.1U+221+ . +nnl=Mn+1) -1

Vérifions que l’assertion est vraie pour n =1 :

Lll=1let(1+1)—1=2—-1=1.

Supposons que l’assertion est vraie jusqu’au [’ordre n :

LU +221+ .. +nnl=(n+1) -1,

et montrons que l’assertion reste vraie pour l'ordre n + 1.

Ona:

LU +221+ . +nnl+n+1).n+1)! = n+1)!=1+Mn+1).(n+1)!
= (n+D(1+n+1)—1
= (n+1l(n+2)—1

= (n+2) -1

donc lassertion 1.1 + 2.2 + ... + n.n! = (n + 1) — 1 est vraie pour lordre n +
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Chapitre 2

Ensembles et applications

2.1 Ensemble

Défiinition 2.1.1 Une collection ou ensemble est constitué par des objets ou élé-
ments présentant une ou plusieurs propriétés communes. Ces propriétés sont suffi-

santes pour affirmer q’un objet appartient ou n’appartient pas a l’ensemble .
Exemple 2.1.2 On désigne par N ’ensemble des enties naturels
N={1,2,3,...,n,...}.
L’ensemble des nombres pairs se notera
P={z/ x=2n, neN}.
L’ensemble des nombres impairs se notera

K={z/x=2n+1, neN}.
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L’ensemble vide est noté

g={z/xeEetx¢E}, ouFE estun ensemble quelconque.

2.2 Inclusion

On dit que I’ensemble A inclu dans I’ensemble B, si tout élément de A et aussi un
¢lément de B et on note

ACB.

Autrement dit : si x € A alors x € B.

On dit que : A est un sous ensemble de B ou A une partie de B.

Exemple 2.2.1 5i on désigne par R l’ensemble des nombre réels, on aura
N C R,

et st on désigne par Z l’ensemble des entiers relatifs et par Q [’ensemble des

nombres rationnels :
a
Q:{E/aGZetbGZ*}

nous aurons,

NCcZcQcCR.
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2.3 Egalité de deux ensembles
Soient E et F' deux ensembles.
E=F<=FECFetFCE

1.e.

Ve, v € F <=z € F.

2.4 Différence de deux ensembles

La différence de deux ensembles E et F' est ’ensemble des éléments de £ qui ne

sont pas dans F, noté £ — F
E—-F={x/xeFEetx¢l[F},

si ' C F alors ¥ — F est encore appelée complémentaire de F' dans F, il est noté

CE ou F¢ si E est 'ensemble total.
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2.5 Opérations sur les ensembles

2.5.1 Réunion

Défiinition 2.5.1 La réunion des deux ensembles A et B est l’ensemble C' des élé-

ments qui appartient @ A ou B, on écrit

C = AUB (celit C égale A union B)

ie.v € OC=AUB<=z¢c Aouzxé€ B.

Autrement dit : si A et B sont deux parties de F,

AUB={r€ E/ z € F oux € B}.

2.5.2 L’intersection

Défiinition 2.5.2 L’intersection de deux ensembles A et B est l'ensemble C' des

éléments qui appartient a A et B, on écrit

C = AN B(ce lit C égale A inter B).
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reC=ANB<«+=zxcAetxecB.

Autrement dit : si A et B sont deux parties de F,

ANB={x€E/z € F etxc B}.

Remarque 2.5.3 Si A et B n'ont pas des éléments commun, on dit qu’ils sont dis-

joints, alors AN B = &.

Exemple 2.5.4 L’ensemble des nombres naturels pairs et l’ensemble des nombres

naturels impairs ont une intersection vide.

Remarque 2.5.5 Soient A, BC E

ANA=Aet AUA=A

B=Cf+=AUB=FEet ANB=02.



28

A—B=AnNDB"

2.5.3 La différence symétrique

Défiinition 2.5.6 La différence symétrique de A et B est l’ensemble des éléments

qui appartiennent soit a A, soit & B, mais pas auxr deux o la fois. C’est la différence

de AUB et de AN B, noté A A B.

ANB=AUB—-ANB=(ANB°)U(A°NB).

A A B des ensembles A et B est ’ensemble coloré en rouge.



2.6 Propriétés des opérations sur les ensembles

2.6.1 Commutativité

Soient les ensembles A et B deux parties d’un ensemble F.

ANB=BNAet AUB=BUA.

2.6.2 Associativité

Soient les ensembles A, B et (' trois parties d’un ensemble F.

(ANB)NC = ANn(BNCQC)

(AUB)UC = AU (BUC).

2.6.3 Distributivité

Soient les ensembles A, B et C' trois parties d'un ensemble F.

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

AU(BNC) = (AUB)N(AUQ).

I'intersection et la réunion sont distributives I'une par rapport & l'autre.

2.7 Lois de Morgan

Soient les ensembles A et B deux parties d’un ensemble F.

29



- (ANB)* = A°U B°
- (AUB)* = A°N B¢
Preuve. Montrons la premiere loi :
On montre (AN B)* C A°UB®et A°UB®C (AN B)°.
D’abord montrons que (AN B)° C A°U B°.

Soit z € (AN B)°,

r € (AnNB)f=az¢ANB

< (r€Aetx¢B)ou(r¢AetxeB)ou (x¢Aetx¢ B).

l.reAetr ¢ B=ax€Actre B = xec A°U B°

2.c¢Aetre B=zrcAetxr e B=ux¢€ A°U B°

. x¢Aetr ¢ B—ur€ At x € B°=—x € A°U B°

del,2et3ona(ANB)°C A°U B

Inversement montrons que A°U B° C (AN B)°.

Soit x € A°U B¢,

re AUB‘=z€ A°oux € B°

1. six € AC,
reA—=ar ¢ A=r¢ ANB=z € (ANDB)°

2. six e B

reEB=2r¢B=a¢ ANB= 1€ (ANB)".

30
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D’ou A°U B C (AN B)“.
Montrons la dexiéme loi :
D’abord montrons (AU B)¢ C A°N B°.
Soit x € (AU B)°,
re€(AUB)=x¢ AUB
—x ¢ Aetx ¢ B,
=z € A%etz € B°
= x € A°N B°.
D’ou (AU B)° C A°N B°.
Inversement montrons que A°N B¢ C (AU B)°.
Soit z € A°N B¢,
reANB*=x€ A%et x € B°
—xr¢ Aetz ¢ B,
=1 ¢ AUB=2€c (AUDB)".

D'oit A° N B°C (AU B). O

2.8 Produit d’ensembles (Produit cartésien)

Soient A et B deux ensembles, et soient a,b deux éléments tels que a € A et
be B.

L’ensemble des couples (a,b) pris dans cet ordre est appelé ’ensembles produit
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cartésien des ensembles A et B. et on note
A x B.
Exemple 2.8.1 Soient A ={1,3,5} et B ={0,2},
Ax B=1{(1,0),(1,2),(3,0),(3,2),(5,0),(5,2)}

Remarque 2.8.2 5i A et B sont des ensembles finis et si on désigne par :
card(A) : le nombre des éléments de A,
card(B) : le nombre des éléments de B,

on aura : card(A x B) = card(A) x card(B).

2.9 Application

On appelle application d’un ensemble £ dans un ensemble F' une loi de corres-
pondance f permettent d’associer a tout élément z € F un élément y € F.
E est 'ensemble de départ, F' est I’ensemble image .

[’élément y associé a x est I'image de x par f, on note

Exemple 2.9.1 L’application f: v — y =2x + 1,Vo € N est une application de N

dans N.
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2.9.1 Surjection

Soit f: E — F une application.

L’image f(F) de E par f est en général une partie de F. Si tout élément de F’
est I'image par f d’au mois un élément de E, on dit que que f est une application
surjective, on a alors f(E) = F.

Autrement dit :
f surjective <= Vy € R, dz € E/y = f(x).

Exemple 2.9.2 Soit Uapplication f : R — R/ f(x) =z + 1.

f est surjective Vy € R,

y = fla)=y=2+1

= x=y— 1

DouVy eR, Jz=y—1ecR/f(z) =y.

2.9.2 Injection

Soit f: E — F une application.

On dit que f est une application injective si,
Vryro € F, ( f(z1) = f(w2) = 21 = x2)
ou bien par contraposé

V29 € B, (11 # 20 = f(11) # f(22)).
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Exemple 2.9.3 Soit lapplication f: R, — R/ f(z) = 2%

f est injective car :

Vrize € Ry, f(z1) = f(22) = 2] = 23

(Il — ZL’Q) (Il + 1’2) =0

Lol

1 = T3.

Bijection

f est une application bijective si elle est surjective et injective, tout élément de F
est 'image d’un élément de £ et d'un seul.

Dans ce cas il existe une application inverse f~! de F sur E, puisqu’a tout y € F,

on associe un élément 2z bien déterminé de F.

f~! est l’application inverse ou réciproque de f
T ri> Y=y rf—> xT
71 est elle méme une bijection de F sur E et (f~1)7! = f.

Exemple 2.94 f(x)=a+x,x €Z,a € Z

[ est bijective, son inverse est f1(y) =y — a.
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2.9.3 Composition des applications

Soient les ensembles E, I’ et GG, et deux applications f et g de F dans F' et de F
dans G (resp.)
JE—F g:F—G
z— flz)=y y—gly) ==
on définit "application composée gof :
gof 1 E—G

r — gof(z) = z.

Proposition 2.9.5 1. Si f et g sont injective = gof est injective

2. Si f et g sont surjective = gof est surjective

Preuve.

(a) Soient x1,1z53 € E,
njective injective
gof(x1) = gof(w2) * "B f(a) = flaz) T TE" 1y = w,

drot gof injective.

(b)

gOf(E) = g(f(E)) f suréective g(F) g suréectiue G,

d’ou gof surjective.
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Remarque 2.9.6 La composée de deux bijections est une application bijective.
En particulier, la composition de f : E — F et sa réciproque f~' : F + E est

l'application identique I sur E

flof =Idg et fof ' =Idp

2.10 Image directe et image réciproque

2.10.1 Image directe

Soit f: E — F et AC E. On appelle image de A par f le sous ensemble de F,
noté f(A) tel que

f(A) ={f(x) e F/ w e A}

2.10.2 Image réciproque

Soit f : E — F et B C F. On appelle image réciproque de B par f le sous

ensemble de F, noté¢ f~1(B) tel que
fYB)={xzc E/ f(z) € B} C E.

Exemple 2.10.1 1. Soit f une application définie comme suit
f00,1] — [0,2]

T — 2— .



2. Soit la fonction

g: [0,2] — [0, 1]

r = (r—1)>%

Calculer g~*({0})

1 1
0 < <= ——=—<—-2x<0
=~ 5U_2 5 = =
1
3
= ESQ_ <2

37
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2.11 Propriétés des applications

Soit f: E — F une application.
1. ACc B= f(A) C f(B)
2. f(AUB) = f(A) U f(B)
3. f(ANB) C f(A) N f(B)
Preuve.

1. Soit y € f(A),

ye f(A) = JxeA/f(x)=y

L e B/y = f(x)

— y € f(B)

d’ou

AC B= f(A)C f(B).
2. Soit y € f(AU B),
y € f(AUB)=3re AUB/ f(z)=y
& AweAl fz)=youdre B/ f(z)=y
& yef(A)ouye f(B)
& ye f(A)uf(B),

d’ou

f(AUB) = f(A)U f(B).



39

3. Soi ty € f(AN B),

y € f(AnB)=3dzxe€ AnB/y= f(x)
= dxe€AetxeB/y=f(x)
= ye f(A)etye f(B)

= y € f(A)Nf(B)
d’ou

f(ANB) C f(A) N f(B).

Remarque 2.11.1 En général, la deuriéme inclusion n’est pas vérifié, voir l’exemple

suivant.

Exemple 2.11.2 Soit

doi f(ANB) # f(A) N f(B).
Remarque 2.11.3 L’égalité n’ayant lieu que si f est injective.

Proposition 2.11.4 Soient f: E — F etg: F — G



1. gof est injective => f est injective.
2. gof est surjective => g est surjective.

3. gof est bijective = [ est injective et g est surjective.

Preuve.

1. Soient z1,x9 € E tels que f(x1) = f(z2),

fl) = flx2) = g(f(21)) = 9(f(22))
> gof(r1) = gof(x2)
gofégftive

ry = T2

d’out f injective.

2. Pour montrer que g est surjective, il suffit de montrer que g(F) = G.

D’autre par,t on a

gof(FE) = G car gof est surjective.

et
G=gof(E)=g(f(F)) Cyg(F)CG
d’ou

g(F) = G, ainsi g est surjective.

40



2.12 Exercices

Exercice 2.12.1 1- Soit E = {a,b,c} un ensemble. Peut on écrie :

1. a€e FE

2. aCFE

Co

. A{a}CFE
J. BCEE

5. 9 CE

D

. {@} CE.

2- Soient A ={1,2,3} et B=1{0,1,2,3}.
- Décrire les ensembles AN B, AUB, Ax B.
Solution :

1-

1. vraie
2. faux
3. vrate
4. fauzx
5. vrate

6. fauz.

Exercice 2.12.2 2-

41



42

- ANnB={1,2,3}

~ AUB=1{0,1,2,3}

(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1)
- Ax B=

1(2,2),(2,3),(3,0),(3,1),(3,2), (3,3)

Exercice 2.12.3 Soient E et F deux ensembles. Montrer que :

P(E)y=P(F)& E=F

ot P(E) est l’ensemble des parties de E.
Solution :

Montrons que P(E) = P(F) < E = F.
1- Montrons si P(E) = P(F) = E=F

Supposons P(E) = P(F')

P(E)={A] AC EY=P(F)={B/ BC F}

1) Soit x € E,

= FECF.
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2) Soity € F,

= FCE.

D’ou E = F.
2-Montrons si E = F = P(E) = P(F).
Supposons £ = F

1) Soit A € P(E)

A € PEY=ACE
= ACF, (E=F)
= Aec P(F)

= P(E)C P(F).



2) Soit B € P(F)

B € P(F)=BCF
= BCE, (E=F)
= Be P(E)

= P(F)C P(E).

D’ou P(E) = P(F).

Exercice 2.12.4 Montrer que pour toutes parties A, B,C de E,on a :
1. ANB=AUB< A=0B.
2. AUB=ANnC& BCACC.
Solution :
1) Monter que ANB=AUB < A=DB

1.1) Montrons la premiére implication (=)

Supposons AN B =AUB, soitx € A,

r € A=zxc AUB
= z€ANB,(ANB=AUB)
= x€B

= ACB.

44
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Soit y € B,
y € B=rxreBUA
= € ANB,(ANB=AUB)
= €A
= BCA.
D’ou A= B.

1.2) Montrons la deuxiéme implication(<=)

Supposons A = B,

A = B=ANB=A=B

= AUB=A=B,

Dou ANB=AUB.
2) Montrer que : AUB=ANC< BCACC.
2.1) Montrons que AUB=ANC=BCACC.
Supposons AUB =ANC.

Soit v € B,

r € B=xreBUA
= z€ANC,(AUB=ANCQC)
= gzcA

= BCA.
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Soit y € A
y € A=yecAUB
= yeANnC,(AUB=ANC)
= yel
= AcCC,
douw BC AcCC.

2.2) Montrons BC ACC=AUB=AnNC.
Supposons B C A C C,

on a :

B Cc AcC= AUB=Acet

B Cc ACcC= AnC=A,

dou AUB=ANC.

Exercice 2.12.5 Soient f : N — N, Vn € N:

st n est pair

3

f(n) =

- sun est impair

Etudier linjectivité, la surjectivité, et la bijectivité de f.

Solution :

1/ f est injective <= Vr1x2 € N, ( f(n1) = f(n2) = ny = na)
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Soient x1x9 € N,

o , .
= Stnyg,nyg sont pairs

ni—1 _ ng—1 : ; ;
3 = —5 Stni,N sont mpairs

ny no—1 . . . .
5 5—  Stny est pair, et ny est impair

ne . . .
5 = 5 Stng est pair, et ny est impair

N1 =Ny St N1,Ny sont pairs
N1 =Ny 8§t N1,N1 Sont impairs

ny =ng — 1 siny est pair, et ny est impair

ny — 1 =mngy St ny est pair, et ny est impair
\
d’ou f nest pas injective sur N.

2/ f surjectives— Vy € N, In € N/ y = f(n).

Soit y = f(n),

N3

Y= st n est pair n =2y sin est pair
y = f(n) = =

y = "7*1 sin est impair n=2y+1 sin estimpair

Vy € N,3(n = 2y, sin est pair, et n =2y + 1, sin est impair) tel que y = f(n),

d’ou f est surjective sur N.

Exercice 2.12.6 Soit f :[—1,0] — [—1,1] Uapplication définie par

Déterminer f ([-1,0]), f7 ({—3.0,3}).

Solution :
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3r +1 1
= ~1.1 -
el ee| 50l
1
- 0
1+ 22 2
31+ 1 1 1 4
- “1,1]/—-<3c+1<1letl< <2
el-Ll/-gsdrdlsle _1—|—x2_5}

ve[-1,1/ f(z) e {_%’0’%}}

1 1
~ {oer1) 5w = -5 ou s =0 ou ) - 3
e 11]/3£U+1 1 3r+1 3r+1 1
= Rz €l— — = —= ou =0 ou = -
’ 1+ 22 3 1+ 22 1+22 2
-9 65 —1
- —+\/_,—,3— V10 3.
2 3
Exercice 2.12.7 Soit [application f: R — R définie par
x

1. Déterminer l’ensemble f~*({1}). L’application f est-elle surjective ?
2. Déterminer l’ensemble f‘l({é}) L’application f est-elle injective ?

Solution :L’application f: R — R définie par
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1)
(1) = {zeR/ flx) =1}
= {xER/l—fﬂ:l}
= {zeR/2*—2+1=0}

A=1-4=-3<0
donc léquation x> — x +1 = 0 n’admet pas de solution dans R,
d’o,
{1y =2

Et f n'est pas surjective car 1 n’admet pas un antécédent .

2)

f‘l({%})

{eer -3}

T 1
{IGR/ 1+x2:§}

= {xER/m2—3x+1:0}
345 35
2 2

3+2\/5> — f(3+2‘/5) ot 3+2\/5 - 3+2\/5.

Done, [ n’est pas injective car f(

Exercice 2.12.8 Soient f : R — R et g : R — R deux applications définie par

flx)=2z+1et g(r) =2 1.
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A-t-on fog=go f?
Solution :

f(x)=2x+1 et g(x) =2>—1, z € R. Donc,

Ve € R, (fog)(z)= flg(z))

= 2(z*-1)+1

(fog)la) = 20°—1.

Ve € R, (go f)(z)=g(f(x))
= (2z+1)°-1
(g0 @) = 4o +4a.
D’ou

Jog#gof



o1

Chapitre 3

Relations binaires sur un ensemble

3.1 Relation binaire sur un ensemble

Défiinition 3.1.1 Soient x € F, y € F. Une relation R entre x et y est une corres-
pondance entre x et .

Lorsque le couple (z,y) vérifie la relation R, on note zRy.

Si x,y appartiennent au méme ensemble E, la relation R est appelée relation

binaire dans E.

Exemple 3.1.2 1. z,y € N, 2Ry <= x divise y, R relation binaire
2. z,yeR, xRy <= =1y

3. ACE,BCFE, ARB< AC B.
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3.2 Propriétés des relations binaires dans un en-

semble

Soient N une relation binaire dans un ensemble F et z,y, z € E.

1. R est réflixive & Ve € £, xRz
2. R est symétrique < Vr,y € E, Ry = yRe
3. R est antisymétrique < Vo, y € E, sRy et yRe = v =y

4. R est transitive < Vr,y, 2z € E, 2Ry et yRz = xRz.

Défiinition 3.2.1 Une relation est dite relation d’équivalence si elle est réflexive,
symétrique et transitive.
Une relation est dite relation d’odre si elle est réflexive, antisymétrique et transi-

tive.

Exemple 3.2.2 1. Vx,y € R 2Ry & = = y, est une relation d’équivalence et
aussi est une relation d’ordre.
2. Soient A,B C E, ARB < A C B est une relation d’ordre.
En effet :
-VACE, ACA<S R réflerive.
-VALBCE,ACBetBCA= A= B = R est antisymetrique.

-VA,B,CCFE,ACBetBC(C=ACC= R est transitive .

3. Ve,y e R, xRy < x <y, est une relation d’ordre.
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4. Nr,y € Z, xRy < v —y est un multiple de n (n > 1) est une relation

d’équivalence, elle est appelée congruence modulo n et notée par

Ry r=yn]ler—y=EknkeZ.

Défiinition 3.2.3 - Une relation d’ordre dans un ensemble E est dite d’ordre total

st deux éléments quelconque de E sont comparable 1.e.

Ve,y € E, on a xRy ou yRx.

- Une relation d’odre qui n’est pas d’ordre total est dite d’ordre partiel.

Exemple 3.2.4 1. Soient x,y € R, 2Ry <y
- R est réflézive & (Vo € R, x <z < zRx).
- R est antisymétrique < (Vr,y e R, x <y ety <z =z =1y).
- R est transitive < (Vr,y,z e R,z <yety<z=1z<z).
- R est une relation d’ordre.
Donc, l'ordre est total carVx,y e R onax <y ouy < x.

2. Soient (z,y), (2',y) € R, (x,y)R(2,y) v <2 ety <y

R est une relation d’ordre. L’ordre est partiel car : (1,2),(3,0) € R?,

ni (1,2) en relation avec (3,0), ni (3,0) en relation avec (1,2).
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3.3 Classe d’équivalence

Soit R est une relation d’équivalence, on appelle classe d’équivalence d’'un élément

x € F l'ensemble des éléments y de E qui sont en relation 3 avec x on la note :

C, ou T,

T = {yeE/zRy}.

Défiinition 3.3.1 L’ensemble des classes d’équivalence d’éléments de E est appellée

ensemble quotient de E par R, il est noté E/R.
E/R={z/x € E}.

Exemple 3.3.2 Vz,y € R, 2Ry < 2t — 22 = y* — 2

R est une relation d’équivalence, en effet :

1. Vz € R, 2t — 22 =2 — 2? & 2Rw & R réflérive.

4 — 2% & R symétrique.

2. Vr,yeR, ot - =yt —y =yt —yP =2
S Vr,yze€R ot —a? =y~ ety — = -2t -—2=-22R

transitive.
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Cherchons les classes d’équivalence de 0, 1,%

ol
|

{y e R/ ORy}
MRy < 0 —0%=qy?—y?
& Y -1)=0
& y=0ouy=1ouy=-1

0 = {-1,0,1}.

1 = {yeR/ 1Ry}
IRy & 1*—12=y*—¢*
y = O0ouy=1ouy=-1

T = {-1,0,1}=0.

= {y eR/ %?Ry}

2| |

3
5 Y -y g =0
1 3
& -y ->)=0
(y 4)(1/ 4)
I N SOV SOV
y_ 27y—27y_ 2 7y_ 2



3.4 Exercices

o6

Exercice 3.4.1 Dans chacun des cas suivants la relation R définie sur E est-elle

réflexive, symétrique, antisymétrique ou transitive ¢

1.
T+ 2y
E=Net 2Ry & e N.
2.
E=Net 2Ry < In e N; z =y".
Solution :

1) -a)R est réflezive : Vr € N,

T+ 2z
3

=z € N& xR (R réflexive).

b) R est symétrique Nz,y € N,

r + 2y

Ry < e N.

Et

T+ 2 2r +
y_|_ Yy

= N =
3 3 Tr+y e

T+ 2 2r +
?/+ Y

= N
3 3 <
2 2
o EiVen (SEW )

= R est symétrique.

c) R est antisymétrique
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Soient x =1, y=4

1 442
;:861\1, _;: eN=%1=4.

Alors R n’est pas antisymétrique.

d) R est transitive : Vz,y,z € N,

x+2
= +

e N
+2z 3 3
yRz & 5= €N
+ 2 3
* 5 z+§y€N’ (y € N)
2
- “’: “eN

= R est transitive.

2)Vrx,ye N, aRy & Ine N, 2 =y"

a) R est réflexive : Vx € N,
dn=1eN, =2 zRe (R réflexive).
b) R est symétrique : Vr,y € N,

Ry < IneN, xz=y"

— dneN, y:x%.

- Nous remarquons que pour x,y € N* et x # y, et s’il existe n € N, tel que x = y",

alors y s’ércit sous la forme

1
y=uxn avecn # 1,
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d’ou il n’éxiste pas un ng € N, tel que

Donc R n’est pas symétrique.
Par exemple : x =9 et y = 3,
In =2/ 9 = 3% mais n'éziste pas ng € N, tel que 3 = 9™, car 3 = 92 et % ¢ N.

c) R est antisymétrique : Vr,y € N,

xRy < IneN, z=y" , ,
= dneN, dn €N, z=2""

yRz < In’ € N, y:f‘/

= JdneN, I eN, nn =1

= R est antisymétrique.

d) R est transitive : Vx,y,z € N,

xRy < dneN, x =y . )
= dneN;, dn eN; z=2""

yRz < In’ €N, y:z”/

"

= In"=nn' eN, z=2"
= Rz

= R est transitive.

Exercice 3.4.2 Soit £ ={1,2,3,5,8,14,17}.



1. Montrer que l’on peut définir une relation d’équivalence sur E en posant

x%y@%el\l.

2. Trouver les classes d’équivalence.

Solution :
1/ R est une relation d’équivalence sur E, en effet

- R est réflevive : Vx € E,

T+

e Ne aRe (R réflevive).

- R est symétrique : Vx,y € E,

xRy — x—gyeN
= y+xeN

2

— yRz

— R symétrique.
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- R est transitive : Vx,y,z € N,

x%y@x—?eN

—
yﬁRz<:>yT+Z€N
r+y y+=z
€ N=
2 * 2
_l_
w22+y € N=
+
xQZ € N, (yek)
2/ Les classes d’équivalence :
T = {ye k) RNy}

r+y

= {yeE/TeN}.

Si x€{1,3,5,17}

T=1{1,3,517}.
Si x € {2,814}

T ={2,8,14}.

Exercice 3.4.3 Dans N* on définit une relation binaire notée | par :
x|y si et seulement si x divise y

1. Montrer que | est une relation d’ordre

2. Trouver un élément xq tel que pour tout x dans N*, xq divise x.

3. L’ordre est il total ¢

Solution :
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1/| est une relation d’ordre, en effet
- | est réflexive : Vx € N*,

x divise x < z|x (R réflexive).

- | est antisymétrique : Vx,y € N¥

Ry & zly
= r=y

yRz < ylz

= R est antisymétrique.

- | est transitive : Vr,y, z € N*,

Ry & zly
= x|z

yRz < y|z

= R est transitive.

2/
drg =1 € N*| x¢]z.

3/ L’ordre est partiel car, si

r=2ety =3,

ni x divise y, ni y divise T.
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Chapitre 4

Structures algébriques

Défiinition 4.0.4 (Loi interne)
Soit G un ensemble, on appelle loi interne sur G toute application de G x G. On

note une loi interne par x , A.

Exemple 4.0.5 1. L’addition est une loi interne sur R, de méme pour la multipli-
cation dans R.
2.L’application
e R-{}xR-{3} - R-{})
(a,b) — a+b—2ab
est une loi interne dans R — {3} car Vae R— {3} Vbe R - {1},

ona:a—f—b—Qab#%.

Défiinition 4.0.6 Soit G un ensemble et x une loi interne

1. x est dite commutative si et seulement si Vr,y € G:xxy=y*x
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2. x est dite assosiative si et seulement si Vr,y,z € G: (x*xy)*xz =2z (y* 2)
3. x admet un élément neutre si et seulement si e € G/Nx € G:xxe =exr ==x

4. soit x € G, on dit qu'un élément z' € G est [’élément inverse ou symétrique de

x par la loi % si et seulement si x xx' = x’' xx = e (e est élément neutre).

4.0.1 Groupe

Défiinition 4.0.7 On appelle groupe un ensemble G muni d’une opération interne

telleque

1. (x) est associative
2. (%) admet un élément neutre

3. tout élément de G admet un inverse dans G .

Remarque 4.0.8 Si de plus x est commutative, on dit que (G, *) est un groupe com-

mutative ( ou abelien).

Exemple 4.0.9 1. (Z,+) est un groupe commautatif.
2. (R, x) n’est pas un groupe car le 0 n’admet pas d’inverse.
3. (R*, x) est un groupe commutatif.

4. <Z/nZ, +> = {6, e (n— 1)} est un groupe commutatif d’élément neutre 0,
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tels que :

<
3
m

N*,Z/nZ = {7/ z € L},

T = {y€Z/ (x—vy) est un multiple de n} .

VZ,y € Z/nZ, T+y=1+y.

4.0.2 Morphisme de groupes

Soient (E, %) et (G, A) deux groupes, avec e et h leurs éléments neutres respectifs.

Défiinition 4.0.10 Une application f : E — G est appelée morphisme de groupes

de E dans G si

Vo,y € E, f(xxy) = f(x)Af(y).

1. Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de groupes de E sur G.

2. Si E =G, on dit que f est un endomorphisme de E, et de plus f est bijective,

on dit que f est un automorphisme de groupe de E.

Exemple 4.0.11 Soit l'application f : (R, +) — (R*, x) telle que f(z) = e".

Yo,y € R, f(z+y) ="
= e xe

= f@)x f(y).

D’ou est un morphisme de groupes.
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Défiinition 4.0.12 Soit f : E — G un morphisme de groupes de (E,x*) dans
(G, A).

— On appelle noyau de f l’ensemble

Ker f=f"'({h}) ={z € E/f(x) = h}.

— On appelle image de f l’ensemble

Im f=f(E)={f(x)/z € E}.

4.0.3 Sous groupes

Défiinition 4.0.13 Soit (E, %) un groupe, on appelle sous groupe de (E, *) tout sous

ensemble non vide ' de E tel que (F, %) est un groupe avec la loi induite par celle de

E.

Proposition 4.0.14 Soient (E,*) un groupe d’élément neutre e et F un sous en-

semble de E : On dit que F' est un sous groupe de E si et seulement si

l.ecF
2. Ve,ye F, xxy € F.

3.Vx e F, a7t € F.

Exemple 4.0.15 L’ensemble

nZ = {nk/ k € Z}, avecn € N
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est un sous groupe de (Z,+).
En effet,
1/0 € nZ.
2/Soient x,y € nZ,
r=nk/ kel

r,y € nl=
y=nk'/ k' €Z

x+y:nk+nk'
x+y=n(k;+k’>

x+y:n#/(k+y):k”ez

A

T +y € ni.

3/ Soit x € nZ,

r € nL=x=nk/ kel

—x = —nk

!

= —:U:nkl/k,:—kEZ
—— Qj_lz—l‘GZ,

D’ow (nZ,+) est un sous groupe de (Z,+) .

Proposition 4.0.16 Soient (E,*) un groupe d’élément neutre e et Fy, Fy deuzx sous

groupes de E. Alors Fy N Fy est un sous groupe de E.

Remarque 4.0.17 En général, la réunion de sous groupes n’est pas un sous groupe.
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4.0.4 Sous groupe engendré par un sous ensemble

Défiinition 4.0.18 Soit (G,*) un groupe, et A une partie de G.

- Le plus petit sous groupe de G contenant A est appelé le sous groupe engendré
par A.

- St ce sous-groupe est G, on dit que A est une partie génératrice de G.

- On dit que x € G est générateur de G si {z} est une partie génératrice de G.

Proposition 4.0.19 Le sous groupe engendré par A est l'intersection de tous les sous
groupes contenant A.

- Si A # 1, alors ce sous-groupe est égal a
{al*...al™, ke N, a; € A, a; £1}.
- En particulier, le sous-groupe engendré par a € G est
{a", neZ}.

Exemple 4.0.20 Soit le groupe (R*, x), et A = {3} C R*, le sous groupe engendré
par A est

H={3"necz}

Proposition 4.0.21 Soit f : E — G un morphisme de groupes de (E,*) dans

(G,A). Alors
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2. Vx ek,
(F@) " = =),
3. Limage d’un sous groupe de E est un sous groupe de G.
4. L’image réciproque d’un sous groupe de G est un sous groupe de E.
5. [ est injective si et selement si Ker f = {e}.

6. [ est surjective si et selement si Im f = G.

4.0.5 Anneaux

Soit A un ensemble muni de deux lois de compossition interne (x) et (A). On dit

que (A, *,A) est un anneau si :

1. (A, %) est un groupe commutatif,
2. Vo,y,z € A: xA(y * 2) = (zAy) x (zAz2),
3. (A) est assosiative.

Si de plus (A) admet un élément neutre on dit que (A,*,A) est un anneau

unitaire.

4.0.6 Morphisme d’anneaux

Soit (E,*,A) et (G,0,T) deux groupes, avec e et h leurs éléments neutres res-

pectifs.
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Défiinition 4.0.22 Une application f : E — G est appelée morphisme d’aneauxs

de E dans G si

1/ Vz,y € E, f(xxy)= f(x)Of(y)

2/ Vr,y € E, f(zAy) = f(x)Tf(y).

4.0.7 Sous anneaux

Défiinition 4.0.23 On appelle sous anneau de (A, *,A), tout sous ensemble A" de
A tel que A" muni des restrictions des lois x et A est un anneau. Si A est un anneau
unitaire (A admet un élément neutre : 1) et 14 € A, on dit que A’ est sous anneau

unitaire.

Proposition 4.0.24 Un sous ensemble A" de A est un sous anneau si et seulement

St :
1. A" #£0,

2. Ve,ye A, zxy '€ A, (y' élement symétrique de y paraport a ),

3. Ve,ye A, zAy € A

Exemple 4.0.25 (Z,+,.) est un sous anneau de (R,+,.).

4.0.8 Corps

Soit k un ensemble muni de deux lois interne (%) et (A), on dit que (k, *, A) est

un corps si :
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1. (k,*,A) est un anneau unitaire,
2. (k—{e},A) est un groupe ou e désigne 1’élément neutre de (x) .

Si de plus (A) est commutative, on dit que (k,*, A) est un corps commutatif.

Exemple 4.0.26 (Z,+,.) et (R,+,.) sont des corps commutatifs.
1l existe un corps plus grand que le corps des nombres réels, c’est le corps des

nombres complezes.

4.0.9 Sous coprs

Défiinition 4.0.27 On appelle sous corps, d’un corps (k,*,A), tout sous ensemble

k' de k tel que, muni des restrictions des lois * et A est un corps.

Proposition 4.0.28 k' est un sous corps de (k,*, A) si et seulement si

1. kK #0,
2. Vo,yek', zxy ' € k'(y' élément symétrique de y paraport a *),

3. Vo,y € A, Ay €K', (y élément symétrique de y paraport a A).

Exemple 4.0.29 1. Q est un sous corps de R pour les lois usuelles.

2. R est un sous corps de C pour les lois usuelles.

Proposition 4.0.30 Z/nZ est un corps si n est premier.
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4.1 Exercices

Exercice 4.1.1 [- Soit % la loi définie dans R par

x*y:a:y+(x2—1) (yz—l)

a) Vérifier que x est commutative, non associative et admet un élément neutre.

b) Résoudre les équations suivantes d’inconnue x € R.

1)2%2 =5

Q) zxxr = 1

II- On définit sur R la loi

TxYy=x+Yy—2xY

-Etudier ’associativité, commutativité, existance d’un élément neutre, existance d’élé-
ment symetrique.

Solution :

a) vy =zy+ (2> —1)(y* = 1)

x est commutatives Vo, y € Rixxy =y*xx ce qui est vraie

% est associatives VY, y,z € R, (xxy)*xz =x * (y* 2),

on trouve (x xy)*z £ x % (y* 2) .

* admet un élément neutre < Je e RVr e Rixxe=exx = x,

on utilise une seule équation car x est commutative.

rxe=rs e+ (22 —1)(e?—1)=r=e=1.
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b) 2xx=5&20+30?-1)=5cr=-2ouz=3.

zxr=1o2+@2 -1’ =1oz=00uz=1, ouzs=—1.
II-zxy=x4+y—xy

% est associatives Va,y,z € R, (xxy) 2z =x * (y* 2),

on a (rxy)*z=u1xx(y*z) vraie.

x est commutatives Vo, y € Rixxy =y *xx ce qui est vraie.

* admet un élément neutre < dJe e RVr e Rixxe=exx = x,
on utilise une seule équation car x est commutative.
rxe=rx&r+te—ve=x<e=0.

- Chaque élément x de R admet un élément symetrique.
VeeR I eRox2'=0& 2" = = pour v # 1.

1 n’admet pas un élément neutre, donc tout les élément de R n’ont pas un inverse.

Exercice 4.1.2 On définit sur Q— {—%} la loi
rxy=x+y+ 2y

-Montrer que x est interne.
-Montrer que (Q— { —% ,*) est un groupe commutatif.
Solution :
Sur@—{—%},x*y:quy—l—me
1) x est interne= Vo, y € Q— {—%} ,rxy € Q— {—%

i.e. Vx%%l,Vy#%l,x*y;é%l.
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Par absurde :

Supposons que T * y = _71 avec T # ?,y;«é _71
:U*y:%@x—%y%—?xy:_71@x—l—%%—y—l—Zmy:O@x—l—%%—y(l—l—Zx):O
c+i42y(3+2)=0& (z+ 1) (1+2y) =0 2= ouy =3 contradiction.

Alors x xy # _71

* est interne
* est commutative

2) (@— {—%} , *) est un groupe commutatifs % est associative

* admet un élément neutre

chaque élément admet un inverse
\

x est interne d’aprés la question 1.

x est commutatives Vr,y € Q— {—%} ST XY =Y xT ce qui est vraie

% est associatives Vr,y,z € Q— {—1}, (zxy) x 2 = x % (y * 2)

x admet un élément neutre < de € Q— {—%} , Ve € Q— {—%} ,TkEe=exT =T,
on utilise une seule équation car x est commutative.x xe = x = e =0

- Chaque élément x de Q— {—% admet un élément symetrique.

Vr € Q— {—%},Hx' € Q—{—%} xxa =0

—T

rxr =01 = )
20 +1

1 € Q— {—3} par Uabsurde :

Montrons que

—X

2x+1

Supposons que = —% < 1 = 0 impossible, donc

—x 1
27 + 1 775
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et alors (Q— {—% ,*) est un groupe commutatif.

Exercice 4.1.3 On définit sur Q deux lois de composition internes (%) et (A) comme

suit

axb=a+b—-1

aAb=a+b—ab

-Montrer que (Q,x, A) est un corps.

Solution :

(Q,*,A) anneau unitaire
(Q, %, A) est un corpss chaque élément de Q— {e} admet un inverce par rappot a A

(Q, %) est un groupe commutatif

(Q,*) est un groupe commutatif
A est associative
(Q, *, A) anneau unitaire<

A est distributive sur * a gauche et & droite

A admet un élément neutre

* est interne
* est commutative
(Q, %) est un groupe commutatif x est associative
* admet un élément neutre e = 1

chaque élément de Q admet un inverce par rapport a

\

Exercice 4.1.4 1. Montrer que

H={(z,y) eR?*) z —y =0},



est un sous groupe de (R?, +).

2. Soit

F={(z,y) eR?) z—y=1},

F est-il un sous groupe de (R?,+).

Solution :
1. H est un sous groupe de (R?,+),
-(0,0) € H car0—0=0.
- Soient (z,vy), (a,b) € H,
(z,y),(a,b) e H=2x—y=0eta—b=0
et
(z,y) + (a,0) = (z+a,y+b) =

r+a—(y+d) = z—y+a—-0=0.

D’ou (z,y) + (a,b) € H.
- Soit (z,y) € H,

(x,y) e H—=2—y=0,

et

D’ot, (.f,y)il = (_377 _y) €H.

75
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2. (F,+) n’est pas un sous groupe de (R* +) car :

0,0)¢ F, (0—0=0#1).

Exercice 4.1.5 On muni R? de deux lois de composition interne :

1. (z,y) + (a,b) = (x+a,y+0b)

2.(x,y) x (a,b) = (za,zb+ya),

tel que (R%,+, X) est un anneau commutatif, et soit

F={(z,0)}/ xR

est un sous anneau de (Rz, +, X).

Soit
f: (R+,.) — (F,+,Xx)

x —  (2,0).

- Monter que f un morphisme d’anneauz.
Solution :

f un morphisme d’anneauzx si

1.Vz,y € R, flz+y)=f(z)+ f(y)

2Ve,y € R, flzy) = f(z) x f(y)



Soient x,y € R,

1. flx+y)

Et

f(@) x f(y)

D’ou f un morphisme d’anneauz.

(z+9,0)
(2,0) + (y,0)

f(@) + f(y).

(2.y,0), et
(,0) x (y,0)
(z.y,2.0 + Oy)
(z.y,0)

f(z.y).

7
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Chapitre 5

Anneaux de polynomes

5.1 Polynétme

Défiinition 5.1.1 Soitk =R ou C.
Un polynome a coefficient dans k est une expression de la forme
P(X)=ap+ a1 X +ayX?+ ...+ a,X"
= ZaiXia
i=0
oun € N et les coefficients ag, ay, ..., a, sont des éléments de k. Le symbole X est
appelé lindéterminée ( on pose X° =1 ).

-L’ensemble des polynémes a coefficients dans k est noté k [X] .

k [X] = {polynomes a coefficients dans k}

-Les a; sont appelés les coefficients du polynome.

-Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le polynome nul, il est noté 0.
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-Les polynémes comportant un seul terme non nul (du type a,X*) sont appelés
monomes.

-Soit P(X) = ag+ a1 X +as X*+ ...+ a, X", un polynome avec a,, # 0. On appelle
terme dominant le monome a, X". Le coefficient a,, est appelé le coefficient dominant

de P.

-Si le coefficient dominant est 1, on dit que P est un polyndéme unitaire.

—~ P(X)=3-5X+X?et Q(X) =7+ X° sont deux polynomes.

- R(X) = ﬁ—X; n’est pas un polynome.

5.1.1 Degré

Défiinition 5.1.2 Soit P un polynéme non nul, on appelle degré de P, le plus grand
indice de ses coefficients non nuls, et on le note degP.

Ainsi

degP =n < P(X)=ag+ a1 X + axX?*+ ... + a, X", avec a, # 0.

a, s’appelle coefficient dominant de P. Par convention deg (0) = —oo.

— Un polynome de la forme P = ag avec ag € k est appelé un polynome constant.
St ag # 0, son degré est 0.

— On note

ky [X] ={P e k[X] / deg(P) <n}.



Exemple 5.1.3 P (X)=1— X + X est un polynome de degré 5.
P(X) =2+ X?*1 est un polynéme de degré 2n + 1

Q (X) =3 est un polynome de degré 0.

Théoréme 5.1.4 Soient P,Q € k[X], on a :

~ deg (P + Q) < max (deg (P),deg (Q))

~ deg (P x Q) = deg (P) + deg (Q)

— Soit A une constante non nulle alors :

deg (AP) = deg(P).

5.2 Opérations sur les polyndémes

5.2.1 Egalité
Soient P, @ € k [X] tels que

P(X)=ap+au X +aX?*+ ..+ a,X"

Q(X)=0by+bX +bX%+ ... +b,X"

(P = Q) < (a; = b; pour tout )

et on dit que P et () sont égaux.
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5.2.2 Addition

Soient P, Q) € k[X] tels que

P(X)=ay+ a1 X +aX?+ ...+ a,X"

Q(X)=by+b X +bX>+..+b,X"

On définit,

(P+Q)(X) = (ao+bo) + (a1 +b1) X + ... + (an + b)) X™.

5.2.3 Multiplication par un scalaire
Soit P € k[X] tel que

P(X) = a0+a1X+a2X2 + ... +aan

Soit A\ € k.

On définit

(AP) (X) = Aag + Aay X + ... + Aa, X"

5.2.4 Multiplication

Soient P, @ € k[X] tels que

P(X)=ap+a; X +a;X?+ ... +a,X"

Q(X)=by+ b X + 0 X2+ ... +b,X™



On définit
(PxQ)(X)=co+aX+..+cX"

avecr =n-+metcy = Y. ab; pour k € {0,1,....,7}.
ifj=k

Proposition 5.2.1 k[X] est intégre. VP, Q € k [X]
(PQ=0)= (P=0o0ou@=0).
Preuve. Soient P,Q € k[X], on a

(P.Q =0) = deg (P.Q) = deg (P) + deg (Q) = —o0
= deg (P) = —o0 ou deg (Q) = —o0

=P=0ou@=0.

Exemple 5.3
Soient P, € R [X] tels que
P(X)=2+X-3X4

QX)=X+X?

Ona (3P —4Q)(X)=6—- X —4X> - 9X*,

et (P X Q) (X) = CO+61X+02X2 +03X3+C4X4+C5X5 +06X6

)
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avec ¢, = . a;b; pour k € {0,1,...,6}
i+j=k

Co — Z aibj = Cbobo =0
i+7=0

Cc1 = Z aibj:a0b1+(l160:2X1+1X0:2
i+j=1

Co = Z aibj = a0b2 + ClQbo + a1b1 =3
i+j=2

C3 — Z aibj = a0b3 + (lgbg + a162 + CLle =1
1+j=3

Cy = Z aibj:O

i+j=4

Cy — Z aibj = -3

i+j=5

Ceg — Z (libj :—3

i+j=6

donc,

(P x Q)(X)=2X +3X%+ X3 —3X°—3X6.

Proposition 5.2.2 Soient P,Q, R € k[X], on a

1. P+Q=Q+P, PxQ=QxP
2. P+(Q+R)=(P+Q)+R,

3. Px (QxR)=(PxQ) xR,

4. 0+P=P+0=P,

5. 1x P=Px1=P,

=)

.Px(Q+R)=(PxQ)+(PxR).

83
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5.3 Arithmétique des polyndémes

5.3.1 Divisibilité

Défiinition 5.3.1 Soient A, B € k[X], on dit que B divise A (ou que A est multiple
de B ou que A est divisible par B) s’il existe Q € k[X] tel que A = BQ. On note

alors B | A.

Exemple 5.3.2 Soient A, B € R[X] tels que

AX)=24+ X +2X? - X5
B(X)=1+X?
A est divisible par B, car il existe QQ € k3[X] tel que A = BQ.

Le polynome Q) est défini par
Q(X)=2+X- X3
Proposition 5.3.3 Soient A, B,C € k[X], on a

- SiB|Aet Al B= 3 Xek" tel que A= \B.
- SiA|BetB|C= A|C.

- SiC|AetC|B= C|UA+VB avec U,V € k[X].
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A(X)
\ B(X)
—2x5 +3xX%+ X2+ X +1 3x2 + X —

- Z
—2x5 ——x3 2 5 2 1 10
3 —X* + X% — X+
3 9 27
+ 2 3 2
SX* X+ T+ X+
s . \
3x* + X o)
1
— =X+ x4+ x+1
3
——x3 __x2
1‘:'.71:2-¢-1!¢'+1
°
= 10 , 10
9 27
17
—X+1

5.3.2 Division euclidienne
— Soient A, B € k[X], avec B # 0, alors il existe un unique polynpome Q et il

existe un unique polynome R tels que :

A=QB+ R et degR < degB

Q@ est appelé le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
— La condition deg R < deg B signifie R =0 ou bien 0 < deg R < deg B.

— Enfin R =0 si et seulement si B | A.

Exemple 5.3.4 Soient A, B € R[X] tels que
AX)=1+ X+ X?+3X*-2X°,
B(X) =X +3X2.

Alors on trouve
QX)= m—1X—|—X2—§X3

27 9

R(X)=1+1IX.
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5.3.3 Pgcd et ppcm de deux polyndémes

Défiinition 5.3.5 Soient A, B € k[X], avec A # 0 ou B # 0. Il eziste un unique

polynome unitaire de plus grand degré qui divise o la fois A et B.

Défiinition 5.3.6 Cet unique polynome est appelé le pged (plus grand commun divi-

seur) de A et B que l’on note pgcd(A, B).

Algorithme d’Euclide Soient A et B des polynémes, B # 0.
On calcule les divisions euclidiennes successives,
A=BQ;+ Ry, deg Ry < deg B
B = R1Qs+ Ry, deg Ry < deg R
Ry = RyQ3 + R3, deg R3 < deg Rs
Ri_9 = Ry_1Qr + Ry, deg Ry < deg Rj—1

Ri—1 = RpQp+1,

Le degré du reste diminue & chaque division. On arréte ’algorithme lorsque le

reste est nul. Le pgcd est le dernier reste non nul Ry, (rendu unitaire).

Exemple 5.3.7 Soient A, B € R|[X] tels que
A(X)=2+43X +4X?+2X3 — X*
B(X)=X+X?
On calcule les divisions euclidiennes successives,
A=B(1+3X - X%+ (2+2X),

B=(1X)(2X +2) +0,
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Le pged est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc

pgcd(A,B) =1+ X.

5.3.4 Polyndmes premiers entre eux

Défiinition 5.3.8 Soient A, B € k[X], on dit que A et B sont premiers entre euz si
pgcd(A, B) = 1.Pour A, B quelconques on peut se ramener o des polyndmes premiers
entre euz : si pged(A, B) = D, alors A et B s’écrivent : A= DA' , B = DB’ avec

pgcd(A', B') = 1.

Exemple 5.3.9 Soient A, B € R[X] tels que
AX)=1+X°
B(X)=2+3X + X?
On a
pgcd(A,B) =1+ X,

done

AX)=1+X)1—-X+X2- X3+ X%

B(X)=01+X)(2+X)
pged(l — X + X2 - X3+ X412+ X) =1

Théoréme 5.3.10 (Théoréme de Bézout) Soient A,B € k[X], avec A # 0 ou

B # 0. On note D = pgcd(A, B).
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Il eziste deux polynomes U,V € k[ X] tels que

AU+ BV =D -

Proposition 5.3.11 Soient A, B € k[X], A et B sont premiers entre eux s’il existe

deuz polynomes U,V € k[X] tels que

AU + BV =1.

Défiinition 5.3.12 Soient A, B € k[X], avec A # 0 et B # 0. Alors il existe un
unique polynome unitaire M de plus petit degré tel que A | M et B | M.
Cet unique polynéme est appelé le ppcm (plus petit commun multiple) de A et B

qu’on note ppcm (A, B).

5.3.5 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Défiinition 5.3.13 Un polynome A de k [X] est dit irréductible s’il est de degré su-
périeur ou égal a 1 et si ses seuls diviseurs sont les polynomes constants non nuls et
les polynomes de la forme cA (c € k*).

Un polynome A est donc irréductible s’il a exactement deux diviseurs unitaires

(ces deux diviseurssont alors 1 et %IA ot d est le coefficient dominant).

Théoréme 5.3.14 Tout polyndéme non constant A s’écrit de maniére unique sous la

forme

A= CcR® .. R



89

ou k € N*, ¢c € k*, Ry,...,R; sont des polynomes unitaires irréductibles deux a deux

distincts et Vi € {1, ..., k} a; € N*,

5.4 Racines d’un polynéme

5.4.1 Racines

Défiinition 5.4.1 Soit P € k[X] tel que

P(X)=ay+au X +aX?*+..+a,X"

Soit o € k.

On dit que a est une racine (ou un zéro) de P si
P(a) = ag + a1a + aza® + ... + a,a™ = 0.
Exemple 5.4.2 Soient A € Ry [X] tel que
A(X)=3— X +2X% —4X?

Ona :
A1) =3-(1)+2(1)*-4(1)’=0

done, o = 1 est une racine de A.
Proposition 5.4.3 Soient P (X) =ap+ a1 X + ax X? + ... + a, X" € k[X] et a € k.

P(a)=0«< (X —«) divise P (X)



Preuve. Soient P (X) =ag+ a1 X + aaX*+ ... + a, X" € k[X] et a € k.

La division euclidienne de P (X) par (X — «) donne

avec deg R < deg (X — a) = 1.
Donc, deg R = 0 ce qui donne R est une constante.

Alors,
P(a)=0& R(a) =0< R=0,

donc, (X — «) divise P (X).

5.4.2 Multiplicité des racines
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Défiinition 5.4.4 Soient P (X) = ap+ a1 X + ae X?* + ... + a, X" € k[X] et a € k.

On dit que « est une racine de multiplicité k € N* (ou racine d’ordre k) de P si

(X — )" divise P alors que (X — )" ne divise pas P.

Lorsque k = 1 on parle d’une racine simple, lorsque k = 2 d’une racine double,

etc.

Polyn6éme dérivé

On définit le polynome dérivé de P (X) = ag + a1 X + asX? + ... + 4, X" € k [X]

comme suit

/

P (X)=a; + 203X + ... + na, X" !

On peut définir de la méme fagon les dérivées successive.
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Proposition 5.4.5 Soient P (X) = ag+ a1 X + a2 X? + ... + a, X" € k[X] et a € k.

On a l’équivalence entre

1. « est une racine de multiplicité k € N*.

2. Il existe Q (X) € k[ X] tel que

avec Q () # 0.

5.5 Exercices

Exercice 5.5.1 Dans les cas suivants, effectuer la division euclidienne de A par

B :

A(X)=X5—X*+5X3-2X +3 et B(X)=2X3—X2—-5X+1.

AX)=X"43X5— X3 —7X24+ X et B(X)=X*+4X2+5X —3..

Solution :
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A(X)=X5—X*+5X3-2X +3 et B(X)=2X3—X2—-5X+1.

1 1 29 15 131 5

[ J/ N J/
-~ -~

Q(X) R(X)

2/
AX)=X"4+3X? - X3—-7X?+ X et B(X)=X*"+4X2+5X 3.
De la méme maniére, on trouve

A(X)=B(X)(X® =X +5) + (6X°+18X* + 23X — 15).

[ J/

Q(X) R(X)

Exercice 5.5.2 Déterminer les pgcd des polynémes suivants :

P(X)=X®—7X*4+8X3 - 7X +7etQ(X)=3X>-7X3+3X2-7.

A(X) =X +4X4 4+ X3 - 5X24+3X et B(X) = X®+3X°%+3X3+14X%+15X.

Solution

1. pgcd (P, Q)



On calcule les divisions euclidiennes successives,

1 14 14
P= Q(§X> + (——X4+7X3 — EX+7>,

3
Q1 ;{1
9 27 1 1
=Ry(-—Xx-2 X3 o=
© Rl( 14 28)+( 4 4)’
Qs Ry
56
Ry = R, (—X - 28) + (0)
3 ~~
R3
Qs

Le pgcd est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc

pgcd(A,B) =1+ X3

2. pgcd (A, B)

On calcule les divisions euclidiennes successives,

B=AX—-1)+ (3X"4+9X° + 6X* + 18X),
\72’—/ N - /
1 Ry

A=R, (lX + 1) + (—4X® - 13X? - 3X),

3 3 A - >
——— R
Q2
3 3 99 297
=Ry —X+ = XX
fa RQ( 4 +16)+( 16 16 )
@s S
64 16
Ry=Rs| —X + — 0
2 3(99 +99)+il
S———/™ Ry
Qa

Le pgcd est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc

pgcd(A, B) = X? + 3X.
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Exercice 5.5.3 Montrer que les polynémes P et () suivants sont premiers entre eux.

Trouwver U et V € k[X] tel que UP +VQ = 1.

1/
PX)=1-2X+X3+X* e QX)=1+X+X?
2/
PX)=1+X*+X? e QX)=1+X+ X3
Solution

1. pged (P, Q) =17

On calcule les divisions euclidiennes successives,

P=Q(X*-1)+(-X +2),
N——r T’
Q1 1

Q=F(-X—-3)+(=7),
Q2 \Rj

1 2
—— R3
Qs

Le pged est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc

pgcd(P,Q) =1



Trouwver U et V € k[X] tel que UP+VQ =1

|
{
|

SL(-X-3)P+i(-(-X-3)(X?-1)-1)Q=1

X-§) P+ (X430 1K - Q=1

Donc,

_ 1 3 1 4
V=1x343x2_1x 4

2. pged (P,Q) =17

On calcule les divisions euclidiennes successives,

P=Q (1) + (X*-X),
o T

Q=R(X+1)+(-2X -1),
—_——  ——

Q2 R2

2 4
%,—/ R3
Qs
2 1
Ry=Rs| =X+ = |+ (0)
3 3 ~
Q .
4

R, = Rz(—lx + §> +(-3)

Le pgcd est le dernier reste non nul (rendu unitaire), donc

pgcd(P,Q) =1



Trouwver U et V € k[X] tel que UP+VQ =1

1 3 1 3
Ri=Ry[—X+°)4(-3)e3=R(-=X+-)-R
! 2( 2 4) u 27 T !
%/_/ R3
Q3 Qs
1 3
63=[Q-R(X+1)| [-2x+2)-R
—— 2 4
Q2 N—
Qs

S3=Q(—3X+3) -R (X+1)(-3X+2)-1)

S3=Q(AX+ D)~ (P-Q) (X + 1) (-3x 1) 1)

(D) (X + D) =) P3[4+ D) = (X 1) (4K +

& (X4 X ) P+ (X - 4X +1) Q=1

Donc,
_1ly2 1 1
U=:X"+35X— 5

_ 1 3 1
V=lx2_3x 41
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