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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

Avant-propos

Un grand nombre de problemes d’'ingénierie se réduisent a des équations aux dé
rivés partielles qui, a cause de leur complexité, doivent étre remplacées par des a
pproximations. La théorie concernant les équations aux dérivées partielles ne co
nstitue pas un ensemble aussi complet que celle des équations aux dérivées ord
inaires. D’autre part, dans le cas ou les solutions analytiques existent, ces solutio
ns sont triviales ou tellement simples qu’elles ne sont pas utiles en pratique.

Au cours de ces dernieres années, les méthodes de travail de I'ingénieur ont été
modifiées par les progres de 'informatique et par des outils d'analyse numériqu
e parus sur le marché du logiciel.

Le but de ce polycopié de
cours est de fournir une description systématique et détaillée des meéthodes
d’analyses numériques tel que la méthode de différences finies et
la méthode des volumes finis appliquée aux problemes de transfert thermique e
n 1D et 2D cas stationnaire et
instationnaire. Comme prérequis, je suppose que le lecteur soit déja familiarisé
avec les méthodes numériques. La méthode des volumes finis est 1'une des plus
populaires techniques d'approximation pour les Equations aux Dérivées Partiell
es (EDP) dans les sciences de l'ingénieur.
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

1.1 Généralité sur ’analyse numérique

L’analyse numérique est 'une discipline a l'interface des mathématiques et de
I'informatique. Elle s’intéresse tant aux fondements qu’a la mise en pratique des
méthodes permettant de résoudre, par des calculs purement numériques, des

problemes d’analyse mathématique.

Plus formellement, I’analyse numérique est I’étude des algorithmes permettant
de résoudre numériquement par discrétisation les problemes de mathématiques
continues (distinguées des mathématiques discretes). Cela signifie qu’elle
s’occupe principalement de répondre de facon numérique a des questions
a variable réelle ou complexe comme I’algebre linéaire numérique sur les champs
réels ou complexes, la recherche de solution numérique d’équations
différentielles et d’autres problémes liés survenant dans les sciences physiques et
I'ingénierie. Branche des mathématiques appliquées, son développement est

étroitement lié a celui des outils informatiques.

1.2 Equations différentielles

En mathématiques, une équation différentielle est une équation dont la ou les
inconnues sont des fonctions ; elle se présente sous la forme d'une relation entre
ces fonctions inconnues et leurs dérivées successives. C'est un cas particulier

d'équation fonctionnelle.

On distingue généralement deux types d'équations différentielles :

« les équations différentielles ordinaires (EDO) ot la ou les fonctions inconnues
ne dépendent que d'une seule variable ;

« les équations différentielles partielles, plutot appelées équations aux dérivées
partielles (EDP), ou la ou les fonctions inconnues peuvent dépendre de

plusieurs variables indépendantes.
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Sans plus de précision, le terme équation différentielle fait le plus souvent

référence aux équations différentielles ordinaires.

On rencontre également d'autres types d'équations différentielles (liste non

exhaustive :

les équations intégro-différentielles qui font intervenir les dérivées de
fonction(s) et ses/leurs intégrale(s);

les équations différentielles holomorphes (EDH) ou la ou les fonctions
inconnues dépendent d'une seule variable complexe;

les équations différentielles stochastiques (EDS) ou un ou plusieurs termes de
I'équation différentielle sont des processus stochastiques;

les équations différentielles abstraites (en) (EDA) ou les fonctions inconnues
et leurs dérivées prennent leurs valeurs dans des espaces fonctionnels
abstraits (espace de Hilbert, espace de Banach, etc.);

les équations différentielles a retard (en) (EDR) dans lesquelles la dérivée de
la fonction inconnue a un moment donné est exprimée selon les valeurs de la

fonction aux temps précédents.

1.3 Résolution numérique des équations différentielles du

premier ordre

1.3.1 Méthode de développement de série de Taylor [1, 2, 3]

@y
dx

= y'(0) = f(x,y(x))

y (x0) = o

Le développement de Taylor au voisinagede x; = x, + i h

h c’est le pas

2 3 4

h h 14 h " h 4
Yis1 = Vit f(xl,yl)+ f (xl,yl)+ f (xuyl)+ — . f*(xi,y0)

+ 0 (h%)
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Exemple :

Appliquer la méthode de développent de Taylor avec un pas h = 0,1 et pour un
ordre de deux I’équation différentielle suivante :

y'(@) = fxy(®) = —x y*(x)
y(xg) = yo=1 x € [0, 0.5]

y () = 2+ x?

Avec le pas h = 0,1, nous allons calculer les valeurs approchées de y(x) au
voisinage de :

X=0, X=0.1, X=0.2, X=0.3, X=04 et x=0.5

Pour le développent de Taylor d’ordre de deux est de la forme suivante :

2

h h .
Yisr = Vit g S (X, y1) o7 S y0)

h h? .
Yi+1 = 3’i+I-f(Xi,yl')+7-f (i, 90

On a

y'(x) = —x y2(x)

Y% = (=072 + 2 @) . (—x)
y"® = —y20) —x.2y(x).y ()

y'® = —y2(x) —x. 2 y(x). (—x . y*(x))

vy = —y2(x) + 2 K2y3(x)

La formule de Taylor devient :

h2
Yier = Yi +h (=x; y*(x;) +7 (—y2(x) + 2 x2y3(xy)
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

Pouri=o0
h2
Y1 = Yo +h(=x0 y*(x0) +7 (=% (x0) + 2 x0%.¥°(x0))
Xo=0 y(Xo)=1
y, = 0,995
Pouri=1

2

2 h 2 2 .3
Y2=Y1+th(—xy (x1)+7 (—y*(x) + 2 x1%.y°(x1))

X1 = 0,1
y, = 0,98
Pouri=2

hZ
y3 = Yo+ h (—x; y*(x;) + - = y2(xy) + 2 x,2.9%(x3))

X2 = 0,2

y; = 0,9578

Jusqu’a la fin d’itération

1.3.2 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est une procédure qui permet de résoudre de fa¢ -
approximative des équations différentielles ordinaires du premier ordre avec une

condition initiale.
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

On cherche donc une solution approchée d'une équation ordinaire se mettant

sous la forme suivante :
y'(x) = f(xi,yi)
y(0) =y, =1 x € [0, T]

f (x;,y;) est une fonction suffisamment réguliere

On choisi I'intervalle de longueur T sur lequel on veut approcher y(x;) et un
nombre de pas n > 1.

On subdivise I'intervalle [0, T] en n > 1 sous un intervalle de longueur h
= T/n et on approche la solution y(x1) de I’équation différentielle sur
Iintervalle [0, T]= [0, n.h].

Solution d’Euler explicite :

y(in) = y0) + [77 Q) de

y(xi41) = y(x) + y'(x;) avec i varie de 0 a T avec un pas de 1
y(xiv1) = y(0e) +h. f(x, y:)

Yo =y(0)

Yiu /:Ii“,m,
y

| i
L t+h

Figure 1.1 Schéma explicite d’Euler
Solution d’Euler implicite :
y(xip1) = y(x) + b f (%, Yig1)

Yo = y(0)
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

Figure 1.2 Schéma implicite d’Euler

Application

Approximer I’équation différentielle si dessous par la méthode d’Euler sur un
intervalle de [0, 1] avec un pas de h = 0,1 (la précision 10-3

y=f(x,y)=x2+y
y(o) =1

Solution d’Euler explicite
Yier = Yi +h.f (g, y)
Pouri=o0

y1 =Yoo +h.f(x0,¥0)
Y1 =Yo+h.(x§+ ¥)
yp=1+0,1.(0*+ 1)

yi=11

Pouri=1

Y2 =y1 th.f(x,y1)

y2=y1+h.(x12+ Y1)
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

y, =1,1+0,1.(0,1*> + 1,1)

y, = 1,211

Pouri=2

Y3 =Y2+h.f(x2,52)

Y3 =Y, +h.(x3 + y;)

ys = 1,211+ 0,1.(0,2%2 + 1,211)
y; = 1,335

Pouri=3

Ya=y3+h.f(xsy3)

Ya=v3 +h.(x2+ v3)

ys = 1,335+ 0,1.(0,3* + 1,335)
vs = 1,4775

Pouri=4

Vs =Ya+h.f(x4, 1)

Ys = Ya+h.(x§+ ys)

ys = 1,4775+0,1.(0,4* + 1,4775)

Vs = 1,64

Jusqu’a la fin d’itération

On résume les résultats dans le tableau ci-dessous

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xj Xo X1 Xo X3 X4 X5 X6 X7 X8 Xg Xi10
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 |1

10
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

yi Yo N Yo Ys Ya Ys Yo Yz ys Yo

Y10

1 11 1,211 1,335 1,4775 1,64 1,829 2,0479 2,2767 | 2,568

2,905

1.3.3 Méthode de Rung-Kutta

a) Rung-Kutta d’ordre 2

La solution d’'une équation différentielle est donnée par :

1
5 K2)

1
Yi+1=)’i+h-(§K1+ >

Avec :
Ky =71, y)

Yo =y(0)

b) Rung-Kutta d’ordre 4

La solution d’'une équation différentielle est donnée par

1 1 1 1
)’i+1=J’i+h-(gK1+ §K2+§K3+ 8K4)

Avec:
K; = f(x;, Vi)

1 1

1 1

K4_=f(xl+h, yl+h.K3)
Exemple :

Résoudre I’équation différentielle suivante par la méthode de Rung-Kutta
d’ordre 2

11
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

Y’ =i, yi) =x2 +y
y(0) =1 xelo, 1] h=0,1

Pour i=0 Xo=0

1
5 K2)

1
= 01.(=K
Yi=Yo T (2 1‘|'2

Avec :

Ky = f(xo, ¥0) = x5+ ¥o
K,=02+ 1=1

KZ =f(x0+h, y0+hK1)
K,=f(0+01, 0+011)=£(01 1,1)

K,=01+11=1,11

1 1
M=y +01.GG1+ 5 111)

y, =1,1055

Pour i=1 x;=0,1

1
5 K2)

1
= 01.(=K
Y2=Y1 t+ (2 1‘|'2

Avec :

Ki=f(xy, y1) = x12 + 0
K, =012+ 1,1055 = 1,1155

KZ :f(x1+h, y1+hK1)
K, = f(0,1+0,1,  1,1055+ 0,1.1,1155) = (0,2, 1,12705)

12
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Résolution des équations différentielles du lere ordre

K, =0,2%2 +1,12705 = 1,25705

1 1
y, = 1,1055+0,1. (E 1,1155 + > 1,25705)

y, = 1,224

Jusqu’a la fin d’itération

On résume les résultats dans le tableau ci-dessous

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xj Xo X3 Xo X3 X, Xs X6 X X8 Xq X10
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 09 |1

yi Yo Y1 Yo Y3 Ya Ys Ye Yz ys Yo Yio
1 1,1055 | 1,224 1,339 1,515 1,695 1,905 2,1495 24 2,765 | 3,150

1.3.4 Méthode a pas multiples (Méthode d’Adams-Bashforth):
=f(Xn,¥n)

fn

Yn+1 = yn+h-f(xn+1iyn+1) n=0

« Solution d’Adams-Baschforth d’ordre 2 a 2 pas

h
Yn+1 = yn"’i [an_ fn—l]

Solution d’Adams-Baschforth d’ordre 3 a 3 pas

h
yn+1:yn+E[23fn_16fn—1+5fn—2] n=2

« Solution d’Adams-Baschforth d’ordre 4 a 4 pas

13
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

h
Yn+1 = Yn+ﬁ [55fn_ 59fn-1+ 37fn_2— 9fn—3] n=3

Erreur

€n = Yexact (xn) - (xn) approchée

1.3.5 Méthode de Euler modifiée (méthode de Euler-Cauchy)

Méthode de prédiction-correction

La modification apportée a la méthode d'Euler est similaire a celle utilisée pour
calculer la dérivée d'une fonction, mais la problématique est ici inversée: on
connait la dérivée (donnée par la fonction f) et on cherche le point de la courbe
correspondant. L'idée est donc, au lieu d'utiliser la dérivée au temps t; pour

trouver le point au temps ti+h, d'utiliser la dérivée au point milieu (ti + h/2).

Figure 1.3 Schéma d’Euler modifié

La dérivée en ce point est estimée par:

(e +hy2) = PRI L o)

14
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La méthode de prédiction-correction procede en deux étapes a chacune des
itérations.

« Prédiction : on calcul la solution approchée par la méthode d’Euler
explicite

Yni1 = Ynth. f(x, ya)

« Correction : la solution est donnée par la relation suivante :

yn+1 = yn+ g [f(xn+1, yn+1)+f(xn'yn) ]

Mesure de la précision

19
Yexact = Ycorrection — 270 (YCorrection - Yprédiction)
Erreur
Erreur = |y(X,) exact — Yn numérique
Exemple :

Approcher I'équation différentielle suivante par la méthode de prédiction-

correction dans un intervalle x € [0, 0,6] avec un pas de 0,2.
y=x2+y

y(o) =1

Pouri=0 X0=0 Yyo=1

Prédiction

YV nt1= Ynth.f(xn yn)

Yy 1=Yot+h.f(xo, ¥)
=1+0,2(xg + yo)
=1+0,2(0%+1)

y 1=12

15
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

Correction

yl = y0+ g [f('xl, 5]1)+f(x0'y0) ]

0,2
Y= Yot - [(0,22+1,2) + (02 +1)]

Y= 1,224

Pouri=1 x,=0,2 y;=1,2

Prédiction

y 2=y1+h.f(x1, y1)
=1,24+02(x{ + y;)
=1,2+0,2(0,2%+1,2)

vy, = 1,448

Correction

2= v+ 5 [f(x2, 72)+fCu )]

0,2
2

y, = 1,2+ [(0,4% + 1,448) + (0,22 + 1,2) ]

Y== 1,48
Pouri=2 x>=0,4 Yy:=1,448
Prédiction
y3= Y2+ h.f(x2, ¥2)
=12+4+02x%+ vy,)
= 1,448 + 0,2 (0,4% + 1,448)

¥5 = 1,7696
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

Correction
h _
Y3 = Y21 3 [f(x3 )’3) ‘|‘f(x2;3’2)]
0,2
y, = 1,448 + - [(0,6% + 1,7696) + (0,42 + 1,448) ]

Y2=1,9665

Jusqu’a la fin d’itération

1.4 Systeme d'équations différentielles

Dans le cas d'un systeme d'équations différentielles d'ordre quelconque, une
manipulation similaire a la précédente (introduction de nouvelles variables)

permet toujours de se ramener au cas d'un systeme (plus grand) d'équations.
1.4.1 Résolution par la méthode de prédiction -correction
* Prédiction

X1 = X+ h. f(&, x(8,), y(¢:))

Yir1 = Yit h.g((t;, y(t), x(t))

*Correction : la solution est donnée par la relation suivante :
h _ _
Xiv1 = X+ 5 [f(€u X0 ¥0) + f(tira, Xivr, Yird) ]

h _ _
Yir1 = Vit 3 (9t yix) + g(tive, Vier, Xiv1) ]

Phd. BENDAOUD N. USTOMB 2021. 17



Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

Exemple :

Résoudre le systeme d’équation si dessous par la méthode d’Euler modifié

X=xy+t
y=ty+x
Tel[o,05] h=0.5
x(0) =1
y(o)=-1
Pouri=0 to=0
Prédiction
X1 = xo + h.f(to, x(t0), y(to))
=x9+h.(x9.Y0 + tp)

=1+0.1.(1.-1+ 0)
E]_:Og

Y1 = Yo+ h.g((te,y(to), x(0))
=Yot+th.(to.yo + xo)

=-1+0.1.(0.-1+ 1)
71: —09

Correction
Xiy1 = X; t g [f (i xi,y) + f(tiv1, Xiv1, Fivr) ]
X1 = Xt g [f(to,x0,¥0) + f(t1, X1, Y1)
= x9+h.(xg.y9 + to)+ (Xo.Yo + to)
= 1+°2;1 (1.—1+ 0)+(0.9.(=0.9) + 0.1))

x; = 0.9145

Phd. BENDAOUD N. USTOMB 2021.
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Chapitre 1 Résolution des équations différentielles du lere ordre

h _ _
Yirr=Yit 5 (gt yixi) + 9(tiv1, Vivr Xig1) ]

h _ _
Y1= Yot 5 [f (0, Yo, %0) + f(t4, Y1, xq) |
= Xo+h.(to.yo + Xo)+ (t1.¥1 + x4
= -1+ .(0.—1+ 1)+ (0.1.(-0.9) + 0.9145))

y, = —0.9088

Jusqu’a la fin d’itération
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

Chapitre 2 Méthode de différences finies [1]

2.1 Définition

* En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique de
recherche de solutions approchées d’équation aux dérivées partielles (EDP), qui
consiste a résoudre un systeme de relations (schémas numérique) liant les valeurs
des fonctions inconnues en certains points suffisamment proches les uns des autres.
* Cette méthode est basée sur la technique du développement en série de Taylor qui
permet d’approximer la valeur d'une fonction en un point donné si on connait la
valeur de la fonction et ses dérivées en un point voisin en espace ou en temps.

* Pour obtenir une solution numérique, il faut tout d’abord définir un domaine
numeérique constitué par un ensemble de points discrets appelé grille de calcul.

* L’étape suivante consiste a approximer ou remplacer toutes les dérivées partielles
par un schéma discret. L’ EDP sera transformée en équation algébrique appliquée
sur 'ensemble des noeuds de la grille, on obtient un systeme d’équation comportant

autant d’équations que d’inconnues. Ce systeme sera résolu par la méthode

approprié.
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Figure 2.1 Grille de calcul 2D
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

2.2 Dérivée numérique d’une fonction
2.2.1 différences a droite

X l X+h X+ 2h

o o o »
- »

Xi Xiua Xis2
Figure 2.2 Schéma de différence a droite

a) Dérivées successives de f(x) en x; a 'ordre 1 en h
Calcul de f’=f"(x)

2 h3

fx+h) =f)+hf )+ 50 ffE+ 5 F700) + -

o fE+h)—f(x) h h*
f' = h — g @ =g @)+

Pour chaque point

fxi+h)—f(xi) h _, _ h*
h —af(xl)—af (xi)

Calculde f”=f"(x)

f'(xi) —

h? h3
(=2) {f(x+ h)=f(x)+hf'(x)+ 2 f(x) +§ f"(x) + - }

3
+ {f(x +2h) = f(x) + 2h f'(x) + 2 K*f"(x) + 8% f"(x)
= =2f(x+h)+ f(x+2h) = —f(x) + R* f"'(x) + R3f"" (x)

f(x)—2f(x+h)+ f(x+ 2h)

fll(x) — h2

—hf"(x) +

b) Dérivées successives de f(x) en x; a ’ordre 2 en h
2 3

h h
F+h) = @ +RF @+ 5 [/ +— () +--
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

On a

I x _f(x+h)_f(x) h 144 hZ 1224
&= h — o @)= [T+

On remplace f ”(x) dans f (x), on obtient :

F® = fx+h) = f(x) h[f(x)=2f(x+h)+f(x+2h)
B h 2 2h

—hf" () -

hz n
— Zf (x) + -

o _ 2+ ) —2f(0) - f(x) + 2f(x + h) — f(x + 2h) _ 4h®
;= 2h 3

F0 = 3f(x)+ 4f(x2;rl h) — f(x + 2h) h_2 100

2.2.2 Différence a gauche

f(Xi.2) f(Xi1) l f(Xi)

°- °- o »
@ " g i »

Xi-2 Xia Xi
Figure 2.3 Schéma de différence a gauche

a) Dérivées successives de f(x) en x; a 'ordre 1 en h

h2
flx—h) =f@) —hf'x)+ 5 f'(x)+-

f,(x)zf(x) f(x h) —f”( )t

flll(x) + e

Phd. BENDAOUD N. USTOMB 2021



Chapitre 2 Méthode de différences finies

b) Dérivées successives de f(x) en x; a ’ordre 2 en h

3f(x)—4f(x—h)+ f(x—2h) h?

1(x) — . F
f » o [0
2.2.3 Différence centré
Xi-1 l Xi Xi

Figure 2.2 Schéma de différence centré

hZ h3 h4-
[+ =f@+hf @+ 5 '@+ 57 '@+ 7 fP@+.. (D
h? h3 h*
fx—h)=f(x)—hf'(x)+ o ') - 31 ')+ ) fP@)+..(2)
(1) — (2) on obtient le premier dérivé
oy fx+1)—-fx-1) h
f()_ h _if (x) + ..
(1) + (2) on obtient la deuxieme dérivée
4
flx+h)+flx—1) = 2f(x) + h* f"(x) + f—z FO@) + -
a4 2
) — f(x+1)+f§1x2 1) Zf(x)—;l—zf4(x)+---
_1) — 2
10 f(x—1) Zjifl(zx) +f(x+1) _;l_z FH0) + -
24
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

2.3 Classification des équations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles est une relation faisant intervenir les variables

indépendantes x, X»,....., 1a fonction f est ses dérivées partielles.

Exemple :

O°f Of 0 of
ax26y+36x2+ W+O_+f+c 0 ordre 3

92 2 2 2
f 0 f 0°f
| — J— 2
(axz dy? 4 0x0y ¢=0 ordre

EDP est linéaire, si les coefficients dépendent que de x et y

Exemple :

2 2 2
0°f 0°f o°f af af
a182+a262+ 366y+ 432 +a56y+a6f+a7—0 (1)

L’équation (1) est linéaire si a; ne dépend que de x et y.

Classification des équations aux dérivées partielles linéaire du

second ordre a deux variables

Elle s’écrit sous la forme suivante :

o*f , O Of of  of
— k=0...(2
aax2 b8x6y+ 62+d6 +eay+gf+ .. (2)

On calcul le déterminant :

A=b?>—4.a.c
L’équation est dite de type :
2 2
« Elliptique siA<o0 (Zx]; + Zyj;) =

(ag _ 9%y 629)

« ParaboliquesiA =0 0t~ oxz T a2
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

2 2 2
« Hyperbolique si A > 0 (a 9_099, a_g)

At ox? d0y?

2.4 Résolution des équations aux dérivées partielles

% Un probleme au dérivée partielle nécessite :
Un domaine D

Une EDP

Des conditions aux limites

Des conditions initiales

Pour obtenir une approximation numérique de la solution, nous devons approcher

I’E.D.P en chaque nceud du domaine discrétisé (maillage) en utilisant les valeurs de

la variable dépendante en ce nceud et aux noeuds avoisinants.

«» Discrétisation du domaine

L’intersection de deux droites du maillage définit un nceud M de

coordonnée
xuy=1Ax=1h
ym =14y =jh

La fonction au point M(xum, ym) prend la valeur f(i Ax, i Ay) = f(ih, ik)

Yy AX =

A
T I Ay=h

L &
(-1p) | @D (1)

V >

v
x

Figure 2.2 Maillage de la grille de calcul
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

2.5 Résolution d’un probléme de conduction en 2D stationnaire (pas
variation suivant le temps)

2.5.1 Equation de diffusion thermique :

— = 0 stationnaire
ot

T=T(x,y)
Ax Ayl volume de contole

Bilan de chaleur: Y} Ax Ayl =0

Tq”v, y +Ay
L
y + Ay
—» g"x, X+Ax
qa’x,x —— |Ay

Ax X +AX

X,y

qlly, y

Figure 2.3 Bilan de chaleur

Débit entrant/x + débit sortant/x + Débit entrant/y + débit sortant/y =0

L.Ay.q"cx — LAY .q", ,ne T L.Ax.q",, —L.Ax.q", .., =0
lim q”x+Ax - q,x _ aq”x
Ax—0 Ax ax
144 _ 1A a 144
liInCIy+Ay Qyz Qy=0
Ay—0 Ay dy
Selon Fourier
aq" oT aq" oT
4 x = —k — et Y — g — k constant
0x 0x dy dy

Phd. BENDAOUD N. USTOMB 2021
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Méthode de différences finies

Bilan de chaleur devient :

aqux aq”y
d0x dy

=0

On remplace g.<” et q,”
On obtient :

0°T 4 0°T
ox*  0y?

=0 E.D type Elliptique

2.5.2 Résolution de ’équation différentielle type Elliptique

2.5.2 .1-Discritisation du domaine

m-1 m-12 m m+1/2 m+1

=2 7—1 9 7+1 742

Noeuds Tm,n et son volume de controle

Figure 2.4 Discrétisation du domaine

2- On remplace la fonction continue T(x,y) par '’ensemble de points discrets Tm, n

Autour de chaque nceud, on peut définir un volume de controle Ax . Ay . L
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

2.5.2 .2 Bilan de chaleur sur une maille autour du nceud Tm,n intérieur

ay" (m, n+1/2) G
m, n+1/2
-\'f._.l +1

gx" (m-1/2, n) C
Xiny 52> | Xis1,j s, O @2,0)
m2,n X . X X m+1/2, n
: P
\.
ay’ (m, n-1/2) '
X: -1

m, n-1/2

Figure 2.5 Bilan de chaleur autour du nceud i,j

L.Ay.q”x(m_%’ o — L .Ay.q”x(m% ot L .Ax.q”y(m'n_%) - L .Ax.q”y(m‘n%) =
q” donné par la loi de Fourier : q” = - k (dT/dx)
yp=ya _ 0T

pente de AB = Py = o

Appliquer cette loi de pente entre les noeuds :
neeuds (m, n) et nceuds (m-1, n)

aT Tm,n - Tm—l,n

dx dx

7] Tm,n — Tm—l,n
O D

Tm+1,n - Tm,n

Ax

9 X (myin) = (50O
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

17 Tm,n - Tm,n—l
TV (mn-1) = (—k) iy

" Tm,n+1 - Tm,n
VY (mned) = GO

En remplace ces expression des flux dans le bilan de chaleur avec Ax = Ay

Tm+ 1n — Tm,n

Ax

Tyn — Ty
L.Ay.(—k)2L Axm 1’n—L.Ay.(—k)

Trin — Trne Trnsr =T,
+L.Ax. (k)22 Aym'" S —L.Ax. (k) ’"’”*Zy UL

- [Tm,n - Tm—l,n - Tm+1,n - Tm,n + Tm,n - Tm,n—l - Tm,n+1 - Tm,n] =0
—4 Tm,n + Tm—l,n + Tm+1,n + Tm,n—l + Tm,n+1 =0

On fait le bilan pour chaue nceud, on obtient un systeme de MxN d’équation

linéaire a MxN inconnues de Tm, n.
Condition aux limites :
Aux frontieres du domaine
. Latempérature est connue
. La densité du flux est connue (Face isolé p = 0)

. Echange par convection avec I'environnement
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

2.5.2 .3 Convection dans un coin intérieur

m-1 m m+1
n+1 l I
cond
cond
conq : T
n —a
cond *
<3 ﬁ} conv
cond ﬁ €OV, T infinie
n-1 —4?

Figure 2.5 Bilan de chaleur autour du nceud i,j coin intérieur

Bilan de chaleur Tm, n

kS (Text —Tint )

Avec qjn; = v conduction
Qine = NS (Toxt — Tine ) convection
h Ax h Ax
2(Tm—l,n + Tm,n+1) + (Tm+1,n + Tm,n—l) + 2 T Too -6 Tm,n -2 T Tm,n =0
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Chapitre 2 Méthode de différences finies

2.5.2 .4 Convection sur la surface :

Bilan de nceud Tm, n

m-1 m
i |
cond convection
cond @ <= h, T infinie
n ==
—igp—
=
cond ﬁ <14:'
cond convection
n-1 s pmm—

Figure 2.5 Bilan de chaleur autour du nceud i,j de surface

h Ax h Ax
2Tm—1,n +Toni1+ Tipn-1 + 2——T, — 2 Thn— 2 T

K Thn,=0

2.5.2 .5 Convection sur un coin extérieur

convection h, T infinie

m-1 {} m

convection

conduction

conduction

Figure 2.5 Bilan de chaleur autour du nceud i,j de coin extérieur

h Ax h Ax
(Tm-in + Tmno1) + 2 0 T, — Z(T + 1T =0

Si la surface est isolé thermiquementonah =0
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboliques
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboligues

3.1 Introduction [5]

Il existe trois méthode de base pour la résolution d’équation au dérivée partielle de type

parabolique :

o Méthode explicite
o Méthode implicite
o Meéthode mixtes (Crank-Nicholson)
Dans ce chapitre, on va traiter cas de conduction stationnaire et instationnaire en 1D. L'équation de

Fourier traduisant le transfert de chaleur par conduction est examiné par la méthode de différence

finie et elle est de la forma suivante :
3—7; = Cip VT ......(1)

Avec:

T(x, y, t) : Température de '’espace et du temps

C : Chaleur spécifique

p : masse volumique

A : conductivité thermique

t : temps

C, p et A sont variables avec la température, elles sont considérées des constants dans la suite du

cours.
A 1, . .
On pose a = e I’équation (1) devient :

ar _ 9T

o0 = Qo (2) 1D suivant la direction x

3.2 Etude de la conduction en 1D cas stationnaire

Si le cas traité est stationnaire, ’équation (2) devient :

—=0.... (3) Le probleme est résolu par la pose des conditions aux limites :

T(1) =1 et T(Ni)=o0
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboliques

Ivarie de 1 a Ni

Ni c’est le nombre de nceuds

AX

Figure 3.1 maillage 1D

L’équation (3) sera discrétisée par un schéma centré de second ordre

Tica = 2T + Tiva _

v 0....(4) Ax? # 0

DoncT;_; —2T; + T;4y1 =0

Le nombre total de nceuds est 6, noeud (1) et le noeud (6) réservés pour les conditions aux

limites et les quatre restant sont calculés par la méthode des différences finies.
On applique I'équation (4) au neeuds 2, 3, 4 et 5, on obtient le systeme d’équations suivant

AvecT(1))=1etT(6) =0

i=2 T,— 2T, + T3 =0
i=3 T,— 2Ts+ T, =0
i=4 Ty— 2T, + Ts =0
i=5 T,— 2Ts + Tg =0

On applique les conditions aux limites

l:3 T2_2T3+T4:0
i=4 Ty— 2T, + Ts =0
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Résolution des équations paraboliques

i=5 T,— 2Ts+ 0=0

On aura

i=2 2Ty + T3 = =1 .o e e e
i=3 T, — 2T3+ T, =0 .. ..
i=4 Ts— 2T, 4 Ts =0 eeee . ..
i=5 Ty — 2Ts+ =0 e ces e e e

Sous forme matricielle

-2 01 [T2

1 - 0| |T3 0
0 1 2 11| "o
0 0 1 —2! [rg 0

(5)
(6)
(7)
(8)

La résolution par la méthode d’élimination de Gauss

1) Elimination de T2 de I’équation (6)

-2 1 0 o07]
0 —3/2 1 o] (T3] _
0 1 =2 1| |Ta|
0 0 1 =24 |1

’ _ ’
A2 = A2 —

2) Elimination de T3 de I’équation (7)

2 1 0 071
0 —-3/2 1 o] |m]_
0 0 —4/3 1| Te| — —1/3

0 1 —21 IT;

d d 30— a'y3
'33= A3z — ————
azz

3) Elimination de T4 de I’équation (8)

Phd. BENDAOUD N. USTOMB 2021
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboliques

—2

0 —3/2 1

0 0 —4/3 1 —1/3
0 1—5/4 T5 —1/4

4" d "i3— a'y3
4-4- - 4-4- "
a 33

On obtient le systeme d’équation suivant :

=2 2Ty 4+ Ty = =1 oo o (9)
_ 3 1
_ 4 1
=5 > Ts+ = ! 12
i = gz st=—7- ..(12)

De I’équation (12) T5 = 0,2
On remplace dans I'équation (11) T4 = 0,4
On remplace dans I'équation (10) T3 = 0,6
On remplace dans I'équation (9) T2 = 0,8
Le flux de chaleur a gauche
dT Tipr — T

0= A5~

Le flux de chaleur a droite

. AdT_ LT Tia
B dx Ax

3.3 Etude de la conduction en 1D cas instationnaire
On remplace ’équation (2) :

oT 0°T

—_— —:0
ar %o

Phd. BENDAOUD N. USTOMB 2021
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboligues

Dans ce genre de probléme, on a besoin des conditions aux limites ainsi que des conditions

initiales (solution pour t = 0), la température varie suivant le temps et ’espace.

T(t, x) = T(n.At , i4x)

Figure 3.2 Maillage 1D (cas Instationnaire)
3.3.1 Schéma explicite

Le schéma explicite permet de formuler ’expression de la variable au point i et a I'instant

n+1 en fonction de la solution déja calculer au temps n.

i, n+1

-1, n i.n i+1,n

Figure 3.3 Schéma explicite
L’équation (2) sera approximée par le schéma explicite suivant :

UinH_ Uin in—l_ZUin-l- Uir-lm
_— At) = Ax?) .......(13
—+ () =a e + 0(Ax?) (13)

On a utilisé un schéma avant d’ordre 1 pour le temps et un schéma centré d’ordre 2 pour

I’espace.

L’équation (3) sera arrangée comme suite :
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Résolution des équations paraboliques

Ul-”+1 = AU+ (A =2D)U + AU e . (14)
Avecl =a %
Pour le probleme de conduction de la température :

Tin+1 == /’tTLTil + (1 - 2/1)Tln + A’Tl"il T (15)

Les conditions aux limites :
Tt o)=1 |, T(t 1)=0

Les conditions initiales :

T(,x)=0 , (0<x<1)

Ni=6,4=0,2 , n=2, At=0,01 A1=0,25
Pourax=0,4 , n=3, A4t=0,01 A1=0,0625
PourAx=0,6 , n=4, At=0,01 A=0,0277
Pourax=0,8 , n=5, A4t=0,01 A1=0,0156

T(1)=1 et T(6)=0

i=2 [ TMY= ATM 4+ (1 = 2T} + AT
i=3 TH = AT + (1 = 2T + AT]
i=4 | T = AT + (1 = 20T + AT
i=5 T3 = AT+ (1 - 20T + AT
i=2 T = 2+ (1 - 20T} + AT

i=3 TH = AT + (1 = 2T + AT}
i=4 TA = ATR + (1 = 20T} + ATY

Phd. BENDAOUD N. USTOMB 2021
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n+l _
T =

i=5 AT+ (1 — 2T

Sous forma matricielle

(1-24) A 0 0 73] [H”l A
A (1-22) 2 0 |rr| | Tt
0 1 (1-22) AR I i I s
0 0 1 a-20! [ [ o J

La solution du systeme donne directement la solution de I’équation pour n’importe quelle

valeur du parametre A.

3.3.2 Schéma implicite

i1, n+1

¢

i, n+1 i+1, n+1

¢

Figure 3.4 Schéma implicite

Pour le probleme de la conduction thermique non stationnaire

le+1 _ n
l

i _
Y + d(At) =a

+ T/H

T:
HLa(axd)

+1 n+1
i-1 2Ti

Ax?

Apres groupement et arrangement, on aura :

T/ = ATM — (U4 20T + AT

Pour chaque nceud Ni = 6 T(1)=1 T6)=o0

e (17)

.. (18)
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboliques

i=2 [ =T = 2T = (14 2DT3 + AT
i=3 —TR = ATP — (1 + 20)TF + AT (19)
1=4 - —T = AT — (1 + 20T + AT
i=5 | —T& = AT — (1 4+ 2078 + 10!

On dispose d’'un systéme de quatre équation a quatre inconnus

—(1+22) A 0 0 [T T3 =2
2 —(1+2%) 2 0 i | -
0 A —(1+221) A |\t | T
0 0 2 @ +2n! [rpa] L -1
3.3.3 Schéma mixte de Crank-Nicholson
i-1, n+1 i, n+1 i+1, n+1
® *
& *
-1, n i,n +1,n
Figure 3.3 Schéma mixte
TRHL _ T T — 2TP* 4 T Ty — 2T + Ty
————=ala A +(1-a) o ]......(1720)

a = 0 Schéma explicite
a =1 Schéma implicite

o = 1/2 Schéma mixte de Crank-Nicholson
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboligues

T =T+ Aa (TR = 2T+ TRY) + A (A — o) (TR — 2T + T
— T+ 1+ 22T = 2aTi = 20 - )T + (1 - 220 — )T+ A (1 — )T,
i=2

— 2T + (1 +220a)TP* = Aa TP = A1 -+ (1-221 — )T+ 2 (1 — a)TT

— TP+ 1+ 22T = Aa T = 21 - )T+ (1 - 221 — )T+ A (1 — )T

— 2T + (14 22a)T* — A a T3

2AQ-a)TF+(1-220 - )T + A (1 — )T

i=5

— TP+ 1+ 22T = 2a T = 20 - )T+ (1 - 221 — )T+ A (1 — )T
3.4 Conduction instationnaire 2D

Une plaque rectangulaire soumise a différentes conditions aux limites

T(x,y) =Ti,j

T y q .n= —h (Tint — Text) [F]
—_— = W
q.n= ¢l .
° e ,- ;.‘ e El To [K]
Ay
\
L 2 L L L ] L ]
@ [ ] —r—y [ ] W L °
) q.n=" ¢ 3l — > X
L
Figure 3.4 Maillage 2D
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Chapitre 3 Résolution des équations paraboliques

L’équation de chaleur 2D :
V.g—f=0 V(Y ES . (1)
La loi de comportement :

G= —kVTOY) e (2)

On remplace I’équation (2) dans (1), on obtient :

0T (x, 9°T (x,
. () N (x,y)
0x? dy?

)+f =0 V(xy)€[0,L]

At
){:kA—xz AX=Ay

Discrétisation centrée

Tir,l+jl -1 ; LT = k Ty — 2T + Tk N Tliq — 2T 44
At Ax? Ay*
Vi=2,. N -1
Vji=2,. M-1

Construction du systéme

+ fi

- Balayer les lignes les unes apres les autres et appliquer I’équation discrete ;

- Appliquer les conditions aux limites discrétes ;
- Résoudre le probléme.

Tl'T,;+1 = TLZ + A Tiril,j - 4 A le + A TiT:lFl,j + A Tif_l]'—l + A Ti1,3.+1

Tl'T,;+1 = A TiTil,j + (1 —4 A) TLT_LI + A Tir-,i-l,j + A Tiflj—l + A Tiz.-l-l
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Chapitre 4 Résolution des équations hyperboliques

4.1 Détinition |51

En mathématiques, un probleme hyperbolique ou équation aux dérivées partielles
hyperbolique est une classe d'équations aux dérivées partielles (EDP) modélisant des
phénomeénes de propagation en mécanique, émergeant par exemple naturellement

en mécanique. Un archétype d'équation aux dérivées partielles hyperbolique est I'équation

d'onde :

0%u 0’u  d%u
—=C?— + —
at? dx? = 0y?

Les solutions des problémes hyperboliques possedent des propriétés ondulatoires.

Si une perturbation localisée est faite sur la donnée initiale d'un probleme hyperbolique, es
points de 1l'espace éloignés du support de la perturbation ne ressentiront pas ses effets
immédiatement. Relativement a un point espace-temps fixe, les perturbations ont une
vitesse de propagation finie et se déplacent le long des caractéristiques de 1'équation. Cette
propriété permet de distinguer les problémes hyperboliques des
problemes elliptiques ou paraboliques, ou les perturbations des conditions initiales (ou de

bord) auront des effets instantanés sur tous les points du domaine.
Exemple le plus simple c’est EDP hyperbolique est I’équation de propagation d’'une onde

L'équation des ondes :

62u 2 _
E—C Au=0

Figure 4.1 Evolution d'une équation D.P Hyperbolique
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Est un probleme hyperbolique, quelle que soit la dimension.
Par un changement linéaire de variables, toute équation de la forme
Alyy + B uyy, + Cuyy = F(u, uy, u)
Avec F une fonction réguliere et A,B,C des coefficients réels vérifiant:
B:—A.C=0

Peut étre transformée en équation des ondes, aux termes d'ordres inférieurs pres qui ne sont
pas représentatifs de la nature de 1'équation. Cette définition est a rapprocher de celle de la

conique hyperbole.

Ce genre de problemes hyperboliques du second ordre peuvent se transformer en un systéme
hyperbolique d'équations différentielles du premier ordres tels que ceux considérés dans la

suite de cet article.

4.2 Résolution d’équation d’onde du second degré

Résolution d’équation d’onde du second degré a une variable suivant ’espace et une

variable suivant le temps :

0%u Zazu_
T2 =0 (D)

u (x, t) : quantité qui se propage
C : célérité (constant)
Conditions aux limites :

u(o,t) =u(L,t) pourt>o

Conditions initiales :

u (x, o) =f(x) O<x<1L

%(x,O)zg(x) o<x<L
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On discrétise I'équation (1) en utilisant le schéma centré pour le temps et I'espace, on

obtient :

u € [tn—l, tn+1]

o%u\"  uMtt—2ul + uft A2 (9tu)"
otz ) At? 12 \oat*),

%u\"  ul,—2ul+ ul,  Ax? [(0*u\"
= - a € [xi-1, Xit1]
0x? ). Ax? 12 \ox*/ ’

On obtient le schéma suivant :

uMtt — 2t + ult?

n n n
_cplin T Zup + Ui _

2 v 0o (2)

Avec l'erreur de troncature :
_ At (0*u “Ax? [o*u\"
T2 \aer) T 12 \oxt
l a
Onpose A =C g I’équation (2) devient :
uM*t =21 - 2ul+ 2@l + ut) - ulr e (3)
Les conditions aux limites donnent pour le nceud (1) et (m) :

uy

= u;ln =0
Premiére condition initiale donne :

O .
uf £ (xi)

Seconde condition initiale donne u a t1 ; puisque I'équation (2) démarre avec u? et u}, la

seconde condition initiale peut discrétisé avec une différence avant :

=g(x) avecu; =0 n=1
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1 0
u; + uyy

n ()

g(x) =

L’équation (4) est d’ordre o(gt), on peut approximer la deuxieme condition initiale par le

développement en série e Taylor de u.

L ou\’ A2 (9%u\’  Ae® (33u\”
uy = u; + At (E)l + > \ae2 ) + 6 \gez) o
L l

Ona

(3) = 2 (%), Léquation (5) devient:

o), = C*(5), L'équation (5) devient :
2 t2

ul = f(xi) + At.g(xi) + 5 /(1) oerer e (6)

L’erreur d’ordre O(At3), on peut approximer f ” (xi)

firn=2fi+ fia

Ax?

fr &) =

On remplace dans I’équation (6)

2

ul = f(xi).(1-2%) +/’l2 (fis1 + fi—1) + At . g(xi) ... ... ...

W= 2 (1 P Ry + )
n=1

u? = 2(1— 22uf + 22}, + uly) +u?
n=2

wl= 21— 2ul+12Wi, + ut ) +ul
n=3

uf = 2 (1= 2)uf + Py + uiy) +uf

(5)

(7)
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n=4

uf = 21— Auf + 2, + uty) +uf

n-=

[9)]

uf = 2 (1= 220w + 22Uy + ) +uf
4.3 Equation de Burger

L'équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles issue de la mécanique des fluides. Elle
apparait dans divers domaines des mathématiques appliquées, comme la modélisation de la dynamique

des gaz.

En notant u la vitesse, et vle coefficient de viscosité cinématique, la forme générale de

I'équation de Burgers est :

Quand v = 0, I'équation de Burgers devient I'équation de Burgers sans viscosité :

@—FH%_O
ot or

La matrice jacobienne de cette équation se réduit a la quantité scalaire u, valeur réelle. 1l
s'agit donc d'une équation aux dérivées partielles hyperbolique. Elle peut donc comporter

des discontinuités (ondes de choc).

La forme conservative de cette équation est :

du 1 0

4.3.1 Equation de Burger sans viscosité Par la méthode des caractéristiques

On cherche une ligne caractéristique [x(s), t(s)] le long de laquelle 1'équation de Burgers se
réduit a une équation différentielle ordinaire. Calculons la dérivée de v le long d'une telle

courbe :

49
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dufa(s), t(s)] _
ds

0

atou  doou
ds Ot ds Oz

On identifie 1'équation de Burgers en faisant (on suppose t(0) = 0):

dt

— =1 = t(s) =

= (s)=s

dx

d—:u — z(8) = xp + us = xg + ut
&

Les caractéristiques dans le plan (x, t) sont des droites de pente vle long desquelles la

solution est constante.

La valeur en un point (x, tc) s'obtient en "remontant" la caractéristique jusqu'a son

origine xo = xc — utc. Cette valeur est u = u(xo).
4.3.2 Equation de Burger avec viscosité

On peut transformer cette équation en utilisant la transformation de Hopf-Cole :

2 86
¢ Ox

u =

En portant dans 1'équation il vient :

0 ( Lap\ 0 ( v 0%¢ )
oz \ ¢ 8t )] Oz \ b Hz2
Par intégration par rapport a x il s'introduit une "constante" d'intégration fonction du temps

que I'on note g(t), déterminée par les conditions aux limites :

0p g
i V@ ~g(t)d

Le nouveau changement de variable y = ¢ exp([g dt) permet d'écrire :

v
ot Oz?

50
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Chapitre 4 Résolution des équations hyperboliques

On obtient une équation de diffusion analogue a 1'équation de la chaleur pour laquelle il
existe des solutions analytiques.
4.4 Ondes sonores dans un fluide

On considere une propagation d'une onde sonore plane dans un tube de longueur (2L),

contenant un fluide au repos de densité (po) et de pression (po).

L’équation de propagation est sous la forma suivante :

9*p ypo 0°p
at? + po 0x? 0 M

e Pour un tube fermé :
- La fluctuation de la vitesse du fluide est nulle

- Lafluctuation de la pression vérifie les conditions de Newmann :

dp .

— =0 ax= -L etx=1L
0x

ap_ 6u_0 iy = 0
ox  Poge =Y StUT

e Pour un tube ouvert:

Fluctuation de pression p(x, t) est la solution de I’équation d’onde avec les

conditions aux limites et les conditions initiales suivants :

62p+ypo ’p

atz  p, 9xZz 0
p-Lt=0o ; pot=o0
P (%, 0) = o(x)
72 (x,0) =0
L’équation (1) décrit la propagation d’onde de pression avec une célérité ¢, = |22

Po
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L’équation (1) devient :

0%u %p
W-I_ ngzo X'E]—L, +L[

u(-L,t)=0 ; u(L,t)=0 C.L

u (%, 0) = o(x)

— (x,0) =0 ClI

0%u
ot?

Discrétisation par différences finies centrées, le systeme est écrit sous la forme suivante :

uf™t -2l + uft c Sulis —2ul 4+ ulty

L
= (2
At? 0 Ax? @
2 As2
o CR.At
Onpose G* = ———
P Ax
L’équation 2 devient :
uMt —2ult+ ul =GPl (ulh, - 2ult + ulty)
u1i1+1 — 2 u? _ u?—l + G2 -(u?+1 -2 u? + u?_l) e (3)
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5.1 Stabilité d’'un schéma numérique [1]

Le schéma est dit stable si on amorti les erreurs provenant des conditions aux limites et les
conditions initiales.

5.1.1 schéma explicite
UMt =20+ (A =-20)U+ AU e (1)

Pour introduire le concept de stabilité pour le schéma explicite, soit u™ solution exact et U™ solution
numérique a ’instant t, ces deux quantités seront liés par la relation suivante :

Ul=ul+ duj ... (2)

Avec

& uj'l’erreur introduite dans le calcul par I’approximation , on remplace (2) dans (1), on obtient :
SUM = 28U, + (1 =28 ul + AU, + At O(At + Ax?) v v v . (3)

L’¢équation (3) décrit I’évolution de I’erreur en fonction de temps. Un schéma numérique stable ne
doit pas amplifier I’erreur.

Si(1—-24)>0, puisque 1 = % toujour positif (+)

|6 UM < (@ =2DIS UM + 218 uly | + A|UL,| + At O(At + Ax?)
At < At 0(At + Ax?)

5.2 Analyse de la stabilité par la transformation de Fourier

Onpose Ul' = ¢ (nAt)el 218% . ......(4)

On remplace (4) dans (1), on obtient la relation suivante :

P ((n+1) Ar)e 1A%
= P (nAt) [A e AEDAX 4 (1 —20)ef A% 4 J e/ AlrDAX] . (5)

= 1 (nAt) [A el Aibx 3 e_jAAx+(1—Zl)ej'1iAx+ Aelridx 4 6,j/le]
Y ((n+1)A) =P mA) [ A e+ (1-22) + 1 e/ 24%]
Onpose G = [ e /48 4 (1—22) + 1 e/ A2%]

Y ((n+ 1) At) = G (nAb)

G : facteur d’amplification
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Schéma stable |G| <1
On applique I’égalité trigonométrique :

2cosa = e A4 i
o
(1 — cos ) = 2sin? (E)

On remplace ces expressions dans G

G=1-221+42Acos(1Ax)

A Ax
G = 1—4Sin2 (T)

|G| < 1seravérifié si

—1 < 4sin? (%) <1

5.3 Consistance d’un schéma numérique

Un schéma numérique est dit consistant si
L’erreur tend vers zéro avec Ax — 0 et At = 0
5.4 Erreur de dispersion et de dissipation

5.4.1 Dispersion

Soit I’équation de Burger qui est hyperbolique

6u+ au_
ot Y ox

u (x, 0) = f(x)

L’équation (1) est d’abord discrétisée avec un schéma centré

au; Uiv1 — Ui

at = —a T ......... (2)

Etu(x,t) =v(t)exp2jmwx) .......(3)

On remplace (3) dans (1), on obtient :

ov v exp(2jTwx)
—=—ia e e e . (4)
dat Ax
_ p sin(2 T w Ax)
Et v(t) = v(0) exp( ai ———— t)
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Donc

u(x, t) = v(o) exp(—Zna)i <x— a Mt))

2mwAx

Le schéma propage une sinusoide de pulsation  a une vitesse C (o) a sin ( 2T®wAX) / 2T®AX

L’équation différentielle propage toute perturbation a une vitesse Co(®) = a

Dispersion introduite par le schéma numeérique est mesurée % .
0

5.4.2 Dissipation

Méme si les différentes fréquences sont propagées a la bonne vitesse, on n’est pas sir de conserver

I’amplitude de chaque de ces fréquences, c’est cette perte en amplitude que 1’on appelle la
dissipation.

uptt - U _ Ut ug,
At 2Ax

u(x,t) = ul'=&"exp(2imwx)
Onal=a i—i on obtient le facteur d’amplitude “°A”’

€n+1 1
A = =
& 1+ (1 — cos(2 mwAx) + i Asin(2nwAx))

1
T 1421 —cosQrwAx) A (1+ 1)

A

|A| <1 pour que le schéma serait stable.
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Chapitre 6 Méthode de volume fini

6.1 Introduction

En analyse numérique, la méthode des volumes finisest utilisée pour résoudre
numériquement des équations aux dérivées partielles, comme la méthode des différences
finies et celle des éléments finis.

Contrairement a la méthode des différences finies qui met en jeu des approximations des
dérivées, les méthodes des volumes finis et des éléments finis exploitent des approximations
d'intégrales. Toutefois, la méthode des volumes finis se base directement sur la forme
dite forte de 1'équation a résoudre, alors que la méthode des éléments finis se fonde sur
une formulation variationnelle de I'équation.

L'équation aux dérivées partielles est résolue de maniere approchée a Tlaide
d’un maillage constitué de volumes finis qui sont des petits volumes disjoints en 3D (des
surfaces en 2D, des segments en 1D) dont la réunion constitue le domaine d'étude. Les
volumes finis peuvent étre construits autour de points d'un maillage initial, mais ce n’est pas
une nécessité.

Les méthodes de volumes finis ont été initialement mises au point pour des lois de
conservation hyperboliques, mais des développements récents permettent a présent de les
utiliser pour des équations elliptiques et paraboliques.

6.2 Résolution d’un probléme de conduction thermique en 1D cas stationnaire

[5]

L’équation différentielle est de la forme suivante :

() s o
dox \" dx B

S : Terme de source de chaleur
A : Conductivité thermique
T : Température

L’équation est discrétisée sur le volume de controle

v ! |W '?'-.' | e x_' |

_'lr
1 |
W | P | 'E

- * -+ >
o

(Axw V¥ (Ax)n
volume de contréle

Figure 6.1 Maillage unidimensionnelle
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On a (AX)w # (AX)E
6.2.1 Conductivité thermique aux interfaces de volume de controle
Ona Ae#Aiw

La conductivité est en fonction de la température et se differe d'un matériau a un autre
comme le matériau composite.

La conductivité a I'interface « e » est donnée par la relation suivante : (entre le point P et le
point E)

@i @w;
T @, @,

/16 AE

Si I'interface « e » est situé au mi-distance du point P et point E, on obtient :

et A (8x).
T2 GO (8x);

P

Ap e Ae

Figure 6.2 La conductivité a I'interface « e »

6.2.2 Conservation du flux aux interfaces

Le flux a I'interface « e » est donné par 'expression suivante :

_ dT _ Ae(TP B TE) _ AP(TP B Te) _ AE(Te B TE)
e = _Ae -
e

dx (bx), —  (A); (o)
| (Ax); (Ax)} |
—> —>
Qe —V.P Ae Ae E .—> %
—> e —>
‘ (8x);

Figure 6.3 Le flux a 'interface « e »

Le flux thermique peut étre exprimé comme suite :
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(T —Tg)  (Tp—Tg)
T (g | (i T (A0
Ap + AE Ae

Ge

La conductivité thermique a I'interface « e » peut se calculée par la relation suivante :

_ (Ax)e
e (ax); | (Ax)}
Ap g

Dans le cas de mi-distance

_ 2pAg
e /1P+ )lE

Conductivité moyenne des nceuds voisins du maillage

e Sion aun matériau isolé en (Ax)}, 1z — Oetq, =0

o Si:1E — 0 Ap >> Ag et T, = Tpleflux est donne par:
P
— AE(TP - TE)
T ™ T a0;

6.2.3 Terme source « S »

Le terme source S(T) a une dépendance non linéaire de la température, il faut que ce terme
doit étre linéariser en T, pour obtenir un systéme d’équations algébriques linéaires.

STy = S.(13) + 5,15,

T*, : Température obtenue pour I'itération précédente
Sp : Terme source de chaleur optimum.

Il faut que :
SP = ‘S-P optimum <0

6.2.4 Conditions aux limites

T, 4 T T T, T T To. Ta B T
A 7 B S = I Ll B
= = =
z=10 K

Figure 6.4 Maillage du volume de contréle en 1D

L’équation de chaleur est :

g (AaT)+s—0
Oox \ 0Ox B
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L’intégration de I’équation de chaleur sur un volume de contréle autours du nceuds « i »
est comme suite :

IT T —
[x(—] —[A(—J +5,(T)Ax = 0
(('.\' i+1/2 (.!.\' i—-17/2

La dérivée sous la forme discréte, on obtient la relation suivante :

T;

i+1

~T; 7. — T — ‘
— Ay TI=l L S(THAX = 0 i=2,....N —1
Ax i—1/2 Ax it

Aiv1/2
S est la valeur moyenne de Si sur le volume de contréle au tours du point « i »

On regroupe les termes, on obtient :
< 2
hiciy2Tict = (igry + Xicy 20 + Aoy oTiy = =Si(T)(AY)

PLs'—l/Z :7\‘5—0—1!2 = A

Si , On aura

ATi—l - ZATL + ATi+1 = —S(Ti)sz

§(Ti)Ax2
Tioa = 2T+ Tin = —————
On pose
S_(Ti)sz _ Gi
A
On obtient
Ty — 2T+ Ty =—G;  i=2, . N—-1

Pour les points 1 et N situés aux frontieres du domaine de calcul on intégre ’équation

De chaleur sur un demi-volume de controle.

Il existe trois cas typiques de conditions aux limites rencontrées pour les problemes de
conduction thermique:

1. Température imposée (connue) a la frontiere (condition de type Dirichlet) ;

2. Densité du flux thermique imposée, donc dT/dx connue (condition Neumann) ;

3. Densité du flux thermique spécifiée par un coefficient d’échange (h) et une température
du fluide environnant (7¥) ou par un flux radiatif (condition de Fourier)

dT] B Wry -1y)
N

ov =(-2 eofrt - 7t

¢ : Coefficient d’émission
o : Constante de Stefan-Boltzmann
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a) Conditions aux limites de Dirichlet

On a T1 connue, I’équation discrete du nceud 2 est :
< A2
—(Ags172 ¥ A1) + Ay 0Ty = =So(A)" — Ay, 074
A = Constant

S, (Ax)?

_2T2+T3:_ l

— T]
Pour i = N-1, ’équation discrete devient :

< 2
Av-n-172Tn-2 = A n_ps12 T AN-1-172)TNn-1 + A vopys1/2Ty = =Sy (Av)

A 5T,
Pour Ty connue, le terme (N=D=+1/2%N " passe comme terme source

o ]
An-t-1/2Tn-2—QMy-_n+1/2 TrAv-n-172Tn-1= =Sy _1(A)" = Ay _1y11/2TN
Pour A = Constant

EN_](A.\')Z
Ty_p —2Ty_; = - v

b) Conditions de Neumann

On intégre I’équation de chaleur sur le demi-volume de controle (Vc)

N-1 7////
W 7=

Figure 6.5 Demi-volume de controle

IT
j [x‘—}zv + jsav =0
d\ dx Ve

PourdV=Adx=1 dx cas unidimensionnel

N N

IT
j {x (—]dx + j Sdx = 0
! dx A .

ax
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Apres intégration, on obtient :

(xﬂ —(xﬂj )
N n

dx

La densité du flux thermique au point N est donnée par :

Oy :‘{lgzq
N

dx

On utilise la discrétisation centrée au point n :

Ty - T —  Ax
N N—1+SN_Q_:0
Ax 2

_QN _)'n

En regroupant les termes avec un flux imposé, on obtient '’équation discréete valable pour
le point de frontiere N :

§N (A.\')z n QNA\'

Ty 1 —Ty = —
e An-1/2 An-1/2

6.2.5 Conduction pour différents cas
Cas 1 Plaque treés longue

L’équation de chaleur thermique

g (AaT)+s—o
Ox\ Ox B

L’intégration se fait sur le volume de controle présenté dans la figure ci-dessous :

Ta 2 3 4 5 Ts
W ! e
° o ! / ° / ! ‘o ° ?]
1 i-1 | 1 i+1
W P E
L

Figure 6.6 Discrétisation de la plaque

La température pour i point est donnée par la relation suivante :
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a;T; = a;—1Ti—1 + aj41Ti41 +D
Ou bien

apTp = ayTy + agTg + b
Avec

ap = aw+ ag

Aw Ag _ L=
ay = A ag = Ax b= SAx ou S terme source moyen
La solution analytique :
Toe—T, S
T() = |+ 57 —x)]x+TA
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Chapitre 6 Méthode de volume fini

Cas 2 Barre cylindrique avec la température connue sur les deux extrémités

L=05m

I

Figure 6.7 Barre cylindrique

La distribution de la température est gouvernée par I’équation de chaleur suivante :

d (AaT)—O
ox\" dx/)

La température pour i point est donnée par la relation suivante :
a;T; = a;—1Ti—1 + ;417144

Ou bien

apTp = ayTy + agTg

Avec

aP: aw‘l‘ aE

Aw Ag
Gy =7 ag = 1~
Sidy = Ay
On a
_hw_ A A

ay = A~ Ar - Ax méme matériau lon long de la barre et pas de changement de section

Solution analytique :

T
T(x) = BTAx+ Ty
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Cas 3 Barre cylindrique avec une extrémité a une température connue et

I‘autre extrémité isolé (flux = 0)

[solée (flux nul)

Tg(

e//

Tes

Figure 6.8 Barre cylindrique (extrémité isolé)

La distribution de la chaleur est gouvernée par I’équation suivante :

a(AAaT) hP(T=T,) =0
0x 0x ( ) =

La température peut se calculer pour les noeuds internes :

apr - awTW + b + aETE

ap = aw+ aE_Sp

Sp = —n?Ax nz—hp

P T 1A
— 1 —

ay = 1= ag

b = Sc = n?(Ax)T,,

La température peut se calculer pour le noeud externe (extrémité isolé) :

ap=aW_Sp aE=O

2 <E) 2o P

S
P 2

Ax
b =Sc=n? (7>Tm

Solution analytique :

cosh[n (L — x)]

Tt = (Ts = Teo) cosh(n L)

+ T
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6.3 Résolution d’un probleme de conduction thermique en 1D cas
instationnaire

L’équation différentielles de la conduction 1D instationnaire est la suivante :

JdaTf  d { 8T]
pc, = A—
P or ox ox

p : densité en kg/ms3

Cp : chaleur spécifique a pression constante en J/kg.K
6 X w P 8 X P e

e W e o
E

W A I
i AX R

Ll -1

Figure 6.9 Volume de controle en 1D

L’intégration de 1’équation de chaleur pour le cas instationnaire sur le volume de contrdle et sur un intervalle
de temps de t au t + At donne 1’équation si dessous :
t+Ar 1+ Ar {

Jl: _fpc‘ —dV.«:h‘— Jl: J.a\

Sous une autre forme, on aura :

e | t+At t+ At t+ At
j j pc, dr dV = I H?LA a—T] - (M a—TJ } dt + I§AV dt
t € w t

T+ Ar
A——va+ jf&Wdr
Jx

t VC

ox ox

A :Alre transversale du volume de controle,
DV =ADx présente le volume

Apres intégration sur les deux c6tés du volume de controle, on obtient :

Ax A, A Iy
o w T — [ T i
|:p( P AT f[ i ]:I P 6-\'9_ [f E

A,
5 - [fTW + (1= )Ty

W

ox,  Ox

w

+{p & 1—;‘) Y + SAx

On pose

ap = flay +ag) + c.‘%
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Chapitre 6
Ax
0 _ A~
(n’P - p(_. p E
ay = —
w B,
}"t’.
dp =
E ox,
b = SAx
On obtient :

apTp = ay /Ty + (0 = HTY |+ ag|fre + 0 = £HT2]

+ el = (1= Pray — A= Paglr? +b

6.3.1 Schéma explicite :

La discrétisation explicite de 1’équation de conduction thermique 1D instationnaire

donne:

(.{PTP = C'II'VT‘,-?/' + C{ETE + [(.!g — ((.{H] + (.{E — ‘S‘P )}Tjg + SC

Avec:

(.fP = (.fg

6.3.2 Schéma implicite :

dp :p(.‘p— dp :6

A

4

X,

La discrétisation implicite de ’équation de conduction thermique 1D instationnaire

donne:

_ 070 v
(.(PTP = CFHITI'_V + UETE + UPTP + ‘SC

Avec

dp = c.fg +ay +ag —Sp

6.3.3 Schéma mixte de Crank-Nicolson :
La discrétisation Crank-Nicolson de I’équation de
instationnaire :

(.{PTP = UE|:»)

Avec:
]
p = —
P
0 _
ap =P

dy + d + d
(W E)

C _—
P At

conduction thermique

(.II._V 0 ,
-5 7}%, + b

1D
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7\'w
('{'D'V = —
Xy
a _te
g =
dx,
b=S,+—SpTY
c ) P

Remarque :
Siox, =0dx, =Avetd, =4, =1L
pc, (Ax)?

A

At

A
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