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Avant propos

Ce polycopié est un support pédagogique, destiné aux étudiants de la premiere
année Licence LMD, domaine : Mathématiques et Informatique MI et conforme au
programme officiel. C’est un cours illustrant les outils de base concernant le calcul
intégral et la résolution des équations différentielles d’ordre 1 et 2.

Dans ce cours on commence par expliquer les notions dans le cas général, puis
on illustre le tout par des exemples clairs, des exercices avec corrigés détaillés et
quelques exercices sans solutions a la fin de chaque chapitre.

Ce polycopié décrit le programme de la matiere Analyse 2 enseignée au deuxieme
semestre, aux étudiants de la premiere année MI, il concerne les concepts de base du
calcul intégral, qu’on trouve non seulement en mathématiques mais également dans
d’autres disciplines tel que la physique, la chimie, la biologie, ... etc. Il est composé
de trois chapitres, le premier étant une introduction aux intégrales indéfinies et
leurs propriétés, ainsi que les méthodes et techniques de calcul de primitives; qui
sont indispensables dans tout calcul intégral. Dans le deuxieme chapitre, on passe
a l’étude des intégrales définies a savoir l'intégrale de Riemann, tout en passant
par les sommes de Darboux, sommes de Riemann et leurs propriétés. Enfin, dans le
troisieme chapitre, on introduit les équations différentielles ainsi que leurs méthodes
de résolution, sachant qu’elles régissent différents phénomenes, on introduit d’abord
celles du premier ordre, linéaires avec et sans second membre puis deux cas particuliers
du cas non linéaires a savoir les équations de Bernoulli et les équations de Riccati et
on passe enfin a la résolution des équations différentielles linéaires de second ordre
a coefficients constants.



CHAPITRE

Intégrales indéfinies

Introduction

Dans ce chapitre, notre objectif est de de donner a I’étudiant les concepts de
base dans le calcul intégral ot on présente les différentes techniques d’intégration
qui lui seront utiles dans toute la suite du programme de ce semestre sachant les
intégrales définies et la résolution des équations différentielles ou dans n’importe
quelle discipline faisant intervenir le calcul intégral.

1.1 Intégrales indéfinies

Définition 1.1.1 .
Soit f une fonction d’un intervalle fermé [a,b] dans R et soit F' une fonction
dérivable sur [a,b]. F est dite primitive de f sur |a,b] si

Vo € la,b], F' (z) = f(x).

Proposition 1.1.2 .
Si F' et G sont deux primitives de f sur [a,b], alors

F—-G=c,ceR

Preuve :
En effet, car (F — G)' (z) = F'(z) — G' (z) = 0,Vx € [a,b] alors F' — G est une
fonction constante sur [a, b]. O

Exemple 1.1.3 .
Les fonctions F' et G définies sur [1,2] par F (x) =Inz et G (v) = Inz + «, avec
a € R sont deux primitives de la fonction f (r) = % sur [1,2].

Définition 1.1.4 .

L’ensemble de toutes les primitives de la fonction f : [a,b] — R est appelé
intégrale indéfinie de f, noté [ f(x)dx, alors si F est une primitive de f sur [a,b],
on a

/f(x)dx:F(x)+c,c€R.

Exemple 1.1.5 .
Vze[1,2]: [ldz=Inz+c,ceR.

Remarque : Une fonction f admettant une primitive sur [a, b] , n’est pas forcément
continue sur [a, b].
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Exemple 1.1.6 .
Soit la fonction f définie par
2zsinl —cos, sixzel0,1]

f@):{ 0, siz=0

f admet comme primitive sur [0, 1] la fonction F définie par

~J a?sin2, size]0,1] Co
F(x)—{ 0 " siz=0 , car F' (z) = f (z),Vx € [0,1].

or f est discontinue en v = 0 donc discontinue sur [0,1].

Propriétés 1 .
Si f et g sont deux fonctions admettant des primitives sur [a,b], alors f + g et
af ot a € R admettent des primitives aussi et on a

L[ +9)@de = [[f (@) +g @) de = [ f (@) de+ [ g(e)dw.
2. [(af)(x)de = [af (x)de=a [ f(z)dz.

3. ([ f(z)da)" = f(2).

4. [ f'(x)de=f(z)+c, ceR

Damerdji Bouharis A. USTO MB
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Méthodes de calcul des primitives

1.1.1 Primitives usuelles

Fonction f

Primitive de [ : [ f(z)dx

a; aelR ar +c

z*; a e RN {-1} Zajll—f—c

i, zeR In|z|+ ¢

e e*+c
gg/((f)) ; g(x) #0 Infg (z)| + ¢

cos T sinz + ¢

sin x —CcosT + ¢

chx shx + ¢

shx chx + ¢

i Vz e R\ {Z +kmk € Z} tan + ¢

—— Ve e R\ {km;k € Z}

cotan x + ¢

_1
1422

arctanx + ¢

— ;Vze R\ {-1,1}

1 1+m‘
21n|171 tc

arcsinx + ¢

1

\/TW argshx—l—c
\/z+7_1 ; Vo € |—o0, —1[U |1, +o0] arg chx + ¢

ou ¢ € R.

1.2 Méthodes de calcul des primitives

1.2.1 Intégration par parties - IPP -

Théoreme 1.2.1 Soient u et v deuz fonctions dérivables de classe C* sur [a,b];
alors :

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.
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Preuve :
En effet

Remarque :

1. Dans certains exemples, il faut appliquer cette méthode plusieurs fois pour
avoir le résultat.

2. On peut écrire la formule de I'intégration par parties en utilisant les différentielles

de fonctions comme suit :
/udv:uv—/vdu

telle que df = f' (x) dx.

Exemples 1.2.2 .

1. I} = fxe’”dw

U=z N du = dx

dv = e®dx v=¢e"

d'ou I = xe* — [e"de =¢e"(x —1)+c, c€R.
2. I, = [arctan zdx
u = arctanx N du = 1Jr%dx
dv = dx

v=1x
d'ot I = varctanz — [ ytpdr = varctanz — 5In(1+2%) + ¢, ce R

3. Iy= [ (Inz)*dzx
u=(Inz)* :{ du = 2224y
dv = dx
d'ot I3 =z (Inz)* — 2 [Inade =z (Inz)* — 2J
u=Inz :>{ duzid:p
dv = dx V=21
dov J=zlnz— [dr=xz(lnz—1)+c¢,ceR.
donc Iy =z (Inz)* — 2z (Inz — 1)+ ¢, ¢ eR.
4. Iy = [ e"cosadx
u=e" j{du:e”gdaz

IPP {

IPP {

IPP 1 {

V=2

IPP 2 {

PP 1 { dv = cos xdx v =sinx
d’ou I, = e*sinx — femsinxdx =e¥sine — J
u=ev { du = e*dx

=

dv = sin zdx V= —CoSZT

IPP 2 {

d’ou J = —ezcosx+fexcosxdx = —e®cosax+ I +c, ceR.

& [sinz +cosz] +c , ¢ €R.

donc Iy = e*sinz +e*cosx— [ —c& Iy = 5

Damerdji Bouharis A. USTO MB
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Remarque

Dans certaines primitives, il faudra appliquer I'intégration par parties plusieurs
fois pour avoir le résultat comme c’est le cas pour la primitive I = [ P (z)e*dz,
avec P un polynome de degré n, ou il faudra intégrer par parties n fois.

Exemples 1.2.3 Exzemple 1.2.4 I = [ (2* — 1) e"dx

.2 _
Exemple 1.2.5 PP 14 =¥ —1 j{ du = 2xdx

dv = e*dx v=e"
dou I = (z* —1)e” —2 [ze"dx
x du = dz

u:
[PPQ'{ dv = e*dx :>{U:6I

d'ou [xedr = ze” — [e*dr=€"(x—1)4+c,ceR
Donc I = (22 —1)e* —2e*(x— 1)+, €R.

1.2.2 Changement de variables - CV -

Soient f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et ¢ : [a, B] — [a,b] une
fonction dérivable de classe C! sur [a, b], telle que ¢ (o) = a, ¢ (8) = b alors on a

/f dx—/f dt.

Il suffit de faire le changement de variables
r=¢(t) & de=¢ (t)dt.

Exemples 1.2.6 1. [} = [cosz.e®™*dx
CV :t =sinx = dt = coszdz, d’ou
I = [eldt=e"+c, ceR, alors I; = ™" + ¢, c € R.
2. ]2 == f%dl’
CV:t=e"=dt =e"dx, d'ou
L= thjl = arctant + ¢, ¢ € R, alors I, = arctan (e*) + ¢, ¢ € R.
3' f arcsin® xd
CV. t = arcsinx = dt = ﬁd:{;, d’ou
Iy= [t*dt = 1t* + ¢, c€ R alors I; = L (arcsinz)’ + ¢, c € R.

1.2.3 Intégration de certaines expressions contenant le trindome

ax® +bx +c
Calcul de I, = [ %

ax?+-br+c

Etape 1: On transforme le dénominateur en le mettant sous la forme canonique
i.e, la somme ou la différence de deux carrés

b\? dac—1?
<x+2a) t e ], (1.1)

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.
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—b2 . /
On pose % = 4+M? et on remarque que le signe qu'on aura dépendra du

signe du discriminant du trinéme A = b — 4ac.
En effet |

a(@+£)" =2 siaso
ax? + bx + ¢ =
a[(a:—i—%)Z—i-MQ] siA<O

et la primitive I; prendra la forme suivante

I—/ dx 1 / dx
V) e a2 aMP ) J(rmeen)?
(@4 2)" + 027 [(B52)" = 1]

Etape 2 : On fait le changement de variables suivant :

2ax +b dzx
t= 5l idt—M@dx—Mdt

;o 1/ dt
YU uM ] 2+

ensuite on remplace dans I :

d’ou :
1°" Cas : Si Il:aLMfﬂd—it—l alors
I = 1 tant + eR
1 = parctant +c,
don 1 2 b
]1:a—Marctan( 62121\—; )—I—C,CER
2¢me Cas : Si ) = = [ 7% alors
1 t—1
I = Y4 ceRr
! ZQMD‘t+1‘+C ¢
d’ou
7 1 2ax + b — 2aM n cR
—_= n C, C
YT aM | 2ax + b+ 2aM ’

Exemple 1.2.7 [ = fﬁé—xx%

On décompose le trinome x* + 2x + 5

P42 +5=(x4+1)°-14+5=(z+1)°+4,

[—/ dx _/ dx _1/ dx
) 2420 +5 (a:—|—1)2+4_4 (a:+1)2+1’

2

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§1.2] Méthodes de calcul des primitives 11

puis on fait le changement de variables

1
C’V:t:x+

= dt = %dm(:)dx = 2dt,

et on remplace dans I

1 2dt 1 dt 1

par conséquent

1 1
Iziarctan<x;_ )—l—c, ceR.

Calcul de I, = [ 520 gy

ax?+-bx+tc

Etape 1 : On dérive le dénominateur (az? + bx + ¢)’ = 2ax + b.
Etape 2 : On écrit le numérateur en fonction de la dérivée du dénominateur

ozx—i—ﬁ:a(x—i—é) :g<2ax+%+b—b>
a 2a a

ax—l—ﬂ:%[@ax—l—b)—i-%—b]

(07

puis on remplace dans I

(2ax+b)+(2aﬁ b)d
ax?+bx+c €

2255} b d <z
f agc;fbr—i-c (B - i) f bex-i-ﬁ par les Proprictes "

L =2

alors ;
Izzgln|ax2+bx+c{+ B——a I
2a 2a

ou Iy est la primitive qu’on a calculée précédemment.

Exemple 1.2.8 [ = fx(g’f—;i)ldx

On dérive le dénominateur (2> —x + 1) =2z — 1

1 3 2 3 1
—1=3(e—=)=2(2w-2-141)=2|@r—1)+-
3z 3(x 3) 2<x 3 —i—) 2[(33 )—1-3]

puis on remplace dans I

3 f(2z—-1)+1% 3 (2z —1) 1 dx
== — 7 3e==] " L e+~ | —F
2/ 2 —x+1 . 2/3:2—:U+1x+2/:v2—x+1

donc

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.
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dx
J= [ ——
/x2—x+1

et la on décompose le trinéme x> — x + 1

S [ 1\ 2 L
= =|lrx—% | — =
2 4
1\? 3
2
— 1= _Z z
x T+ (:E 2) +4

puis on remplace dans J

o

et on fait le changement de variables

2 — 1 2
=

CV:t= 7 7

puis on remplace dans J

arctant +c, c€eR

f/t2+1

donc

par conséquent

3 1 2z —1
I=-ln(z*—z+1 —i——arctan( )—l—c, ceR.

o dx
Calcul de I3 = [ T

On transforme le trinome ax? + bx + ¢ en le mettant sous la forme canonique
comme pour le modele de la primitive Iy, puis on fait le méme changement de

variables,
2ax + b

2aM

pour obtenir I'une des primitives suivantes

CV:t= édt:dﬂx@dx:Mdt

Ing\/tht?, out?—1>0sia>0
Ing%, oul—t>>0sia<0

d’ou :

Damerdji Bouharis A. USTO MB
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Cas1:Sil;= f\/tht?, alors

I3 =argsht +c¢, c € R.
Cas?:SiIng\/:l;—_lett2—1>O,alors

Is = argcht + ¢, c € R.
Cas 3:Si I3 = f\/ﬁetl—t2>0 alors

I3 = arcsint+c¢, c€ R

Exemple 1.2.9 Calculer la primitive I = [ \/ﬁm.

On a
‘+r+l= +12 S +12+3

I‘/m /\/+— f/\/i

2x+1;»dt:idx<:>dx:\/7§dt

V3 V3

CV:t=

alors

= arg sht + ¢, c € R,

[_/ dt
ViZ+1

20 +1

I = arg sh +c, ceR.
° ( V3 )

Calcul de I, = [ =272 —dx

Etape 1 : On dérive le trinome (az? + bx + ¢) = 2az + b.
Etape 2 : On écrit le numérateur en fonction de cette dérivée comme on ’avait
fait pour la primitive I,

2
ax—l—ﬁ:g (Zax—l—b)—i-iﬂ—b
2a «
puis on remplace dans I,
. (2az+b)+ (2“ﬁ b)
s = f (W )

= Wd v+ P -%) | T
= T —da + (5~ 52) Is

pour la lere primitive , il suffit de faire le changement de variables

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.
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t = ax® + bx + ¢ = dt = (2ax + b) dz alors

(2ax+b) o dt
f 2\/a12+bx+cd'x o f 2Vt \/%—i— k’ keR.
=+Var?+br+c+k, keR.

donc

b
= 2Vt br o+ (ﬁ——a) I3
a 2a

ou I3 est la primitive calculée précédemment.

Exemple 1.2.10 Calculer la primitive I = [ \/%d
On a
(10 + 42 + 2%)" = 22 + 4
Sx+3 =5(x+3)=302z+%4+4—-14)
=5[22z +4) - Y]
d’ot
5 (2x +4) — d 5 (2x 4+ 4)

\/10+4x+x2 \/10+4x+x2 /\/10-1-4:6-!-1:2

pour la 1ére primitive on fait le changement de variables
t=10+4dz + 2> = dt = 2z +4)dx

alors
f _ Qetd) dx = dt \/_—|— c, C1 € R

2v/10+4z+x2
= \/1O+4x—|—x2+cl, c1 € R,

et pour la 2¢me primitive on décompose le trinéme 10 + 4z + 2*
104+4z+22=(2+2)°+6

puis on le remplace dans la primitive

' (W) +1

CV:t:x—\J/rgédt:\/Léda:(:)d:v:\/édt alors

= arg sht 4+ co,co € R.

/ dx _/ dt
V10 + 4x + 22 Viz+1

par conséquent

I =5V10+4x + 22 — 7argsh(

)—l—c, avec ¢ = ¢y + co.

7

Damerdji Bouharis A. USTO MB
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1.2.4 Intégration des fractions rationnelles

Définition 1.2.11 Soient P et ) deux polynomes a coefficients réels, la fonction
[ définie par f (z) = gg; s’appelle fonction ou fraction rationnelle, elle est définie
en tout point x de R tel que Q () # 0.

Pour 'intégration des fonctions rationnelles f (x) = ggz;, on distingue deux cas

1¢" Cas :
Si d°P > d°Q) (ou d° désigne le degré) alors on effectue une division Euclidienne
suivant les puissances décroissantes de x alors

P(r) =Q(x).5(x) + R (x),

ou S (z) et R(x) sont deux polynomes tels que d°R < d°Q) , par conséquent

R (z)
Q (x)

=S (z)+

2¢me (Cas :

Si d°P < d°Q alors on utilise la décomposition de £

g en éléments simples.

Décomposition des fonctions rationnelles en éléments simples

On peut décomposer la fonction f en éléments simples suivant la forme du
dénominateur @ (z) apres 'avoir factorisé, comme suit
o Si
Qr)=(r—a)(x—az)...(x—a,),

oua; € R,Vi=1,..,n alors

_P(l’)_ Al A2 An
f(x)_Q(:v) _x_a1+m_a2+...+x_an.

ou A; sont des constantes réelles a déterminer pour i =1, .., n.
e Si
Qx)=(r—a)™ (r —a)™ ... (x —a,)™,

oua; € R, m; € N*. Vi =1,..,n alors

P _ [ Al Af A ] [ A} A3 Ay
Qz) [I*al + (z—a1) ot (x—ay)™ + r—a2 + (;EfaQ)E +.+ (x—ag)™2 +
1 2 mn

ou A sont des constantes réelles & déterminer pour i = 1,..,net j = 1,..,m;.

o Si
Q(x) = (12 +br + 61) (x2 + box + 02) (m2 + byx + cn) ,

olt b, ¢c; € Ret b? —4¢; < 0,Vi=1,..,n alors

P(z) — A1+ By + Asx+Bs 4o+ Apz+B,
Q(zx) z24-brz+cy z24-boxz+co " z24-bpxz+cn

ou A;, B; sont des constantes réelles a déterminer pour ¢ = 1, .., n.

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.
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Q () = (:C2 + byx + C1)m1 (562 + by + 02)m2 (552 + byx + Cn)mn

olt b, c; ERet b7 —4¢; <0,m; e N Vi=1,..,n

alors :
P(z) _ [ Aje+ B} AfwtBY LHBI””
o) :c2+b1:c1+cl 1 (12+b12—561)1282 (z2+bi4znj_201) Blmz
+ [m?ji;ffcz + (:1:2+2b$2—:::—+§2)2 +.t (inbzwmt-Ci)MQ} +
1 1 2 2
[ A L B

o A sont des constantes réelles & déterminer pour i = 1,..,n et j = 1,..,m;.

Remarque :
. A Ba+C 2
1. Les fractions du type o) et ($2+”;m+q)s avec [,s € N*, A, B,C € R et p* —
4q < 0, sont appelées éléments simples respectivement de premiere et seconde
espece.

2. Pour le calcul des constantes réelles, on utilise soit la méthode d’identification
ou bien la méthode des limites.

Exemples 1.2.12 Décomposer les fractions suivantes en éléments simples

_ x+3
1. f(x)= x2——:§x+2'

Tout d’abord on factorise le dénominateur x* —3x +2 = (x — 1) (x — 2), puis
on décompose la fraction f en éléments simples

T+ 3 A B

@) ==y mon " r=2 oo

ou A et B sont deux constantes réelles qu’on va déterminer en utilisant la
méthode des limites.

Pour calculer la constante A, on multiplie f (x) par (x — 2)

-2 fa) =222 BEZD

puis en faisant tendre x vers 2, on obtient
A=5
ensuite pour calculer la constante B, on multiplie f (x) par (x — 1)

-1 @)= 25 = AL

puis en faisant tendre x vers 1, on obtient

+B

B = -4,
ainsi on a la décomposition

T+ 3 5 4

(z—2)(x—1) z—2 z—1
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— S5—x
2 (@) = rie

On remarque que x> — 4z +4 = (x — 2)*, alors on a

5—x A B C

f(x):(x—2)2(x+1):$—2+(a:—2)2+$+1

ou A, B et C sont des constantes réelles qu’on va déterminer en utilisant la
méthode d’identification, on a

5—ux 2?(A+C)+x(—A+B—-4C) —2A+ B+ 4C

(z—2)"(z+1) (z—2)" (z+1)

d’ou on récupeére le systéme suivant

A+C=0
—A+B—4C =-1 (1.2)
24+ B+4C =5

puis on résoud ce systeme et on a

—A=C
(1.2) & ¢ B—-3C=-1
B +6C =
A=
s{ B=1
c=3

ainsi on a la décomposition

dD—x -2 1 2

= + + :
(z—2%@x+1) 3@-2) (z-27% 3@+1)
_ z?
3 1 (7) = mrneen
On remarque que le polynome x> + x + 1 ne peut pas étre factorisé car son
discriminant A est négatif alors on a

f )= - - A, frr¢
(@24 r+D)(-1) -1 224+x+1
ou A, B et C' sont des constantes réelles a déterminer.
On a
x? _2*(A+B)+z(A-B+C)+A-C
(2+x+1)(z—1) (2 +2+1)(x—1)

d’ou par identification on récupeére le systéme suivant

A+B=1
A-B+C=0
A-C=0

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.



18 Intégrales indéfinies [Ch.1

puis on résoud ce systeme et on trouve

Sy
Il
Lol [N =

ainst on a la décomposition

x? 1 2¢ + 1

(@2 +z+1)(x—1) 3(m—1)+3(x2—1—x—|—1)'

_ 4235
4- f ($) o (w2—3x+5x)(—;v2+x—2)'
On remarque que les polynomes (z* — 3x +5) et (—2* + x — 2) ne peuvent pas
étre factorisés car leurs discriminants sont négatifs alors on a la décomposition

423 — 5 Ax + B Cx+ D

flo)= (17 —82+5) (a2 +2-2) 223245 —a?tz-2

ou A, B,C et D sont des constantes réelles a déterminer (en exercice).
5_
5. f(x)= ( 20—l

2z2—z+1) (z2+1)>
On remarque que les polynomes 222 — x + 1 ne peuvent pas étre factorisés car
leurs discriminants sont négatifs alors on a la décomposition

20° — 1 Ax + B Cx+D FEx+ F

xTr) = =
f() <2x2_$+1)<x2+1)2 2$2—$+1 $2+1 (x2+1)2

ou A, B,C,D,E et F sont des constantes réelles a déterminer (en exercice).

Dans les deux derniers exemples on a donné la décomposition en élément
simples tout en laissant au lecteur a titre d’exercices le soin de continuer les

calculs.
Intégration
Pour l'intégration des fonctions rationnelles f(z) = gg;, on a donc besoin

d’intégrer les éléments simples de 1°7¢ et 2°™¢ espece.

Intégration des éléments simples de 1°"¢ espéce ﬁ, [ e N*

e Sil=1alors [-Adr=Aln|z—a|+c,ceR.

3 Sil>1alorsf(wfa)lda::fA(x—a)fldx:Aw%_)lm%—c,ceR

Mx+N *
m, k c N* avec

p? —4q <0 On décompose le polynome z2 + px + ¢ sous la forme de la somme de
deux carrés car p> —4q < 0, et on a

Intégration des éléments simples de 2°7¢ espéce

2 2
x2+px+q=<x+g> —%Jrq
_ 2)2 dq —p”
_<x+2 T
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on pose 5 = —a et # = 32, d’ou
2 +pr+q=(x—a)+p5

puis on remplace

Mz + N B Mx+ N
(@+pr+9)  [(z—a)?+p2"
Mx+ N

~le -]

et on fait le changement de variables suivant

t:x_aﬁx:ﬁt—%&jd:czﬁdt

ﬁ Y
d’ou
/ Mz + N M (Bt + «) th
dr =
(2 + pr + q)F ﬁ%l t2+1
Mo+ N 1
dt + dt

B2k—2 [t +1]k BQk—l [t2+1]k

geme qondee - Mz+N
p (@2+pz+q)*

ramene par le changement de variables a © = St + « au calcul des deux primitives

qu’on note par :
t 1
Ik:/—kdtetjk:/—kdt
[t? +1] [t2 + 1]

par conséquent l'intégration des éléments simples de

Calcul de I}, :
e Sik=1lalors I} = [ z'qdt = tn(t*+1)+c,ceR.

e Si k> 1 alors on fait un deux1eme changement de variables
u? =124+ 1 = 2udu = 2tdt et on a

Lok u272k
Ik:/ d—/ﬁdu—/u du:2_2k+c,ceR.
d’olt
1 ! + ! + eR
g CcC = C, C .
P21 — k) u? 2(1—k)(#24+1)"!

Calcul de J;, :
e Sik=1alors J; :fﬁdt:arctantJrc ,c€eR.
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e Si k> 1 alors on fait une intégration par parties et on a

{ U= :{ du=—2kt[t2 + 1) dt

dv = dt v=t
d’ou
t t?4+1-1
[t2 + 1] [t2 4 1]
t 1 1
Jk:—k+2k /—kdt—/—kﬂdt
[t2 + 1] [t2 + 1] [t2 + 1]
t
Jp = m + 2kJy — 2k Jy1q
et on a la formule de récurrence suivante
1 t
= — | — 2k —1 k * k> 2. 1.
Jr41 o [t2+1]k+( )Jk], e N k> (1.3)

Exemples 1.2.13 Calculer les primitives suivantes en utilisant la décomposition
en éléments simples :

1= [ 2dr
Tout d’abord on remarque que le degré du numérateur est inférieur strictement
a celui du dénominateur, alors on factorise le dénominateur en remarquant
que T = 1 est une racine du polynéme x> — 1 , alors on effectue la division
Euclidienne du polynéme x® —1 par le polynéme x — 1 ou on utilise la méthode
d’identification, ou bien en remarquant qu’il s’agit de l’identité remarquable

P —1=(x—-1) (" +z+1)

Iz .172
[1:/:@3—1‘“3:/(x—1)(x2+x+1)d‘”

on a alors la décomposition en éléments simples

I _/ A n Bx+C dr
e r—1 x224z2+1

ou A, B et C' sont des constantes réelles a déterminer, on a

x? A Bx +C

(x—1)(22+z+1) x—1+x2+x+1

d’ou

ici on va utiliser [exemple précédant ou on a calculé la décomposition en
éléments simples de cette fraction, on a alors

I 1/ dx +1/ 20 +1 J
== - | ————dx
"3/ s-1"3 24+r+1

1
:g[ln|1:—1]—|—ln(:v2+.r~l—1)}+c, ceR,

:%ln|x3—1’+c, ceR.
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2Q:fr;i—%x

x+1)(w2+4)2
On a la décomposition en éléments simples suivante

A Bx+C Dx+FE
I, = +— 5
r+1 v +4 (22 + 4)

ou A,B,C,D et E sont des constantes réelles a déterminer, on a

x3 A +Bx+C’ Dx+ FE
(x+1) (2244 z+1  22+4 (22 +4)°

alors en développant le second terme puis par identification on récupére le
systeme suivant :

A+B=0
B+C=1
8A+4B+C+D =0 (1.4)

4AB+4C+ D+ E=0
16A+4C+E =0

ensuite on résoud ce systeme et on trouve

Aol Lo 2 4o 16
25 25 25 5 )

I -1 dx +1/m+24d 4/ r+4 p
= — — rT— = | —/—=dx
725 ) z+1 25 ) 22+4 5) (22 +4)°

d’ou

et la on integre chaque primitive a part :

r+24 1 2x 1
de = = dr + 24 d
/x2—|—4x 2/x2+4 T /x2+4x

1 1
=_In (2?44 +12/;dx

1
=3 In (x2 + 4) + 12 arctan (g) +c, 1 €R.
et
4 1 2 1
/Lde:—/—x2dx+4/—2dx
(22 +4) 2) (x2+4) (22 +4)
1
= _K +4L

5 +

o

2 dt 1
K:/(—xdx— =——40c9, 3 €ER.

24?0 et
1
:_x2—|—4+02’ co € R.
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et

:/2—42d5p ~ 16 ﬁdx

1 1 1 .
:éfmdtng% c2 € R, avec le CV:t:§
or d’aprés la formule (1.3)) on a

1 t 1 t

d’ot

1 t
L= 1 [t2+ 7 +arctant] +c3, c3 €R,

donc

1 2
L=— {$2j_4+arctang] +c3, c3 € R,

par conséquent,

/ x+4 d 1 +1 2x + arct x N cR
———dr=————-+— arctan —| +c3, ¢
(22 + 4)° 2(x2+4) 4|22 +4 2| T P
et enfin on a
-1 1 7 z  2(1—ux)
ILh=—1 1|+ —1In(2?+4) + —arctan= + ———~ R.
2= o n|z + |+50n(x + )+25arcan2+5(x2+4)+c,ce

1.2.5 Intégration des fonctions irrationnelles
Primitives du type [ R (x,x%,x%, ...,x§> dx

Pour calculer ce type de primitives, on calcule d’abord « le dénominateur commun
des fractions %,%,....,g, cest a dire : @« = PPCM (l,n,...,s), puis on fait le

changement de variables
T =1t = dr = at* dt

1
Exemple 1.2.14 Calculer la primitive : I = [ éLxldx =[# ldx
x4+ x4+
On aa=PPCM (2,4) =4
CV: x=t"=do=4tdt

t5
I:4/—dt
341

qui est une fraction rationnelle telle que le degré du numérateur est supérieur a celui
du dénominateur alors on fait une division Euclidienne et on a

t? 4
124/[t2—t3+1} dt:§[t3—ln|t3+1u+c, ceR,
4

:—[x%—ln
3

d’ot

x%—l—lu%—c, ceR.

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§1.2] Méthodes de calcul des primitives 23

Primitives du type [ R <a:, (g;cis)% : (?;cis)% - (Z;IS)£> du

Pour calculer ce type de primitives, on calcule d’abord « le dénominateur commun
des fractions %, .5, cest a dire
a=PPCM (l, n, ,S), puis on fait le changement de variables
ar +b

cr +d

_ 4

Exemple 1.2.15 Calculer la primitive I = f verd gy =/ m:;m dx

Onaa=2
CV:x+4=t>= de=2tdt

(A /(t2—4)+4 B / /dt
I—/ . dx =2 ER dt =2 dt +4 ER

t—2
=2 |(t+1In +c¢, c€eR,
t+ 2
vVr+4—2
vr+4+2

Primitives du type [ R (z,Vaz?+bx +c)dz, a # 0.

Pour ce type de primitives on peut utiliser les Substitutions d’Euler, ou on
distingue deux cas

d’ot

:2{\/:1:+4—|—1n

H—i—c, ceR.

1¢" Cas

Si a > 0 alors on fait un changement de variables en posant

Vaz? +br +c=+tvax +1 (1.5)

en faisant un choix quelconque du signe avant la racine. Supposons qu’on choisit
le signe + pour la suite des calculs, alors on éleve les deux membres de ’équation

(1.5) au carré, d’ou
ar® + bx + ¢ = az? + t* + 2\/axt

ce qui est équivalent a
2 —c

b—2al

Tr =
Exemple 1.2.16 I—fm
On a a=1 > 0 alors on pose
Vat+9=ax+t
d’olt
9 —¢t?

P24+ 9=4+ut+t? = of
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alors
—2t) (2t) — (9 — t2) 2
(e - (-7
4¢2
—2t2 — 18 —t2 -9
4¢2 212
et

V2 +9= 9—2:252

on remplace le tout dans la primitive I et on obtient

1 — 2 1 1— 182 +t*
[:——/<9—>d ———/&dt

4 t3
1 dt

= —— — 18 tdt
i o e e
1 81 t

=——|— —18In R.
4[%2 8 ]t\—l—Q}—l—c,ce

—&1 9
—18ln‘\/$2+9—x‘ + 22+ = —avVa2+ 9| +¢, ceR.
4 [2 (2:102 +9— 2x\/x2+9) 2

2¢me Cas

Si a < 0 alors le discriminant A du trinome ax? + bx + ¢ est forcément positif,
i.e, A > 0 donc le polynoéme ax? + bx + ¢ admet deux racines réelles distinctes o et
3, telles que

az® +br+c=a(r —a)(r—f) (1.6)

et dans ce cas, on fait un autre changement de variables ot on pose

var?+br+c=(r—a)t (1.7)
ici on peut choisir I'une des deux racines trouvées soit « soit [, puis on éleve

les deux membres de I’équation (1.7]) au carré, tout en remplagant le trindome par sa
forme factorisée (|1.6)) d’ou

ce qui est équivalent a
af — at?
alz - =@@-a)tP cr=———.
(= F) =z~ a) ~ o

Remarque : Si le discriminant A du trinome ax? 4 bz + ¢ est nul, alors le signe
de a est forcément positif sinon la racine carrée du trinome ne serait pas définie et
donc le polynome az? + bz + ¢ admet une racine réelle double « et on a

ar’ +br+c=a(x — a)’

alors

Var? +br +c=+alr — al.

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§1.2] Méthodes de calcul des primitives 25

Exemple 1.2.17 [ = [ /22 — 22dx
a=-1<0=>A>0=2r—2>=2x2—x)icia=0et =2

X Vo =ater(2-1)=2 o1 =2

t241
alors " o
T=-——07dt el V2r — 2% = ,
(t2+1) t?+1
d’ot

2 2411
R Y S SELY
(t2+1) (t2+1)

dt dt
I:—8/—2+8/—3
(t2+1) (t2+1)
I =—-8Jy+8Js

ot Jy et Js sont données par la formule (1.3) , on a

1 t t 3
Ji=~——5+3h)=—5+"J
P4 ((t2+1)2 2) 1413?47

d’ou o
[:—8J2+8J3:—2—2J2—|—C,C€R.
(t2+1)
donc
2t
I=—=  —2Jh+cceR.
(t2+1)
2t tant + eR
= - —arctant + ¢, ¢ .
(t2+1)° 241
ot t = —V%x’ﬁ , par conséquent
Vor — 22 Jor — 12
I:%(x—l)—arctanujtc,cER
x

Remarque : Il existe une troisieme substitution d’Euler si ¢ > 0 ou on fait le
changement de variables suivant

Vaz? +br +c = xt £+/c (1.8)

la aussi le signe avant la racine reste au choix, puis on met les deux membres

de I’équation (|1.8)) au carré, d’on
az? 4+ bx + ¢ = t2z? + ¢ + 2\/cat

ce qui est équivalent a
2 —c

T b—2Jat’
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Exemple 1.2.18 | = Nx;‘l—fixﬂ

c=1>0E Va2 —stl=at+1
Sl +1=(st+1)7 =22+ 2t +1

2t + 1 22+t +1

Lol 2+ttt

= =
1—¢? . (1—2)?

24+t+1
et Va2 —z + i

1—¢2
d’o

dt 1
I = =—In|2t+1 R.
/2t+1 2n| +1|+c,ce

1
I:§ln|2t+1]+c,c€R.

par conséquent

1 2V x? — 1 —1
[:5111‘ < vl +C,C€R.
X

1.2.6 Intégration des fonctions trigonométriques
Primitives du type [ R (sinz,cosz)dx

Dans ce genre de primitives on distingue plusieurs cas

Primitives du type [ R(cosz)sinxdx

Ici on fait le changement de variables t = cosz, d’ou dt = —sin xdx
Primitives du type [ R (sinz) coszdx

Ici on fait le changement de variables t = sin x, d’ou dt = cos xzdx

Exemple 1.2.19 [ = f@dm

sin® x

CV :t=sinx = dt = cosx dx, d’ou

1 —¢? dt dt
"/ 7 dt‘/t—f 2

1 1
:—ﬁ‘F;—FC,CER.
donc ] ]
1 =— + +c,ceR.

3sin®z  sinx

Primitives du type [ R (sinz,cosz)dx
Ici on fait le changement de variables ¢ = tan 7, d’ot :

2
xr = 2arctant alors dr = ——dt
1+¢t2

et on a: tap
. . T T T T an Z
sinz = 2sin = cos = = 2tan = cos® = = 2

2 2 tan® £ + 1
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car
sin2£+cos2£:1<:>tan2£+1: @coszg:
2 2 COSZ% 2
d’ou
) 2t
sinx =
t2+1
et
2 X R 9T (1 2 x)
fry —_ — —_ = — —t j— f—
COS T = COS 5 sin 5 CoS 5 an 5
d’ou
1 —¢?
coSx = .
1+ t2
Exemple 1.2.20 [ = Sﬁl‘”w
CV:t= tan% & = 2arctant = dxr = 1+%dt et on a :sinx =

dt
1:2/?:21n\t]+c,c€R.

:21n)tang’+c,c€R.

Primitives du type [ R (tanz)dx

1
tan2%—i—1

2t
1241

d’o

Si la fonction a intégrer ne dépend que de la tangente alors on fait le changement

de variables t = tanx, d’ou x = arctant et donc dx = 1J%tzalt.
Exemple 1.2.21 [ = [tg*zdx
CV :t=tanz < xr = arctant = dr = ——dt
1+ ¢
alors
t2
I = dt
‘/1+ﬁ
t24+1)—1
:/{—il——ﬁ
1+122
1
= [ dt — dt
/ ‘/1+ﬁ
=t —arctant + ¢, c € R.
donc
I=tanx —x+c¢, ceR.
Analyse 2 Damerdji Bouharis A.
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Primitives du type f R (sin” x, cos” x) dx

Si n et k£ sont deux entiers naturels pairs
Dans ce cas on effectue la linéarisation comme suit :

sinz = = (1 — cos 2x),

COS2 T =

N =N =

(14 cos2x).

En effet, cos2z =1 — 2sin?z = 2cos?z — 1.

Exemple 1.2.22 | = [sin® zdx
On asin®z =1 (1 — cos2z), alors
2 1 2
I= /(1—0082:1;’) dl’zzl/[I—QCOSQJ}-F(COSQQZ)}dSL’

=~ =

{x — 8in 2z + / (cos 2x) dx}
or (cos 2z)* = 2 (1+ cosdx) , donc

1 1 1
/(C082$)2d$:5/(1+COS4:L‘)dx:§ (x+zsin4:c> +c,ceR

1 1 1
I = 1 [az—sin2x+§ <x+l—lsin4x)1 +cceR.

par conséquent,
3 1

1
I = Zm— Zsian—f— ﬁsinélx—l—c,c e R.
Si n et k£ sont deux entiers relatifs pairs

Dans ce cas on fait le changement de variables ¢t = tanx, d’ou x = arctant et

donc dx = HLtht et on a
9 1 1
cos” ¥ = =
14+tan?x 1+
et
t2
sinz=1—cos’z =
1+¢2
Exemple 1.2.23 [ = Co‘iﬁz

1
1422 7

1

CV:t:tanx@)x:arc‘cantéda::mdt et on a cos®x = d’ou

3
]:/(1+t2)dt:t+t—+c

3
(tan x)3
3

=tanx + +c,ceR
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Primitives [ coskx cosnadz, [ sinkz cosnzdz, [ sin kz sinnzd

Pour ce genre de primitives , on utilise les formules trigonométriques connues

cos (a + b) = cosacosb —sinasinb
cos (a — b) = cosacosb + sinasinb

sin (a — b) = cosasinb — sinacosb

pour avoir les transformations suivantes

1
cos kx.cosnx = 5 [cos (k +n)x + cos (k —n) z]
1
sin kz. cosnx = 5 [cos (k +n)x +sin (k —n) z]
1
sin kx. sin nx = 5 [—cos (k+n)x + cos (k —n)x]

Exemple 1.2.24 [ = [ sin5z. sin 3zdz.
On applique la formule

sin 5. sin 3z = — [— cos 8z + cos 2]

DN | —

d’ot
/ [— cos 8z + cos 2x] dx

1
[_Z sin8z +sin2x| + ¢, c € R.

1.2.7 Intégration de certaines fonctions irrationnelles a I’aide
de transformations trigonométriques

On considere les primitives du type [ R (:v, Vax? + br + c) dx, avec a # 0, ax® +
bxr +c¢ >0, et A F#D0.
On commence par effectuer la décomposition canonique (|1.1)),

+£ 2+4ac—b2
v 2a 4a? ’

b
2a’

ax’+br+c=a

puis on fait le changement de variables t = x + donc dt = dx et de la on se

ramene a 'une des trois forme suivantes :
o [ R(t,vn*?+ k?)dt ou on fait le changement de variables ¢ =  tan z.
o [R(t,vn?*?—k?)dt, tel que n?t* — k* > 0, ou on fait le changement de

variables t = —£

nsinz’

o [R(t,Vk*>—n??)dt, tel que k* — n*?* > 0, ot on fait le changement de

variables ¢t = £ gin 2.

n
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Exemple 1.2.25 [ = [
On a

dx
V(=2 —22)3
—2? =2z =—[(z+1)°* -1 =1— (z+1)°

on fait le changement de variables t = x + 1, donc dt = dx et de la on se rameéne a

B dt
-

on fait alors un deuxieme changement de variables t = sinz = dt = cos zdz, d’ ot

d
I:/ - =tanz+c, ceR.

cos? z
or )
¢ sin 2 t
anz = =
COS 2 1 — t2
donc
I = t +c
V1 —t?
par conséquent
r+1
="t L. ceRr
—1? —2x
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1.3 Enoncés des exercices

Exercice 1
Calculer les primitives suivantes

1. I = [(x+ x)dz,

2. I=[4E,
3. [:f(\%—%g)dx.

Exercice 2
Calculer les primitives suivantes

1. I = [zsinzdz,

2. I = [arcsinadx,

3. I = [xarctan zdz,
L/‘acarcsmacdx

Exercice 3
Calculer les primitives suivantes

_ dx
1L I= f (sin 3z)?’
2. 1= [:%
3. I = [ (sinz)®cos du,
_ sin 2z
4. I'= f (1Jrcos230)§
5. [ = [ mctans gy
6. I'= f \/l—a;zarcsinxdm’
7. 1= f@dm,
8 I = f\/%dl’
9. ]:f—1+12$2 x,
10. I = fmdx
L T = [ gmde
_ 1
12. I'= f 2(sin )2 43(cos x)?

Exercice 4

Calculer les primitives du type M’;‘ﬂﬁrcdx
LI=] mmv,

2. I = [ mgde,

3. I = [ oitgimd,

Ry

Exercice 5
Calculer les primitives du type [ \/%dx

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.
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_ 1
Lf—fﬁﬁfﬁ“%

_ 1

w+3
3]—fﬂﬁﬂr

_ 43
4 1= [ e

Exercice 6
Calculer les primitives des fractions rationnelles suivantes

_ 1
1. I = f—(x—l)Z(:c—2)dx’
= fac3+2xz;fx Zd'r

[ 20°-35-3
= fa:3 3r24+T7x— 5dl‘

2
3
4.1 241 dz,
5

f (z3+522+7z+3)(22+1)
1
I = f—(xzfx)(xLzH)?dx .

Exercice 7
Calculer les primitives des fonctions irrationnelles suivantes

11 = [y,

2 1= [ /2L,

3. 1= [ /=2 Ldz,

14z 22

_ 24-3x
4. 1= [/*22dx.
Exercice 8
Calculer les primitives du type f R (x, vax? + bx + c)

_ 1
I'=] et

_ 1
I=] (1+a)Vitata? d

Exercice 9

Calculer les primitives des fonctions trigonométriques suivantes

L. I:f5 3lcosxd$
9. = [ ne_ gy

1+4sinz

3. I = [(cosz)®dr,
4. 1= [ (tgzx)*da.
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1.4 Corrigés des exercices

Exercice 1

1.I:f(x+\/_)dx—f( +x%)d;g:%+2xf+cceﬂ%
2.I:f4 = [a” 4dw—§\/J§+C,CER.

_ 3
3.I:f(%—%g)da::f@a:?l—%)d:v:6\/§——x2\/_+cCGR
Exercice 2
1. I = [zsinadr

PP 47" o | du=de
dv = sinz.dx V= —CoSZT

d’ou I =sinx —xcosz +c¢,c € R.

. I = [arcsinzdx

. _ 1
PP - { u=arcsing { du —du
dv = dz v=2

d’ou I:xarcsinx—f%/ﬁdx =zarcsinx ++vV1—a2%2+c¢,ceR.

. I = [zarctan zdx

PP - { u=arctanz { du = xzﬂdﬂl?

dv = xdx U:f’fz
d’ou
2 1 24 1) -1 2 1
I:%arctanx—§/%da¢:%arctan:v—i/(1—
1, T
I:§(:v —I—l)arctanx—§+c,c€]R.
fa:arcsmxdx
u = arcsin x du = ———dx
1PP : " = Vi—a?
{dvzfzﬁ_?dﬁ {Uz—v1—$2
d’ou

I:—\/1—x2arcsinx—|—/dx:x—vl—xzarcsinx—i—c,ceR.

Exercice 3

1.

I:f(sindgx)2
CV :t=3x= dt =3dx

don 1 [ dt 1 1
o dx

I= 5—2x

CV:t=5—-2r=dt =—2dx
dou 1 [fdt 1 1
]:7 ?:—§]n|t|+cz—§1n|5—2I|+C,CER

Analyse 2
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3. I = [(sinz)’cosad

3 inz)®
C’V:t:sinx:>dt:cosxdx:>[:/tht:§+c:(SHITx)—i-c,cER.
_ in 2
4. 1= f (1—:COSQ:E)2
CV:t=1+4cos2z = dt = —2sin2zdx
d’ou
I = / dt = L + —1 + cR
= —_— = Cc = C,C .
2t2 cos T 2(1+cos2z) 7
5. 1 = faﬁa‘ézdx
1
CV :t=arctanz = dt = ——dx
14 22
#2 £ 2
:Jz/tdt:_ﬂzwﬂ,ceﬂ@.
2 2
6. [ = f \/173621arcsinxd$
1
CV :t=arcsine = dt = ——dx

V1—ax2

dt
12/7:1n|t|—|—c:1n|arcsin:v|—|—c,c€R.
7. 1= [l g,
1
CV:t=Inzr=dt = —dx
T

:>I—/cost.dt—Sint+0—sin(lnx)+c,c€]R.

8.[:f\/1°fjdx

CVit=¢e"=dt =c"dx

at int+ in () +c,ceR
= arcsin C = arcsin (e C,C .
Vv1—1t2
1 1

CV it =2z = dt =2dx

1 dt 1 1
l=— | —— = —arctant + ¢ = — arctan (\/595) +c,ceR
/1+t2 V2 V2
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10. I= [

ﬁdx:fﬁdx
CV it =3z = dt = V3du
d’ou
]:%/\/%:%arcsintjtc:%arcsin(ﬁa:)—{—c,ce]l%.
11. ]:fmdx:if@dx

CV:t:;midtzédx

2
d’ou
]zé/l_lﬂdt:%hl 11_;‘-1—6, ceR.
donc ,
1:1—121 Hf%i +c:%ln‘;i—§i‘+c, ceR.

— 1 _ 1 1
12. I'= f 2(sinx)2+3(cosx)2dx o f (cos x)? '2(tanx)2+3dx

1
CV:t=tanr = dt = ———dx
(cos )

1 1 1
f/2t2+3dt§/Wdt
2t) +1
3
2 2
CV.U—\/;tﬁdU—\/;dt

d’ou

I 1 / ! d 1 t + L t \/Et +c,ceR
= — —QaQU = —= arctanu C = —= arctan —tanx C,C .
V6] ur+1 V6 V6 3

Exercice 4
1.
1 1 1 1
22 + 27 +5 (z+1)"+4 47 (=) +1

1 1
I = §arctan (%) +c,ceR.
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2.
1 1 1
]:/ﬁdx:/ I\ 2 9 dm:/ﬁdx
SR (z+3)" —7+1 (x+3)" -1
4 1
L —
5 (Eﬁ>_1
NG
et en utilisant le changement de variables
2 2
P N I
5 5
on a

-2 1 p —11 1+t+

=— | ——=de=—In|——|+¢
Vi) 1—¢2 V5o | 1—t
1 | t—1 N

=—In|l—|+c
V5 |1+t
1 |22+3-56

= —In|———=|+¢ ceR
V5 2z 4+ 3+ 5

3. I= 5x§z3f+2d$

7. , . /
On commence par dériver le dénominateur : (5z% — 3z +2) = 10x — 3
ensuite on écrit le numérateur en fonction de cette dérivée

2 3 20 3 11
—9=3(a—2) =2 (100 - — 10z — 3) — —
3 3(1‘ 3) 10(0x 3 3—1—3) 10 {( 0x — 3) 3]

d’ou
3 11
-t 2
522 — 3x + 2 522 — 3x + 2
3 / 10:10— 11 1
= — dr — - dx
10 5x2—3x+2 3 ) 522 —3r+2
3 11 1
= — 507 — 3 2 —d
In (52 — 3x +2) - 10/5#—3x+2x
et on a ] ]
/5x2—3x+2d:€:/ 312, 31 dr
ﬂ@—m)+m}
20 1 d 2 ; (1OIL‘—3>
— T = arctan c
31 10x—3 2 1 \/ﬁ \/ﬁ
<M) +
donc
3 11 10z — 3
I=—1In(52* -3z +2 arctan +c,ceR.
10 ( ) - 5v/31 ( ﬁﬁ)
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4. ]:fwdx

2z2—x+1
En effectuant la division Euclidienne, on obtient

6zt — 5 + 4a? = (2;1:2—x+1) (331:2 —x) +x
d’ou

6z — 53 + 42 4,2 N T
=3 -+ ——
202 —x +1 202 —x+1

et on a alors

x 1 T
I= 327 — ———— | dov = 2" — Za” /—
/[(x QR v | Lt LAl I oy

(2x2—x—|—1)/:4x—1

et )
d’ou
x 1 [(de—1)+1
de = — d
/2x2—x+1 “ 4/2x2—x+1 v
1 1
= (ln(2e*—z+1
4{n(m x+ )+/2z2_$+1d:v}
et on a
1N 1 1 0N\* 7
22% — 1=2 —Z) =4+ =2 — = —
T T+ [(x 4> 16+2] [(:r; 4) +16
Alors
1 1 1
ot (#—1)"+1%
8 1
_?/ 3 de
4r—1
(ﬁ) 41
2 arct (4x_1)+ cR
= —— arctan c,c .
VT VT
donc

2 4

1 1 1 4o — 1
[:x3——x2+—ln(2x2—x+1)+—arctan(I )—i—c.

2V/7 VT

Exercice 5
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_ 1
L =] e

3 1
2—3r -4’ =422+ —=)=—-4
3z T <CL’ +4x 2)

+3 24
x — [ —
8 64

d’ou

B 1 4 1 .
e Ty

I 1acs' <8x+3>+ eR
= — arcsin c,c )
2 V41

2. 1= [ iimde

I—/ dz _/ dx
V14 z+2? /:E—I-l 2+§
/ gh<2x+1
= args
RV \/—
3. ]_f _x4+3

\/4172+4:c+
On commence par dérlver

OO

)—I—C,CER.

(4x2+4x+3)l =8r+4
ensuite on écrit le numérateur en fonction de cette dérivée

1
z+3= 2 [(8v+4)+20],

d’ou
3 1 8 4) 4+ 20
I = Tt T = — (Bz+4)+ dx
Vaz? + 4z + 3 8 ) Vdx?4+4x+3
1 5 1
I:—\/4x2+4x+3+—/ dz
4 2 ) VAx2 4+ 4z +3
et on a . . .
f\/4x2+4x+3daj - §f |:($+%)2+%] dx
=L (__1 _ r
ﬂf [(2I+1 2+1
1/ V2
= Largsh 2%) +c,ceR
d’ou
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— z+3
L= ] e

(3+4x—4x2)/:4—8x

et on a 1
x+3:—§[(—8x+4)—28]
d’ou
1 — 4) — 2 1 1
I:——/( Sz +4) 8dx:——\/3+4x—4x2+z/ dx
8J) V3+4xr —4x2 4 2 ) 3+ 4x — 422
/ dx B dz
\/ﬁ_
_1/ dx
2 >
1—(z—3)
1 2z —1
= — arcsin +c
2
don 1 7 2 1
I_—Z\/3+4x—4x2+zlarcsin( T )—l—c,cER.

Exercice 6 :

_ 1
LI=] ($_1)2($_2)d:v
On décompose la fraction en éléments simples

]:/[(xill) i (xi)ﬁ(:c??) .

puis on calcule les constantes A, B et C' d’ou

I:/Vux—w@—QHJﬂx—®+C@Fﬁyd

T
(¢ =1)"(z - 2)
I_/@NA+CHwW%A+B—%h+%L@B+CM
(=1)*(z - 2)
donc par identification on a

A4+C=0 =-C
—-3A+B-2C=0 ¢ B+C=0
2A-2B+C =1 —2B-C=1
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A=-1
S ¢ B=-1
C=1
d’ou
-1 1 1
I = — + dx
/{(if—l) (z—1)° (93—2)}
1
:—1n|x—1|+—1+1n|x—2|+c,c€R
x_
donc | )
1= +1nx_ +c,ceR.
r—1 r—1

2 [ [t o

34222 —2—2
En effectuant la division Euclidienne, on a

ot = (2 + 227 — 2 — 2) (x — 2) + (52° — 4)
d’ott

a2 — 4 2 5r? —4
]:/[x—2+ * dx:%—2x+/ * dx

On factorise ensuite le dénominateur 2 4 222 — x — 2, soit en remarquant
qu’il admet comme racine x = 1, ensuite en utilisant sa division Euclidienne
par (x — 1), soit la méthode de I'identification, soit en factorisant directement
comme c’est le cas ici

P2 —r—-2=2(2+2)— (42
= (z+2)(z* - 1)
=(z-1)(z+1)(x+2)

et on décompose en éléments simples la fraction d’ou

5x% — 4 5% — 4
3 5 dr = dz
34+ 222 —x—2 (=1 (z+1)(x+2)

::/[@f1y+@f1y*@ig)d%

puis on calcule les constantes A, B et C par la méthode d’identification ou on
récupere le systeme d’équations suivant

—2A+C =5 B=-34 A=1
BA+B=0 &<{ 24+C=5 & ==
8A—C=—4 64 =1 C=1%x

d’ou
/ 5% — 4 . 1/ dx _1/ dx +1_6/ dz
x4+ 2202 —x —2 6) (x—1) 2) (z+1) 3 ) (z+2)
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alors ) . . 16
I:%—21+61n|x—1|—§ln|x—|—1|+§ln|m—|—2|+c
donc ) ) 6
T 1 T —
I=——-2x+—-1In + —In|lr+2|+cceR.
2 6 (;(:—|—1)3 3 | ‘

3.1 = [ Fartsde
On remarque que x = 1 est une racine du polynome 3 + 22% — x — 2, alors
on effectue sa division Euclidienne par (x — 1) et on obtient la factorisation
suivante

2?30 +Tx —5=(x—1) (2> — 22+ 5)

puis on remarque que le discriminant A du trindme x? — 2z + 5 est négatif
alors on ne peut plus le factoriser et on le garde tel qu’il est

222 — 31 — 3 A Bx+C
I = dr = + dx
(x — 1) (22 — 22 +5) (x—1) (22 —2x+5)
puis on calcule les constantes A, B et C par la méthode d’identification ot on
récupere le systeme d’équations suivant :

A+B=2 A+B=2 A+B=2
—2A-B+(C=-3 & -A+C=-1 & —-A4+C=-1
5A —C = -3 hA—C = -3 4A = —4
A=-1
&S < B=3
C=-2
d’ou

-1 3 — 2 3 — 2
I = dr = —1 —1 ——d
/(m—1)+(m2—2x+5)x nlz ‘+/x2—2x+5x

(2> =22 +5) =2r—2, et on a

3 4
=212z —-2)+2— | =
3x 2[(:)3 )+ 3}

[\CR GV

{(2:1: —2)+ ;}

d’ou

3z — 2 3 ((2x—2)+2 3 1
_OP T = [ s (22— 22+ 5 /—d
/x2—2x+5 o 2/x2—2x+5 z =5 (e~ 22+ 5)+ 2 _2r+570

et
1 1 1 -1
/—dx:/—de:—arctan l'_ +c

x?—2r+5 (x—1)° +4 2 2

Donc
2_9p 457 1 z—1
]:111(‘70 + —arctan (| —— | +¢,c € R.
|z — 1| 2 2
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4. 1= [+ A da

x3+5x24+7x+3)(z2+1)
On remarque que

452 +Tr+3=(x+1)*(z+3),

et donc on a

B 1 B A B C Dx+ E .
I_/(x+1)2(x+3)(x2+1)dx_/{($+1)+(x+1)2+($+3)+ 2+ 1 d

puis on calcule les constantes A, B, C, D et E par la méthode d’identification
ol on récupere le systeme d’équations suivant :

A+C+D=1 A=1-C-D
4A+B+2C+5D+E=0 B-20+D+E=—4
4A+3B+2C+T7D+5E=0 & ¢ 3B—2C+3D+5E = —4
4A+B+20+3D+TE=0 B—-20—-D+7TE = —4
3A+3B+C+3E=1 3B—2C —3D+3E = —2
A=1-C-D A=1-C-D
2D — 6E =0 D=3
& 6D+2E =2 S E=1
B—-20-D+T7E=—4 B-20==2
3B —2C — 3D +3E = -2 3B—20 =2
-3 -3 —1 1 41
AT E P TPty

d’ou
7 -3 dx +1/ dx +41/ dx 1/33:—|—1d
= —_— —_ _— —_— _—— —x
4 ) (x+1) 2) (x+1)?* 20) (z+3) 10J 22+1

-3 1 41 1 [3z+1
I:—ln\x+1\—2—+—1n]x+3]—E/ Ty

4 (x+1) 20 PO
/ifj:idx—;/;fiﬁ—i—/ﬂi_ld(x—gln(xZ—i—l)—i—arctanx—l—c,cER.
donc

I = %ln (:1:—}—(1:6)1—;(?;);1 1)3 — 2($1+ 1 — %arctanxjtc,ce R.
5. I:fmdx:fmdaz

d’ou

1__/ é+ B n Cx+D n Ex+ F i
B o (z—1) 22—z+1 (22—z+1)°
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puis on calcule les constantes A, B, C, D et E par la méthode d’identification
ol on récupere le systeme d’équations suivant :

( A+ B+C =0 (A =-1
—3A—-2B—-20+D=0 B=1
BA+3B+2C —-2D+FE =0 N C=0
—bA—-2B—-C+2D+F—-FE=0 D=-1
3A+B—-—D—-F=0 E=0

| A=-1 | F=-1

d’ou
-1 1 1 1

I = — — = d

/{x +(:1:—1) 22 —x+1 (xZ—x—i—l)Q] v
I=—Injz|+hn|jz—-1-L-K
ou

1 1
L:/—dxetK:/—de
2 —x+1 (22 —x+1)

1 4 1 2 20 — 1
L= —da:z—/—dxz—arctan( >+C,CER
/(x—§)2+§ 3 <2x_1)2+1 V3 V3

K:/m‘ng/ |:(2x1>12+1:|2d$335/[t2—|1-1]2dt 3\8/5

V3
ou
1 1 t
J1= | ————dt = — 2k — 1) J,
. / 2+ 15 2k |2+ 1)f * ) k]
alors
1 t 1 t
J2:§ [m+J1] =3 [m—i—arctant} +cceR
donc
K 4 + tant
= arctant| ,
3V3 [t +1

et enfin, on a

r—1 10 20 — 1 20 — 1
— —— arctan — +c,ceR.
3(z

I=1In
T 33 V3 2—z+1)

Exercice 7
IV o s .
1I—f 6z d.ﬁlf—fﬁx—idﬂf
Soit k = PPCM (2,3,4) = 12, et faisons le changement de variables

OV :x =12 = dor=12t"dt
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d’ou
2 2 2 21 2 13

I1=2 $26 _ H12) g = Z427 _ T 413 e VI
/( )do = 5= B3l oS gt gt e

donc 5 5
I= 2—7\/4:159— E Va3 4 ¢, ceR.

1— 1 — ¢ —4t
VL P o= = dp = ——dt
1+ 142 (1+1¢2)

_/ —4¢? dt_/ A B Ci+D],
S+ -y ) (1=t 14+t 142

en utilisant la méthode d’identification, avec un calcul simple, on récupere les

d’ou

constantes
A=-1,B=-1,C=0,D =2,
et donc
1:/ L 2 i —|l— |~ |1+t +2arctant tc,c€ R
(1—t) 1+t 1+t

d’ou

Vi+tor—+1—ux

I1=1
. Vitzr+V1—x

1—
+ 2arctan 4/ $+c,c€]R.
14+
3.I=[% %_Tida:

On utilise le méme changement de variables que pour la primitive précédante

1—
cV . x:t2<:>x

1 —¢2 —4¢
: = = do = ———dt
1+ 14 ¢2 (1+12)

d’ou

—4¢? A B C D
I:/(1+t)2(1—t)2dt:/[(1—t) " (1—t)2+1+t+(1+t)2

en utilisant la méthode d’identification, avec un calcul simple, on récupere les
constantes

A=C=1
B=D=-1"

et donc

1 1 1 1
= [/(1—25)_(1—t)2+1+t_(1+t)2 o

1 1
I=—In|1—t/+In|l+¢t - (1_t)—|—1+t+c,c€]R
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d’ou

I=1n

+c,ce R

1+t 2t Vi—a++1+z| V1-—22
— +c=1In —
1t 1-¢ -72- itz z

4. I=1 %dm

x

2 2 + 3t? —22t
+3x:t2<:>x: 3 = dr = —=dt

cV:
r—3 2 -3 (12 — 3)?

d’ou

[:/ —22t* @t
(t=V3) (1 +V3)°

A B C D
:/ (t—+/3) i (t_\/§)2+t+\/§+ (t+v3)°

en utilisant la méthode d’identification, avec un calcul simple, on obtient le
systeme suivant :

A+C=0 A=-C
AV3+B—-CV3+D=-22 - B —2V3C +D = —22
—3A—-2V3B—-3C+2V3D =0 —2v3B+2v3D =0
—3V3A+3B+3V3C +3D =0 3B +6v3C+3D =0
qui est équivalent a
A=-C
B+D=-11
B=D
_ 11
C=35
d’ou on a les constantes
UL PR
2v/3 2v/3 2
et donc
I——ll dz _E/ dt +11 dt _E/ dt
2v3) (t-=v3) 2J) (t—-v3)" 28 t+v3 2 (14 3)
d’ou
11 11 11 11
]:——ln‘t—\/g‘jL + ln)t+\/§‘+—+c,c€R
2/3 2(t—v3) 23 2 (t+V3)
alors
11 t++/3 11t
I = In + +cceR
2/3 |t—+3|] t2-3
et enfin
11 7 7
I=—hnr——+4/2?— o —2|+V32? —To —6+cceR.
2V/3 6 3
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Exercice 8
Dans cet exercice on va utiliser les substitutions d’Euler :

2 +1
a=1>0Z 2—l=—-a+4te—1=-2t+t’ = ;;
alors
2 —1
dr = ———dt
TT T
2 —1 1
et Va2 —1= 5 =x—Vr?— =7
d’olt 24 . .
t_
I= dt = =t* — ~In|t
/ 2t i T gnltte
donc ) .
I:E[wQ—i—x\/x?—l—§—ln‘af—|—\/x2—1u—i—c,cG]R.
_ 1
2. 1= ] gyt

a=-1<0=A>0=2z—2"=2(2—1)

%/\/Qx—xQth@(2—x):xt2<:>x:

241
alors
R
(t2 +1)°
2t 42
et V2r — 22 = 5 = 27 — 2 = 2

t 1 (t2+1)

d’ou

- L 9 Ty T T, oo — 2 ¢
vl +eceR

= —+c¢,c

V2 — 22

_ 1
’ ]_f(l—i—x) 1+z+ac2dl‘
_ v 2 _ _ 2
a=1>0=>V24+orx+l=—ax+ters+1l=-2at+t
d’ou

= dr =
1+ 2t (14 2t)*

2 —1 22 +t+1
2 +t+1)
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et
24+t+1
Ny P
(1+2t)
“ F(E+2)
+
1 -
R Y
alors ) y B
I = dt = — + ——| dt,
/t@+2) /{t+t+2]
ou
A=1,B=-1
donc
I /1dt / 1 dt =lnt| —In|t + 2| + 1 t + eER
= — — _— = 1n — 1n = n|—-
t t+2 ¢ 1o TOC
et enfin
1 2
[—n| 2V HTHYT | ceRr
24+ 2x+V14+a+22

Exercice 9

1.]:f L dx

5—3cosx

1—¢2
1+1¢2

2
C’V:t:tanz<:>x22arctant:>dx:—dt et cost =
2 1+¢2

d’ou

1 1 1
I:/1+4t2dt:5arctan(2t)+c:§arctan <2tang> +c,ceR.

9. [ = [z gy

1+sinz
On utilise le méme changement de variables que la primitive précédente

cVv :t:tanz & = 2arctant = dex = ——dt
2 1+¢2
et
) 2t
sinz =
1+ t2
d’ou

4t A B Ct+D
R (R -
(1+1)" (1412 (1+t)  (1+1) 1+t

et en faisant les calculs et 'identification , on obtient un systeme d’équations
qu’on résoud et on obtient

A=C=0,B=-2,D =2
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alors
—2 2 2
I = + dt = —— + 2arctant 4+ c,c € R
/[(1+t)2 1+ 12 1+t
d’ou
= ,ceR.
1 + tan § TEEGE
3. I = [cos®x.dx
On utilise la linéarisation
1
cos (2z) = 2cos’z — 1 & cos’x = 5 (cos (2z) + 1)
d’ou
1 r 1.
I= 5 (cos (2z) + 1)dz = §+181n2x—|—c,c eR.
4. 1= [ (tanz)" dzx

CV :t=tanz & x = arctant = dx = dt

142

alors

t* 2 1 1,
I:/1+t2dt:/[(t _1)+1+t2 dt:gt —t+arctant + ¢

1
= g(tanx)?’ —tanz +x+c,ceR.

1.5 Exercice sans solution.

Calculer les primitives suivantes

ISERERATEE e S

I = [ 2?cosh (3z) dx,

I = [ 23sinh (3z) dz,

I = [2™Inzdz, tel que n # —1,
I = [sinzn (tanz) d,

I = [arctan (y/z) dz,
I = [ (tanh (2z + 1) + coth (22 — 1)) dx.

Damerdji Bouharis A. USTO MB



CHAPITRE

Intégrales définies

Introduction

Dans cette partie nous allons nous intéresser a l'intégration des fonctions définies
et bornées dans un intervalle fermé [a,b] de R. L’intégrale définie d’'une fonction f
positive et continue sur [a,b] mesure l'aire de la partie du plan comprise entre (I")
la courbe de la fonction y = f(x), axe des abscisses y = 0 et les droites z = a et
x=>b.

[ |a b N

FIGURE 2.1 — Représentation géométrique de 'intégrale de f sur [a, b]

2.1 Sommes de Darboux

2.1.1 Swubdivision d’un intervalle

Définition 2.1.1 Soit [a,b] un intervalle fermé de R. On appelle subdivision de
Uintervalle [a,b], toute suite finie de nombres d = {xg, x1,...,x,} telle que :

Aa=To< T < Ty <+ <z, =0
On appelle le pas de cette subdivision le nombre réel positif noté

i(d) = 1r£1?<>;(352 —Ti_1).

2.1.2 Sommes de Darboux

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et soit d = {xg, 1, ..., £, } une subdivision
de [a, b]. On pose :

M;= sup f(x) etm;= inf f(z),Vi=1,. n

z€[zi_1,34) T€[Ti—1,24]

49



50 Intégrales définies [Ch.2

On considere

n

S (f, d) = Zml (.’131 - xi—l) et S (f, d) = ZMrL (.’171 - xi—l) .

i=1

Ces deux sommes sont dites sommes de Darboux, respectivement inférieure et
supérieure de f relativement a la subdivision a d.

Propriétés 2 (des sommes de Darboux) 1. Pour toute subdivision d de [a,b] :
s(f,d) < S(f,d).

2. Sid et d sont deux subdivisions de [a,b], tels que d C d'(d' est dite plus fine
que d ), alors

(a) s(f,d) <s(fd),
(b) S(f,d) < S(f,d).

3. Sidy et dy sont deuz subdivisions quelconques de [a,b], alors
S(fadl) S S(fudZ)

4. Sim= inf f(z) et M = sup f(zx), alors

z€la,b] z€[a,b]

mb—a)<s(f,d) <S(f,d) <M(b-a)

FIGURE 2.2 — Sommes de Darboux

Notation 2.1.2 A chaque fonction f définie et bornée sur [a, b, on associe l’ensemble
D, (f) (respectivement D* (f)), constitué de toutes les sommes de Darboux inférieures
(respectivement supérieures ), obtenues de toutes les subdivisions de |a, b].

Proposition 2.1.3 On a

sup D, (f) <inf D* (f). (2.1)
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Preuve :

L’ensemble D* (f) est non vide et minoré, donc admet une borne inférieure et
I'ensemble D, (f) est non vide et majoré, donc admet une borne superieure.
Soient d; et dy sont deux subdivisions quelconques de [a,b] : s (f,d;) € D, (f) et
S(f,d2) € D*(f),onaalors s (f,dy) < S(f,dz),dousS (f,ds)est un majorant de
D, (f), doncsup D, (f) < S(f,ds), car sup D, (f) est le plus petit des majorants
de D, (f), alors sup D, (f) est un minorant de D* (f) donc sup D, (f) < inf D* (f)
car inf D* (f) est le plus grand des minorants de D* (f). O

Notation 2.1.4 On note
b
sup D () = [ fa)da

et on lappelle intégrale inférieure de f sur [a,b] et on note

b
inf D* (f) :/f(:z:)dx

et on lappelle intégrale supérieure de [ sur |a,b].

7f(:c)d:r; < */bf(x)dx

2.2 Fonctions intégrables

Corollaire 2.1.5 On a

Définition 2.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, on dit que f est intégrable
au sens de Riemann sur |a,b], si :

b

/ f(x)de = *bf(:z:)dx = ] fla)dz.

*a a

cette intégrale est appelée intégrale définie de f sur [a,b], a et b sont appelés les
b

bornes d’intégration, x est une variable dite “muette”. Le nombre [ f(x)dx ne
a

dépend pas de x, il dépend de a et de b

b/f () dx = b/f (y) dy = b/f (t) dt.

Notation On note par R ([a, b]) I'ensemble des fonctions intégrables sur [a, b].
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Théoréme 2.2.2 (de Darboux) Soit f : [a,b] — R une fonction bornée;
pour que f soit (Riemann)-intégrable ; il faut et il suffit que :

Ve > 0, 3d subdivision de [a,b] telle que S(f,d) — s(f,d) < e.

Preuve :
La condition est nécessaire en effet, supposons que f est intégrable sur [a, b] alors

b

/f(x)dx - *bf(x)dx - 7f(x)dx

*a

c’est a dire que
b
sup D, () = inf D" (f) = [ f(a)do

alors pour tout € > 0, il existe deux subdivisions d’' et d” de [a, b] telles que :

b

/ f()dz — g <s(f,d) (2.2)
et ,
S(f,d") < /f(x)dx +g (2.3)
d’ou

b
S(f,d”)—%</f(x)dx<s(f,d’)+%

= S(f.d")—s(f.d)<e.

La condition est suffisante d’apres ce qui précede, en effet, supposons que pour
tout € > 0, il existe une subdivision d de [a, b] telle que

S(f,d) —s(f,d) <e

alors on a

S(f,d) —e < s(f,d) <S(f,d)
donc S(f,d) =sup D, (f) et on a

s(f,d) < S(f,d) <s(f,d)+e
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donc s(f,d) = inf D* (f), d’ou
inf D* (f) < sup D. (f)
et d’apres (2.1)), on a sup D, (f) < inf D* (f), par conséquent,

inf D* (f) = sup D (f)

7f(x)dx = */bf(x)dx

d’ou f est intégrable car

Théoréme 2.2.3 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée; alors

b
/f(a:)dx = 5(13)%08(“]0’ d)

et

/f )dz = lim S(f.d)

Corollaire 2.2.4 Etant donnée {d,}nen une suite de subdivisions de lintervalle
[a,b], telles que lirf d (dy) =0, alors
n—-+00

b
/f(:c)d:c = l_1>rf s(f,dy)

et

n—-+0o0o

*b
/f(x)dx: lim S(f,d,)

en particulier, si f est intégrable sur [a,b], alors on a

n—-+o0o n—-+0o0o

b
/f(x)dx: lim s(f,d,) = lim S(f,d,).

Remarque : Pour que U'intégrabilité de la fonction f sur [a,b] soit exprimée par
les sommes de Darboux, on doit considérer une subdivision d de [a,b] dont le pas
d(d) tend vers zéro.
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Exemples 2.2.5 1. Etant donnée la fonction f définie sur [a,b] par f(x) = 2,
Vr € [a,b] et soit d = {xo,z1,...,x,} une subdivision de [a,b] dont le pas 6(d)
tend vers zéro, alors on a

M;= sup f(r)=2= inf f(x)=m;,Vi=1,..,n

r€[ri—1,24] TE€[Ti—1,24]
et donc §
s(f,d)=S(f,d) = 22(952 —ziq)=2(b—a).
i=1
d’ot

D*(f) = D (f) ={2(b—a)}

alors f est intégrable sur |a,b] car
b
sup D, (f) =inf D* (f) = /f(a:)da: =2(b—a).

2. Soient a,b € R, tels que a < b et la fonction de Dirichlet f définie sur |a, b

par
B 1 s zeqQ,
f(x)—{ 0 sizeR\Q,
soit d = {xg, x1, ..., x, } une subdivision de [a,b] dont le pas §(d) tend vers zéro,
alors on a Vi =1,...n

M;= sup f(z)=1,
J:E[xifl,xi]

m; = inf f(x) =0,

x€[wi_1,2)

donc
s(f,d) = OZ (x; —x1) =0,
S(fd) =D (@i —win) = (b=a),
d’ot
D*(f) ={(b—a)},
D. (f) ={0}
alors
sup D, (f) =0

inf D* (f)=(b—a).

par conséquent la fonction f n’est pas intégrable sur |a, b].
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2.3 Sommes de Riemann

2.3.1 Sommes de Riemann

Définition 2.3.1 Soit f : [a,b] — R, une fonction bornée et d = {xg, 1, ...,Tp}
une subdivision de [a,b] et soient &1,&,, ..., &, des nombres réels tels que :
& € [wim, 2], Yi=1,2,...,n, alors le nombre

n

o(fid) = (wi—zi1) f (&)

i=1

est appelé somme de Riemann de f correspondant a d et au systéme de points

f: (§1a§2a'--7§n)'

T
~ 5 N Ve

-6 -5 -4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 7

FIGURE 2.3 — Sommes de Riemann

Théoréme 2.3.2 Si f est intégrable sur [a,b] alors :

8(d)—0

/f(x)da:: lim o (f,d).

Remarque : On peut prendre & 'une des bornes des intervalles [z;_1,x;], par
exemple & = x;. D’ou
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2.3.2 Subdivision réguliere

Définition 2.3.3 Une subdivision réquliére d,, = {x¢, x1, ..., } de Uintervalle [a, D]
est une subdivision telle que tous les intervalles partiels sont de longueur égale, et

on a .
{xi:wfﬁ(lﬁ__&“) Ni=1,..n.
Ti — Ti—1 = ~
D’ou
5(d) = 2= o tim 0(d,) = 0
o n n—-+00 o

Par conséquent, si f est intégrable sur [a, b] alors :

7f(x)dm: lim (b_a)izn;f(xi): lim “‘“if(w%(b—@) (2.4)

n—-+oo n n—-+4oo n —
1=

en effet,

n b - n
[f@de= tm o(fd) = Jim ) ) = - “);f ()

n

7f (z)dw = ngrfm@Zf (a + % (b— a)) .

=1

2.4 Propriétés de l’intégrale définie

On considere f : [a,b] — R une fonction bornée.

Théoréme 2.4.1 Si f est continue sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b].

Preuve :
Si f est continue sur [a, b] alors f est uniformément continue sur [a, b], donc pour
tout € > 0, il existe a > 0, tel que

€
Vg, xg € [a,b0] [ |21 — 22| < a=|f(21) — f(22)] < —
alors pour toute subdivision d vérifiant §(d) < «, en particulier la subdivision

réguliere ou §(d) = =2, on a

b
Ve > 0,3n € N* tel que Vo, 29 € [a,b)] : (\:cl—x2| < Ta:> If (z1) — f(z2)| < bja>

en particulier pour oy, 8; € [x;_1, ;] , tel que f (o;) = M; =  sup  f(x), f(Bi) =

T€[Ti_1,2;]
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m; = inf f(z),dotona
TE[T; 1,74

| — Bi| < b%a = [f (i) = [ (B)] < ﬁ

= Mz —m,; < ﬁ
alors
(M ) b —Qa Z M b —Qa <e
i — my mz
— n
donc
S(fud) _S(fvd) <e€
par conséquent f est intégrable sur [a, b]. O

Définition 2.4.2 Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceauz s’il
existe un entier n et une subdivision {xy, ..., x,} telle que f soit continue sur chaque
intervalle partiel |x;_y1, z;[, et admette une limite finie a droite de x;_1 et une limite
finie a gauche de z; pour tout i € {1,...,n}.

Corollaire 2.4.3 Les fonctions continues par morceaux sont intégrables.

Théoréme 2.4.4 Si la fonction f : [a,b] — R est monotone sur [a,b]. alors f
est intégrable sur [a,b].

Preuve :
On suppose que f est croissante sur [a, b], et on considere d la subdivision réguliere
sur [a,b], alors on a m; = f (x;—1) et M; = f(z;) ,Vi=1,...,n, dou

(M mZ) bea

n

(f (@) = f (21)) =
i( f (@) = f (1))

1=

2 (F(0) = f(a))

donc pour que f soit intégrable sur [a, b], il suffit de choisir d telle que

(f(0) ~ f(a))(b—a)

3

M=

S(f>d)_3(f7d) =

s
I
—

I
@ S
N
fat

: |

n >

|

Proposition 2.4.5 Si la fonction f : [a,b] — R est intégrable alors la restriction
de f a tout intervalle [c,d] C [a,b] est encore intégrable.
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Proposition 2.4.6 Si f et g sont deux fonctions bornées et définies de [a,b] dans
R, telles que f est intégrable sur [a,b] et lensemble {z € |a, b] / f( )£ g(x)} est

fini alors la fonction g est intégrable sur [a,b] et ff Ydx = fg

Exemple 2.4.7 Calculer les intégrales suivantes, en utilisant les sommes de Riemann

3
1. I:fa.d:v, ot a € R*.
1

On pose f (x) = « ( fonction constante) sur l'intervalle [1,3] et on consideére
la subdivision réguliére d = {xg,x1,...,x,} de [1,3] , d’ot on a

2i

ri=1+= .

! no, Vi=1,..,n,
r; — Ti—1 =

f($i):f(1+%) —a,Vi=1,.,n

[ est continue sur [1,3] alors f est intégrable sur [1,3], alors d’aprés (2.4)) on

a
3

a.dr= lim — E a= lim — na) = 2a.
n—+oon, n—-+oon,
1

1
2. I = [adx.
0

On pose f (x) = x sur Uintervalle [0, 1] et on consideére la subdivision réguliére
d={xg,x1,...,2,} de [0,1] , d’ou :

d’ot

f est continue sur [0,1] alors f est intégrable sur [0,1], donc d’aprés (2.4) on
a

1

1 1 1
/xdx: lim —) — = lim —Zz— lim n——iQ—) —.
0

n—+0o0 1, 4 1 n—>+oon2 n—-+oo 2
1=

2.4.1 Propriétés

1. Soit f € R([a,b]) i.e., une fonction intégrable sur [a,b] alors
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b a
(a) [f(x)de=— [f(x)dx
a b
(b) [f(z)dz=0
2. Relation de Chasles

Soient a, b et ¢ trois réels tels que a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a, b], alors

f est intégrable sur [a, c] et sur [c,b]. Et on a

]f(:v)dx:]f(x)dx+]f(x)dx.

Soit f une fonction intégrable sur [a, b, telle que f (z) > 0, Va € [a, b] alors :

7f(x)dx20.

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], telles que

f(x) <g(z), Vz € [a,b] alors :

]f (z)dr < 79 (z) da.

. Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], alors

(a) Pour tout «, 5 € R, la fonction af + B¢ est intégrable sur [a, b] et on a

b

a a

(b) La fonction f.g est intégrable sur [a, b], mais en général

b

a

Contre-exemple

2
On a [ze*dr = [¢* (x — 1)]} = €2,
1

2 2

par contre [zdr = L1 [2?)2 = 3 et [evdr = [e"]} = €® —e
1

dors (fade ) (ferdr) = 3~ ).

1

[lag @)+ 89 @) ds - ab/f () do + ﬁb/g (x) de.

5@ g @) s 2 7f<x>dx . 7g<x>dw

Analyse 2
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6. Soit f une fonction intégrable sur [a, b] alors | f| est intégrable sur [a, b], et on
a:

(a)

7f (z)dz| < }If(x)|d9:.

(b) Soit g une fonction intégrable sur [a, b] alors

[f@ g ds| < swp |f(a \/|g )| do

z€|a,b|
a

< csup |f(z)].
z€[a,b)

7. Si f(x) =0, Vz € [a,b] alors

( la réciproque est fausse. )
Contre-exemple

Ona f(z) =xsur [—1,1] et _jl"lf(x)d:p:

8. Si f est continue sur [a, b] et

b

f(2) >0,V € [a,b] et/f(x)dxzo,

a

alors
f(x) =0,Vx € [a,b)].

9. Soit f une fonction intégrable sur [a, b], telle que
m < f(z) < M,V € [a,b],

alors
b

m(b—a)g/f(x)d:th(b—a).

a

Preuve :

1. (a) On considere une subdivision réguliere d,, = {xg, 1, ..., x, } de U'intervalle
[a,b], comme f est intégrable sur [a, b] alors

(a—b) < y
n_>+oo n ;f(%)z—/f(x)dx
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(b)}fcmdx::}f@ﬁ¢r+2f(mﬁhx:}f@@dm——}f@ﬁdvzo.

2. Soient a,b et ¢ trois réels tels que a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a, bl
alors f est intégrable sur [a, ] et sur [c, b]. On considere une subdivision d,, =
{zo,21,.7j_1,¢,2j41..,x,} de lintervalle [a,b] telle que son pas d(d,) tende
vers 0, on a

J—1

i=j+1
- [(Zf (@) (a >> FI) (e xm]
* 5(%&0 [f (zj41) (Tj41 — ) + (i_zj;lf (@) (i — Ii—l))]
c b
:/ﬂ@m+/ﬂ@m
9. Sion a
m < f(z) < M,V € [a,b],
alors
m < f(x;) < M,Vzx; € |a, b
= m(ml — 33'1'71) < f (ZIZ',L) (l’z — ‘Z'ifl) < M ($z — l'ifl) ,VZ = 1, e n
= m; (xz - xz—l) S ;f (l‘,) (xz ajz—l) S M; (zz xz—l)
=m((b—a) < 1_1£1 if(xl)(xl i) < M (b—a)

d’ou

2.4.2 Théoreme de la moyenne
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Théoréme 2.4.8 Soient f,g € R([a,b]), g ayant un signe constant sur [a,b],
alors il existe un nombre réel p € [m, M|, ot m = il[lfb]f (x) et M = sup f (),
z€la, z€[a,b]

tel que :
b

/f ) dr = /g(m)dm.

a

Si de plus f est continue sur [a,b], alors il existe & € [a,b] tel que : u = f(§).

Preuve :
On suppose que g (z) > 0, Vz € [a, b].
b

Si [g(z)dxz =0 alors d’apres la propriété 6.b, on a

/f v)do| < swp [f(a 1/|g ) de
z€la,b]
alors f f(x)g(z)dx =0 et dans ce cas p peut étre quelconque.

Et si fg (z)dz > 0 alors on a Vz € [a, b]

m < f(x) <M =mg(z) < f(x)g(x) < Mg ()

alors d’apres la propriété 9

b b b
m/g(x)dm < /f(x)g(m)dx < M/g(x)dac
ce qui implique que
b
Jf(z)g(z)de
m< 2 <M

,u:ab <:>/f z)dr = /g(x)dx.

Si de plus f est continue sur [a, b] alors elle atteint toutes les valeurs comprises
entre m et M d’ou

3 € [a,b] telque = f(§).
O
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Corollaire 2.4.9 Si f est continue sur [a,b] alors

% € oty [ £@)de =1 ©).

Exemple 2.4.10 Soit ["intégrale

™

I = / sin? zdx

0

en appliquant le théoreme de la moyenne, montrer qu’il existe un nombre réel p €
[—1,1], tel que

™

I = ,u/sinxdm

0

puis calculer sa valeur.
Solution
On pose [ (z) = g (x) = sinx, on remarque que g (x) > 0,Yx € [0, 7], et que

inf f(z)=-1, sup f(z)=1
xE[Oﬂr] xe[O,ﬂ

alors d’apres le théoreme de la moyenne, il existe u € [—1,1] tel que

™ s
/sin2 xdr = ,u/ sin zdx
0 0

Et en utilisant la linéarisation, on a sin?z = % (1 — cos2z) alors

N[ —=

™

/ sin’ zdr =

0

| —

/ (1 — cos2z)dx

0
1 v

T — —sin 2z _T
2 0 2

N —

et

/sin rdx = [—cosx]y = 2
0

d’ot

e
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2.5 Exemples d’application

En utilisant les sommes de Riemann d’une fonction a déterminer, calculer les

limites suivantes :
n

n—-+0o0o i=1

n

: In(i+n)—Inn
2. l = hm I
2 n—+o00 1221 itn ’
n . ]
3. l3= lim 2tan ().
3 n——+00 i:ln (Gn)

On considere la subdivision réguliere d, = {xo,21,...,x,} de l'intervalle [a, b]

telle que
o i(b—a)
{x,_a+ n o Ni=1,..n.

b—a >
Ti— Ti—1 = —~

Comme la somme de Riemann est telle que

R S O e S (RS CE) T

n n

et si la fonction est intégrable sur [a,b] alors on a

b

/ f(z)de = lim @Zf (2;) (2.6)

. no 1 1

et donc par analogie avec (2.6), on pose Vi = 1,....n

1
f (7)) = ——=,
L+ (3)°
1 1
z,=—=0+—-1=a=0etb=1
n n
alors )
flo)=———Vi=1,..n
d’ou
fla)=—
1422
f est continue sur [0, 1] alors f est intégrable sur [0, 1], et donc on a
1 n
1 1 1
o= tim 1YLy,
2 N2
/1 +x nﬁJrooni:l 14 (ﬁ)

0
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d’ou
1

1
L= / dr = [arctan z], = %

1+ 22
0
2.
L — lim - ln(i%—'n)—lnn
n—)—l—ooi:l 1+n

e ()

et donc par analogie avec (2.6), on pose Vi = 1,....n

In (%—l—l)

f(l‘l): %—l-l

)

si=t4l=a=1letb=2
n

alors |
ey =2 visqn
Z;
d’ou |
ng
f(x) = —

d’ott

On fait un changement de variables ,
dx
t=lnxr=dt=—
x

et d’ou

21" (In2)?
e fran 2] -2
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1 i 1 in
{3 = lim —tan| — ) = lim — tan [ —
n—r+ool—i 7, 6n n—-+oon £ 6n

et donc par analogie avec (2.6), on pose Vi = 1,....n

(@) = tan (6—77;) |

T T
i = = a= Oet b= —
YT TV TS
alors
f(z;) =tanz;,Vi=1,..,n
d’ou

f(z) =tanzx.

f est continue sur [O, %} alors f est intégrable sur [O

™

,g] , et donc on a

jus

6 n .

T i
tanz dr = lim — tan [ —
/ n—+oo0n 21: (Gn)

0 =

d’ou

On fait un changement de variables,

t =cosx = dt = —sinzdx
pour les bornes
r=0=t=
x—zét—ﬁ
6 2
et d’ou
3
—6 [dt -6 36 2
lsg=— [ —=—/Int];? :—ln(—>.
s t s T \/g
1

On remarque ici que ce n’est pas I'unique choix, on pourrait aussi prendre :

(a) , '
xi:iéazo,bZEetf(x):tanwx,

ou bien
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(b) ‘
im T

i: _— = 7b: t :t —7

Ti=_=a 0 et f(x) an =

ou bien
(c)

{ T
=L —0,b=1et —t (—)
Ti=—=a et f(z) = tan 5

Tous les choix donnent évidemment le méme résultat c’est a dire la méme
valeur de l'intégrale - a faire comme exercice -.
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2.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur [a, b], alors

]f () g (v)dr| < 7f2(x)dﬂf b/g2(fc)d9€

Preuve :
Comme f,g € R([a,b]) alors f+ Ag € R([a,b]),VA € R et on a

[f () + Ag ()] > 0, Va € [a,b],

d’ou
b

/[f (x) + Ag (x)]dep >0, VA eR,

a

car I'intégrale d’une fonction positive est positive et on a

b

[ 1@+ 20 @)+ X @] dr 20, e R

a
ce qui est équivalent a

b

b b
/f2(I)daj—i—)\/Zf(x)g(x)dx+)\2/92(x)da:20, VA eR.

a
en posant

b

A= /g( dr =, B_z/f r)dr, C = /f2

AN 4+ BX+C >0,V) € R.

on a

c’est un trinome du deuxieme degré qui est positif pour tout A dans R, alors son
discriminant A est négatif ou nul (A < 0)
or

A=B?—4AC =14 /f(w)9<x>dx —4 /92 /f2
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/f () g (x /f2 b/f (z) dz

a

2.7 Intégrales et primitives

2.7.1 Intégrale définie en fonction de sa borne supérieure

Définition 2.7.1 Soit f une fonction intégrable sur |a, b.
On appelle F (x ff )dt, Uintégrale de f définie en fonction de sa borne

supérieure.

Proposition 2.7.2 Soit f une fonction intégrable sur [a,b], et soit F' son intégrale
définie en fonction de sa borne supérieure, alors

1. F est continue sur [a,b].

2. Si de plus f est continue sur [a,b], F' est dérivable sur [a,b] et l'on a
F'(z) = f(x) pour tout z de [a,b].
Preuve :

1. Pour montrer que F' est continue sur [a, b], il suffit de montrer que
}llin%F (x+h)=F(x), Vo € [a,b].
—

z+h T z+h T
|F (x+h) — ff(t)dt—ff(t)dt‘ f t)dt + ff ydt — [f(t)dt
xih a a a
[ f@)dt
alors d’apres les propriétés de 'intégrale définie on a
z+h z+h
Fla+h) - |</|f )| dt < sup |£ (¢ |/dt
tela,b]
d’ou
|F (x +h) = F(2)] < hsup [f ()|
te(a,b]
si on pose
sup | f (t)| = M,
tela,b]
donc

|F'(z+h) — F(z)| < M.h
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par conséquent quand h tend vers 0, on obtient :

}llir%F (x +h)=F(x).

F(z+h)—F(z)
h

%
pour tout z € [a, b]. Puisque F est continue sur [a, b] alors d’apres le théoréme
de la moyenne, on a :

2. Pour montrer que F est dérivable sur [a, b], il suffit de calculer }llim

dec € [x,x + h| tel que F' (z+ h) — F (z) = /f(t)dt:h.f(c),

On a
F(x+h)—F(x)

h

Si h tend vers 0, alors ¢ tend vers x , d’ou

= f(e).

F h) — F
lim (z+h) (z) = limf (¢) = f(x) car f est continue,
h—0 h c—x

donc F est dérivable sur [a,b] et 1'on a

F'(x) = f(x), VYo € [a,b)].

|

Conclusion 1 Toute fonction f continue sur |a,b] admet comme primitive la fonction

F(x) = ?f (t)dt , telle que F (a) = 0.

2.7.2 Théoréme de Newton-Leibnitz

Théoréme 2.7.3 Soit f une fonction continue sur |a,b], et F' une primitive de
f sur [a,b], alors

/ f()de=F(b)—F(a) = [F(@)

Notation

Preuve :
t

Soit G (t) = [f (x) dz une primitive de f sur [a, b], alors

a

Vi€ [a,b] :G(t)—F(t)=c, ceR
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or .
~ [1@a
d’ou
c=—F (CL) )
alors

Exemples 2.7.4 1. I, = f dr = [Inz)? =In2 — lnl =In2.

O

1
1 d : 2 i1 : ™

T = |arCSIN |y = arCSl 5 arcsin( = Z.

V1—x2 [ ]0 2 | 6

0

2. I, =

O — i

2.8 Changement de variables dans une intégrale
définie

Théoréme 2.8.1 Soient f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et ¢ :
[, B] = [a,b] une fonction de classe C*, telle que v () = a, ¢ (B) = b, alors

b B
[r@ar= [1
Preuve :

Il suffit de faire le changement de variables

_ o r=a<t=aq,
= (t)=dr=¢ (t)dt et { T—bot=f

Exemple 2.8.2 [ = f13°°” dx

+sm x
CV :t=sinx = dt = cosz.dx,

d’ot
1

=3

142

I
0

3
= 3 [arctan 2|, = 3 (arctan 1 — arctan O) = Zﬂ

0
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2.9 Intégration par parties dans une intégrale définie

Théoréme 2.9.1 Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] alors

/u () (z) dz = [u(z)v (z)]" - /u' (x)v(x)dx (2.7)

Preuve :
En effet ; il suffit de dériver le produit de fonctions u (z) v (x)

(u(z)v(z)) =u()v (z) +u (z)v(x),Vz € [a, b,

alors en intégrant de a a b on a d'une part

7 (u(x)v(z)) dv = 7u (x) v (x)dx + 71/ () v (z) dz,

donc

par conséquent
/u (2) v (z) dz = [u(z)v (z)]’ — /u' (x)v(x)drx

On peut écrire I'égalité (2.7)) sous la forme

b b
/udv = [w]” — /vdu.

3
Exemple 2.9.2 [ = [zcosz dx

6
b

On fait un choiz qui nous facilite le calcul de [vdu

U=z {du:dx
=

dv = cosx dx

[PP:{

v=sInx
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3 5
us s s 1 ™
I = [ xcosxdr = |xsinx|; —/sina:dx: —— + [cosz|] = = (——1).
{ [ ]0 / 2\/5 [ ]0 2 \/g

Théoreme 2.9.3 Soit f une fonction continue d’un intervalle I de R dans R,
soita€el, a>0

- Si f est paire alors : 7f (z)dx =2 f (z) dx.

—a 0

- Si f est impaire alors : [ f (z)dz = 0.

—a

Preuve :
En faisant le changement de variables t = —x on a do = —dt et

7f<x /f £) dt = /f 1) di = /f

car la variable d’intégration est muette; d’ou
- Si f est paire alors

7f(x)dm:7f(x)dx+7f(x)dx:7f(—x)d:v+7f(x)dx:27f(x)dx.

- Si f est impaire alors

/f da:—/f d:v+7f(:)s)da: 7]‘“( )dx+7f()d:r:0

Théoreme 2.9.4 Soit f une fonction continue sur R , périodique de période
T # 0, alors pour tout nombre réel a ; on a :

a+T

/f / () dx
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Preuve :
On a:

a+T a+T

/f@mxzjfgmx+7f@mx+/f@ym
g g 0 T J

pour calculer la troisieme intégrale J; on fait le changement de variables

t=x—-Tr=t+T = doe=dt,

do
J:]ﬂHJmﬁ:7ﬂaﬁ:7}@mx
donc
/jx@dx: /}@@dx+/}¢@dx+/}¢wd%
et enfin a a 0 0
C711]”(31;)@1:— —7f(9c)da:+7f(x)dx+7f(x)dx—7f(x)dx.

Exercice 2.9.5 Soit f une fonction définie de l'intervalle [a,b] dans R , répondre
par vrai ou fauxr en justifiant votre réponse.

1. Si f est continue sur [a,b] alors f admet une primitive sur [a,b).
Si f admet une primitive sur [a,b] alors [ est continue sur [a,b].
Si f est continue sur |a,b] alors f est intégrable sur [a,b].
Si f est intégrable sur [a,b] alors f est continue sur [a,b].

Si f est intégrable sur |a,b] alors f admet une primitive sur |a,b.

S S o e

Si f admet une primitive sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b].
Solution :

1. Vraze, pour la preuve; voir la conclusion 1| .
2. Fauzx,

Contre-exemple : Soient f et F' deux fonctions définies sur [0,1] par :

2zsini —cos<, si x€]0,1]
f(x)—{ 0 , st =0
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isint) si 2 €]0,1]
F(x)—{ 0 , st x=0.

On remarque que F est dérivable sur]0,1] et que
/(@) = f (), ¥ €0,1]
et

limw = lima?sin — = 0,

z—0 €T z—0 xT

d’ot F est dérivable sur [0, 1] et
F'(z) = f (z), ¥z € [0,1]

donc F' est une primitive de f sur [0,1]; mais f est discontinue sur [0,1] car
f est discontinue en x = 0.

3. Vraie, pour la preuve ; voir le cours théoreme (2.4.1).

4. Faux

Contre-exemple : On considere la fonction f (x) = [x] (la partie entiére de x )

sur [—2,1]
f est intégrable sur [—2,1] car f est continue par morceaux sur [—2,1] mais f
est discontinue sur [—2,1] car f est discontinue en x = —1 et x = 0.

Faux

Contre-exemple : On considére la fonction f (x) = % sur[1,3], f est intégrable

sur [1,3] car f est continue par morceaur sur [1,3]; mais f n’admet pas de
primitives sur [1,3].

Fauzx
Contre-ezemple : On consideére la fonction

r?sin L, si 2 €]0,1]
F(x)—{ 0 , si =0

F' est dérivable sur0,1] et on a
F —F

limM = limz sin — =0,

x—0 x z—0 x
alors

b 2xsinx—12—icosa%, si x €]0,1]
F'(z) = { 0o si x=0
Sur Uintervalle [0, 1] ; on pose
1

[ 2zsin, sz €]0,1]
h(x)—{ 0 , st x=0
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2cos 5, si x€]0,1]
0 , st =0

d’otu
F'(x)=h(z) —g(z), Yo €[0,1],
la fonction h est continue sur [0,1] donc admet une primitive H sur [0,1] :
H'(z) = h(x),Vz € [0,1],
par conséquent :
g(x)=H (2) - F'(2) = (H - F) (z), Yo €0,1]

d’oti g admet une primitive sur [0, 1], mais g n’est pas intégrable sur [0, 1] car
g n'est pas bornée sur [0, 1].
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2.10 Enoncés des exercices

Exercice 1
On considere la fonction f définie sur l'intervalle [—3,4] par f (z) = ﬁ et la
subdivision d de l'intervalle [—3, 4] donnée par : d = {—3,—2,0, 1,4}.

1. Calculer les sommes de Darboux inférieures et supérieures associées a f et a
d.

2. Calculer le pas de la subdivision d.

3. Que peut-on conclure?

Exercice 2
On considere la fonction f définie sur [O 1] par : f(x) = 3z? et la subdivision

réguliere d,, sur [0,1] telle que d, = {0,%,2, ... 2},

’n’n’ i n

1. Calculer lim S (f,d,) et lim s(f,d,) (Indication  i? = n(n+1)(2n+1))'

n—+o00 n—+o00 i=1 6

2. Que peut-on conclure ?

Exercice 3
b

En utilisant les sommes de Riemann, calculer lintégrale [e”dz.
a

Exercice 4

1. Montrer que si f : [a,b] — R est intégrable, alors

7f(m)dx - 7f(a +b—z)de

2. En déduire l'intégrale : [ = f TSNL_ 7o

1+cos?x

Exercice 5
En utilisant les sommes de Riemann d’une fonction a déterminer, calculer
les limites suivantes :

n

1. l1: lim Z _H,(Od>0)

n—r=+00,

2. ly = lim [w},(peN),

p+1
n—-+o0o n

3. I3 = lim %[ﬁ;r — + 75’;3+...+ o ]

n—+oo™

4. ly= lim —Z tan (42),

n—>+oo

. " In 1+
5. l5 = lim %,
n—+ooj=7 7
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6. l6 — lim Zcos[ln(i+n)—lnn}

n—400, 21 itn ’
7.1, = nl_lgloj [arctan \/g + arctan \/% + .. + arctan \/ﬂ ,
8. lg = lim 1 [earcsin% _i_earcsin% + .. +earcsin %:| ’

n——+oo™

. n 1
9. by = ngTooi:zl (i+n)[1+In(i+n)—(nn)]?’
n n
10. lip = lim YL 0/TT (n+1),
n—+00;—1 i=1

11. 11 = lirf L\ [\/ﬂ , (ou [z] est la partie entiere de x ).

Exercice 6

On considere les suites (Up),, ey €t (V) définies par

neN*
n—1 1 2n—1
U=y —, V,=> —— YneN.
i:OZ_'_n §2k—|—1 "

1. En utilisant les sommes de Riemann ; calculer la limite de la suite (U,)
2. Montrer que : Vn € N*, %Un + V,, = Usy,.

3. Montrer que la suite (V},), oy est convergente et que sa limite est %ln 2.

neN**

Exercice 7
3

Calculer l'intégrale [ |z|dx .
Zo
Exercice 8

Calculer l'intégrale définie de la fonction f sur [0, 2]

1,si0<z<1
f(m)_{o,sum; <2

Exercice 9
Calculer 'aire du plan compris entre ’axe des abcisses, le graphe de la fonction

f(z) = tanw et les deux droites verticales z = 0 et x = 3.
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2.11 Corrigés des exercices

Exercice 1

1. f(x)= ﬁ sur [—3,4] et la subdivision d = {—3,-2,0,1,4}.
sy @y @ 23 24
Les longueurs partielles sont :

1'1—{23'():]_,$2—$1:2,$3—l’2:1,I4—1’3:3.

Ona f'(x) = ( lliﬁ)g; il est clair que f est croissante sur [—3, 0] et décroissante
sur [0, 4].
4
Onas(f,d)=>m;(x;—x;—1)oum; = [inf ]f (), Vi=1,..,4.
i=1 TE[XTi—1,24
mi xég(l)@ﬂf (ZE) xe[l—%,—Q}f (IE) f( ) 107
ma = inf f(e)=f(-2)= 4

ms = xél&)fuf (z) = f(1) =3,
my = xél[llfA}f () = f(4) = 15,

alors ) . . 20
=—(1 —(2 —(1 — =" =1.1
4
et S(f,d)=> M;(x; —xzi_1)ou M;= sup f(x),Vi=1,.,4,
1=1 xe[xi,hl‘i]
dout My = sup f(x)= sup f(z)=f(-2)= %7
z€[zo,21] x€[—3,-2]
My = sup f(z)=f(0)=1,
z€[—2,0]
Ms = sup f(x)= f(0) =1,
z€[0,1]
My = sup f(x)=f(1)=3,
z€[1,4]
alors . . .
S(f,d)=5( )+1(2)+1(1)+§(3)=1—0:4,7

2. Le pas de la subdivision d :

0(d) = max (v; — i) =4 —a3 =4 —-1=3.

3. La fonction f est continue sur [—3,4] donc intégrable sur [—3, 4] mais comme
le pas de la subdivision d ne tend pas vers 0, et les sommes de Darboux sont
différentes donc elles n’expriment pas l'intégrabilité de la fonction f sur [—3,4].

Exercice 2

1. Comme la subdivision d,, est réguliere sur [0, 1] alors on a

—_—
T = . -
— -1 __
Ti—Tj1 =, — 5 —

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.

S
S




80 Intégrales définies [Ch.2

On a

n

S (f, dn) = ZMZ (377, — xi—l) et s f d Zm, i — T4j— 1

i=1

et comme f est croissante sur [0, 1] alors

M= sup f(l’)=f(l’i)=3xf=3<

T€[xi—1,%]

et
. ) i—1\? .
m; = inf f(x)=f(2;21) =327, =3 NVi=1,.,n,
ze[xi,hxi] n
d’olt
lim S(f,d,) = lim Z@ li n+1)(2n+1)_1
n—-+4oo B n—>+oon3 o n—>+oo 2n2 o
et

3y 2
s (hda) = T 53 (=1
et en faisant un changement d’indice j =i — 1 alors
1=1=7=0
t=n=7=n—1

et on obtient

n—1
9 2
Jm s (hd) = lim 25D
]:
or
n—1 n
. n+1)2n+1 n2n—-—1)(n—-1
S (o) o nENEaEY Ly om0
. 6 6
7=0 7=0
donc

lim s(f,d,) =1

n—-+00

2. Comme la subdivision d,, est réguliere donc son pas tend vers zéro et lim S (f,d,) =

n—-+o0o

lim s(f,d,) =1, alors f est intégrable sur [0, 1] et on a

n—-+00
1
/f (r)dx =
0
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Exercice 3
On pose f(x) = e, f est continue sur [a,b] donc intégrable sur [a,b], d’ou en
considérant une subdivision réguliere de l'intervalle [a, ], on a

b

e, b—ay ib—a)\ .. b—ax~ giito

=1

a

(t—a)
1 n—+oo nN 1 — e n

b—a

t-a)
= (e —eb) lim e = o = e’ — e,
n—-+00 1—e =n
car : lim ( 3 hm1 ; = —1 (limiy=te connue, ou en utilisant soit la
n—+0o (1_e*m t—0" "¢

regle de I’'Hopital soit I’équivalence).

Exercice 4

1. On fait un changement de variables
t=a+b—rSr=a+b—t

d’ou dt = —dz et on a

/f /fm+b—tm:!/fa+b—ﬂd

et comme la variable d’intégration est muette alors

b

/f@mx=7}m+b—xmx

a

rsinx (m — x)sin (7 — x) (m — ) smx
I: —dl‘: x7
1+ cos?x 1+ cos? (7 —x) 1+cos?z
0 0 0

car
sin(m —z) =sinx

et
cos (m —x) = —cosx,
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82 Intégrales définies [Ch.2

d’ou W i
mTsinx 1 mTsinx
I=|—Fdoe—-T&]=- [ ——dx.
/1+0032x . 2/1+0032x .
0 0

on fait un changement de variables

t =cosx = dt = —sinuz,
alors
Todt rodt 2
- s s 1 s
2 | 1122 2/1+t2 y larctant], =
1 —1

Exercice 5
Dans tout 'exercice on considere la subdivision réguliere de 'intervalle [a, b] d’out

Ti— Ti—1 = b_Ta
1.
- 1 1 I 1
L= lim > = lim |— + = lim =y ——
n—+00 o +1  notoo | N o +1 n—+oom —« + -
on pose r; = a + % alors on obtient
a=aetb=a+1,
1
f(.ilfl) = —,VZ = 1, ., n
donc
1
flx) =~
Comme f est continue sur [, o+ 1] alors f est intégrable sur [o, v + 1], et
on a
a+1 n
[f@de= tm 23—
donc
a+1
1 1
li = /—dx = [nz)]®™ =In <a+ ) :
x Q
2.
, 1P+ 2P 4 . +nP R A AN
lp = lim { o } = lm "D (5)

on pose z; = - alors on obtient

a=0,b=1
f(xl) = (ml)p7VZ = 17"'7”
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donc
fla)=a”

Comme f est continue sur [0, 1] alors f est intégrable sur [0,1], et on a

1
n

1

1 i\ 1
/f(x)dx:nl—lﬁlooﬁ 1 (E) :lg@lg:/mpdajzm.
0 =

3.
T 2 3 n . i
= = lim —) —e™n
37 i ihen? \/_ \/_ Ved Ver]  nmotoonéi=n
Si on pose x; = % , on obtient
a=0,b=1
fz) =xe ™ Vi=1,...,n
donc
f(z)=ze™.
Comme f est continue sur [0, 1] alors f est intégrable sur [0,1], et on a
1 . 1
o1 v i _
f@)de= lim =) —e n=Il3& 3= [ze “dx
n—+o0 1 < n
0 =1 0
=2z du = dz
PP { dv=e*dr { v=—e"
d’ou
1
I3 = [—a:e_x](l) + /e‘xd:v =1—21.
0
4.

alors si on pose z; = “7 on obtient

a=0,b=m
f (z;) = tan (ZZ) NVi=1,....n

donc .
f(z) =tan <§) .

Comme f est continue sur [0, 7] alors f est intégrable sur [0, 7], et on a

Zf (a:)dx:ngrfw% :1 tan( ) =3l = /f /tan (g) dx
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d’ou

ly = %Ziiidm = — [ln (cos <g>>]z =—In (%) =In2.

Dans cet exemple , on peut prendre d’autres choix voir le cours exemple(2.5]) .

n 7 n 4
e i S ) g ()
n——+00 — 1+n n—-+oon, = +1

alors si on pose z; = 1 + - on obtient

a=1,b=2
f (i) = Inz; Ni=1,.
donc o
f(ﬁ)ZT-

Comme f est continue sur [1,2] alors f est intégrable sur [1,2], et on a

/f(x)dx:nglfwgz E ;—l5<:>l5—/f d:p_/ln—xdx

i=1 n

cV: tzlnxidt:ldx
T

d’ou
In2

l:/tdt

0

(In2)*.

l\'JIH

I — lim zn:cos n(i+n)—1In(n) 1 zn:cos [ln (L+1)]

n—-+o004 14+n n—-+oo 1 4 :
1=

1=1

alors si on pose z; =1+ + on obtient

a=1,0=2
Inz;) .
o =Wz oy
Ty
donc (1 )
cos(inx
f(-f):T-

Comme f est continue sur [1,2] alors f est intégrable sur [1,2], et on a

2

/f(x)dx: lim 1 Y COS[I?(%JFl)] s

n—+oomn K2
1 =1 n + 1
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d’ou ,
1
I = /cos(na:)dx
T
1
1
CV:t=lhzr=dt =—-dx
T
alors

In2
le = /cost.dt = [sin t]én2 =sin(In2).

0

1 1 n L i
l; = lim — |arctany/— + ... +arctan/—| = lim —Z arctan 4/ —
n—+oon n n n—+oon Py n

alors si on pose z; = - on obtient

a=0,b=1
f(z;) = arctan/z;,Vi =1,...,n

donc

f (z) = arctan /.
Comme f est continue sur [0, 1] alors f est intégrable sur [0,1], et on a
1 . 1
1 .
/f (x)dr = lim —) arctan \/z =l &l = /arctan Vr.dz
n——+0o0 < n
0 =1 0
1
CVit=yret=r=>de=2dt=1; = /Qtarctant.dt
0

_dt
u = arctant du = T
dv = 2tdt v =t

[PP:{

d’out
1 1

2 2
e | 2dt o [(2+1)—1
l7— [t arctant}o—/m—z—/wdt

0 0
1 1 1
s 1 T 1
=— — 1- dt = — — [ dt dt
1 /( 1+t2) 1 / +/1+t2
0 0 0
:%+[arctant—t](l):%+%—l
=T
2
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n

]. o1 2 n P
l8 — lim = |:6arcsm; _i_earcsm; 4o +earcsm ;:| — lim = earcsmg
n——+oon n—-+oom < T
1=

alors si on pose x; = % on obtient :
a=0b=1
fx;) = edesin(@) =1, .. n
donc
f (.’L’) — earcsinx

Comme f est continue sur [0, 1] alors f est intégrable sur [0,1], et on a

n

1 1 1

: 1 arcsin o o o arcsin x
/f(:v)dx:nl_lffooEZe _18@18_/1’(95)51:@_/6 dx
0 0 0

=1

CV :t=arcsinz & sint = x = dz = cost.dt

d’ou ]
;
lg = /et cost.dt
0
lére IPP : { ZU::CZtS;t { gU::e - sint.dt
d’ou ] W
2 2
0 0
2¢me IPP : { Zv::&;;t { gu::@ tcost.dt
d’ou

(eg —1).

e lg=cr —1—lgelyg=

[=RVTE

N | —

3
/et sint.dt = [et sin t]
0

lg = lim : 1 2:liml . ! —
notool= (i n)[I+In(i+n) — (Inn)]”  noteon=(L 4+ 1) [1+1In(1+ )]

alors si on pose z; = 1 + * on obtient

a=1,b=2
fx) = ! Vi=1,..,n
R R O
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donc
1

flo) = z[1+Inz)*

Comme f est continue sur [1,2] alors f est intégrable sur [1,2], et on a

n

1 1
1o im0 e

donc
2

1
19:/—2dx
| x[1+ Inx]

d 1+1In2
C’V:t:1+lnx:>dt:—x:>19: /
x

1

dt B In2
2 1+In2

n—+oo™

n—+oo M, i=1 n—+oon, i=1

llO— llml"ﬁ(n—l—l):ln(ho) In <hml"ﬁ(n+@)>,

In(l19) = lim In ( f[ (n+ z)) ,

n—-+o0o

car In est une fonction continue sur R?, or

n(% i]f[lmw)) —In [% <£[1(n—|—i))i

=1In (%) +%ln (ﬁ(n+z’)> :—lnn—i-%iilln(n—i—i)

i=1

1¢ i
——lnn—i——Zln(n(l—i——))
ne— n
1 i 1o i
=—1 — 1 n({l+—)|==>» In{1+—
nn+n;[nn+ n( +n)} n; n( —i—n)

alors si on pose z; = 1 + = on obtient :

donc
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Comme f est continue sur [1,2] alors f est intégrable sur [1,2], et on a
2 n
1 {
Inzdr= lim =) In{1+4+—|=1In(!
/nx x n_l)riloonzln( +n) n (o)
1 =
d’ou
2
In (1) = /lnx.dx
1
PP u=Inzx du:d?m
| dv=dx V=21
donc
2
In (lp) = [z Ina): — /dx =2In2—1=1In(4e7")
1
d’ou
llO = 4e”
11.

d’ou
LY VE- 1<y V| < e vE
k=1 k=l Y k=l k=1
LZ\/E_LSLZ Vk <LZ\/E
T ‘f i . W .
im —L_ < lim 1. < 1

Par conséquent,

1 I~ [k
i n—lgloon\/ﬁ kE:1\/_ im E

si on pose T = % alors

a=0,b=1
k
f(mk) = _aVk: 17 , I
n
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donc

f (@) = V.

Comme f est continue sur [0, 1] alors f est intégrable sur [0,1], et on a

1 1
I [k 2
dr = lim — — = I = doe = -.
/f(ili) x n_lgloon;\/; 11 < l11 /\/5-75 3
0 = 0

Exercice 6
1.

n— n

1 1 1 1 1 1
U= — =Y — =Y —
Zz—i—n 1+n  2n n+izlz—l—n 2n

1
1=0 =0

d’ou

n—+oo n—+o0o4 -
= =1

. | B R |
lim U, = lim Zz’+n:nl—l>rfooﬁzi+1'
1 n

On pose z; =1 + ﬁ alors

donc

Comme f est continue sur [1, 2] alors f est intégrable sur [1,2], et en utilisant
les sommes de Riemann, on a

d’ou

1
lim U, = /—.d:c = [Inz)? =In2.
n——+oo €T

1

2n—1
2. VneN*V, = > ﬁ, on fait un changement d’indice :
k=n

t=k—n<sk=i+n,dou

i
L

1
2 +1+2n’

(2

I
o

on fait encore un autre changement d’indice : p = 2i + 1, alors

2n—1

1
Vo= D ,
) p+2n
p impair
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d’une autre part, on a
n—1 2n—2
1 1 1
_Un - N = 5
2 Z 21+ 2n Z p+2n
=0 p=(_)
p pair
par un changement d’indice. Par conséquent on obtient
1 2n—2 1 2n—1 1 2n—1 1
U+ V= = zUn,V e N*.
2 + Zp+2n+zp+2n Zp—l—Zn 2 "
p=0 p=1 p=0
p pailr p impair
. Ona 1
Vn € N*, Vn = Ugn — §Un,

or la suite (Uap),cy- st une suite extraite de (Uy,), o
méme limite In2, et (V},), o converge aussi et on a

1 1
lim V,, =In2— -In2=—-1n2.
2 2

n—-+4o0o

Exercice 7

3 0 3
/\x|da: —/|x|da: +/|x|da;
-2 -2 0
0 3
:—/xdx —i—/xda:
o 0
= [+ 5 [
13
T2

Exercice 8

1,si0<z<1
f(I)_{o,sin <2

7f(a:)d:c:]f(x)d:c+2/f(x)dx

Exercice 9

donc converge vers la
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L’aire du plan compris entre I'axe des abcisses, le graphe de la fonction f (z) =
tanz et les deux droites verticales x = 0 et x = % est égale la valeur de I'intégrale

jus

3
sin x
I:/tanxdx:/ dx
CcoS T

0 0
= —[In |cos x]]§ =—1In (cos Z) = In V2.

(ME]

2.12 Exercices sans solution

Exercice 11
Soit I, = [ (1 —¢*)"dt
0
1. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,,1.
2. Calculer I,,.

Exercice 2
Soit o un réel strictement positif.
Montrer que

n—1
. 1 ia e*—1
HEIEOOE;G " ev
Exercice 3
Calculer la limite de la suite
1 1 1 1

+ -+ + ... .
Vn?2+8n  Vn?2+16n  Vn? 4 24n 9n?2
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CHAPITRE

Equations différentielles

Introduction

Dans ce chapitre, on présente les méthodes de calcul classiques, concernant la
résolution des équations différentielles programmeées pour ce semestre a savoir les
équations différentielles de premier ordre, d’abord linéaires puis celles de Bernoulli
et de Riccati ensuite celles du second ordre avec coefficients constants. Il y aura
les outils de base avec plus de pratique que de théorie pour permettre a 1’étudiant
d’assimiler ces notions dont il aura certainement besoin quelque soit son orientation
scientifique.

3.1 Définitions et notations

Définition 3.1.1 On appelle équation différentielle toute équation dans laquelle
figurent l’inconnue qui est une fonction y de classe C™ d’une variable x et ses
fonctions dérivées de différents ordres ', y", ..., y"™,

F(y.y.y, . y™) =0

d

sachant que la dérivée y' de y par rapport a x est telle que y' = 2.

Définition 3.1.2 On appelle ordre d’une équation différentielle, [’ordre n € N* de
la dérivée la plus élevée figurant dans ’équation différentielle.

Définition 3.1.3 On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle d’ordre
n sur un certain intervalle ouvert I de R, toute fonction y définie sur cet intervalle,

y: I — R
z = y(z)

telle que y est n—fois dérivable en tout point de I et vérifie cette équation différentielle.

Définition 3.1.4 Une équation différentielle d’ordre n est dite linéaire s’il n’y a pas
d’exposant ni pour la fonction inconnue y ni pour ses dérivées successivesy',y", ...,y
elle est de la forme

ag () y™ +ar (@) y" ) + ot an (@) y = f (2), (3.1)
ou [ et a; sont des fonctions continues pour i =0,....,n et ag # 0.

Définition 3.1.5 Siy est fonction d’une seule variable, I’équation est appelée équation

différentielle ordinaire ( EDO).

92



§3.2] Equations différentielles d’ordre 1 93

Exemples 3.1.6 .

1. y'Inz + 2%y + cosx = 0 équation différentielle linéaire d’ordre 1, car elle est
de la forme (3.1) .
2. 8y" + 1y — 3y = xe®sinx équation différentielle linéaire d’ordre 2, car elle est

de la forme (3.1 .

3. y" + (y)? = —1 équation différentielle d’ordre 2, non linéaire car sa premicre
dérivée est a la puissance 2.

4.y 4+ 5yy” +y = 3 équation différenticlle d’ordre 4, non linéaire.

3.2 Equations différentielles d’ordre 1

3.2.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 a variables
séparables

Définition 3.2.1 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 a variables
séparables, toute équation de la forme

y'=f(x)h(y) (3.2)

ot f et h sont des fonctions de classe C* sur intervalle I de R.

Résolution
On peut ramener cette équation a une équation différentielle linéaire d’ordre 1
dite a variables séparées de la forme

ou g (y) = @, Vy € I, tel que h(y) # 0, puis on integre les deux cotés chacun par
rapport a sa variable.

Exemple 3.2.2 Résoudre (intégrer) les équations différentielles suivantes
1.y — 2%y = 2?
2.y (2% = 3) + 22y = 0.
9.y (2 +1)=+/1— 12
Solution

1.

dy

! 2 2 2
— — s 2 =1

y —ry=z I (1+yz

en séparant les variables et en supposant que y # —1, on a

Ay

= 22dx,
I1+y
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d’otu en intégrant le coté gauche par rapport a y et le coté droit par rapport a
x, on obtient

1
1n|1+y|:§x3+c,c€R
= |1+ y| — e3Tte

1.3
_ L ia+
=y =e3" =1,

alors en posant k = +e® on a

1

y(z)=kes” —1, keR.

y’(x2—3)—2xy:0(:)3—i(x2—3):2xy

en supposant que x # —/3 et x # /3, on a

d’ot

Inly|=In|2* = 3| +c,c €R,

alors en posant k = +e® on a
y(z)=k(z*-3),keR.
(2 _ 7. 4y o _ 2
y(m —|—1)— 1—vy @E(x +1)— 1—y
en supposant que y # —1 ety # 1, on a

dy dx

1—y2_$2—|—1

d’ot
arcsiny = arctanx + k, k € R,

par suite

y (z) = sin (arctanz + k) , k € R.

Remarque Pour déterminer la constante k il suffit de donner une condition

initiale , yo = y (7o) .
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3.2.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 homogenes

Définition 3.2.3 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne ou
sans second membre, toute équation différentielle de la forme

y (x)+a(z)y(x)=0 (3.3)
ot a est une fonction continue sur un intervalle I de R.

La résolution de I’équation ({3.3), consiste a séparer les variables tel que

dy _ dy _
dw—i-a(:r;)yf()@ y a(z)de,

d’otut en intégrant
In|y| = —/a(x)dx+c,c€]R

par suite la solution de (3.3]) est dite solution homogene et elle est donnée par

Yhom (T) = kie_fa(w)dx, ou k = e°.

Définition 3.2.4 Pour une équation homogene, la solution triviale y = 0 est une
solution.

Remarque : La solution ici n’est pas unique, mais si on a de plus une solution
particuliere y, pour la condition initiale z( € I, telle que y, = y (), alors on pourra
calculer la constante k et dans ce cas, I’équation ([3.3)) possedera une solution unique.

Exemple 3.2.5 Résoudre I’équation différentielle homogene 3y’ + e*y = 0.

d d 1
3 +e'y=0« 3 —e'y & Y ——e’dx,
dx 3
d’ou en intégrant les deux membres
1
In|y| = —§/e“d:c+c,c€ R

par suite
Infy| = " +
nly| = —=¢e* +c,
II=73
donc la solution homogene est donnée par
Yhom (l‘) - ke_%ez, ot k = Le

telle que y = 0 est une solution triviale.

3.2.3 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 avec second
membre

Définition 3.2.6 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second
membre ou non homogéne, toute équation différentielle de la forme

a(z)y (x) +b(x)y(z) = f(z) (3.4)
ou a,b et f sont des fonctions données, continues sur un intervalle I de R, avec
a non identiquement nulle sur I.
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Méthode de résolution

Etape 1 Tout d’abord on résoud I’équation homogene Eq. Hom associée a 1’équation

7
Eq. Hom : a (2)y () +b(z)y (x) =0, (3.5)

qui est une équation a variables séparables
y _ afx)  dy _ a(z)

a(x)y’+b(x)y:0<:>§:—b(x) & y = )

d’oll en intégrant on a

In |y| :—/ZEiidm%—c,ceR

par suite la solution homogene de (j3.4]) est donnée par

| = 6_ f %d‘r—i_c

|yhom (:L’)
a(@) o

S Yhom (T) = ke /5 ,ou k = *+e € R.

Etape 2 Pour avoir la solution générale de I’équation différentielle (3.4)), on distingue
deux cas :

Cas 1 Si on connait une solution particuliére y, de l'équation (3.4)), alors on donne
la solution générale de (3.4)) par la formule

Ygle = Yhom + Yp (36)

Cas 2 Si on ne connait pas de solution particuliere de l’équation , alors on
procede par la méthode de la variation de la constante, c’est a dire remplacer la
solution homogene Yuom dans l’équation en considérant la constante k comme
une fonction de la variable x.

Preuve de la formule (3.6)) :

Soit y, une solution particuliere de 'équation (3.4)), et y4. une solution générale
de I'équation ({3.4), alors y,e. — y, est une solution de I’équation homogene (3.5,
en effet,

yp vérifie alors
a(x)y, (z) +b(x)yp (x) = [ (z)
et yYgie vérifie aussi alors
a () Yy (x) + b (2) ygie (x) = [ (2),
et en calculant la différence on a

a (z) (Ygie (2) = p () + b(2) Ygre () — yp () =0
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d’ol yge — y, vérifie I'équation homogene (3.5) , ainsi

Ygle — Yp = Yhom < Ygle = Yhom + Yp-

Exemple 3.2.7 Résoudre I’équation différentielle suivante
y' cosz +ysinz = 1. (3.7)

Solution
Equation homogéne : On commence par écrire I’équation homogéene de ’équation

(13.7) sous la forme

Eq. Hom : y' cosz + ysinz = 0. (3.8)

C’est une équation a variables séparables

! sin x 1 sin x
B L =" dy=———d,
Y cosr Yy cos
d’otu en intégrant on a
sinx .
In|y| = —/ de+c,ce R=Inly| =In|cosz| +c=y=kcosz, ouk = %e“.
COs

Par conséquent, la solution homogéne de (3.7)) est donnée par
Yhom (7) = kcosz, ot k € R. (3.9)

On remarque ensuite que cette équation différentielle admet comme solution
particuliere évidente la fonction y, = sinxz, en effet vy = cosx d’ot y, vérifie
I’équation (3.7)), donc on peut utiliser le cas 1 et on a

Ygte () = kcosz +sinz, k€ R.

Remarque Si on ne remarque pas que l’équation (3.7) admet une solution
particuliere on peut toujours utiliser la méthode de la variation de la constante k
dans la solution homogéne Ygom (x) = kcosx. En effet,

Yhom (2) =k (x)cosz = ' () = k' cosz — ksinz

alors en remplacant dans (3.7) , on obtient

dx

Eeos?x =1< dk = 5
cos?

et en intégrant on a
k(z) =tanz +¢, c € R.

Puis on remplace dans (3.9) et on récupére la solution générale directement

Ygie (x) = (tanz + ¢) cosx

d’ot Yy (x) =sinx + ccosz, ¢ € R.
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Exemple 3.2.8 Résoudre I’équation différentielle

Y +y=e", (3.10)
avec la solution particuliére y (0) = 1.
Solution
d d
Eq. Hom :y'+y:O<:)—y:—y(:>—y:—d:v
dx Y

alors en intégrant des deux cotés on obtient
Inly|=—z+c¢,61 €R
d’ou en posant k = e
Yhom (2) = ke ™™, ou k € R.

La variation de la constante
On fait varier la constante k , on a alors

Y (x) =kKe™ —ke™,
puis on remplace dans (3.10]) pour obtenir
K =1&dk=dx

d’ou en intégrant on a
k(r)=x+cceR

par conséquent
Ygie () = (x+c)e ", ceR (3.11)

comme y (0) =1 alors on remplace dans (3.11)) pour avoir ¢ =1 donc
yx)=(x+1)e "

Exemple 3.2.9 Résoudre [’équation différentielle suivante

(1+2%)y — — Y _ arctanz (3.12)
arctan x
Eq Hom : (1+42%)y — —2— =0,
arctan x
dy dx
1+2)y ——2L 0= .
(1+2%)y arctan y (14 a?)arctanz
En integrant des deux cotés , on obtient
In |y| / ! dx + eR
nly| = x+cp,c
Y (1 + 22) arctan x b
dx

CV :t=arctanxz = dt =
1+ 22
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dt
In|y| = ?+clzln|t|—|—cl,cl e R,

alors
In|y| = In|arctan x| + ¢1, ¢; € R,

donc en posant k = e
Ynom () = karctanz, ot k € R. (3.13)

La variation de la constante
On fait varier la constante k , on a alors

/ :kl t
y (z) arc anx+—1+x2,

puis on remplace dans (3.12)) pour obtenir

(1 + 332) k' arctan x + — k = arctanz.

1+ 22

d’ou

odp— %

Fl+az2))=1<Fk =
(1+27) 1+ a2 1+ 22

Par intégration, on obtient
k(x) = arctanx + ¢, ¢ € R,
puis on remplace dans (3.13))
Ynom () = (arctan x + ¢) arctan x
et enfin on a la solution générale

Ygie (7) = arctan® z + carctan, ¢ € R.

3.2.4 Equations de Bernoulli

Définition 3.2.10 Une équation de Bernoulli est une équation différentielle non
linéaire d’ordre 1 de la forme

Y (2) +a(x)y(x) +b(z)y" (z) =0 (3.14)

ot v € R*, o # 1 et a,b sont deuz fonctions données, de classe C' sur un intervalle

I de R.

Méthode de résolution

Tout d’abord, on suppose que y # 0 car on cherche une solution non triviale.

La résolution consiste a diviser toute I’équation par ¥ (z), ce qui nous
conduit apres un changement de variables adéquat a une équation différentielle
linéaire d’ordre 1 .
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En effet, on a

y (=) a(fﬂ‘)
+b(x)=0 3.15
v@ e 1)
on fait le CV : z (z) = ¢y~ (x) = %(z), puis on dérive

Y)= (1—a)y @)y (2) = (1 —a) L1

(1i&)2’<x>+a($)z($)+b(:c):0

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 qu’on sait résoudre.
Exemple 3.2.11 Intégrer ’équation différentielle suivante :
Y +ay = xy?, (3.16)

Solution :
C’est une équation de la forme (3.14) avec a = 2.

On suppose que y (z) # 0 et on divise (3.16) par y?

=x (3.17)

CV:z(@)=y'(z)= L’ d'ot 2 (z) = —y (@7

puis on remplace dans (3.17)) pour trouver
—Ztaz=x (3.18)

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

On remarque qu’on peut résoudre cette équation par la méthode de séparation
des variables ou par la méthode de la variation de la constante.

M¢éthode de la séparation des variables

' trz=red=2:z-1)&

et en intégrant de chaque coté on a

ln|z—1|:%2+ c € R,
22

=|z—1]=ez1 =¢° &% ,c€R,
2

= 2 —1=kez avec k = +e°,

d’ot
Zgie () = 1+ke% avec k = e € R.
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et comme y (r) = ﬁ, alors

1
Ygle (ill') = —12,]6 e R.

1+ kez

Pour plus d’explications, on va calculer z une deuxieme fois par la méthode de
la variation de la constante

M¢éthode de la variation de la constante

On résoud d’abord l’équation homogeéne

dz

2 trz=0 "=1
z
d’ot )
Injz| = 32% 4+ ¢, c; €R
1.2 1.2
S |z = 2T = e e
1.2 1,2
&z = Fele2? = ke2® auec k = tLel.
alors

Zhom = k2", (3.19)

On fait varier la constante k , on a alors
Y= ke 4 kxe%mQ,
puis on remplace dans pour obtenir
—Ker™ — kzer® + kzer” =z
d’ot
K = —xe 2™ & dk = —ze 2 da
On intégre des deux cotés et on obtient

k(x) = e 2 + K, K €R,

puis on remplace dans (3.19)
1,2

Zgie () = (6_5’” + K) e2”
et enfin on a la solution générale

Zge () = 1+ Kex* K €R.
Exemple 3.2.12 [ntégrer ’équation différentielle suivante

efl)

2
v+ -y=—, (3.20)
T

VY

Solution
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C’est une équation de la forme (3.14) avec o = —%. On suppose que y (x) # 0 et

on divise (3.20) par y_%

Njw

2
Yyt oyr =t (3.21)
CV:z(x) =yt (z), doiu s (z) =y (x)y? (2),
puis on remplace dans (3.21)) et on obtient

2 2
gz/ 2= e’ (3.22)

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Equation homogene

2, 2
= —2=0 3.23
3% + e (3.23)
! 3 d 3
B el=-2a®_ 24
z x z x
en intégrant on obtient
In|z| =-3ln|z|+c,0 €R,

= |Z| — 6731n|x\+01 — 6016*31n\9€|

_ea
d’ou la solution homogéne

k
Zhom (T) = pt ot k = e € R.

Variation de la constante
On fait varier la constante k, alors

K@) k@)

3 x4

# ()

Y

et on remplace dans l’équation (3.22)) , ce qui donne

2 (K (x) k(z)\ 6 2k(x) . 2K(x)
g( 3 )+ —er et e

3 x4

x 3 a3

& dk = ;xg’e’”dx =k(z) = g/x?’exdaz

puis on intégre par parties 3 fois

u=2z> du = 3x2dx
IPPI'{ dv = e*dx {v—ex
d’ou 5
k(z) = B {x?’ei’: S/xQe“dx}
) _
ppod v=T N du = 2zdx
dv = e*dx v=e"
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d’otu 5
k(r) = =ade” — = [xgex — Q/xexdx}
u=x du = dx
]PPB.{ I ;»{ L
d’ot
k(z) = §x3€m Y {xQew -2 (xem — /exdx>]
2 2
3 x 9 x x x
= 5:636 b [2%e” — 2 (ze” — €")] + ¢,

d’ou

3
k(a:):§e$ [2° =322+ 6(x —1)] +c,c € R

En remplacant dans la solution homogene Zgom, on obtient la solution générale de

Iéquation (3.22))

1 (3
zgle(x):ﬁ {éez [x3—3x2+6(x—1)]+c} ,ceR

et comme Ygie = 25 alors la solution générale de l’équation (3.20]) est donnée par

Wi

1 (3

Ygle (T) = (E {éez [2° = 32% 4+ 6 (z — 1)] +CD ,cER.

Exemple 3.2.13 Intégrer l’équation différentielle suivante

1
" — —y = 5x?yS. 3.24
Y — 5oy =52y (3.24)
Solution
C’est une équation de la forme (3.14) avec a = 5. On suppose que y (x) # 0 et
on divise (3.24]) par y°
Y 1

Y B 2xy*

= 527 (3.25)

CV:z(x)=y*(x), dou

puis on remplace dans (3.25)) et on obtient

1 1
— -2 — —2=>52"

3.26
4 2x ( )

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
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Equation homogene

— =2 ——2z= 3.27
PR (3:27)
! 2 d 2
Bolei-—2a®_ _Zu
z x
en intégrant on obtient
In|z| = —2In|z|+ ¢, €R,

_ — c1
PEN ‘Z| —e 2In|z|4+c1 eCle 2In|z| _ ex_2

d’otu la solution homogene est donnée par

k
Zhom (T) = =t ot k =+e” € R.

Variation de la constante
On fait varier la constante k. Soit z (x) = % alors 2/ = g’j—; —2%, et on remplace

dans 'équation (3.26]) , ce qui donne

L —ok) k=52 o K =502 & dk = —202'dw
=k=—42>+c,ceR

et en remplacant dans la solution homogeéne zZgom, on obtient la solution générale de

I’équation ([3.26))
1
Zgie () = = [—42° +¢] ,ceR

et comme Ygie = 2= alors la solution générale de ’équation (3.24) est donnée par

1 - _1
Ygle () = (—2 [—4905 + c]) = (—4903 + cx_Q) t.ceR.
x
Exemple 3.2.14 Intégrer I’équation différentielle suivante
Y +y—y° (cosz —sinz) = 0. (3.28)

Solution
C’est une équation de la forme (3.14) avec o = 2. On suppose que y (x) # 0 et
on divise (3.28)) par y?

=cosr —sinx (3.29)

puis on remplace dans (3.29)) et on obtient :

— 2 4+ z=cosz —sinz (3.30)
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qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Equation homogene

-2 4+2=0 (3.31)

!/
d
<:>Z—:l<:>—z:dx,
z z

en intégrant on obtient

In|z| =2+ ¢, €R,
2] = e*ter = e

d’otu la solution homogene est donnée par :
Zhom () = ke®, ou k = +e™,

Variation de la constante

On fait varier la constante k, alors z' () = k' (x)e* + k (x) e, et on remplace
dans Uéquation (3.30)) , ce qui donne

—kK'e"—ke®+ke® = cosz—sinx & —k'e” = cosx—sinz < dk = e % (sinx — cosx) dx
d’ou
k(x) = /e‘x (sinz — cosx) dr = /e_”” sin xdx — /e_m cos xdx
On wutilise lintégration par parties

PP - u:sinx N du:cosz:dx
dv = e Fdx v=—e %

= /6_“ sinzdr = —e “sinx + / e *cosxdx

k(r)=—e"sinz+ /ex cos xdr — /e“” cosrdr = —e”"sinz +c,c € R

et en remplacant dans la solution homogeéne zgom, on obtient la solution générale,

de l’équation (3.30))
zge (1) = €” (—e "sinz + ¢) = ce” —sinz, c € R,
et comme yg. = 2~ " alors la solution générale de I’équation (3.28) est donnée par
Ygie () = (ce® —sinz) ' = ——— c€R.

avec ce® —sinx # 0.
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3.2.5 Equations de Riccati

Définition 3.2.15 Une équation de Riccati est une équation différentielle non linéaire
d’ordre 1 de la forme

Y (2) =a(2)y* (@) +b(2)y () +c(2) (3.32)

ou a,b et ¢ sont des fonctions données, continues sur un intervalle I de R, avec

a(z)#0,b(x)#0 etc(x)#0,Vrel.

Remarque L’équation de Riccati est non linéaire.

Méthode de résolution

La résolution consiste a trouver d’abord une solution particuliere de 1’équation
(3-32) notée s (x) puis faire le changement de variables suivant

y(z)=z(z)+s(@) =y (z) =2 (2) +5 (2),

ensuite on remplace dans (3.32)) , d’on

)+ () =ax)(z(@)+s @) +b(x)(2(x) +s(x) + c(z) (3.33)
a(x) 22 () +b(2) 2z (x) +a(x)s* (@) +b(x)s(z) +c(x) +2a(x)z () s (z)

et comme s (x) est une solution particuliere de (3.32)) alors elle vérifie

s () =a(z)s® (z) +b(x)s(z) +c(x)

donc
(B:33) < 2 (z) =a(x)z?(x) +b(z) 2 (x) +2a(x) 2 (z) s ()
=a(z)2*(z) + 2 () b(z) + 2) (90);“()]

& 2 (1) - 2 (x) (b(x) +2a () s ()

qui est une équation de Bernoulli, avec oo = 2 .

a(r)z?(x) =0

Exemple 3.2.16 Intégrer l’équation différentielle suivante
vy — P+ e+ 1)y —a2>—22 =0, pourxz #0 (3.34)

Solution . .
(3.34) & o = ;yQ — (2 + ;) y+x+ 2. (3.35)

On remarque que l’équation (3.35) admet la fonction s (x) = x comme solution
particuliere et on fait le changement de variables suivant :

y=z4+zx=y =2 +1,
puis on remplace dans (3.35)) , d’on

1 1
d4l="(z+2)— <2+—) (z+z)+x+2
x X
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ce qui est équivalent a

1
St i e -2 =0 (3.36)
T T

qui est une équation de Bernoulli avec o = 2.

On divise I’équation (3.36]) par 22, d’ou

e+ - —1= (3.37)

alors
(3.37) = —at' +t =1 (3.38)

qui est une équation linéaire d’ordre 1 avec second membre.
Equation homogene

t'+t 0<:>t/ 1<:>dt d
— X — —_ = — _ = —
t x t x

d’ol en intégrant on obtient

In|t| =In|z| +c1, 1 €R,
|t‘ — eln|x\+cl — ecleln|a:|7

donc
thom (z) = kx, avec k = +e®.

Variation de la constante
On fait varier la constante k alors t' = k'x + k, d’ou

1
x x
alors en intégrant on obtient
1
k(z)=—+c¢, ceR,
x
et en remplacant dans ty,,,,, on obtient

1
tge () =(—+c)xz=1+cx, avec c € R,
g x

par conséquent on a
1

14+ cx

Zgie () = , avec ¢ € R,

et enfin

Ygle (T) = Zgie + T = + x, avec ¢ € R.

1+ cx
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Exemple 3.2.17 Intégrer I’'équation différentielle suivante, sachant que la fonction
s(z) =1 est une solution particuliére
) 2 1

Y e L 3.39
vy oL (3.39)

Solution On fait le changement de variables suivant :

1

1 / !/
y=z+-=y=2""——,
X Xz

puis on remplace dans (3.39)) , d’ot

1 oz 1 1\? 1
-+ iS4 ) ===
R R

ce qui est équivalent a :
z
Z =2 —22=0 (3.40)

T

qui est une équation de Bernoulli avec o = 2.
On divise 'équation (3.40) par 2%, tout en supposant que z # 0, d’ou

2 1
!
CVit=z2'=t =2,
z
alors ’
(3.41) = —t' —— =1 (3.42)
T

qui est une équation linéaire d’ordre 1 non homogene,
Equation homogene

, =1 dt dz
=0 -—=—& —=——
T t T t T
d’ou en intégrant on obtient
In|t|=—In|z|+ ¢, ¢ €R,

|t| _ efln|:p\+cl — 6(:167111\av|7

donc

k
thom () = = avec k = +e.

Variation de la constante
. . / \
On fait varier la constante k alors t' = k; — %, d’ot

B.42) = k' = -z < dk = —adx

alors en intégrant on obtient
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et en remplacant dans tgem, on obtient :

1 x? —22 + 2¢
tgte (T) = z (-5 +C) = 2—;_, avec ¢ € R,
par conséquent on a
2x
Zgie () = a0 e e R,
donc . ) )
x
Ygle (x) = Zgle + ; = m + ;, avec ¢ € R.
et enfin
22 + 2¢c
ygle (I) == m, avec c € R.

Exemple 3.2.18 Intégrer l’'équation différentielle suivante, sachant que la fonction
s(x) =x+ 1 est une solution particuliere

y —2zy +y? =2 — 2> (3.43)

Solution On remarque que ’équation ([3.43|) admet comme solution particuliere
la fonction s (x) = x + 1, et on fait le changement de variables suivant

y=z+4+(@x+1)=y =2"+1,
puis on remplace dans (3.43)) , d’ou
dH1-22(z4(x+ 1)+ (24 (z+1)°=2—22%

ce qui est équivalent a
2422422 =0 (3.44)

qui est une équation de Bernoulli avec o = 2.
On divise I'équation (3.44) par 2% tout en supposant que z # 0, d’ot

!
2
Z4Z41=0
z z
Z/
CVit=z"'=1t=-=,
z
alors
(3.41) = —t' +2t = -1 (3.45)

qui est une équation linéaire d’ordre 1 avec second membre.
Equation homogéne :

t dt
—t’+2t:0<:>?=2<:>7:2dx

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.



110 Equations différentielles [Ch.3

d’ou en intégrant on obtient :

In|t| =22+ ¢, ¢1 €R,
PEN |t| — 623€+cl — 601.623:

donc
thom () = ke**, avec k = de .

Variation de la constante
Ensuite on fait varier la constante k alors t' = e** (k' + 2k) , d’ou

(3.45) = K = e < dk = e *dx

alors en intégrant on obtient :

1
k(x) = —56_2$ +c, ceR,
et en remplacant dans tyom, on obtient :

1 1
toe (1) = €** (—56_2’” + c) = ce®” — 5 avec c € R,

par conséquent on a :

2
zgle(x):m, avec ¢ € R,
donc
cx)=z24e+14+2x=———+4+1+2x, avecc € R.
e (7) = zgie + 1+ = 5t 1+
et enfin

1 —x+2ce® (z+1)
2ce?® — 1

Ygle (T) = , avec ¢ € R.
3.3 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a
coeflicients constants

3.3.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients
constants

Définition 3.3.1 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants, toute équation de la forme

(E):ay" +by +cy=f(x) (3.46)
ot a,b,c € R, a#0 et f est une fonction continue sur un intervalle I de R.

Définition 3.3.2 On appelle équation homogéne ou sans second membre associée
a (E) léquation
ay” + by +cy =0
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Théoreme 3.3.3 La solution générale yq. de I’équation différentielle non homo-

gene est la somme d’une solution particuliere y, de cette équation non homogene
et de la solution Ygom de l’équation homogene

Ygle = YHom + Yp-

Preuve :
On vérifie aisément que Ynom + ¥, est solution de I'équation (3.46)), en effet

a (yhom + yp)” —+ b (yhom -+ yp), +c (yhom —+ yp>
= (ayfllom + byflom + Cyh0m> + (ay;,/ + by;, + Cyp)
= [(x)

Réciproquement, si y, est une solution particuliere de I'équation ([3.46) et y est
est une autre solution de I'équation (3.46]), alors leur différence est solution de
I’équation homogene, en effet

aly—yp) +by—y) +cly—ypy)
= (ay” + by + cy) — (ay) + by, + cyp)
=f(x)—f(r)=0

Remarques :
e La solution nulle ¥ = 0 est une solution triviale de 1’équation homogene.

e Si y; et yo sont deux solutions de 1’équation homogene alors pour tout «, 3
dans R, on a ay; + By est solution de ’équation homogene aussi.

3.3.2 Meéthode de résolution

Etape 1

On résoud d’abord ’équation homogene (sans second membre) :

ay”" +by +cy=0 (3.47)

2

On pose y = €™, ou r est une constante, d’ou iy’ = re’® et y” = r2e"™, puis on

remplace dans (3.47)) d’ou
e (ar2 + br + c) =0

ce qui est équivalent a
ar® 4+ br +c = 0. (3.48)

L’équation (3.48)) est appelée " équation caractéristique” de I’équation différentielle
, on résoud cette équation en calculant d’abord son discriminant A = b —4ac,
ol on distingue 3 cas a savoir

Soit A = b* — 4ac le discriminant de 1’équation caractéristique.

L’équation différentielle (E) : ay” + by’ + cy =0
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Cas 1 : Si A > 0 alors I'équation ([3.48) admet deux solutions réelles distinctes

rp = ==VA o gy = =HEVA ot dans ce cas la solution homogene de 1’équation ({3.47])
2a 2a

est sous la forme
Yhom ($> = Ae"" + B€T21‘, A, B e R.

Cas 2 : Si A =0 alors 'équation (3.48) admet une solution double : r = 32 et
dans ce cas la solution homogene de I'équation (3.47)) est sous la forme
Yhom (¥) = €"* (A+ Bz), A,B € R.

Cas 3 : Si A < 0 alors I'équation ([3.48) admet deux solutions complexes
conjuguées r; = B+ iw et ry = [ — iw et dans ce cas la solution homogene de
I’équation ([3.47)) est sous la forme

Yhom (7) = €7 (C coswzr + Dsinwz), C,D € R.

Preuve :

e Si A > 0alors on suppose que 7 est une solution réelle de I’équation caractéristique
(3.48]) et on fait le changement de variable y () = ae™z (z) . On dérive deux
fois et on remplace dans , alors on obtient €™ [(2ar + b) 2’ + 2"] =0, ce
qui équivaut a

(2ar+b) 2 +az" =0 (3.49)

— Si r est une solution double de I’équation caractéristique alors
—b
r=—<22ar+b=0
2a
et dans ce cas
(3.49) < 2" =0
d’ou en intégrant deux fois on a
2 (x) = c1x + co, avec ¢1,09 € R
=y () = ae’” (q1x + ¢2) = € (ac1x + acy)

d’olt en posant ac; = A et aco = By (x) =€ (Ax + B), avec A, B € R.

— Sir est une solution simple de I’équation caractéristique (3.48]) alors 2ar+
b # 0 et 'autre solution serait ' = — (r + g) car leur somme est égale a
—g et dans ce cas

2’ (2ar + b) b

BaY) &= =TT = 9 -
z a a

d’ou en intégrant deux fois on a

In|z|=—(2r+2)z+cy, avec ¢; €R
=2 = kle_(QTJr%)x, avec ki = +e
= z(x) = ﬁe_(%%)x + ko, avec ko € R
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ainsi

—ak —(r+2)z rT
y(x) ==Z5;1;4556 (42 4 kpe

alors en posant (2%43) =Aet ko =B,ona

y(r) = A" + Be™, A, B € R.

e Si A < 0 alors I'équation (3.48)) admet deux solutions complexes conjuguées
r1 = B+iw et ry = f—iw et dans ce cas I’équation (3.47)) admet deux solutions

yy = ePH)T — o (coswa + isinwr)

Yy = BT — Bz (coswx — isinwx)

ce qui donne pour former les solutions réelles

1
Vi == (y1 + o) = e? coswa

2
1 BI_ .
Yo = —(y1 — yo) = € sinwzx

21
et comme toute combinaison linéaire est aussi solution de I’équation homogene
(13.47)) , alors

y (r) = CeP* coswa + Del” sinwr
= e’ (C coswz + D sinwz)
avec C, D € R.
O
Etape 2

Pour chercher une solution particuliere de I'équation (3.46]), on peut utiliser la
table (ci-dessous) qui dépend de la forme de la fonction f (x).

Exemples 3.3.4 Résoudre les équations différentielles suivantes
1. 2y —y = 32% + 22 — 1,

2.9 +y +y=>5x+1,
3.y — 6y + 9y = —2e3.

Solution
1.
20" —y =32% + 22 — 1. (3.50)
Equation homogeéne
2y// _ y/ — O
Equation caractéristique
2r? —r = 0. (3.51)
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7 Forme du 2éme membre f(z) = 7 Solution ou pas de I’équation caractéristique EC 7 Forme de la solution particuliére y,
Pu(2) Si 0 n’est pas solution de I'EC yp = Ry(x); polynome de degré n
ou P, polynome de degré n.
Si 0 est une solution de 'EC de multiplicité & Yp = "R, (2) ; R, () polynome de degré n
P, (z)e’" Si 8 n’est pas solution de 'EC Yp = R, (2)e’; R, (x) polynome de degré n
ou P, polynome de degré n.
Si B est solution de 'EC de multiplicité k Yp = "R, (2)e’*; R, (x) polynome de degré n

P,(z)cos(wz) + Qm(x)sin(wx)
ou P, polynome de degré n
et Q,,, polynoéme de degré m.

yp = Rj(x)cos(wz) + Sj(x)sin(wz)

Si iw et —iw ne sont pas solutions de 'EC ot R;, S, des polynomes de degré j et j — max(n, m)

Sidw et —iw sont solutions de 'EC yp = ¢[Rj(x)cos(wzx) + S;j(x)sin(wz)]

Equations différentielles

[P.(z)cos(wx) + Qu(z)sin(wx)]e’®
ou P, polynome de degré n
et Q,, polynome de degré m

yp = [Rj(z)cos(wz) + Sj(z)sin(wz)]e’”

Si B+ iw et f —iw ne sont pas solutions de 'EC ot j = maz(n, m)

yp = 2P [R;(x)cos(wx) + S;(x)sin(wz)]

. ‘ I‘ . “
818 +iw et § —diw sont solutions de 'EC ou Rj,S; des polynomes de degré j et j = maxz(n,m)

114

TABLE 3.1 — Forme de la solution particuliere

USTO MB
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On a A =1>0 ou bien il suffit de remarquer directement que
B5) < r(2r—1)=0

alors léquation (3.51)) admet deuz solutions réelles distinctes : 1 = 0 et ro = %
d’ou la solution homogene

Yhom (LU) =A+ Be%x, A, B e R.

Solution particuliére y,

Pour calculer la solution particuliére de ’équation (3.50)) on remarque que le
second membre f(x) est un polynome de degré 2, et que 0 est solution de
I’équation caractéristique alors d’apres la table la solution particuliere y,

de ’équation (3.50) aura la forme suivante
Yp (z) =z (az”® + bz + ¢) = az® + ba® + cx

ot a,b,c sont des constantes réelles a déterminer , alors on dérive deux fois
yp et on remplace dans l’équation (3.50)),

Y, = 3ax”® + 2bx + ¢, ) = 6ax + 2b

(3.50) = —3ax?® + 2 (12a — 2b) +4b — c = 32> + 22 — 1

en effectuant une identification entre les deux membres de I’équation, on obtient
le systeme suivant

—3a =3
126 —2b=2
4h —c= -1
donc
a=-—1
b=-T
27

par conséquent la solution particuliére de [’équation (3.50)) est donnée par
yp () = & (—2* — Tz — 27)
et donc la solution générale est

Ygle () = <A+Be%w> —z (2* 4+ T2 +27), A, BER.

2.
v'+y +y=>5r+1 (3.52)
OnaA=-3<0=A= (\/32)2 alors I’équation (3.52) admet deux solutions
complexes conjuguées ry = —%—*/7‘5’2' etry = —%+‘/7§i d’ou la solution homogene
est

, A BeR.

Yhom (x) = 6_%1

V3 . (V3
A cos <7I> + Bsin (7:5)
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Solution particuliere y,

Pour calculer la solution particuliere de [’équation , on remarque la
forme du second membre, on a f(x) = bx + 1, un polynome de degré 1 et
on remarque que r = 0 n’est pas solution de [’équation caractéristique alors la
solution particuliere aura la forme suivante

yp (x) =ax +b

ot a et b sont des constantes réelles a déterminer, alors on dériwe deux fois y,

et on remplace dans [’équation (3.52)) ,
Yp=10a,y, =0
(3.52) = ax + (a +b) =5z +1

a=>5

alors par identification on obtient le systéme { atb=1

a=>5
b=—4

par conséquent la solution particuliére de l’équation (3.52)) est

donc

Yp (x) =5z — 4

et donc la solution générale est

V3 (V3
A cos <7x> + Bsin (7:10)

Y’ — 6y + 9y = —27. (3.53)

Ygle (I) = 6_%$ +5r—4, A BeR.

Equation homogéne

y' =6y +9y=0

Equation caractéristique

r—6r+9=0 (3.54)

On a A =0 ou bien il suffit de remarquer directement que
B54) < (r—3)>=0

alors I’équation (3.54) admet une solution réelle double ro = 3, d’ou la solution
homogéne est

Yhom (T) = Ae** + Bre® = (A+ Bx), A,BcR.

Solution particuliere y,
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Pour calculer la solution particuliére de l’équation (3.53), on remarque la
forme du second membre f(x) = —2€3*, et comme r = 3 est solution double
donc de multiplicité 2, de [’équation caractéristique alors la solution
particuliere aura la forme suivante

yp (2) = aae™

ot « est une constante réelle ( ou polynome de degré 0 ) qu’il faut déterminer.
On dérive deux fois y, et on remplace dans équation (3.53)) ,

Yy, = ae’ (32° +2x) , Y, = ae® (92° + 122 + 2)

(353) = 20 = —2¢%

alors par identification on a
a=—1,

par conséquent la solution particuliére de I’équation (3.53)) est

et donc la solution générale est
Ygie (1) = €** (A + Bx) — 2%¢*, A, B € R.

Exercice 3.3.5 (Supplémentaire) Résoudre les équations différentielles suivantes
1. y" 42y + by = sin (2z) .
2. y" — by + 6y =e€” (xsinz + cosx).
Solution
1.
y" + 2y + 5y = sin (2z) (3.55)

Equation homogéene

y//+2y/+5y:0

Equation caractéristique

r? +2r+5=0. (3.56)

OnaA=-16<0= A= (4@')2 alors l'équation (3.56) admet deux solutions
complexes conjuguées

rm=—-1—2ietry=—-1+4+2;
d’otu la solution homogene est
Ynom () = € ¥ [Acos (2x) + Bsin (2x)], A,B € R.

Solution particuliere y,
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Pour calculer la solution particuliére de (3.55)) , on remarque le second membre
f(x) =sin (2z), et que r = 2i n'est pas solution de l’équation caractéristique
alors la solution particuliére prend la forme suivante :
Yp (x) = acos (2z) + bsin (2x)
ot a et b sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deux fois y,
y, = 2(bcos (2z) — asin (2z)) , y, = —4 (acos (2x) 4 bsin (2x))
et l’équation (3.55)) devient

(a 4+ 4b) cos (2x) + (—4a + b) sin (2z) = sin (2z)
< (a+4b)cos (2x) + (—4a+b—1)sin (22) =0

alors on obtient le systeme

a+4b=0

—4a+b—-1=0
donc A
b:1—7

par conséquent la solution particuliere de ’équation (13.55|) est
1.
yp () = T7 (sin (2z) — 4 cos (22))
et donc la solution générale est

Ygie () = € " [Acos (2x) + Bsin (2z)] + %7 (sin (2x) —4cos(2z)), A,BeR.

y" =5y + 6y = e” (xsinx + cos ). (3.57)

Equation homogéene

y" =5y’ +6y=0

FEquation caractéristique

r? —5r+6=0. (3.58)

On a A =1>0 alors l’équation (3.57)) admet deux solutions réelles distinctes
ry =2 etry =3 d’ou la solution homogene

Yhom (.’ﬂ) = A€2x + Be?):c’ A, B e R

Solution particuliére y,

Pour calculer la solution particuliére de l’équation (3.57)), on a la forme du
second membre, f(r) = € (rsinx + cosx), et on note que r = 1+ i nlest
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pas solution de l’équation caractéristique, donc la solution particuliere aura la

forme suivante (voir la table ci-dessus)
yp () = € [(az + b) sinz + (cx + d) cos 7]

ol a,b,c et d sont des constantes réelles a déterminer, alors on dérive deux
fois y,

y, =¢"[sinz((a—c)r+a+b—d)+cosz((a+c)z+b+c+d),
y, = e’ [sinz (—2czx + 2a + —2¢ — 2d) + cos x (2ax + 2a + 2b + 2¢)]

et on remplace dans 'équation (3.57)), d’ou

[z (a+3c) —3a+b—2c+3d]sinz + [z (=3a+c) +2a — 3b — 3¢+ d| cosx
= xsinx + cosx

et on obtient le systeme suivant

a+3c=1
—3a+c=0
—-3a+b—2c+3d=0
2a —3b—3c+d=1

et apres résolution du systeme on trouve

par conséquent la solution particuliére de I’équation (3.57)) est

@) = e Loy (3
) = e —r — — SIinx —X — COSs T
Yp 107 50 107 " 25

et donc la solution générale est

1 21 3 11
Ygie () = Ae**+Be* +¢” [(1_0x - %) sinz + (1—Ox + %) cos x} , A,BeR.

Remarque : En général, on peut chercher la solution particuliere en utilisant la
méthode de la variation des constantes, notemment si les coefficients de 1’équation
différentielle ne sont pas constants ou si le second membre f (x) est différent des
formes données dans la table 3.1l

En effet, en écrivant la solution homogene

Yhom = Ay1 + Bys

ol y; et yo sont deux solutions linéairement indépendantes de I’équation homogene

(3.47)) , on cherche une solution générale de (3.46|) sous la forme

Ygte = Ay1 + Bys
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en considérant A et B comme deux fonctions qui vérifient
A'yr + B'y, =0
alors en dérivant deux fois ¥, et en la remplacant dans , on obtient
a(A'y) + B'yy) = f (2)
ce qui nous donne le systeme

Ayy + B'yy = 0
Ay + Blyy = o f (2)

qu’on résoud pour avoir A’ et B’ puis par intégration A et B et enfin la solution
générale yge.

Exemple 3.3.6 Résoudre ’équation différentielle suivante en utilisnt la méthode
de variation des constantes.

1
Yty = — (3.59)
sin® x
Equation homogene

v'+y=0 (3.60)

Equation caractéristique
P+1=0& (r+i)(r—i) =0 (3.61)
alors ’équation (3.61) admet deuz solutions complexes 1y = i et ro = —1 d’ou la

solution homogene
Yhom () = Acosz + Bsinz, A,Be€R.

Variation des constantes. On remarque que y; = cosx et yo = sinx sont deux
solutions linéairement indépendantes de [’équation homogéne (3.60)) , alors on cherche
une solution générale de sous la forme

y= Acosx + Bsinzx

tel que A et B sont deuz fonctions qui vérifient le systéme

1
sin3

A'cosx + B'sinx =0,
—A'sinz + B’ cosx =

"

En multipliant la 1ére équation par sinx et la 2éme par cosx, puis en faisant la

somme, on a

COS T COS T
—— & dB = —
Sin- xr Sin- r

on intégre des deux cotés, en faisant le changement de variables t = sinx = dt =
cosx dx alors on obtient

B = dx

1

2sin? z

B=- +c, ¢t €R

Damerdji Bouharis A. USTO MB



§3.3]  Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants 121

puis en remplacant dans le systeme, on a

1

A= —— 5— & dA = ————dx
sin® x sin”® x
et apres intégration on obtient
COS T
A=cotx+c=— +c9, o €R
sin x
par conséquent,
cos?x 1 .
Ygle = — + CyCOST — ——— +C1sInx
sinx 2sinx
2cos’r — 1 ) cos 2x .
= ——F——— +C1SINT + CCOST = - +cisSInx + cycosx
2sinzx sinx
avec ¢1, co € R.
Exemple 3.3.7 Résoudre [’équation
" 1 /
y'——y =ux. (3.62)
T
Equation homogene
1 /!
Z/”——y/:()@y—/:—
T Y x

ce qui donne
Inly'| =ln|z| +c1,e0 €R
d’ot
Yy = cox, avec cy = +e € R

on integre pour trouver
c
Yhom = Az’ + B, avec A, BER et A= 52

Variation des constantes
On pose

=12 ety =1

telles que yy et yo sont deux solutions linéairemnt indépendantes de I’équation homogene
et on cherche une solution générale de sous la forme

yp = Ayr + By

tel que A et B sont deux fonctions qui vérifient

Ayr + By, =0
Ay + Blyy =«

la résolution de ce systeme donne
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ce qui donne apres intégration

3

A:g—l-kl, B:—%+k2, avec ky, ky € R.

3
x x
ygle: (5""]’{:1)1’2_?—1—]{;2
23
= ko + k2% + 3 avec ki, ko € R.

Remarque Pour déterminer les constantes kiet ko, il suffit de donner deux
conditions initiales , y; = y (z9) et y2 = ¥ (o) .

3.3.3 Principe de superposition

Théoréme 3.3.8 FEtant donnée l’équation différentielle linéaire d’ordre 2
ay’ + by +cy = fi(x)+ fo(x) (3.63)

ot a,b,c € R et f1, fo sont deux fonctions continues sur un intervalle I de R.
La solution particuliere y, de (3.63|) peut étre exprimée par la somme des deuz
solutions particulieres y,, et yp,, des équations différentielles respectives :

ay’" + by +cy = fi(x)

et
ay" + by +cy = fa(2)
telles que
Yp = Ypy T Yps-
Preuve :

On peut vérifier aisément que v, +¥,, est solution de I’équation différentielle (3.63)),
en effet a cause de la linéarité de I’équation, on a

@ (Ypy + Yp)" 0 Wpr + Ypa) + €Wy + Yp) = (ayy, + by, + cyp,) + (ayy, + byy, + cyp,)
= fi(z) + fa(2).
O
Remarque Pour la solution générale yg. de 1'équation différentielle (3.63)), il
suffit d’écrire I’équation homogene puis la résoudre pour avoir la solution homogene

Ynom €t on obtient
Ygle = Yhom + Ypy + Ypo -

Exemple 3.3.9 Résoudre les équations différentielles suivantes
1y =3y =(z+2)e* + (3sinz + 2cosx).
2.y + 2y + 2y =2x —sinx.
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3.y — 4y +3y =3x+ 2+ 4e” 4+ 5e 7.

Solution
1. On a
y' — 3y = (v +2)e* +3sinx + 2cos . (3.64)
Equation homogene :
y// _ Sy/ — 0
Equation caractéristique :
r? —3r = 0. (3.65)

On a A =9 > 0 alors l'équation (3.65) admet deuz solutions réelles

distinctes 1y = 0 et ro = 3 d’ou la solution homogene
Yhom (l’) =A+ BGSI, A, B eR.

Solution particuliére y,

Pour calculer la solution particuliére y, de l’équation (3.65)) on remarque le
second membre f(x) = fi(z) + f2(x), ot fi(x) = (x+2)e** et fo(x) =
3sinx + 2cosx, alors on va utiliser le principe de superposition tel que
Yp = Yp1 T Yps-
0l Yp, €t Yy, sont les solutions particulicres des équations différentielles respectives
y// —3y’ — <x+2)62x

et
y" — 3y = 3sinz + 2cosw.
Calcul de y,,. On a
y' -3y = (x+2)e*. (3.66)

On remarque que r = 2 n’est pas solution de l’équation caractéristique ([3.65))
alors la solution particuliére de l’équation (3.66) aura la forme suivante (voir

la table

Yo () = € (az + b)

ot a,b sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deuz fois yp,

yh, = € [2ax + a + 2b]
Yo = €** [dax + 4a + 4b]

et on remplace dans [’équation (3.66|) , d’ot

e* [—2ax + (a — 2b)] = €** (z + 2)
S e (—2a—1)+(a—2b—2)] =0

alors on obtient le systeme suivant
—2a—1=0
a—20—-2=0
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ce qui donne

SO

i
b — _A_L’
par conséquent la solution particuliére de I’équation (3.66)) est
1 2x
Yp, () = —Zle (2x +5).
Calcul de y,,. On a

y" — 3y = 3sinz + 2cos . (3.67)

On remarque que r = 1 n’est pas solution de ’équation caractéristique (|3.65))
alors la solution particuliére de l’équation (3.67) aura la forme suivante (voir

la table

Ypy () = avcosz + fsinx

ot «, 8 sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deux fois yp,

Y,, = —asinz 4 B cos,
Yy, = —acosx — Bsin,

et on remplace dans ’équation (3.67)), d’ou
(Ba— B)sinx + (—a — 35) cosx = 3sinz + 2cosx

alors par identification on obtient le systéme suivant

3a— =3
—a—30=2

et apres résolution du systeme on trouve :

_ 7
f=—2
par conséquent la solution particuliére de l’équation (3.67)) est

Ypy () = 176°%% ~ 19 sin z.

D’ot la solution particuliére de [’équation (3.64) est

1 7 9
yp () = —Zezx (22 4+5) + (1—0 COsT — 75 sin:z:) :

et donc la solution générale de [’équation (|3.64]) est

1
Ygie (¥) = A+ Be™ — Zezx (22 4+5) + (1—70 CoS T — 19—05111:1:) , A, BeR.
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2. On a
y"' 4+ 2y + 2y = 2z — sin . (3.68)

Equation homogéne

y' + 2y + 2y =0.

Equation caractéristique

r*+2r+2=0. (3.69)
On a A = —4 <0 alors l’équation (3.69) admet deux solutions complexes

rn=—-1l—dietrg=—-1+14
d’otu la solution homogene est
Yhom () = € “(Acosz + Bsinz), A,BeR.

Solution particuliere y,

Pour calculer la solution particuliére y, de l’équation (3.68|), on remarque le
second membre f (z) = fi(x)+ fo (x), ou fi (x) = 2x et fo (x) = —sinz, alors
on peut utiliser le principe de superposition

Yp = Yp1 T Ypas

0l Yp, €t Yy, sont les solutions particulicres des équations différentielles respectives
y' + 2y + 2y =2z
et
y" + 2y + 2y = —sinx.
Calcul de y,,. On a
Y+ 2y + 2y = 2. (3.70)

On remarque que r = 0 n’est pas solution de l’équation caractéristique ([3.69))
alors la solution particuliere de l’équation (3.68)) aura la forme suivante (voir

la table[5.1) )

Ypi () = ax +b

ot a,b sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deuz fois yp,

/ —_—
ym = a,
i
ypl - 07

et on substitue dans [’équation . D’ou
ar+a+b==x
alors on obtient le systeme suivant
{ a=1
a+b=0
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d’ou
a=1etb=—1.

par conséquent la solution particuliére de I’équation (3.70)) est

Yp (JZ) =z—1
Calcul de y,,. On a
y' + 2y + 2y = —sinx. (3.71)

On remarque que v = 1 n’est pas solution de ’équation caractéristique (3.69))
alors la solution particuliére de l’équation (3.71) aura la forme suivante (voir

la table[5.1) )

Yp, () = acosz + Bsinx

ot «, 8 sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deux fois yp,

y,, = —asinz + fcosz,
Yy, = —acosx — Fsinw,

et on remplace dans I'équation (3.71)), d’ou
(a+2B)cosz + (—2a + f) sinx = —sinz

alors par identification on obtient le systéme suivant

a+26=0
—2a+p0=-1
d’ot 5 |
a=gebf=—3
Ainsi la solution particuliére de [’équation (3.71) est
(z) 2 .
xr) = —cosx — —sinx.
yp2 5 5

D’ot la solution particuliére de [’équation (3.68)) est

2 1
yp(x) =(r—1)+ ( -cosx — —sinx | .
) D
et donc la solution générale de [’équation (3.68)) s’écrit
—z : 2 1 .
Ygie () = e (Acosx + Bsinz) + (. — 1) + 5 COST — ¢ sinz ,A, B € R.

3. On a
y' — 4y + 3y = 3z + 2) + 4e” + 5e ", (3.72)

Equation homogéne

y" —4y' + 3y =0.
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FEquation caractéristique

r? —dr +3=0. (3.73)

On a A =4 >0 alors I’équation (3.73)) admet deuz solutions réelles distinctes
ri =1 etro =3 d’ou la solution homogene

Yhom (33) = Ae” + BeBx) A, B eR.

Solution particuliere y,

Pour calculer la solution particuliere y, de 'équation (3.72), on remarque le
second membre, f (x) = fi(z)+ f2 (z)+ f3 (), ot fi (z) = 3x+2, f>(x) = 4e”
et f3 (x) = be Talors on va utiliser le principe de superposition, tel que

Yp = Yp1 T Yps T Yps;

0l Yp,, Ypy €l Yps sont les solutions particulieres des équations différentielles
respectives
y"' — 4y + 3y =3z + 2,
y' — 4y + 3y = 4de”,
et
" / —T
Yy — 4y 4 3y = Se 7.
Calcul de y,,. On a
y" — 4y + 3y = 3z + 2. (3.74)

On remarque que r = 0 n’est pas solution de l’équation caractéristique (3.73))
alors la solution particuliere de l’équation (3.74) aura la forme suivante (voir

la table[5.1) )

U (&) = az + b

ot a,b sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deuz fois y,,

/ J—
yp1 - CL,
"
Ypr = 0,

et on remplace dans 'équation (3.74) , pour ttouver
3ax —4a+ 3b =3x + 2

et lidentification conduit au systéme suivant
3a =3
—4a 4+ 3b =2

a=1letb=2

d’ou

par conséquent la solution particuliére de ’équation (3.74) s’écrit

Yp () =2+ 2.
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Calcul de y,,. On a
y" — 4y + 3y = 4e”. (3.75)

On remarque que r = 1 est solution de ’équation caractéristique (3.73]). Donc
la solution particuliéere de I'équation (3.75|) s’écrit

Ypy () = axe”
ot o est une constante réelle a déterminer. On dérive deuz fois y,,
Up, = (1) e,
Ypy = @ (2+ )€,
et on remplace dans l’équation , d’ot
o= -2
par conséquent la solution particuliere de ’équation (3.75)) s’écrit
Yp, () = —2z€”.

Calcul de y,,. On a
y" — 4y + 3y = be " (3.76)

On remarque que r = —1 n’est pas solution de I’équation caractéristique (3.73))
alors la solution particuliére de ’équation (3.76)) aura la forme (voir la table

51)

Yps () = ae™®

ot o est une constante réelle a déterminer. On dérive deuz fois y,,

y;’:a - _ae*x’
yg3 = aew’
et on remplace dans 'équation (3.76|) , d’ou
)
o= -
8

par conséquent la solution particuliére de ’équation (3.76)) s’écrit

i) —x
Yps (JZ) =3¢ -

8
D’ot la solution particuliére de l’équation (3.72))
)
Yp () = (v +2) — 2ze” + ge’“,
et donc la solution générale de ’équation (3.72)) est

)
Ygie (1) = Ae” + Be* + (v + 2) — 2xe” + ge_x, A, B eR.
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3.4 Enoncés des exercices

Exercice 1

Résoudre les équations différentielles du 1¢" ordre suivantes
1. ¢y +ay=x.

2.y — %y =Inx.

3.y +ysinx =sinz.

4 oy —y=(r—1)€"

Exercice 2

Résoudre les équations différentielles suivantes

1.y + 2y = 2y

2.y =—2y* + 2y.

3.y +¥— LyT =0

4.y —y—2e7"/y=0.

5. (2 4+ 1)y 3xy—|—:cy = 0.

6. Yy +L—y*= —x—Q, telle que s (x) = % est une solution particuliere.

7.2 —y* + 2x+1)y — 2® — 2z = 0, telle que s(z) = x est une solution
particuliere.

Exercice 3
Résoudre les équations différentielles linéaires du 2°¢ ordre suivantes

y'+4y + 4y =0.

y' +y — 2y =0.

y' +y +y=0.

y" — 5y’ + 6y = 2e3* + 7.

y' =2y +2y= bz +3)e "+ (22 —1).

v '+ vy +y=3e"+ (13 — 4) cos 2z + 6sin 2z.
y" + 2y + 2y = 2z — sinx.

NS e W

Exercice 4
Résoudre les équations différentielles avec des conditions initiales associées suivantes

1.y 4+y=2cosz, y(0) =0et ¢y (0) =
2.y +2y +5y=3,y(0)=1et 3y (0) =
3. =2y" + 3y + 2y =sinz, y (0) =y (0 )=
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3.5 Corrigés des exercices

Exercice 1

L y+aoy=a..(1)
On peut résoudre cette équation différentielle par I'une des deux méthodes
suivantes ou on suppose que y # 1, car y = 1 est une solution triviale de
I’équation.

e Méthode de la séparation des variables

d
alors
IdTy:fxd:C(i)ln|1—y|:_71m2+c, ceR
Y =12 =12
S|l—yl=¢cez2" &1 —y==2eez?
d’ou

a2
Ygie = 1 — Ke™2 avec K = +e”.

e Méthode de la variation de la constante

Tout d’abord on résoud 1’équation homogene
/ d d
yl+$y:0<:>y—:—x<:>—y:—xdx:>/_y:/_xdx
Y ) Y

alors ) ]
In|y| = 7I2 + ¢ < Yhom = Ke%,avec K = ¢

ensuite on fait varier la constante K comme fonction de x d’ou

2 a2
Yy =Ke2 —axKe 2 |
puis on remplace dans (1), on obtient
2 2

—a2 —x —x z2 z2
Ke= —zKe2 +azKe2 =0 K =xe? & dK =xezdx

alors

22 22
K= [ xexdr=e7 +¢,

par conséquent

2 2

z2 —x —x
Ygle = (eT +c> ez =14ce 2.
2.y —ly=Iz ..(2)
D’abord on résoud I’'équation homogene
1 y 1 dy dx

y——y=0==- 2 =—
x y Y x
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on suppose que y # 0, car y = 0 est une solution triviale de 1’équation
homogene, d’out

Injy|=Inz+¢

P ’y| —_ elnx—l—c’ — GCI.T}

£ Ynom = Kz, avec K = +e

ensuite on fait varier la constante KX comme fonction de  d’ou

vy =Kr+K,
puis on remplace dans (2), on obtient
1 1
Kr=InzodK = ——dr = K = E(lnx)2+c,c€ R.
x

par conséquent :
1

Ygle = T (5 (111$)2 + C> ,C € R.
3.y +ysinz =sinz ... (3)
On peut résoudre cette équation différentielle par I'une des deux méthodes

suivantes ou on suppose que y # 1, car y = 1 est une solution triviale de
I’équation.

e Méthode de la séparation des variables

y/

Yy +ysinzr =sinz & 1 = sinz
& 1‘1_—yy =sinz.dr < In|l —y|=cosz+, d €R,

Sl—yl=ee &1 —y=K.e" avec K = +e°,
d’ou
y=1—Ke*" K e€R.

e Méthode de la variation de la constante
Tout d’abord on résoud 1’équation homogene

! d
Y +ysine =0 Y _snze - _snrds
Yy
d’ou
In|y| = cosz + ¢
o |y| — ecosx+c’ — ec’ ecos
oy = ted oo
d’ou

Yhom = K. avec K = +ef € R,
ensuite on fait varier la constante K comme fonction de z d’ou
y/ — Klecosw _ Ksinl,ecosx’
puis on remplace dans (3), on obtient
K'e®®" =sinrx & dK =sinz.e” “%dr = K = ¢ “®" +¢,c € R,

par conséquent
Ygie = 1+ ce®* c e R.
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4. xy —y=(z—1)e*...(4)
Tout d’abord on résoud 1’équation homogene

/

zy —y=0% LA
Yy o
on suppose que y # 0, car y = 0 est une solution triviale de 1’équation
homogene, d’out
dy dx
Yy x
d’ou
In|y|=In|z|+
o ’y| _ 6ln\acH—c’ — 6c’eln\ac|
d’ou

!
Ynom = Kz, avec K = +e°,
ensuite on fait varier la constante X comme fonction de 2 d’ou
v =Ko+ K,

puis on remplace dans (4), on obtient

K'2? = (r—1)e" < dK = (———)daz

r a2

K:/e—dx—/e—de+c,cER
x x

pour la premiere primitive on utilise 'intégration par parties

u:% N du:—w—gd:ﬂ
dv = e*dx v=e"

alors . . .
e e e
/—dmz——i—/—Qdaj,

T z T
d’ou N
e

K=—+c¢,

T

par conséquent
Ygie = € +cx,c € R.

Exercice 2
1.
Y+ zy = 2y’ (3.77)

On remarque que c’est une équation de Bernoulli avec @ = 2, alors on divise
I'équation (3.77) par y? en supposant que y # 0 car y = 0 est une solution
triviale de 1’équation

LIy, (3.78)
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puis on fait le changement de variable suivant

1 /
z:y_lz—:>z':—y—2,
Y )
ensuite on remplace dans (3.78)) et on obtient
—Z trz=ux

qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre par la méthode de séparation
des variables (ou par la méthode de la variation de la constante) comme sui
2 dz

=T <=
z—1 z—

A trz=rs = zdzx

on suppose que z # 1 car z = 1 est une solution triviale de 1’équation, d’ou

z? 22
1H|Z—1|:?+0/<:>Z:K€7+1

donc
1
Ygle = ——= -
Kez +1
2. . )
Y =—y"+ =y. (3.79)
T T

C’est une équation de Bernoulli avec o = 2, alors on divise 1’équation (3.79))
par y? en supposant que y # 0 car y = 0 est une solution triviale de 1’équation

r2 1
y_-__Z (3.80)

puis on fait le changement de variable suivant

1 /
z:y’l:—:%z':—y—27
Y Y
ensuite on remplace dans (3.80)) et z vérifie I'équation
oy x_ 1
x x

et on voit bien qu’on peut résoudre cette équation par la séparation de variables
(ou par la méthode de la variation de la constante) comme suit

!
=l 2 1
dz v dzx N —2d;72z gl:x
T2 T e T 1o _27
d’ou
/ /
h’l|1 o 22‘ — —21n|x] —|—C, o ’1 . 22| _ e—an\xH—c — e—an\x|ec
/
@1—2,2::6—[2, avec K = +e°
2_ /
& 2= IQIQK, avec K = +e® € R
donc

222
e = ———, avec K € R.
e =2 |
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1 -
y+2 o —y7 =0 (3.81)

Cest gne équation de Bernoulli avec @ = %3, alors on divise I’équation (|3.81])
par y 7 en supposant que y # 0 car y = 0 est une solution triviale de I’équation
et on obtient

yyi+ - =0, (3.82)
puis on fait le changement de variable suivant :

7 , 7o,
p=yi= =y,

ensuite on remplace dans (3.82)) et on obtient

4, =z
=+ (3.83)
qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre par la méthode de la variation

de la constante comme suit
Equation homogene

4,+1 O(:)Zl —7®dz —Tdx
—Z —Z: _— = — _—=
7 T z 4z z 4z

ou on suppose que z # 0 car z = 0 est une solution triviale de ’équation
homogene, d’ott
_ =1 /
In|z| = Lnjz|+ ¢ & |z] = e Mlelte
/=7
& |z| = e e el
-7
& 2= fe o1 Ml
d’ou
7 /
-7 c
Zhom = Kz ™4, avec K = +e° € R,
ensuite on fait varier la constante K comme fonction de x d’ou
7 11

_z _u
=K'z 4—ZK:U 1,

puis on remplace dans (3.83)) , on obtient
4 7 - 7 -5
?K’x_g =1t e dK = leTg = K= —EIT +c

alors
Zhom = —gx +cxr 4

7 -\ 7
Ygle = <—5x3 + cx4> .
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4.
Y —y—2e"/y=0 (3.84)
Cest 1une équation de Bernoulli avec o = %, alors on divise 1’équation ([3.84))
par yz en supposant que y # 0 car y = 0 est une solution triviale de I’équation
et on a
y V=27 =0 (3.85)
_— y — [ = .
VY
puis on fait le changement de variable suivant
1 -
2 =y? alors 2/ = EyTIy’,
ensuite on remplace dans (3.85]) et on obtient
22 —z=2e"" (3.86)
qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre par la méthode de la variation
de la constante comme suit
Equation homogene
Z 1 dz dx
22 —z=0—=-6 —=—
z 2 z 2
d’ou
Injz| =5+, eR
& lz] =e2t =02
d’ou
Zhom = Ke2, avec K = +e¢ € R,
ensuite on fait varier la constante K comme fonction de x d’ou
x K x
2 =K'e2 + —e?2,
2
puis on remplace dans (3.86]) , on obtient
, ,z —3¢ -2 s
Ker=e¢"SdK =€ dx:K:?e 2 4c,c€R,
alors
Zgle = ?e_ﬂc + cez,
par conséquent
_9 2
Ygle = (?6_1 + 062) ,cE€R,
5.

(2 + 1)y —32%y + 2y® =0 (3.87)
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C’est une équation de Bernoulli avec a = 3, alors on divise ’équation ((3.87))
par y® en supposant que y # 0 car y = 0 est une solution triviale de 1’équation

et on a /g
3 Y z
(z —i—l)E—?—kx:O (3.88)
puis on fait le changement de variable suivant

2=y 2= — alors 2’ = —2y 73y,

)
ensuite on remplace dans (3.88)) et on obtient

/

% (@ +1) =322 + 2 =0 (3.89)

qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre par la méthode de la variation
de la constante comme suit

Equation homogene

-2, ) 2/ 62> dz 62%dz
= ) -3 =0 = = — L.
2 (27 4+1) = 3% z 3 +1 z 3+ 1

comme z > 0 alors

Inz=-2In|z*+1|+c, c; ER
ooy = 6—21n|:(:3+1|+01 — 661.6_2ln|x3+1|

d’ou

Zhom = avec K = e e Ry,

(23 +1)%
ensuite on fait varier la constante K comme fonction de 2 d’ou
, K (@417 -6 (P + 1)K

Z = N
(z3 +1)"

puis on remplace dans (3.89)), on obtient

K/
— _—gr&dK = (224 22)d
2(333—1—1) x (x—}—x)x
donc 05
K:%—l—:ﬁ—l—c, c € R.
alors 05 1 52 )
zgle:Lmtc, avec ¢ =hceR
5(x®+1)
par conséquent
VB |23 4+ 1
Ygle =

,C
V1225 + 522 + ¢
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Y 2 1
Y —i—; =" (3.90)
C’est une équation de Riccati, comme s = % est une solution particuliere de
I’équation, alors on fait le changement variable y = 2z + % ,douy =2 — é,
alors en remplacant dans 1’équation , on obtient

/ Z 2
- = — =0 3.91

qui est une équation de Bernoulli avec o = 2, alors on divise ’équation ({3.91|)
par 22 en supposant que z # 0 car z = 0 est une solution triviale de 1’équation
et on a

L 1=0 (3.92)

R
z z
d’on .
B92) ot'+—+1=0avect=2z"! (3.93)
X

qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre comme d’habitude
Equation homogene

oot ¢ -1 dt —dzx
t+-=0-=——=—
T t T t T
Shjt|=—-Injz|+, deR

d’ou %
thom = —, avec K = +e¢ €R
T
ensuite on fait varier la constante K comme fonction de = d’ou
Kz - K
22

!/

/

K
13.93) = — = -1 dK = —xdx
x

x2
:K:—?+C,C€R

donc

b 2c — 22

gle = "op
par suite

2x

Zgle = —=,

gt 2¢ — a2
et la solution générale est donnée par

27 1 2 + 2c
Ygle = -4+ —=———-,ceR.

2c—22  x  x(2c—2?)
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vy —y  + e+ 1)y —2® -2z =0. (3.94)

C’est une équation de Riccati, et comme s = x est une solution particuliere
de I’équation, alors on fait le changement variable y = z 4z, d’on 3/ = 2’ 4+ 1,
alors en remplagant dans 1’équation (3.94]), on obtient

vy +2—22=0, (3.95)

qui est une équation de Bernoulli avec o = 2. La division par 22 de 1'équation
(13.95)) - en supposant que z # 0 car y = 0 est une solution triviale de I’équation

- donne ;o
z
—+-—-1=0 3.96
xzz + 2 ( )
ensuite on fait le changement de variables suivant
!/
t=zlos i = -2
z
d’ou
(3.96) & —at' +t—1=0avect =z"" (3.97)

qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre comme suit
Equation homogene :

, 1 dt dx
—rt+t=0-—=- —=—
t T t T
d’ou
Injt|=Inlz|+, ¢ €R
PN |t| _ eln|w|+c' _ eln|z\'€c’
alors

thom = Kz, avec K = +e¢ € R.
ensuite on fait varier la constante KX comme fonction de  d’ou
' =Kz+ K

-1 -1

donc
K = 1 +c ceR
x

alors

tge =1+ cx, ceR.
d’ou

1

Zgle = T c €R.
par conséquent

1 14z + ca?

Yoe = T e T ltex y ceR
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Exercice 3

1. y" 4+ 4y + 4y = 0 (équation homogene)
Equation caractéristique

PHdr+4=06 (r+2°=0sr=-2

d’ou
Ynom = Ae*® + Bze®™, A, B € R.
2. y" 4+ 1y — 2y =0 (équation homogene)
Equation caractéristique

rP4r—2=0< (r+2)(r-1)=0&r=-2vr=1
d’ott
Yhom = Ae 2 + Be®, A, B € R.

3. ¥"+ v +y = 0 (équation homogene)
Equation caractéristique

T2—|—T+1:0<A:<?>(T—T1)(T—T2):O

—1—+/3i
2

et ry =

N o —1+/3i
our, = —5

Yhom = €2 Acos?x—i—Bsin?m , A,B€eR.

Y — 5y + 6y = 2e>* 4 . (3.98)

On sait que la solution générale de cette équation yge = Ynom + Yp, OU Yhom
est la solution de I’équation homogene et y, est une solution particuliere de
I’équation ([3.98)) .

Equation homogene

y" — 5y + 6y =0.

Equation caractéristique

P —5r+6=0<=(r—3)(r—2)=0&r=2Vr=3

d’ou
Yhom = A€2x + B€3m7 A, B eR.

Pour la solution particuliere y,, on utilise le principe de superposition, on a
Yp = Yp1 T Ypas

ol y,, est solution particuliere de I’équation y” — 5y’ + 6y = 2€* et y,, est
solution particuliere de I’équation 3" — 5y’ + 6y = e**.

Analyse 2 Damerdji Bouharis A.



140 Equations différentielles [Ch.3

e y' — 5y + 6y =2e%... (1)
On cherche une solution particuliere y,, de I'équation (1). Comme r = 3
est solution de I’équation caractéristique alors elle est de la forme

_ 3z
Yp, = oxe’”,
puis on la dérive deux fois

Y =a(l+3z)e* ety = a (6 +9z) ™,

et en remplagant dans (1), on obtient

ae®® =23 & o =2,

d’ou
Yp, = 22"

o y' — 5y + 6y =el".. (2
On cherche une solution particuliere y,, de '’équation (2). Comme r = 4
n’est pas solution de I’équation caractéristique alors elle est de la forme

Ypy = ﬁe4xa
puis on la dérive deux fois
y/ — 4/864x et y// — 16/86456

et en remplagant dans (2), on obtient

1
286 = ' o = 3
d’ou |
yp2 — §e4z
donc

1
Yp = 2re’® + 5643”

et par conséquent

1
Ygle = Ae* + Be®® + 2xe3® + 56“.

5. 9" =2y +2y=bBr+3)e*+2*—1.
Equation homogene

y' =2y +2y=0.

Equation caractéristique

T2—27‘+2:0<A:<()]>(7“—7‘1)(7“—7“2):0,
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OflT1:1+i€tT2:1—i,

d’out

Ynom = € (Acosz + Bsinz), A, B€R.

Pour la solution particuliere y,, on utilise le principe de superposition

Yp = Yp1 T Ypo»

ol y,, est solution particuliere de I'équation y” — 2y + 2y = (5z + 3) e~ " et
Yp, €st solution particuliere de I'équation y” — 2y’ + 2y = 2? — 1.

o v —2y +2y= (b +3)e "...(3)

On cherche une solution particuliere y,, de I'équation (3) . Comme r = —1
n’est pas solution de I’équation caractéristique alors elle est de la forme

Yp, = (ax + f) e ",
puis on la dérive deux fois
y=(a—0B—ax)e ety =(—2a+L+ar)e”,
puis en remplagant dans (3) et en faisant 'identification, on obtient le

systeme suivant
—4da+ 568 =3 I6]
{ Ba =5 = { a

= x—l—z e "
ypl_ 5 .

y' =2y + 2y =22 —1...(4)
On cherche une solution particuliere y,, de I'équation (4). Comme r =0
n’est pas solution de I’équation caractéristique alors elle est de la forme

7
5
1

Yp, = ax” + bz +
puis on la dérive deux fois

y' = 2ax +bety’ = 2a.

En remplagant dans (4) et apres identification, on obtient le systeme
suivant

2a=1 a=1
—4a+2b=0 S b=1
2a —2b+2c = -1 c=0
d’ou
L,
yp2:§x + .

Analyse 2
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donc
N ., 1,
Yp = x—l—g e +§a: +z
et par conséquent :

7 1
Ygie = €"(Acosz + Bsinx) + (x+ 3) e "+ 5932 +xz, ABeR

6. ¥y +y +y=3e"+ (13 — 4) cos 2x + 6 sin 2z.
Equation homogene

y' +y +y=0.

Equation caractéristique

P4 r+1=0<= (r—r)(r—ry) =0,

V3

V3 V3,
2 2

01\17’1:%14— ietTQZ%l—

d’out

V3

Yhom = e%lx(A cOS ?w + Bsin 7$)’ A, B eR.
Pour la solution particuliere y,, on utilise le principe de superposition
Yp = Yp1 + Ypos
ou y,, est solution particuliere de I’équation
y' +y +y=3e"
et yp, est solution particuliere de 1’équation
v'+19 +y = (13z — 4) cos 2z + 6 sin 2z.
o ' +y +y=23e"..(5H)
On cherche une solution particuliere y,, de I'équation (5). Comme r = 1

n’est pas solution de I’équation caractéristique alors elle est de la forme
Yp, = ae®, puis on la dérive deux fois :

et en remplagant dans (5), on obtient
Ja=3&a=1

d’ou

Yp, = €.
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e v +y +y=(13x — 4) cos 2z + 6sin 2z... (6)
On cherche une solution particuliere y,, de I'équation (6) . Comme r = 2i
n’est pas solution de I’équation caractéristique alors elle est de la forme

Yp, = (ax +b) cos 2z + (cx + d) sin 2z,
on la dérive deux fois
y' = (a+2d + 2cz) cos 2x + (¢ — 2b — 2ax) sin 2z

et
y" = (4¢ — dax — 4b) cos 2x + (—4a — 4cx — 4d) sin 2x

puis en remplagant dans (6) et apres identification, on obtient le systéme

suivant
—2a—3c=0 a= -3
—da—2b+c—=3d=6 _ b=13
—3a+2c=13 c=2
a—3b+4c+2d = —4 d=3
d’ou 13 6
Ypy = (—33:—1— 1—3> cos 2z + (2:c—|- 1—3) sin 2z,
donc

43 6
yp =€e" + (—31‘ + 1—3) cos 2z + <2x + 1—3) sin 2z
et par conséquent :
-1 3 3 43 6
Ygre = €2 “(Acos gx—f—B sin \/7_ZL‘)+GI+ <—3x + 1—3) cos 2+ <2m + 1—3) sin 2x

avec A, B € R.
7. y"+2y +2y =2x —sinx
Equation homogene

v+ 2y +2y=0.

Equation caractéristique

P4 2r+2=0<= (r—7r))(r—ry) =0,

our,=—14+ietro=—-1—1
d’ou
Ynom = € “(Acosz + Bsinz) , A, B € R.

Pour la solution particuliere y,, on utilise le principe de superposition

Yp = Yp1 T Ypas

ou ¥y, est solution particuliere de 'équation y” + 2y’ + 2y = 2z
et yp, est solution particuliere de ’équation
Yy + 2y + 2y = —sinx.
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o Y/ +2y +2y=2x..(7)

On cherche une solution particuliere y,, de I'équation (7). Comme r =0
n’est pas solution de I’équation caractéristique alors elle est de la forme

Yp, = ax + b,

on la dérive deux fois
Yy =aety =0,

puis en remplacant dans (7) et apres identification, on obtient le systeme

suivant
a=1

2ax+2a+2b:2x(:){ h— _1

d’ou
Ypp =2 — L.

oy +y +y=—sinx..(8)

On cherche une solution particuliere y,, de I’équation (8). Comme r =i
n’est pas solution de 1’équation caractéristique alors elle est de la forme

Yp, = @cosz + Bsinz,

on la dérive deux fois

Yy = —asinz + Bcosz et ¥y = —acosz — Bsinz

puis en remplagant dans (8) et apres identification, on obtient le systéme

suivant 280 )
« = o = 5
{—m+5:—1¢${ ==
d’ou
2 1 .
Yps = gcosm — gsmx,
donc

2
yp:a:—l—i——cosx—gsinm,

5

et par conséquent :

2 1
Ygie =€ “(Acosx + Bsinz)+z — 1+ £ COST — gsinx
avec A, B € R.
Exercice 4
1. On a
y" + 1y =2cosu, (3.99)
avec y (0) =0 et ' (0) = —1.
Equation homogene
y' +y=0
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Equation caractéristique

P +1=0<= (r+i)(r—i) =0,

d’ou
Yhom = @cosT + Bsinz ,a, 5 € R.

Solution particuliere y,,

Pour calculer la solution particuliere de 1’équation (3.99) on remarque que
le second membre f(z) = 2cosz, et que r = i est solution de 1’équation
caractéristique alors la solution particuliere y, de I’équation (3.99) s’écrit

Yp (x) = x (acosx + bsinx)

ol a et b sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deux fois y, puis
on remplace dans 1’équation (13.99)) ,

Yy = (a+bx)cosz + (b—ax)sinz
y" = (—2a — bx)sinz + (2b — ax) cosx

alors
. 2@:0 a =
2bcos:v—2asmx—2(:osx:>{ ob — 2 @{ b1
d’ou
Yp = TSINT.
Par suite

Ygie () = avcosz + (B +x)sinz, o, f € R
d’out en dérivant
Y (x)=(—a+1)sinz + (8 + ) cosx
et en remplagant par les conditions initiales y (0) =0 et ¢/ (0) = —1, on a
a=0et f=-1
donc la solution est donnée par
y(z)=(x—1)sinz.

On a
y"' + 2y + 5y =3, (3.100)

avec y (0) =1 et 3/ (0) = 0.
Equation homogene

y' + 2y + 5y = 0.

Equation caractéristique

P+ 2r+5=0<= (r—7r))(r—ry) =0,
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our;=-—-1—2ietr; =—1+2i, alors
Ynom = € (acos2x + Bsin2z) ,a,f € R.

Solution particuliere y,

Pour calculer la solution particuliere de I'équation (3.100)) on remarque que
le second membre f(x) = 3, et que r = 0 n’est pas solution de 1’équation
caractéristique alors la solution particuliere y, de ’équation ([3.100) s’écrit

Yp (z) =a

ou a est une des constante réelle a déterminer. On dérive deux fois y, puis on

remplace dans I'équation (3.100)) ,
3
da=3&a= -
a a=¢
alors
_3
yp - 5

Par suite 3
Ygie (x) = e (avcos 2z + Bsin2x) + o a,feR

d’ou en dérivant
Y (x) = e [(—a+28)cos2x — (2 + 3) sin 2]

et en remplagant par les conditions initiales y (0) = 0 et ' (0) = —1, on a

donc la solution est donnée par
L _ . 3
y(x) = £e ?(2cos 2z + sin 2x) + 5

3. On a
—2¢y" + 3y’ + 2y = sinx, (3.101)
avec y (0) =y (0) = 0.
Equation homogene

—2y" + 3y +2y = 0.

Equation caractéristique

1
—2r2+3r+2:(}<:>(2T+1)(2—7“)=0<:>r:—§\/7":2

d’ou 1
Yhom = e 27 4 Be*® a, € R.

Solution particuliere y,
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Pour calculer la solution particuliere de I’équation (3.101)) on remarque que
le second membre f (r) = sinz et que r = i n’est pas solution de 1’équation
caractéristique alors la solution particuliere y, de ’équation ([3.101)) s’écrit

Yp (r) = acosx + bsinz

ou a et b sont des constantes réelles a déterminer. On dérive deux fois y, puis
on remplace dans I’équation (3.101]),

Yy = —asinx + bcosx
Yy’ = —acosx — bsinx
alors
. ) da+3b=0
(4a + 3b) cosx + (—3a + 4b) sinz = sinz & { a4 4b—=1
d’ou
4 -3
a=—c¢ectb=—
25 25
donc
o 3 .
Yp = 5% cos T 5% sin z.
Par suite
() = e 4 Be?® + iCosx — isinx a,BeR
ygle = 95 25 s &y
d’ou en dérivant
_ 4
Y (1) = 7&6—55‘? + 2@621’ ~ 3 sinx — % cosx

et en remplagant par les conditions initiales y (0) = 3/ (0) = 0, on obtient

donc la solution est donnée par

—22 _1, 2 o, 4 .
27+ — + —cosx — —sinz.

Yote (%) = T55¢ 125°¢ 25 25

3.6 Exercices sans solution

Exercice 1
Résoudre les équations différentielles de ler ordre suivantes
1. 2y +y=1v*Inux,

2. 2%y +xy =2 (Vo + 1)y,
3. (#3+1) v + 2zy* + 2%y + 1 = 0, en considérant y (r) = —z comme solution
particuliere.
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Exercice 2
Résoudre les équations différentielles de 2eme ordre suivantes

y" + 2y + 4y = e” sin 2z,
y' — 4y +4y = (#* + 3) cos ,
y" — 6y + 9y =5Hcosx —sinz,

y' — 1y = e+ cosx,

AN

y'+1y +y=sinz — 22
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