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Préface

Ce polycopié de cours avec exercices corrigés est destiné principalement aux étudiants de
deuxiéme année L2 licence de mathématiques LMD. Il regroupe ’essentiel du programme
de mathématiques du semestre pair sous l'appellation Analyse 4, ce document sera aussi
indispensable aux étudiants des classes préparatoires des grandes écoles ainsi que ceux des
écoles normales supérieures. D’aprés notre expérience, lors de ’enseignement de ce module
durant quelques années, nous avons décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les
notions fondamentales liées a ce module.

Ce polycopié se veut avant tout un outil complémentaire aux cours et travaux dirigés qui
sont dispensés dans les programmes du cursus officiel.

Nous avons voulu dégager les points essentiels permettant & 1’étudiant de combler sa
compréhension de certaines parties du cours pour aborder efficacement les exercices proposés
au cours des séances de travaux dirigés. La plupart des chapitres présentés sont avec un
résumé des définitions et des théorémes principaux avec des propositions.

Vu le programme proposé par le ministére, nous avons partagé ce polycopié en cing
chapitres principaux, chacun d’eux étant suivi et illustré par une série d’exercices corrigés et
autres sans corrigeés.

Dans le premier chapitre on introduit la Topologie de R", notamment, les notions de
distances, normes, ouverts, fermés,... des domaines inclus dans R"™, qui nous seront utiles
tout au long de ce cours pour tous les nouveaux outils abordés.

Le deuxiéme chapitre est sur les fonctions de plusieurs variables, on s’intéresse aux notions
de limite, continuité et I'existence de dérivées partielles.

Dans le troisiéme chapitre, on présente la notion de différentiabilité des fonctions de
plusieurs variables et les extremas, et ensuite les théorémes d’inversion locale et des fonctions
implicites.

Les deux derniers chapitres 4 et 5 sont consacrés respectivement a 1’étude des intégrales
doubles et triples.

Pour une bonne et bénéfique utilisation de ce polycopié, nous recommandons a nos étu-
diants d’avoir avant tout une bonne compréhension du cours pour la résolution des exercices
proposés. Il faut s’exercer et s’essayer autant que possible sur les difficultés rencontrées avant
de lire la solution rédigée.

A la fin de ce document, nous avons donné quelques références de base classiques et
récentes et que le lecteur ou I’étudiant intéressé pourra aisément consulter.
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Notations et Abréviations

EV N : Espace vectoriel normé.
c-a d : c’est-a-dire.
k=R ouC.
R* = R\{0} ou R — {0}.
R, : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
R™ : R-espace vectoriel de dimension n.
< .,. > : Produit scalaire sur R".
B(w,r) : Boule fermée de centre w et de rayon 7.
||.l, : Norme euclidienne sur R".
0D : Frontiére de ’ensemble D.
dfx, = Lx, : La différentielle de f en Xj.
Hessf(X) Matrice Hessienne de f en X.
Isom(E, F) : Isomorphisme de E sur F.
—_— = —
grad V : Gradient d’un vecteur V.
— — —
Rotl)/ : Rotationnel de V _
div(V') : Divergence d’un vecteur V.
STt : Nappe orientée.

— —

D+ (V) : Flux de vecteur V' a travers S+.

(a,b) =]a, b].
(a,b] =]a, b].
[a,b) = [a, b].

ACE, A“=FE\A=F — A.
i=lnsice{l,..ntei=1.,ns1<i<n



Chapitre 1

Topologie de R"

Introduction

Nous allons présenter les notions de distances, normes, ouverts, fermés, ... des domaines
inclus dans R™ qui nous seront utiles tout au long de ce cours pour tous les nouveaux outils
abordés.

Les notions topologiques de R™ qui sont essentielles pour une étude rigoureuse des fonc-
tions & plusieurs variables.

Il faut savoir que sur les espaces R" toutes les normes sont équivalentes et que ceci
implique que I’étude d’une propriété topologique sur R™ ne dépend pas de la norme choisie.

1.1 Notion de norme

La notion de norme sur R"” généralise la notion de valeur absolue sur R, on trouve une
seule valeur absolue sur R mais on peut définir plusieurs normes sur R", on note la norme

par [|.[|.

Définition 1.1 Une norme sur un espace vectoriel sur R est une application x — ||z|| de E
dans R™ qui vérifie

1. ||z|]| =0 <= z = 0, pour tout = € E.

2. || Az|| = |A| ||z]| , pour tout A € R et tout x € E.

3. Mz +yll < Nzl +llyll, ¥ =,y € E.

E muni de cette norme]||.|| est appelé espace vectoriel normé (EV N), noté (E, ||.||).
Exemples

1. La norme euclidienne sur R" est définie par

1

n 2
el = (Zw?) _
=1

S a2 = /2 + a3 + .. + 22 pour tout & = (¢, ..z, de R
=1



2. On peut munir R™ d’autres normes

lzlly = D ol = lea| + |a] + oo + |2

=1
1
n P
el = (z )
=1
HxHoo = max(|x1| ) |ZL’2| ) |xn|)

3. On peut également définir sur R™ le produit scalaire, pour tout z = (z1,...,x,) et
vy = (Y1,..-,yn) de R"™ par

n
<zy>= in.yi, donc ||z||, = <z, > = \/x% + 22+ ..+ 22,
i=1

R™ est un espace euclidien.

4. Pour tous a,b € R avec a < b, 'espace vectoriel E = C*([a, b]) muni de la norme

z€[a,b]

b b
||f\|1=/|f(l’)|d$7 I1flly = /f2(fr)d:r, [flloe = sup [f(x)].

Définition 1.2 Soit E un espace vectoriel réel.

Deux normes ||.|| et ||.]| sur £ sont dites équivalentes si et seulement si Ic, C' > 0 telles
que
Vo € Ecllz] < [l«f" < Clz].

Proposition 1.1 Sur R" les trois normes ||- ||1, || ||2 €t || ||co SONt équivalentes.
Preuve. On va démontrer que

Ve e B, |lz)l, < lllly < llzll, <nllfl, -
On a

L |zl = max(fa], [za], ..., [2a])

= |z;| (ouj est tel que |z;| = |z| )

< \/x§+x§+...+x§+...+x%

= [l=ll,

2. ||zl]3 = 22 + a2 4 ... + 22

<o+ w4 P20 ) ] |y

1<i<j<n
= (|lzy| + |za| + ... + |z0])?
= ||=||7, donc ||z||2 < ||z|):

3|x|l1 = |z1| + |wa| + ... + |20
< max(n] 2] o [1a]) = o]l m



1.1.1 Distances

Définition 1.3 Si (E, N) est un espace vectoriel normé, alors ’application

d:EFx FE— R
(z,y) — N(z —y)

est appelée la distance associée o N.

Proposition 1.2 Une distance sur E est une application d : E x E — R, vérifiant les
trois propriétés suivantes :

1. Séparation dz,y) =0« x =y.

2. Symétrie d(z,y) =d(y,x).

3. Inégalité triangulaire d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) pour tous z,y,z € E.

Dans ce cas, on dit que E, muni de la distance d, est un espace métrique.
e Dans R : on définit la distance entre deux éléments a et b de R par : d(a,b) = |a — b).
Par exemple, la distance entre 1 et —5 est d(1,—5) = |1 — (=5)| = 6.
e Dans R"™ : on suppose que R" est muni d’une norme N. Si a et b sont deux éléments
de R”, on définit la distance entre a et b par :d(a,b) = N(a — b).
Le fait que d définit bien une distance découle directement des propriétés de la norme.

1.2 Notions sur les ouverts et les fermés

Supposons que nous nous soyons placés dans un espace vectoriel normé E, c’est a dire
muni d’une norme N. En général, nous utiliserons la norme euclidienne (la norme ||.||2) et
I’espace vectoriel sera souvent R”, avec n € N*.

1.2.1 Boule ouverte, fermée

Définition 1.4 Soit w € R" et r > 0. L’ensemble

B(w,r) ={z e R" : d(z,w) <1}
est appelé la boule ouverte de centre w et de rayon r.

B(w,r) ={z e R": d(z,w) <1}
est appelé la boule fermée de centre w et de rayon r.

B(w,r) ={z e R": d(z,w) =71}

est appelé la sphére de centre w et de rayon r.



1.2.2 Voisinage d’un point

Définition 1.5 Soient (X,T) un espace topologique, un voisinage V de v € X est un en-
semble tel qu’il existe un ouwvert U avec x € U C V. On note par V(z) lensemble des
voisinages de .
Proposition 1.3 Les voisinages respectent alors les propriétés suivantes :

1. L’espace tout entier X est un voisinage de x.
L’intersection de deux voisinages de x est un voisinage de x.
Tout voisinage de x contient x.

Toute partie de X qui contient un voisinage de x est elle-méme un voisinage de x.

AN ONCIRSS

Si x est un réel quelconque et si a < x et x < b alors |a,b[ , [a,b] , [a,b] , ]a,b] sont
des voisinages de x.

6. |a,b] n'est pas un voisinage de a ni de b.

1.2.3 Espace séparé

Définition 1.6 Soit (X,T) un espace topologique, on dit que X est un espace séparé ou
espace de Hausdorff si pour deux points x,y distincts on peut trouver deux ouverts U,V € T
tels que

relU yeVetlUNV =0.

Exemple 1.1 On revient a l'exemple de la topologie chaotique, X avec T' = {@&, X}, le seul
ouvert qui contient un point de X est lut méme, donc st X contient deux points, ces deux
points ne peuvent pas étre dans deux ouverts différents, alors si X contient plus qu’un point
il n’est pas Hausdorff.

1.2.4 Espace compact

Définition 1.7 Un espace topologique (X,T) est dit compact s’il est séparé et si de tout
recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement dit,

X compact<—- {X est un espace séparé V(0;);e; C T/X = U@i —3JClI, Jfini/ X = U 6,

iel

1. Toute partie finie {a1, as, ..., a, } d’un espace topologique séparé (X,T') est compacte,
et particulier tout espace séparé fini est compact.

2. Les espaces topologiques N et Z ne sont pas compacts puisqu’ils sont directs et infinis.

1.2.5 Partie compacte de R"

Corollaire 1.1 Les parties compactes de R™ sont les parties fermées et bornées. plus préci-
sément, si X C R™ on a l’équivalence
X fermée
X compact < et
X bornée.

Exemple 1.2 L’espace R™ n’est pas compact.

jeJ

}
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1.3 Quelques définitions topologiques

On munit R” de la norme ||.||, soient A, U, F' et K des sous-ensembles de R".

1. On appelle voisinage d’un point a de R™, tout ensemble V' (a) qui contient une boule
ouverte, c’est-a-dire

Ir > 0; B(a,r) C V(A).
2. On dit que U est un ouvert de R" si pour tout x de U il existe r > 0 tel que
B(z,r) C A.
3. On dit que F est un fermé de R" si Cf. est ouvert.

4. On dit que U est borné, s’il existe une boule qui contient tous les éléments de U,
c’est-a-dire
aM >0, VeeU, |z|| <M.

5. On appelle intérieur de A, le plus grand ouvert de R” inclus dans A, on le note A.
6. On appelle adhérence de A le plus petit fermé de R” qui contient A, on la note A.

7. Un point x de R™ est un point d’accumulation & A si tout voisinage de = rencontre

8. K est un compact de R" si et seulement si K est fermé et borné.

1.3.1 Sous-ensemble ouvert

Définition 1.8 Un sous-ensemble S C R™ est dit ouvert si pour tout x € S il existe un
voisinage B(z,€) tel que B(x,e) C S.

Proposition 1.4 Un sous-ensemble d’un espace topologique est ouvert si et seulement s’il
est un voisinage de chacun de ses points.

Preuve. Soient un ouvert U, et z € U, or x € U C V donc U est un voisinage de x et a
Iinverse, soit U voisinage de chacun de ses point, & chaque point x associons 1'ouvert U, tel
que x € U, C U, la réunion des U, est un ouvert contient tous les = de U et inclue dans U,
donc U est un ouvert. m

Exemple 1.3 R est un voisinage de chacun de ses points .

1.3.2 Suite de Cauchy

Définition 1.9 Soient (X,d) un espace métrique, une suite (x,)neny C X est de Cauchy si
Ve >0, dng € N tel que Yn,m € N, (n,m > ng = d(z,, z,) < €.

1l est facile a voir que les suites de Cauchy le restent si on remplace d par une distance
équivalente.
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1.3.3 Valeur d’adhérence

Définition 1.10 Soit (X, d) un espace topologique, si (z,)nen C X et x € X, alors, par
définition x est une valeur d’adhérence de la suite (x,)nen Si elle admet une sous-suite qui
converge vers .

Exemple 1.4 Dans R muni de la distance usuelle, soit x,, = (—1)" ,n € N, alors 1 est une
valeur d’adhérence de (x,), car xe, — 1 quand n — +0o0.

1. Si (x,)nen converge, alors (z,),en est une suite de Cauchy.
2. Une suite de Cauchy converge si et seulement si elle a une valeur d’adhérence.

3. Une suite de Cauchy est bornée. (la réciproque est fausse).

Preuve. 3. On fixe un a € X, il existe un ng tel que d(z,, z,,) < 1 si n,m > ng, si n > ng,
on trouve :
d(a,z,) < d(a,Tn,) + d(Tn, Tny) < d(a, Tp,) + 1.

finalement, d(a,x,) <r ,Vn, ou
r = max {d(a, xg),...,d(a,Tn,—1),d(a,Tn,) + 1}.

La réciproque est fausse, on a par exemple dans R, la suite (x,), x, = (—1)" est bornée,
mais pas de Cauchy, en effet, d(0,x,) < 1, ¥n, comme 1 et —1 sont des valeurs d’adhérence
de (z,), cette suite n’est pas de Cauchy. m

1.3.4 Espace métrique complet

Définition 1.11 Un espace métrique (X,d) est complet si et seulement si toute suite de
Cauchy (z,) C X est convergente.

1. Q muni de la distance usuelle dans R n’est pas complet, car il existe dans Q une suite
de Cauchy non-convergente.
2. R est complet.

1.3.5 Propriétés

1. Toute union finie ou infinie d’ouverts est un ouvert.
Toute union finie de fermés est un fermé.
Toute intersection finie ou infinie de fermés est un fermé.

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

ANl

Un ensemble fini de points de R™ est fermé.
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1.4 Exercices sur le Chapitre 1

Exercice 1.1
Soient f et g deux fonctions continues sur un espace topologique X et a valeurs dans R.

1. Montrer que 'ensemble A = {z € X : 1 < f(x) < 3} est ouvert.
2. Montrer que 'ensemble B = {z € X : f(z) < g(z)} est fermé.

Exercice 1.2
(E,||.]|) un espace vectoriel normé.

1. Montrer que dans ce cas la boule fermée By(a,r) est 'adhérence de la boule ouverte
B(a,r).
2. Montrer que B(a,r) C B(b,R) <= r < Ret |la—b| < R—r.

Exercice 1.3
L. Soit ||.|| une norme sur R"™ et B sa boule unité fermée. Montrer que

1. B est symétrique.
2. B est convexe, fermée, bornée.

3. 0 est un point intérieur a B.

I1. Réciproquement, montrer que si B possede les trois propriétés ci-dessus, il existe une
norme dont B soit la boule unité fermée, en considérant p(x) = inf{a > 0; 7 € B}.

Exercice 1.4

Soient (X, ||.||) un espace vectoriel normé sur k = (R ou C) tel que la dimension est finie,
et A un sous-ensemble de X. Montrer que

A est compact <= A est fermé, borné.

Exercice 1.5

Soient (X, ||.||) un espace vectoriel normé sur k = (R ou C) et A, B deux sous-ensembles
non vides de X.

Montrer que si A est compact et B fermé, alors

A+B={a+b/ac A be B} est fermé.

Exercice 1.6

1. Montrer que si A et B sont compacts, alors A + B est compact.

2. Trouver un exemple dans R prouvant que si A et B sont seulement fermés, A+ B n’est
pas fermé en général.
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1.5 Corrigé des exercices sur le Chapitre 1

Solution de 1’exercice 1.1

1. Comme la fonction f est continue et que l'intervalle |1, 3| est ouvert, alors
A = f71(]1, 3[) est ouvert.

2. 0On a

Or f et g sont continues danc f — g est continue. Comme | — 00, 0] est fermé dans R,
alors B est fermé dans X.

Solution de ’exercice 1.2
1. On note
B = B(a,7), B;=Bi(a,r), B=DBa,r).

Il faut montrer que B; = B. By est une boule fermée, donc un fermé contenant B, alors B
est le plus petit fermé contenant B, donc B C Bj.

Etudions l'inclusion inverse : soit € By, il faut montrer que z € B. Si # € B alors
x € B, supposons que x ¢ B, alors ||z — a|| = 7. Soit B(x,¢) une boule centrée en z. z est
adhérent & B si B(x,e) N B est non vide quelque soit € > 0. Fixons € > 0 et soit le point

e r—a
y=o— ———.
2 ||z — al
Faire un dessin et placer y sur ce dessin. D'une part y € B(xz,¢) car ||y — 2| = § < e.

D’autre part y € B = B(a,r) car :

Iy — a H c woa H
y—al|=|lz—= —a
2Te—al
15 1
r—af-S—L
2o —al
:T—E<7“
o

Donc y € BN B(x,¢), ce qui montre que By N B. D'ou By = B.
2. Pour montrer que :

B(a,r) C B(b,R)<=1r<Ret |la—b| < R—r.

a. On montre que o B
r < R= B(a,r) C B(b,R)

Soit € B(a,r) alors

[z = bl =]z —a+a=0b <[l —af +]a=-b| <r+R-r<R.
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Donc = € B(b, R).
b. On montre que : - B
B(a,r) C B(b,R) = r < R.

Soit
a—>b
r=a—r—7m™ —,
la — b
alors ||z — al| =, donc z € B(a,r) et ||z — b|| < R.
Or

[ = bl = [la = bl +r,
donc |la —b|| + 7 < R et comme |ja —b|| < R—r,dour < R.

Solution de I’exercice 1.3
I. Soit ||.|| une norme sur R” et B sa boule unité fermée.

1. Soit z € B, || — z|| = ||z]| < 1 et —z € B ce qui montre que B est symétrique.

2. B est fermé car plus généralement toute boule fermée d’un espace métrique est fermée
et B est borné par définition (un sous-ensemble de R™ est borné s’il est contenu dans
une boule fermée). Enfin, B est convexe car, si z,y € B et A € [0, 1],

(1 =Nz + Ayl < (1= Nl=]| + Allyl] < Tet (1 =Nz + Ay € B.

3. 0 est un point intérieur & B : par exemple B(0, %) C B et B contient un voisinage de
0, car toute boule fermée de rayon > 0 est un voisinage de son centre.

II. Soit K vérifiant les propriétés (1), (2), (3). Il nous faut montrer que p(x) est bien
définie pour tout z, que p est une norme et que B est la boule unité fermée qui lui est
associée.

Siz =0, % € B pour tout a > 0 et p(0) = 0.

Si x # 0, alors 'ensemble  {a > 0; % € B} est minoré, s'il est non vide il admettra une
borne inférieure.

Or 0 est un point intérieur a B, il existe donc € > 0 tel que B(0,¢) C B et pour a assez
grand, @ < ¢, en particulier ¥ € B, et I’ensemble est non vide.

Vérifions les trois axiomes d’une norme.

e Par définition d’une borne inférieure,

p(x):O:>V5>0,30<a<5telqueEGB.
a

B étant borné, on peut supposer que B C B(0, R), de sorte que ||§H < Rou ||z]| < eR, ceci
pour tout € > 0, ce qui implique z = 0.
e Soit A > 0;

A
p(Az) = inf{a > 0; 2 e B} = inf{)\b;% € B}
a

en posant a = Ab, et p(Azx) = Ap(x).
11 suffit de montrer que p(—z) = p(x) pour avoir la propriété d’homogénéité. Mais

p(—z) = inf{a > 0; —g € B} = inf{a > o;g € —B} = p(a),
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car B est symétrique.
e En utilisant la définition d’une borne inférieure, on va montrer que :

Ve >0, p(x+y) < plx)+ ply) + 2

ce qui donnera le résultat.
Donc, fixons € > 0; on peut trouver a > 0 tel que

p(x) <a<p(z)+eet 2 € B,
puis b > 0 tel que

p(y) <b<ply) +e et %GB.

Si % € B, alors
plz+y) <a+bd,

par propriété de la borne inférieure et on aura prouvé.

p(z +y) < plz) +ply) + 2.
Mais
r+y a x b vy
atb atba atbb
combinaison convexe de % et ¥, et B est supposé convexe.
La preuve de I'inégalité triangulaire est ainsi achevée.
Il nous reste a établir

B = {x;p(z) < 1}.
Size€Beta=1,%=ux¢& B cequi implique p(z) < 1.
Réciproquement supposons p(x) < 1; on peut supposer z # 0.
Si p(r) < 1, il existe p(x) < a < 1 tel que £ € B, mais

r=a>+ (1 —a)0 € B.(car B convexe).
a

Si p(x) = 1, il existe (a,) suite de nombres positifs tels que = € B pour tout n et tendant
vers 1.
Mais B étant fermée, donc x = lim = € B.

Solution de ’exercice 1.4

(A est compact )= (A est fermé, borné).

Cette implication est toujours vraie dans un espace métrique, donc elle reste vraie dans
un EFV' N.

Inversement : (A est fermé, borné)=—=(A est compact ).

On suppose que A est fermé et borné et on montre que A est compact. A est borné donc,

3 By(xo,7) /| A C By(xo, ).

By(xo,r) désigne la boule fermée de centre x, et de rayon r.

Comme X est un EV N de dimension finie, alors il est localement compact.

Il s’en suit que By(zo,r) est compact. Par conséquent, A est compact car c’est un fermé
dans le compact Bf(xg,).



Chapitre 2

Fonctions a plusieurs variables

2.1 Introduction

Considérons un rectangle ABC' D, on appelle x la langueur de AB et y la largeur de BC.
On suppose que x > 0 et y > 0.
On appelle P(z,y) le périmétre de ABC'D et A(z,y) son aire, alors on a

P(x,y) =2(z +y) et A(r,y) =uzy.

2.2 Généralités

2.2.1 Produit cartésien

Le produit cartésien de deux ensembles E et F' noté E x F' est 'ensemble des couples
dont le premier élément appartient a E et le deuxiéme appartient a F'.

ExF={(x,y) telquex € Fetye€ F}.

Cette définition se généralise si F, Fo, ..., E,, désignent n ensembles.
On note ¥ = E; X Fy X ... X E, le produit cartésien est défini par :

E={(z1,22,...,x,) tel que z; € E;, i =1,n}.
Exemple 2.1 Pour un entier n > 1 on désigera par

R”:RXRX...XI@.

n fois

Un élément v € R™ s’écrit x = (x1, %2, ..., x,) tel que z; € E;, 1 = 1,n.
x; §’appelle la iéme composante de x.

Définition 2.1 Soit D une partie de R*, D # &.

On appelle fonction réelle de n variables définie sur D, application qui consiste & associer
chaque x € D un réel unique.

On note également

f:DCR"—R

T = (21,%2, ..., Ty) — 2 = f(T1, T2, ..., Tp).

16
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Exemple 2.2 1.
f:R?—R

(2, y) — flz,y) = V1—2% —y?

Dy ={(z,y) e R*/1 —2® —y*> > 0}
= {(:Jc,y) eR?*/z? + 47 < 1}

f est définie pour les valeurs x et y telles que 1 — 2% — y? > 0.
Dans un repére orthonormé Dy est le disque fermé de centre (0,0) et de rayon 1.
2.

f:R*—R
rT+y
r—Yy

(z,y) — flz,y) =

Dy = {(x,y) e R*/x —y # 0}
={(z,y) e R*/z £y}
R {(A)}-
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Ou (A) est la premiére bissectrice ; elle a pour equation y = x.
y ST o

1T o

f:R? —R
vy

.’172 +y2

Dy ={(z,y) e R*/z >0 et (z,y) # (0,0)}

Le domaine de définition de f est la partie grisée privée de l’origine.

(z,y) — f(2,y) =
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2.2.2 Fonctions bornées

On dit que f: D — R (D C R") est majorée si IM € R/ Vz € D f(x)
On dit que f: D — R (D C R") est minorée si Im € R/ Vo € D f(x)
Une fonction majorée et minorée est dite bornée.

< M.
> m.

dM,meR /VxeR"m < f(z) < M.
qu’on peut exprimer par 3M >0, Vz € D, |f(x)| < M.

Exemple 2.3 f(z,y) =/ +siny

—1<siny<l=Vz—-1<Vor+siny<or+1, >0
= f(x,y) > —1, car—1 < x—1, Yo > 0.
Donc f est minorée par — 1, Vo € Dy.

2.2.3 Opération sur les fonctions & n variables

Soient f , g : R" — R et A € R. On définit les opérations suivantes
. f=gsi f(z) =g(x), Vo € R™.

(f+9)(x) = f(z) +g(z), Vo € R™.

- (f9)(z) = f(2).g(z), Vo € R".

(§>(a:) = %, g(z) #0, Vo € R™.

. (Af)(x) = Af(x), Vo € R™
On note par F(R™,R) I’ensemble des fonctions de R™ dans R.

S N N N

Proposition 2.1 F((R",R),+,.) est un espace vectoriel sur R.

2.2.4 Limite d’une fonction a plusieures variables

Définition 2.2 Soit f : D C R" — R une fonction définie dans un voisinage de xog € D.
On dit que f(z) tend vers | quand x tend vers xqy et on écrit lim f(x) =1

r—T0
ssi (Ve > 0,30 >0,V € D CR"(||lx —xo]| <0 = |f(x) — | <e).

Exemple 2.4 On veut montrer que
1.

lim xr+vy)=1.
(x7y)—>(071)( 2

Autrement dit

gty (FFY) = 1= {Ve > 0,30 >0,¥(z,y) € R?, ([[(z,y) = (0, D} <6 = [(z +y) = 1] < 6)}‘
z,y)— U,

— {(Ve>0,35>0,V(m,y) R (Vi —02+(y—1)2<d=|z+y—1f <e)}
On a

ety =1 <|z[+]y—1] < Va2 + (y —1)2+ /2% + (y — 1)2
<d+d=c¢€
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Il suffit de prendre 6 = 5. D’o

lim z4+y)=1
(mvy)—>(0,1)( v)

Exemple 2.5 2.
LY

xT,Y) = ———
Dy = {(w,y) € R?/a* +y* # 0} = R*\{(0;0)}
Montrons que :
lim z,y) =0,
(2,y)—(0,0) f@,9)

qu’on traduit par

lim f(xay) =0+ {VE > 0’ 36 > O,V(a:,y) € RQ\{(O; 0)}7 (H(m,y) - (070)“ <= ‘f(xay) - O’

(z,y)—(0,0)
— {(‘v’e > 0,30 > 0,Y(z,y) € R\{(0;0)}, (Va2 + ¢% < § = \/% < e)} .
?+y

On a

1
(:c+y)2:x2+y2+2scy:> —xy < 5(952—1—3/2) (1)

2

1
(z —y) =x2+y2—2xy=>xy§§(xg+?f) (2)

Donc

1002 4 02

|my| §2($ +y)§}/x2+y2§15:€.
\ 2+ 12 2+ 1?2 2 2

11 suffit de prendre 6 = 2e.

Ainsi

lim f(z,y) =0.

(z,y)—(0,0)

Définition 2.3 Soit f : R" — R.
On dit que f tend vers +o0o lorsque x tend vers a et on écrit lim f(x) = +o00

S

{VA>0,30 >0,Vz € Df,(|lx —a|| <0 = |f(z)| < A)}.

De méme lim f(x) = —oc0

S

(VB >0,36 >0,z € Dy, (|lz — a|| <6 = |f(z)] < —B)}.

On dit que f tend vers | lorsque ||z|| tend vers +oo et on écrit hI—iI-l flz)=1

s1
{Ve>0,3B > 0,Vx € Dy, (||z]| > B=|f(z) — 1| <¢€)}.

On dit que f tend vers +oo lorsque ||z|| tend vers +o00 et on écrit lirf f(z) = 400

St

{VA>0,3dB >0,V € Dy, (||z]| > B=|f(x)| < A)}.
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On dit que f tend vers —oo lorsque ||z|| tend vers 400 et on écrit lirf f(x) = +o0
T—1T00

si
{VA>0,3dB > 0,Vz € Dy, (||z]| > B=|f(x)| < —A)}.

Remarque 2.1

Si lim f(z,y) =1 existe alors lim ( lim f(z,y)) = lim ( lim f(z,y)).

(z,y)—(z0,%0) T—To  Y—Yo Yy—Yo T—T0
Contraposée

Si lim ( lim f(z,y)) # lim ( lim f(z,y)) alors lim  f(z,y) n’existe pas.
T—20  Y—Yo y—yo T (z,y)—(z0,y0)

Lorsqu’on écrit que x € R™ s’approche de 2y € R™ au sens de la norme donnée, le chemin
par lequel x s’approche de zy n’est pas pris en compte. Donc lorsque f admet une limite [
en xo, f(x) s’approche de [ quelque soit la fagon dont z s’approche de .

Par exemple dans R? un point (x,y) s’approche du point (0,0) d’une infinité de fagons.

On peut utiliser cette remarque pour montrer qu’'une fonction n’admet pas de limite en
un point donné.

Exemple 2.6

2 2

_ 22122 si (x,y) # (0,0)
Famy) = { 0 si(z,y)=(0,0)

D; = R2. Etudions la limite de f en (0,0).

On a
22
e oo S @) = fim fley) = Jim o5 =1
i . . y?
LT fly) = lim  fle.y)= lin T2 —1.
Donc

lim x, n’existe pas.
L (z,y) P

2.2.5 Continuité d’une fonction a plusieurs variables

Définition 2.4 Soit f: D CR" — R, a € Dy.
On dit que f est continue en a si

Jm () = (@)

c.a.d
{Ve >0,3n >0,Vx € Dy, (|Jxr —a|| <n=>|f(z) — fla)] <€)}.

f est continue sur Dy si elle est continue en tout point de Dy.
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~ Jayln(@? +y?) s (z,y) #(0,0)
fz.9) _{ 0 si (x,y) = (0,0)

Dy = R2. Etudions la continuité de f sur R2

Pour (z,y) # (0,0), f(z,y) = ayln(z? +y?)
[ est continue sur R?\ {(0,0)}, car c’est la composée de fonctions continues.
Pour (z,y) = (0,0), f(0,0)=0.

f est continue en (0,0) < (( )lirn(0 ) f(z,y) = £(0,0) =0).
x7y B b

On veut calculer

lim z,y) = lim zyln(2? 4+ 4?).
(x,y)—>(070)f( 2 (z,y)—(0,0) y1n( v)

On fait un changement de variables, on utilise les coordonnées polaires en (0, 0).
On pose
r=rcosf et y=rsinf, reR, et 0ec]|0,2n]
(z,y) — (0,0) <= r — 0.

lim ; flz,y) = lim0 r?cosfsinfIn(r*) =0 = £(0,0).

(,y)—(0,0)

Donc f est continue en (0,0), D’ou la continuité de f sur R?.

e si(,y) #(0,0)
Jlww) = { 0 si(z,y) = (0,0).

Dy = R2. Etudions la continuité de f sur R2,

Exemple 2.7 Pour (z,y) # (0,0), f(z,y) = =

(E2+y2
[ est continue sur R*\ {(0,0)}, car c’est la composée de fonctions continues.
Pour (z,y) = (0,0), f(0,0)=0.

f est continue en (0,0) <= ( lim  f(z,y) = f(0,0) =0).

(z,y)—(0,0)
Calculon alors 2y
lim r,y)= lim ———.
(2,5)—(0,0) fz.y) (z.y)—(0,0) 22 + 2

On fait un changement de variables, on utilise les coordonnées polaires en (0,0).
On pose
x=rcosf et y=rsinf, reR. et §€]0,2n]

r2 cos fsin @

(z,y)lln(o,o) flz,y) = rlino g =cos Osind
Or cosfsinf # 0 si 0 # %’T, kelZ

D’ou,
lim x, n’existe pas.
(z,y)—(0,0) fz.y)

Donc f n'est pas continue en (0,0), par conséquent f n’est pas continue sur R
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Proposition 2.2 Soient f , g R" — R et A € R.

Si f et g sont continues au point a, alors f + g est continue en a.
Si f et g sont continues au point a, alors f.g est continue en a.
Si f et g sont continues au point a, et g(a) # 0 alors g est continue en a.

Si f est continue au point a, alors A.f est continue en a.

A

Si h: R — R est continue en f(a) et f continue en a, alors h o f est continue en a.

2.3 Dérivées partielles

Soit f: R" — R, a € R", a = (a1, a9, a3, ..., Gk, Qi1, ---Qp)-
Pour chaque k¥ = 1,n on pose

fk : R—R

t — fk(t):f(a17a2aa3a"'7taak7ak+17--'an)

Pour n = 2.si
f : Rz - R? alors f1<t> = f(t7a2)7 f2(t> = f(abt)'

Définition 2.5 Si f une fonction a n variables (xq,x2, T3, ..., Ty).
La dérivée de fi, au point ay, est f,(ax) et on note : fi(ax), Df(axr) ou encore g—;;(a)

O ()~ o) — 1 D68 = felew),

8$k Tp——0k T — Ak

Exemple 2.8 Cas ot n = 2

g(a’la a2) = lim f(ff, (12) — f(ah a2)
8x r—a1 T —a
g(ahaQ) — lim f((llay) - f((ll,aq)‘
ay Yy—>a2 y _ a2
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Exemple 2.9

flz,y) = {fy si (z,y) # (0,0)

0 si(z,y)=(0,0).
1. D; = R?
2. f n’est pas continue en (0, 0)

3. Les dérivées partielles

Pour (x,y) # (0,0),

_ 1Y
f(mvy) - 332—!—3/2
O (pyy = ZZ¥4y Oy © oy
oz Y (22 + y?)? Oy Y (22 4 y2)?

Pour (z,y) = (0,0),

f(0,0) = 0
5-(0.0) = lim =22 =0 et 8—y(0,0)_yl£n0 - =0

o o {ﬁ si (a,9) # (0,0)
oz Y 0 si(z,y)=(0,0)
of (&5 si(@y) £(0,0)
oy &Y = { 0 si(z,y) = (0,0).

Cette fonction n’est pas continue en (0,0), mais elle admet des dérivées partielles en
(0,0).

En fait, il n’y a aucun relation entre la continuité d’une fonction a plusieurs variables et
I’existence de ses dérivées partielles.

Donc l'existence de dérivées partielles n’implique pas la continuité de la fonction, contrai-
rement & ce qui se passe pour une fonction d’une seule variable.

2.3.1 Propriétés des dérivées partielles

1. Linéarité
Si f et g deux fonctions & plusieurs variables partiellement dérivables par rapport a
chaque variable z;, i = 1,n. et a, 3 € R, alors (af + ¢g) est partiellement dérivable
par rapport a z; et on a

d(af + Byg) of

=

dg
8:52- .

+ 68
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2. Produit

Si f et g deux fonctions & plusieurs variables partiellement dérivables par rapport &
chaque variable x;, i = 1, n, alors (f.g) est partiellement dérivable par rapport a x; et

on a
afg)  Of

dg

8:52- ’

Définition 2.6 Une fonction & plusieurs variables f : R — R est dite de classe C' sur
V' C Dy lorsque f est partiellement dérivable par rapport & chacune de ses variables en tout

r eV et ( f) est continue.

i=1n

1=1n

0
fe Cr = (8f> existent et continues.
T

2.3.2 Dérivée d’une fonction composée

Nous allons étudier une fonction F' : R® — R qui se décompose comme suit :

F = foG avec
F : R—R'—R
t o (gl(t)a '-'agn(t» — f(g1(t), "'7gn(t)) = F(t)

Théoréme 2.1 Avec les notations ci-dessus, si f est une fonction de classe C* sur un
domaine ouvert U, et si G est une fonction dérivable sur un intervalle I, avec, Vt € I,
G(t) € U ; alors F = f o G est une fonction dérivable sur I, et on a

P =Y 02 )

Cas ot n=2
F : R—R—R
t — (91(t),92(t)) — f(a1(t), 92(t)) = F (1)

2

F'(t) = Z 8%1

=1

~ G5 ((0), gQ<t>>+g;<t>§—£<gl<t),gz<t>>.

2.3.3 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Définition 2.7 Soient f : D C R" — R et {iy, ..., i} € {1, ...,n}.
On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre k au point a € R"™ par rapport aux

variables x;,, ..., z;, st et seulement si

0 0 0 ) o 9
ax]; (a)a al‘iQ (836]; (a)) y ey Bmik (aﬂfz‘{_l <0${1> ) (a) existent.
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On note cette dérivée

Casoun=2

On a
0? g (0 0? o (0
e = 5 (D) e e -5 (5) @
0 f 0 [of 0 f 0 [of

Exemple 2.10 f(z,y) =

[\

8
<
?‘
QQM

Ensemble de dérivabilité : 2zy + y* = y(2x + y) doit étre strictement positif, donc deux

des quatre zones délimitées par les deux droites y =0 et y = —2x
ﬁ(w y) = —2 ﬁ(m y) = _rry
or 2wy +y° gy’ \/m
azf —y2 82f —z2
o*f Yy 0*f ry
00y " T et w0n T et

Définition 2.8 On dit que la fonction f : D C R* — R est de classe C™ si toutes les

dérivées partielles jusqu’a l’ordre n existent et continues. Une fonction est dite de classe C'*°
si elle est de classe C™ pour tout n € N.

Théoréme 2.2 ( Schwartz)
Soit f une fonction a n variables.
On suppose qu’il existe un ouvert U C Dy.

. 2 2 o .
Les fonctions 8_ f - et 8_ / - sont définies et continues sur U, alors
0x;0x; O0x;0x; ’

-0 O*f
4 X() elU: m(Xo) = 61}]8xz (Xg)
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2.4 Exercices sur le Chapitre 2

Exercice 2.1
Donner le domaine de définition des fonctions suivantes (représenter graphiquement sur
un repere).

1. f(x,y) = ln(?l’ +y — 2), 2. f(x,y) = m’ 3. f(m,y) _ ln(y - *T)?

X
4. f($>y) = ln((9 - .%'2 - y2)($‘2 + y2 - 4))7 5. f($7y>z> = \/25 — % — y2 — 22
6. f(z,y) = In(z — ¢?).

Exercice 2.2 »
Soit f : R?\ {(0,0)} la fonction définie par f(z,y) = xgyi—(yw_yy
1. Montrer que

lim lim f(x,y) = lim lim f(z,y) et que lim x,1) n’existe pas.
Jim, i f(w,y) = lim lim f(z,y) et que  Tim O f(@,y) p

2. Méme question pour

_ay® +sin(z® +¢°)

f(x,y) P

Exercice 2.3
Etudier lexistence et la valeur éventuelle des limites pour (z,y) — (0,0) des fonc-
tions

L) = gl 2 )= ),
5 flen) = oo 4 S = L

. J) = Sl 6 ) =

7 ey = iz%z; 8'f(x7y):x—xc;sizzy%inx'

Exercice 2.4
Etudier la continuité des fonctions suivantes

% si (x,y) + (070) { f(:v,y) = % si (x,y) # (070)
) — e . flzyy) = o
L f(z,y) { 0 si(z,y)=(0,0) 2. f(@.y) 0 si(z,y) = (0,0),
TR si(ay) #(0,0)
3. f@y) = { 6 st (z,y) = (0,0).
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Exercice 2.5
Soit f la fonction définie par

1,2, ,2 C2 2
see+y —1 st x*+y*>1
J“(I,y)z{2 U /
—5r2 si 2?4+ y? <1
1. Donner D; le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est continue sur Dy .

Exercice 2.6

Soit f la fonction définie par : f(x,y) = x;p_:y“ ac N*.
1. Quel est le domaine de définition de f7
2. Calculer

( )lim( : f(z,y) si elle existe, discuter suivant les valeurs du parameétre a.
z,y)— (0,0

3. Discuter selon les valeurs de « le prolongement par continuité de f.

Exercice 2.7
Calculer les dérivées partielles du premier ordre g—ﬁ, g—g des fonctions suivantes

1 fay) = if?‘; 2 flay) =tn(h),  3.f(ry) = —\/;2—1/2

4. f(z,y) =In <x+ \ 2 — y2> , 5. flz,y) = % — %, 6. f(x,y) = arcsin(g),

Tfey)=a¥, 8 flry) =V 0 f(ay) = tan(Y),

2 1
10, f(z,y) =sin?(0),  1Lf(ny) =2, 12 f(r,y) = ch(C
Y Ty —

).

Exercice 2.8
Calculer les dérivées partielles du premier ordre g—i, % ainsi que les dérivées partielles du
Y

82f O%2f 9%f  O3f . .
220 0970 Dady’ Dydw des fonctions suivantes

second ordre

1
1. f(x,y) = arctan :U+y7 2.f(z,y) = —

. —In (> +).
g e S @y =m( +y)

Exercice 2.9
Posons

f(x,y):a:ysin(é) siy#0 et f(z,00=0 VzeR.

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.

2. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport a x et par rapport
a y en tout point (z,y) de R? tel que y # 0 et en (0, 0).

3. Etudier la continuité des fonctions dérivées partielles % et %.
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2.5 Corrigé des exercices sur le Chapitre 2

Solution de ’exercice 2.1
Donner le domaine de définition des fonctions suivantes (représenter graphiquement sur

un repere).

L. f(z,y) =In(2x +y — 2)
Dy ={(x,y) € R*/2z +y — 2 > 0}. On trouve donc le demi-plan supérieur délimité par

la droite d’équation 2x +y — 2 = 0.

2 flry) = VT3
Dy = {(z,y) € R*/1 — 2y > 0}.

l—2y>0<=y< si x>0

)

SHE=RSRE

l—2zy>20<=y>—-, si z<0.

C’est donc la réunion de la partie située sous ’hyperbole y = % pour z > 0, de la partie
située au-dessus de I’hyperbole pour z < 0, et de I'axe des ordonnées.
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3. fla,y) = b=
Dy ={(z,y) eR*/z#0 et y—a >0} ={(z,y) €eR*/z#0 et y>z}.
C’est donc le demi-plan, auquel on a retiré une (portion de) droite.

4. f(r,y) =In((9 — 2% = y*)(2* + 3> — 4))

Dy ={(z,y) e R*/(9 — 2* — y*)(2* + y* — 4) > 0}

Q—2—y*) >0 et (22 +9y*—4)>0
9—22—y?) <0 et (22+9y2—4)<0
2+yP<9 et 22+t >4
{x2+y2>9et 24y <4

(16—x2—y2)(x2+y2—4)>0<:>{

Dy =Dy N DS
D, :Disque de centre (0,0) et de rayon r = 3.
D, :Disque de centre (0,0) et de rayon r = 2.
Ds§ désigne le complémentaire de D,.
Donc
Dy ={(z,y) e R*/a* +y* <9 et 2°+y*>4}.
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5. f(x,y) = /25 — a2 — y2 — 22

Dy ={(z,y) € R?/25 — 2* — y* — 22 > 0} = {(z,y) € R?/2? + y* + 2% < 25}

On a (B) : 22 + y? + 2% = 25, c’est la boule fermée de centre (0,0, 0) et de rayon r = 5.
Donc Dy est la boule fermée de centre (0,0,0) et de rayon r = 5.

6. f(z,y) = In(z — y*).
Le domaine de définition de la fonction

[z, y) =In(z —y?)

est

eER?/ |yl <z eta>0}
€ R?/ —\/5<y<\/5et1:>0}.
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Solution de I’exercice 2.2 \ s
Soit f: R?\ {(0,0)} — RT la fonction définie par f(z,y) = P

1.

On veut montrer que

lim lim f(x y) = lim lim f(z,y) et que lim  f(x,y) n’existe pas.
z—0 y—s0 y—0z—0 (z,y)—(0,0)

lim hm flz,y) = hm hrn f(z,y)

r—0y—0

22y?

M, fim, f (@, y) = Jim, lim, 22y +( —y2 Jim, 2z =0
x2y? ) 0

lim lim f(x = lim lim = lim — =0.
y—0 z—0 f( 9) = y—02—0 2292 4+ (z — y)2  y—0 12

Il est clair, qu’en passant a la limite pour = tendant vers 0 dans la premiére et y tendant

vers 0 dans la deuxiéme, on obtient ’égalité (2.1).
D’autre part, si on prend le chemin y = x, on trouve

f<$,$) = g = 17
d’ou
lim f(z,2) = li v
xin[) T, —J:E}O[LA S
et donc

lim x,1y) n’existe pas.
(x,y)_>(o,0)f( y) p

xy?4sin(z3+y°
2. fla,y) = HitnEtal),



33

On veut montrer que

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) et que  lim  f(x,y) n’existe pas.

z—0y—0 y—0x—0 (z,y)—(0,0)
lim lim f(z,y) = lim lim f(z,vy), (2.2)
z—0y—0 y—0x—0

2 | (3 .5
lim lim f(z,y) = lim lim Y —|—s21n(3: +y )
z—0y—0 z—0y—0 €T _|_ y4

St (z,y) # (0,0)

~ — = 1 au voisinage de z = 0, donc

lim f(.y) = f(r,0) =
Jin

2 | ain(y3 1 o0
lim lim f(z,y) = lim lim ry +sin(” +y7) = lim x =0.

z—0y—0 z—0y—0 2 + y4 z—0

Par analogie, on a

limof(a:, y) = f(0,y) = s1114y ~ y_4 = y au voisinage de y = 0, ainsi

2 | cin(a3 4 a5
ry? +sin(2® +5°) B
yhmo xlln flz,y) = tho yhmo 2t = yhmoy =0.

Considérons la restriction de f(z,y) sur la courbe z = y?. Alors

: 6 5
Flyty) = 1 sin(y® +y°)

2 " 24
et
_ ] 1 sin(y® + ¢°) 1
— 2 f— _— -
ylino < hm f(z, y)) = ylglof(y Y) = yllno (5 + 2/ — 9
car

06 B
s+ )
y—0 214

Donc on conclut que f n’admet pas de limite quand (z,y) tend vers (0,0) et pourtant

= 0.

lim lim f(z,y) = hm hm flz,y).

z—0y—0

Solution de 1’exercice 2.3

Etudions existence et la valeur éventuelle des limites pour (z,y) — (0,0) des
fonctions

1 fry) = 2%

si (z,y) # (0,0) la restriction de f(x,y).

1
limof(w, y) = f(2,0) = = = lim f(z,0) = +00 de méme la restriction de f(z,y)
—_— x

Y z—0*

lim F(o.y) = £(0,9) = — = lim_f(0,y) = —oc.

r— Yy y—0t
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Par conséquent, la limite de f(z,y) au point (0,0) n’existe pas.
2. fla,y) = siny

1+ 22 4 o2 siny
lim r,y)= lim ————siny= lim 1+a22 4+ —2) =1,
(z,y)—(0,0) f@:9) (z,y)—(0,0) Y Y (x,y)—>(070)( Y Yy )
car lim Y —1 et lim (14+224+9%) =1
y—0 Yy (z,y)—(0,0)

2

£C2

flz,y) = si (x,y) # (0,0) la restriction de f(z,y).

x2 492
On a

limof(x, y) = f(z,0) =1 = limof(x, 0) =1 de méme la restriction de f(z,y)
y—> r—
lim f(z,y) = f(0,y) = 0 = lim f(0,y) = 0.
T— y—
Comme
lim lim f(z,y) # lim lim f(z,y)
z—0y—0 y—02—0

par conséquent, la limite de f(z,y) au point (0,0) n’existe pas.
4. fla,y) = 3F2H

prm—y
flz,y) = le—i—Zx%ng; si 22 # 9? la restriction de f(z,y).
On a
yliglof(x, y) = f(x,0) = 1;—2$ — Illr)%+ f(z,0) = +00 de méme la restriction de f(x,y)
lim, fl.) = 1(0.9) = = = lim_f(0.9) = o

Par conséquent, la limite de f(z,y) au point (0,0) n’existe pas.
2 .2
5. f(o,y) = B2

72 — yz
lim r,y)= lim ——.
(,5)—(0,0) J(y) (z,y)—(0,0) 2 + 2

On utilise les coordonnées polaires

r=rcosf et y=rsinfd, reR, et 0€]|0,2n]

r2cos? @ — r2sin®6

li = 1
(x,y)in((),()) f(y) 0 72 (cos? 6 + sin® )

= lim (cos? @ — sin? @) = cos® § — sin? 6.

r—>0
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Par conséquent, la limite de f(z,y) au point (0,0) n’existe pas, car elle dépend de 6.

. . Ty
lim r,y)= lim ———F—.
(,y)—(0,0) f@y) (@y)—(0,0) 22 + Y + Y2

On utilise les coordonnées polaires

r=rcosh et y=rsinf, reR, et 0€]l0,2n]

r2 cosfsin

lim T, = lim
(,y)—(0,0) f@) r—>0 12(cos2 f + sin? ) + 2 cos 0 sin 0

cosfsind cosfsinf
im = )
r—01+cosfsind 1+ cosfsind

Par conséquent, la limite de f(z,y) au point (0,0) n’existe pas, car elle dépend de 6.

2343

x3 + y3
lim T,Yy) = im —.
(@,y)—(0,0) f(@y) (2.y)—(0,0) % + y?

On utilise les coordonnées polaires

r=rcosh et y=rsing, recR, et 0€c]l0,2n]

r3cos® 0 + r3sin 6
lim r,y) = lim = lim r(cos®# + r*sinf) = 0.
(,y)—(0,0) J(x.) r—072(cos?  +sin’f)  r—0 ( )

8.f(z,y) = L=teosytytoins

x—xcosy+y’sinz

1— 2 i
lim  f(z,y) = lim . o cos y) +ytsing
(2,9)—(0,0) (2,y)—(0,0) 2 +y (,5)—(0,0) 22 1y

.. 2 .
au voisinage de 0, 1 — cosy ~ %, et sinz ~ x,
donc

2
(L) + o2z
lim f(zx,y)= lim (22)—2
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) X —|—y

On utilise les coordonnées polaires :

r=rcosh et y=rsing, reR, et 0€]l0,27]

I Floy) = i B cos” Osin 0 9251112 O 4 13 cos ) sin? 0 Y 173 cosOsinf + 213 cos O sin? 0
im z,y) = lim : = lim =
(z,y)—(0,0) M 72(cos? 0 + sin? ) r—0 2 r2

1
= lim 57’(005931119 +2cosfsin® ) = 0.

r—0
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Solution de ’exercice 2.4

Etudions la conti%uité des fonctions suivantes
(z+y) :
_ ac2 2 51 (z,y);é(0,0)
1. f(x’y) B { gysi (z,y)=(0,0).

Les fonctions polynomiales (z,y) — (z +y)* et (z,y) — 2%+ 3 sont continues sur R?
et la fonction @ est continue sur son domaine de définition R?\ {(0,0)} .

Leur produit est continu sur R?\ {(0,0)} .

La fonction est continue en point (zg, yo) si

lim f(z,y) = f(x0,%0)-

(z,y) —>(I07y0)

Etudions la continuité de f(z,y) au point (0,0).

. x4 y)?
(x,y)hi»n(om fley) = (m,y)lin(o,t)) %’
on prend le chemin y = z, on trouve
2
flx,z) = ;iz = 2.
D’ou L2
wlgl flz,x) = hmoﬁ =2,
et donc

lim f(z,y) =2 # f(0,0) =0,

(z,y)—(0,0)

ce qui implique que f n’est pas continue en (0, 0).

T +93 si
T V- si (x,y)#(0,0)
2. f(xv y) - {w2gyii (x,y):(0,0).

Les fonctions polynomiales (x,y) — 23 + 3* et (z,y) — z* + y* sont continues sur R?
et la fonction @ est continue sur son domaine de définition R?\ {(0,0)} .

Leur produit est continu sur R?\ {(0,0)} .
Etudions la continuité de f(z,y) au point (0,0).

x3 + y3
lim r,y)= lim —=.
(,y)—(0,0) J(z.) (2,y)—(0,0) 22 + y?

On utilise les coordonnées polaires :

r=rcosh et y=rsingd, recR, et 0€]l0,2n]

r3cos® 0 + 13 sin 0
lim x,y) = lim = lim r(cos® @ + rsinf) = 0 = £(0,0).
(z,y)—(0,0) J(z.) r—072(cos? f + sin’f)  r—0 ( ) £(0,0)
Donc f est continue au point (0,0). D’oil f est continue sur R2.

\ sin@u=ey®) G (40)24(0,0)
— x<+4 ’ ’
. f(l'a y) { Oysi (x,y)=(0,0)~

Le domaine de définition R
La fonction f est continue sur R?\ {(0,0)} car c’est la composée de fonctions continues.
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Etudions la continuité de f au point (0, 0).
On montre par la définition que

lim f(z,y) = 0= f(0,0)

(z,y)—(0,0)

lim  f(z,y) = 0<= {¥e>0,3n>0ve e RN{(0,0)},(l(z,y) — (0,0)] <n=>|f(z,y)] <e

(z,y)—(0,0)

Notons que V¢t € R, on a |[sint| < |t| ce qui implique

|sin(z%y — 2®)| < |2y — 2y?| = |wy| |2 — o]
Donc
|2° — |

0<|f(z,y)| < |zy| ]

1 1 1
<oyl < 5@ +97) = 5 l(@y) - 00 = 5 (=.y)I° <e,
d’ou ]
Sl@y* <e= @yl < vae

11 suffit alors de choisir 1 = v/2¢.

On conclut que la fonction f(x,y) est continue au point (0,0). D’ou f est continue sur
R2.

Solution de l’exercice 2.5

Soit f la fonction définie par

P4yt =1 si at4yi>1
—%xQ si 24 y2<1.

f(z,y) :{

1. Le domaine de définition D de la fonction f est
Df - D1 U DQ,

ou

Di= {(z,9) eR¥a? +y*>1} et Dy= {(z,y) e R*/a®+¢> <1}.

D est lextérieur du disque de centre O(0,0) et de rayon 1 sans sa frontiére et D est
I'intérieur du disque de centre O(0,0) et de rayon 1 avec sa frontiére (disque fermé), leur
réunion est évidemment R? et donc Dy = R

2. Montrons que f est continue sur D; = R2.

Il est évident que la fonction f est continue sur Dy et Dy puisque sur ces deux domaines
f est une fonction polynémiale.

Il reste & montrer la continuité sur la frontiere. Soit alors (a,b) tel que a® +b* =1. On a
a®> =1— 1%, donc

1 1 1 1

lim z,y)= lim (G2 +y*—1)==a*+V" —-1=-a>—da’=—=d’

ey man T Y = ) By G Y ) =5 2 >
a24b2>1 a2+4b2>1



38

et
lim  f(z,y) = lim (1612 +b*—1)= lim (—1x2) = —1a2.
(x,y)ﬁ(a,b) ’ (I,y)ﬁ(a,b) 2 r—a 2 2
a?4p2<1 a2+4b2<1
1

Comme fla,b) = —§a2, alors
lm  fry) = lm f@y) = fab) = —aa?
im T,Y) = im z,y) = f(a,b) = —=a”,

(x,y)—>((l,b) y (:E,y)—>(a,b) y 2
a24p2<1 a2+4b62>1

f est continue pour tout (a,b) tel que a? + b* = 1.
Donc f est continue sur Dy = R2.

Solution de ’exercice 2.6
Soit f la fonction définie par : f(x,y) = xf—:yZl, a € N*.
1. Le domaine de définition Dy de la fonction f est

Dy = {(z,y) e R*/a® +y" # 0} = {(z,y) € R?*/(z,y) # (0,0)} = R*\ {(0,0)}.
2. Calculons lim 0 f(x,y) si elle existe, on discute suivant les valeurs du paramétre .

(z,y)—(0
i.Sia=1,
1 :
flz,y) = m et f(z,0)= - donc xlinof(x,O) = 400 .
D’ou f n’est pas continue car elle n’est pas bornée au voisinage de (0,0).
ii. Si a = 2,
2 2
fla,y) = 22 1 ¢ et f(z,0)= ol 1, donc mliglof(a:,()) = 1.
Or f(y*,y) = yllyTélyll = % donc lim f(y*.y) = %

Alors f posséde deux limites différentes selon deux chemins différents, ce qui contredit
I'unicité de la limite.

Donc elle n’a pas de limite quand (z,y) tend vers (0, 0).

iii. Si o > 3, alors V(z,y) # (0,0),

a—2 : a—2 :
. |2°7?| or xlinox 0, donc (w)lgl(o,o)f(x,y) 0.
3. On discute selon les valeurs de « le prolongement par continuité de f.
D’aprés ce qui précede f est continue sur R?\ {(0,0)} puisqu’elle est quotient de deux
fonctions polynomiales continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur R?\ {(0,0)} .
i. Sia=2oua=1, f n’est pas continue en (0, 0).
ii. Si a > 3, f admet un prolongement par continuité la fonction g définie par

_ J[(zy) si(z,y) #(0,0)
g@’y)_{ 0 si(z,y) = (0,0).
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Solution de ’exercice 2.7
Calculons les dérivées partielles du premier ordre %, g—; des fonctions suivantes :

L f(z,y) = 712

Dy={(z,y) Rz —y#0} ={(z,y) eR*/z #y} =R*—{(A)} /(A) :y ==

Donc,

Vx € Dy, %(w,y} =
2. f(z,y) =In(Y)

Var>0,y>0, lnyzlny— Inx
x

Donc,

af -1 af B
Va>0,y>0, %(x,y)— — (z,y) =

3.f(z,y) = \/9":2_2

Y
On s’assure de la dérivabilité de f(x,y) en imposant z > 0 et y > 0, et le probléme

devient excessivement simple, car on a

I _1
[yl vy

f(z,y)

Donc,

V>0 vy>0,

4. f(xz,y) =In (x—i— \/W) .

Df:{($>y)€R2/x+\/x2—y2>O et xZ—y22()}
={(z,y) €eR*/z >0 et |z]>|y|}.
Donc, V(z,y)/x >0 et —zx <y <uz,

af .1
%(‘T,y) - 2 —_yz’
OF () = v .
% Vo= (24 /7= )
0 ) _ 2

) x -
ox y oz Oy Yy
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6. f(z,y) = arcsin().
T
V(z,y) :y #0 et —1<§<1.

Donc, V(z,y), y> |z|,

af< ) ; 1
5 \5Y)= = 9 a - -
Ox /1_;_3 VyE—ar 0y 1-5 gy —a?

7.f(x,y) =¥

V>0, flz,y) = eyine.

donc V x > 0,

V(z,y)/r > Oet—x<y<uz,

af T 2_.2 af -y 2_ 42
-\, :—ewy’ - T, :—ezy
5 (O Y) NG gy DY) = e 7
9. f(z,y) = tan(¥).
V(x,y)/z #0 et cos 2 £ 0.
x
V(z,y), x #0 et J + Ty k.
' 2
Donc,
Y(z,y), * >0 et —g:ﬁ<y< g:v
Le secteur angulaire limité par les deux demi-droites y = Jx et y = —Z2 dans le demi-
plan z > 0.
of -y 2.Y -y af 1 2.Y 1
- =—(1+t% =)= ——5+~ - =—(1+t =)= ——~.
(o0 = i) = o G = L0 () =

10. f(z,y) =sin*(¥). On a
Dy ={(z,y) e R*/ z#0}

donc on prendra comme domaine de régularité I'un des deux demi-plans limités par I'axe

- 0
Viin(2), S ay) = 1 sin(2).

des ordonnées.
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11.f(x,y) = 2"
x doit étre positif donc un domaine de régularité qui est le demi-plan = > 0, ( & droite )
de 'axe des ordonnées.
On écrit,
f($;y> — xzy2 — emyQInz’

alors

of

5o(y) = yilne+ De™* M7 = y*(Inz + 1)2™"
x
o)
a—f(:zc, y) = 2aylnze™ ™ = 2pyIn(zz®™).
Y

12. f(z,y) = ch(247).
Il suffit de choisir un domaine dans lequel xy # 1 comme domaine de régularité, par

exemple ’ensemble des couples (x,y) tels que x > 1 et y > 1.

af af —2z

B xy +1 B
a_x(xay)_ ( 8_y(x’y>_ <$y—1)2

zy — 1

xy — 1)2

zy +1
xy — 1

sh(

) sh(

).
Solution de I’exercice 2.8
Calculons les dérivées partielles du premier ordre
?f *f 9*f 8f
0x2) Oy?2’ Ox0y’ Oydx
1. f(z,y) = arctan ;=L
Ensemble de dérivabilité : Il suffit que zy soit différent de 1, donc on enléve I'hyperbole
Yy = % On trouve :

of of

oz’ Oy
des fonctions suivantes.

ainsi que les dérivées partielles
du second ordre

ox ©Y) = 1422 7
ﬁ( ) = —2z
o2 Y (1+a2)2"7

0*f
axay(x’y)

2f($7y) = ﬁ

_ o
~ Oyox

L’ensemble de dérivabilité est R%2. On obtient

8_(1‘73/) =

82
Iy =

P (2,1)
Oxdy Y

3. f(z,y) =In(2? +y)

_ea:

(e* +ev)2’

621‘ _ ex—i-y

(e® 4 e¥)3

261+y

R

Y

U (2,9) = —
oy R +y?
ﬁ(m ) = —2y
o Y T W)
(z,y) = 0.
g@ ) = _ e
oy Y= (e* + ev)?
a2f 621/ — erty
A
a2f 2€m+y

OyOx (z.9) = (e7 + ev)3”
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Ensemble de dérivabilité : 224y doit étre strictement positif, ce qui correspond a3y > —a2.

La zone favorable est donc la partie du plan au-dessus de la parabole y = —22 . On trouve :
g(x ) = 2 g(x ) = b
am Jy _l'2+y7 ay 7y —$2+y
0 f 2y — 22 0 f -1
@(%y):m : a—?ﬁ(fﬂ,y):W-
0% f (2.y) = —2x 0% f (2.4) = —2x
gzoy Y T @y ) ayox Y T @y

Solution de ’exercice 2.9
Posons

f(m,y):xysin(i) siy#0 et f(z,0)=0, VaeR.

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.
i. Continuité sur R*\A ou A = {(z,y) € R* / y # 0}

Les fonctions (x,y) — zy et (z,y) — i sont continues sur R?\A comme fonction

polynoémiale et fonction rationnelle et la fonction ¢ — sin(t) et continue sur R.
Donc f est continue sur R*\ A comme produit et composée de fonctions continues.

ii. Continuité sur A.
1. Soit (a,0) dans A avec a dans R. On a pour tout (z,y) € R*\A

Fey) — F(a,0)] = |oy sm@‘ < loyl.

lim zy| = 0,
(x7y)—)(070) | y|
zEeR

donc
lim z,y) — f(a,0)] =0
(2,y)—(0,0) #(,y) = #(a,0) ’
z€R
d’ott la continuité en (a,0). Donc f est continue sur R2.
2. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport a = et par rapport
a y en tout point (z,y) de R? tel que y # 0 et en (0,0).
i. Pour (z,y) € R*\A

of o] of o111
%(x,y) = ysm(;) , a—y(w,y) = x(sm(y) ; cos(y)).
i. En (0,0).
g—j;(o, 0) = lim f(1,0) - JO9 o car £(1.0) = £(0.0) = 0
97 (0,0) = tim f0.8) — F0.0) _,

dy k—0 k
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3. Etudier la contlnulte des fonctions dérivées partielles 5 9f et 8f

Les fonctlons et 6f sont continues sur R?\A.
Au point (a, O) on a

of fla+h,0) = f(a,0) _ _ _
0$(a 0) = hl_}() . =0 car f(a+h,0)= f(0,00=0
Donc of of .
010~ 5 0= i, s ) -0
d’ott la continuité de %(w, y) en (0,0).
one of fla. k) = f(a,0) 1
. a/) - a/7 _ . . -
Jy —(a,0) = kllno ’ = klinoasm(k)
Si a # 0 cette limite n’existe pas.
Si a#0ona
of _ o J(0K) = f(0,0)
0y 3y 00 = klﬂlo k =0
Donc
af of ' . 1 1 1 ‘
lim — —(0,0 lim x(sin(—) — — cos
(z,y)—(0,0) 8y( ) ay( ) (z,9)—(0,0) ( (y> Y (y))
Pour x, =y, = 35—, ona
(xyhm gy( ,Y) — 2—5(0 O)' (x,y)h—n>1(0,0) ﬁ(sin@nﬂ) — 2nm cos(2n7r))’ =—1#0,

d’out la discontinuité de g—g(x, y) en (0,0).



Chapitre 3

Différentiabilité, extremas, fonctions
implicites

3.1 Différentiabilité d’une fonction de plusieurs variables|

Définition 3.1 Soient f : R" — R une fonction a n variables, et Xy € Dy.

On dit que la fonction f est différentiable en Xy s’il existe une fonction linéaire Lx,
sur R™ et une application € de R — R définie au voisinage de zéro telle que, pour tout
H € R"proche de zéro on a

f(Xo+H)— f(Xo) =Lx,(H) + || H|ge(H), avec lim e(H)=0.

H —>0Rn

Remarque 3.1
o TG0+ H) = [(Xo) = Ly (H])

=0
i EI®

Cas oun =2
Une fonction & deux variables (z,y) est différentiable en X = (zo,y) s’il existe une
forme linéaire Ly, sur R?,

LXO(H) = )\1h1 + )\th telle que

lim J(xo + hi,yo + ha) — f(20,%0) — (Mh1 + Azhs)

#—00) NGET

=0.

Exemple 3.1
f R2 — R
(r,y) — f(z,y)= {x+y+ \/?/Tyz si (z,y) # (0,0)
0 si(z,y) = (0,0)
1. D; = R?

2. f est continue en (0,0)

44
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3. f est differentiable en (0,0)?

[ est differentiable en (0,0) s'il existe une forme linéaire L )(h1, he) sur R?, telle que

lim F(O+hy,0+ hg) — f(0,0) — (Ahy + A2hs)

(h17h2)_’(070) \/ h/% + h%

=0.

On a

2
By hy+ —202 0 (N hy + Aoh
hm 1 2 \/m (11 22)

(hlth)—>(070) \/ h% + h%

< hit+hy  h2hy  Mhi+ )\2h2>

= lim
(h‘l 7h2)—)(070)

+ i
VhI+R3 Wi+ /T3
Si on prend A = Ay = 1, et on passe aux coordonnées polaires h; = rcosf et hy = rsinf
on obtient

= lim (rcos*#sinf) = 0

r—0

lim
r—>0

(r(cos 6 + sin6) N r?cos®sinf  r(cosf + sin 9))
r 72 r
Donc f est différentiable en (0, 0).
Exemple 3.2
f : R*—R

] si (z,y) # (0,0)
x — fla,y) = Ve
(2, 9) f(z,y) { 0 si(z,y)=(0,0).

1. D; = R?
2. f est continue en (0,0)
3. f est différentiable en (0,0)?

[ est différentiable en (0,0) s'il existe une forme linéaire Lo g)(h1, k) sur R?, telle que

F(O+ h1,0+ he) — £(0,0) — (Arhy + A2hs)

™ 00 NEEY -0
On a
. % — 0= (a4 Aohy) . hihsy Athy + Ashy
(hl,hzl)lg(o,o) NCEN - (h1,h21)1£(0 0) (hf +h: NE )

On pose hy = rcosf et hy = rsinf, on trouve

2 . .
lim (r cosOsinf _ r(hicosf+ s Smg)) = cosfsinf — (A cosf + Ay sin ).

72 r

r—0

Cette limite dépend de #, donc elle n’existe pas.
Donc f n’est pas différentiable en (0, 0).
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Définition 3.2 Soit f une fonction de R" dans R, on suppose que f est différentiable en
Xo, alors la forme linéaire s’appelle la différentielle de f en Xy, qu’on note

dfx, = Lx,
dfx, est une forme linéaire c.a.d
VH € R", dfx,(H) € R
Proposition 3.1 La différentielle d’une fonction s’il existe est unique.

Preuve. Supposons que f admette deux différentielles Lx, et Ly en X, alors pour tout
e > 0 il existe n > 0 tel que pour H € B(0,n),

1f(Xo + H) = f(Xo) = Lxo(H)||r < el[H||i,

et
1f(Xo+ H) — f(Xo) = L'(H)||r < €||H||E,

on en déduit par 'inégalité triagulaire que
VH € B(0,n), |[(Lx, — Lx,)(H)[r < 2¢[|H|[E.

Comme Ly, — L', est linéaire, la relation ci-dessus est en fait vraie pour tout H € R", il ne
reste plus qu’a faire tendre ¢ — 0 pour conclure que Ly, = L’y . ®

3.1.1 Lien entre la différentiabilité et les dérivées partielles

Théoréme 3.1 Soit f : R" — R une fonction a n variables, x1, T, ..., x,, différentiable en
Xq. Alors f est partiellement dérivable par rapport & chacune de ses variables et de plus :

_ . of of of
dfx, = (8m1 (Xo), s (Xo0), eens . (Xo)).
En d’autres termes si H = (hy, ha, ...., hy,), on aura
_ N9
i) = X g xon
_ 9f of of
= o (Xo)h1 + 8:52(X°)h2+""+ &Un(XO)h"'

Preuve. 1l suffit d’établir que pour tout indice 7, la 7 — eme fonction partielle g; de f en X
est dérivable en z;9. Or, on a

9i(t) = f(r10, .., Z(i-1)0s b5 L(i+1)0, ey Tp0) -

Donc g;(zi+h) = f(Xo+ H;) avec H; est le vecteur de RP dont toutes les composantes sont
nulle sauf la ¢ — éme, qui vaut h. Pour h suffisamment petit, H; est dans le voisinage de 0
pour lequel la formule définissant la différentiabilité est valable et on a

9i(zio + h) = f(Xo + H;)

= f(Xo) +dfx,(H;) + || Hy|| e(H;)
9i(zio) + ui.h + || Hi|| e(H;).
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En effet, quelle que soit la norme usuelle considérée, on a ||H|| = |h| (vérification immédiate).
On a donc " "
i\Tio + ) — gi( Xy
atn £ = 000) _ o Bl

Il est clair que }lbir%Hi = 0, donc par composition de limite, on a }lLir%st- = 0, et comme

% = +1 reste borné, le produit d’une fonction bornée par une fonction qui tend vers 0 ayant
une limite nulle, on a }llirr(l)eHi = 0 et on est sir que

9i(rio + h) — gi(zin)
h = Ug.

Ceci signifie justement que g; est dérivable en x;9 et que g;-(:vig) = ug. Mais ceci montre que
f est partiellement dérivable en X, par rapport a x; et que aa—gfl(Xg) = u;. Comme tout ceci
est valable quel que soit I'indice i, on a terminé. m

Une autre facon de comprendre ce théoréme est la suivante : Les composantes de la
différentiabilité de f en X, sont les dérivées partielles de f en Xj.

Théoréme 3.2 Soit f : R® — R une fonction a n variables.
(f différentiable en Xo) = (f continue en Xj).
Preuve. 1l suffit de montrer que :

lim f(X)= f(Xo) oubien lim f(Xo+ H)= f(Xo).

X —)XO H—>0Rn

Puisque f est différentiable en Xy, alors il existe une forme linéaire Ly, telle que

f(Xo+ H) = f(Xo) = Lx,(H) + || H||g e (H), (3.1)
avec
lim e(H) =0,
H—>0Rn
et
Lx,(H) =dfx,(H) = Ahy + Aoha + ... + A\phy,.
Quand

H = (hy, ha, ..., h,) — (0,0, ...,0), alors h; — 0, Vi = 1,n.
Faisons tendre H = (hq, hs, ..., hy,) vers (0,0, ...,0) dans (3.1). On aura

lim  f(Xo+ H) — f(X,) =0.

H—(0,0,...,0)
D’ou
lim f(Xo+ H) = f(Xo).

HHORn

Ce qui montre la continuité de f en X,. m

Théoréme 3.3 Soient f : R" — R une fonction a n variables et un ouvert U C Dy.

(f est de classe C* sur U C D) == (f différentiable sur U).
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Preuve. Elle est basée sur la formule des accroissements finis. m

= ([ est partiellement dérivable)
(f est de classe C') = (f différentiable)
— (f est continue )

Proposition 3.2 On dit que la fonction [ est différentiable surun ouvert U si elle est dif-
férentiable en tout point X € U, dans ce cas, on appelle différentielle de f la fonction :

df :U — L(E,F)
X —dfx '

Toute application constante est continument différentiable, de différentielle nulle.

Une fonction g : U C R — F de variable réelle et différentiable si et seulement si elle
est dérivable et dg,(h) = hg'(x) quels que soient x € U et h € R.

N.B, h € R est un scalaire, alors que ¢'(x) € F est un vecteur en général.

Proposition 3.3 Si f: U CR" — F et g: V C R* — F sont différentiables respective-
ment sur des ouverts U et V d’un méme espace R™, alors :
Leur somme f + g est différentiable sur U NV et

d(f +g) =df +dg,

autrement dit :
Pour tout X e UNV et pour tout H € R",

d(f + 9)x(H) = dfx(H) + dgx (H).
Quel que soit A € R, la fonction \f est différentiable et : d(\f) = Adf.

Théoréme 3.4 Toute application linéaire de R™ vers R est différentiable sur Dj.
D plus
\V/X() € Df, deO = f

Preuve. Soient X, € Dy et H € R". Comme f est différetiable, alors il existe une application
linéaire Lx, sur R" et une application ¢ : R" — R.

(f différentiable) <= f(Xo+ H) — f(Xo) = Lx,(H) + |[H||ge(H), avec lim e(H) =0,

—0pn

Or f est linéaire par hypothése c.a.d
f(Xo+ H) — f(Xo) = f(H).

Donc f(H)=dfx,(H). =
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Exemple 3.3 Soit

f : R*—R?
(,y) — flz.y)=z+y.

f est linéaire, donc VX, € R?, dfx, = f.
Vérifions, f est différentiable alors

it (i) = Y ks (51 03

=1

d’apres le théoréme (3.1).
C’est-a-dire

it (1) =t (51 () + s (52 ) = 1
Or
f(H) = f(h1,h2) = hy + ho.
Donc

f(H) = dfx,(H).

3.1.2 Matrice Jacobienne

Définition 3.3 Si une fonction f : U C RP — F = R" de composantes fi,..., [, est
différentiable au point Xy, on définit sa matrice Jacobienne en point X, comme la matrice
de Uapplication linéaire dfx, dans les bases canoniques de R? et R". elle est donnée par

G (Xo) . 5E(X0)
Df(XO) = : . : € Mn,p<R)-
e(Xo) o FE(X0)

3.1.3 Jacobien d’une fonction de classe C!

Définition 3.4 Soit f une fonction définie et de classe C' sur un domaine U de R™, a
valeurs dans R™. Alors le jacobien de f est la valeur absolue du déterminant de la matrice

jacobienne de f. On note
J = |det J(f)].

Remarque 3.2 Le Jacobien d’une fonction ne peut étre défini que si la dimension de [’espace
de départ est égale a la dimension de l'espace d’arrivée, puisque seules les matrices carrées
ont un déterminant.

Proposition 3.4 Pour une fonction f de R dans R, la matrice Jacobienne se réduit & une
matrice carrée de taille 1 que l'on peut identifier a la dérivée f'(a).
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Proposition 3.5 Pour une fonction f de R™ dans R, la matrice Jacobienne est un vecteur
linge.

Exemple 3.4
f : R*—R?
(z,y) +— flz,y) = (sin(a’® +y%), zy).
La fonction f admet des dérivées partielles suivant x et y pour tous r,y € R et l'on a :

Df(x,y) _ ( 2:L‘COS<3;2 _|_y2) 2yCOS(3;'2 _'_y2> ) |

y T

et
J = |det J(f(z,y))| = [2(z* — y*) cos(z” + y)|.

Coordonnées polaires

::;’_j,.‘-. 4 . | ' dr z

On considére la fonction ¢ définie sur une partie de R? par

Y (r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinf).

L’interprétation graphique de ce changement de variable est classique : pour un point M
— —
de coordonnées (z,y) dans un repére orthonormé direct (0, 7 , j ), r désigne la longueur du

segment [OM] et 6 désigne une des mesures modulo 27 de I’angle entre le vecteur 7 et la
demi-droite [OM).

Les fonctions coordonnées de ¢ sont : 1, (r,0) = rcosf, y(r,0) = rsinb.

Elles sont de classes C'*°, donc v est différentiable et sa matrice Jacobienne.

iy oYy i
(e TR [ cosf —rsiné
J(¢)_( % % )_< sin 6 rcosf )

Le Jacobien de cette application est donc :

J = |det(J(1))| = |rcos® 0 + rsin®6] =r.



Coordonnées cylindriques

4l = dedyds — rdrdidd:

On considére la fonction 1) définie sur la partie R** x R x R de R? par

v (r,0,2z) — (z,y,2) = (rcosf,rsind, z).
L’application v est évidemment de classe C'*° et donc différentiable
Les fonctions coordonnées de 1 sont (1, 1,,1,) définies par

y(r,0,2) =1rcosb
(1,0, 2) = rsind
?/13(7"797 Z) =z

Sa matrice jacobienne en (7,0, z) est

% % Bg; cos 6 rsind
B Y .
J(¥) =2 e sin 6 7 cosf
LY 3 Oy 0 0
or o0 0z

Le Jacobien de cette application est donc

J = |det(J(¥))] =1 x |rcos®d + rsin’f| =r.

ol
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Coordonnées sphériques

o+ dr Al — drdydz r am() dr ebyo de?
' .
a . :F_A\('-'ﬂ |
oM 4
g L
'y A i
1 gy '
i
'
B -
- sy fn(@Ta o -
i = v

On consideére la fonction ¢ définie sur une partie de R® (R**x]0, 7[xR) par

Y (r,0,¢0) — (x,y,z) = (rsinf cos ¢, rsin 0 sin p, r cos ).

L’application ¢ est évidemment de classe C'*° et donc différentiable.
Les fonctions coordonnées de ¢ sont (1, 1,,1,) définies par

(1,0, p) = rsinf cos ¢
y(r,0, ) = rsinfsin ¢
41,0, p) = rcosb.

Sa matrice Jacobienne en (7,0, ) est

J ()

2 (r,0,¢) (1,0, p) ;—?(r,e,w
0

% (1,0, ¢) Wa(r,0,0)  L2(r,0,9)

0 0
Gar0,0)  GErbe)  52(r,6,¢)
sin  cos ¢ rcosfcosp  —rsinfsing
sin # sin 7 cos fsin ¢ 7 sin f cos ¢
cos 0 —rsing 0

Le Jacobien de cette application est donc :

J = det(J(¢)) = r*sin .

3.1.4 Gradient d’une fonction a n variables

Définition 3.5 Soit f une fonction définie et de classe C*.
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—_—
Le gradient d’une fonction f est une fonction vectorielle définie sur U, noté gradf.

o1 ()

5% (x)
gradf = ' ,

ofu (X

3.2 Différentielle d’une application linéaire

Proposition 3.6 Soit f une application linéaire de RP dans R™ f € L(RP R").

S S) >

df x, = f(J(f))Xo = (fij)1<i<p 1<j<n "

Pl By g i

Preuve. Xy € R” f(Xo + H) — f(Xo) = dfx,(H) + | H[| e(H) f(H) = dfx,(H) + || H]| (H)
En posant ¢(H) = Ogn D’ou f(H) = dfx,(H). m

Proposition 3.7 Soit f : RP — R"™ une fonction définie et différentiable sur un domaine
U e R™. Alors f est une fonction constante si et seulement si
df = (0) (la matrice n lignes, p colonnes d’applications toutes nulles).

3.3 Différentielle d’une fonction composée

Le théoréme fondamental pour la différentiation d’une fonction composée est la généra-
lisation de la formule classique (gof) = (¢'of)f’.

Théorémel :

Soit f : R? — R™ une fonction de classe C! sur U C RP.

Soit g : R® — R™ une fonction de classe C! sur W C R".

On suppose que : V X € U, f(X) e W.

Alors gof est différentiable sur U et on a :

VXU € U/ f(XO) = Yb € W7 d(g0f>Xo = ngOOdeO'

3.3.1 Cas particuliers : p=m =1

f: R—R" feC'etg:R"—R geC*
gof + R—R" —R, X+r— f(X)+— g(f(X)).
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211 (X,) £1(X0)
51 (x,) 11(X0)
dfx, = ’ = ' ,
95 (X,) £1(X0)
%L (Yy) 9,(Yo)
LA g (Vo)
deo = ' =
2 (v g (o)
J1(Xo)
£(X0)
d(gof) = dgy,odfx, = (91 (Y0), 95(Y0), ..., 9, (Y0)) '
11(X0)

d(gof) = 91(Y0) fi(Xo) + 95(Y0) f5(Xo) + ... + 9, (¥0) f7.(Xo).

_ (99 dg dg
o, = (200 2100, 52 (5)

ilgof) = SLOWFXD) + SLODAX) + .+ 2 (015)f4(Xo)

dlgof) = 3 S1(X0) 52 F(Xo).

i=1

Corollaire 3.5 La matrice Jacobienne de gof est égale au produit de la matrice Jacobienne
de g par la matrice Jacobienne de f. Plus précisément, si yo = f(Xo)

J(gof)(Xo) = J(g)(Xo).-J(f)(Xo).

Exemple 3.5

1
f : R3 —>R2 / f($7yaz) :(x2y+_7xSinez)
z

g : RR—R/ glzy) ==
2 1

INED = (0”& e )+ S = (L0)

xe? cos e?
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gof : R*—R*>—R
1 1
(e,7) @yt rsine) o 2yt L
z 2
IR 1
Go.0.9) = ol fr,9,2) = gy + - wsine’) = a?y + |
f,g € Ct = f et g sont différentiables
gof R3 — R est différentiable
3
d(gof) _, 0(gof) d(gof) d(gof)
=S h h h
dgof)(h ; ox; u ox T oy + s 0z
1
= h12$y -+ hg.’ﬂ? + h3<—;)

Ou bien,

1 .
Yo = f(Xo) = (x(Q)yo + Z—,IL'() sin €*°).
0

d(gof)x, = J(g0f)xo=J(9)voJ(f)x0

B 2oy 22 — Z%
= (1,0) ( sin e* 0 xe® cos ef
1

_ 2
= 2xy+x —

3.4 La formule de Taylor-Lagrange pour une fonction
de deux variables

3.4.1 Dérivée seconde d’une fonction composée
Théoréme 3.6 On considére une fonction F': R — R qui se décompose F' = foU

f:R* —R, feC!
U:R—R?

R-LR2IR

t— (ua(t), ua(t)) — f(UL(1), Ua(2)).
Nous supposons que f € C? et nous prenons

Ut)=Xo+tH ,= U(t) = (xo+ thy,yo + thy) avec Xo = (x0,Yyo)
F(t) = f(xo + thy, yo + thy).

Alors f est deux fois dérivables et on a :

0? 0?
f (330 +thy, Yo +th2> +2h1ha al'gy (1’0 +thy, Yo +th2) + h%a—y];

F//( ) h2

15,2 (wo+thy,yo+1ths).
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Exemple 3.6 Le développement de Taylor-Young d’ordre 2 au point (0,0) de la fonction

g(z,y) = .

Les dérivées partielles de la fonction g sont

Do) = 37, D) =3,
2 2
gxg (.’L‘,y) = 9631+3y ? gyg <$7y) = 9€3x+3y,
2
Sagen = o
dg dg
pu— 1 —_— p— —_— p—

9(070) ) al‘ (07()) 37 ay (070) 37
0%g 0?g 0%g
—(0,0) = —=(0,0)= 0,0)=9.
8.732( ) ) ayg( ) ) axay( ) )

Le développement de Taylor-Young d’ordre 2 au point (0,0) de la fonction g est
9 o 9 5 2
g(x,y) = 143z + 3y + 527 + 9zy + Sy + ol[|(z, y)I)-

3.4.2 théoréme des accroissements finis pour plusieurs variables

Théoréme 3.7 Soit f une fonction de plusieurs variables, de classe C sur un ouvert

U C D(f). Soit X, € U, et X = X,+ H € U. On suppose de plus que tout le segment
[Xo, X, + H] est inclus dans U.

Alors il existe 0 €]0, 1] tel que

—~_ 0
£+ H) = FOG) + D gt (X, + o).
i=1 !

Rappel : [X,, X, + H] ={X,+tH / t € [0,1]}.

Pour p = 2, ce théoréme s’écrit.
Si f est une fonction de 2 variables, de classe C! sur un ouvert
U C D(f), si Xo = (x,,90) € U, 81 X = (x,+ h,yo + k) € U, le segment [X,X]| étant
tout entier inclus dans U, alors il existe 6 €]0, 1] tel que
of

0
flzo+ hyyo + k) = f(0,90) + ha—i(xo + 0h,yo + 0k) + ka—y(xo + 0h,yo + 0k).

Preuve. On introduit la fonction d’une variable
F(t)= f(X,+tH) = f(z10 + thy, ..., Xpo + thy).

On a bien sir F'(0) = f(Xo) et F'(1) = f(X). Cette fonction est définie sur [0, 1] par F' = fou
avec u : t — u(t) = X, + tH, fonction de R vers R?, dont la i — éme fonction composante
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est u;(t) = w19 + thy. On a uj(t) = h; donc, d’apres le théoréme de dérivée d’une fonction
composée, F' est dérivable et

F(0) = Y 5 @0) = Y by (X, + 1)

Mais cette fonction F' étant dérivable sur [0, 1], on peut lui appliquer le théoréme des ac-
croissements finis (pour les fonctions d’une seule variable) entre 0 et 1, on a

F(1) - F(0
360 €]0, 1] telque (1>—0() = F'(0).
Traduisant cette assertion avec les valeurs de F'(1), F'(0) et I'expression de F’, on obtient

p
30 €]0,1] telque  f(X, + H) — f(X,) = > higl(X,+0H). m
=1

3.5 Extrema des fonctions de plusieurs variables

3.5.1 Introduction

Un des intéréts les plus visibles de la dérivation des fonctions d’une variable a été ’étude
des variations des fonctions, et entre autres la détermination des extrema, c’est-a-dire des
maximums et des minimums (maxima et minima, au choix). Si une fonction d’une seule
variable f dérivable admet un maximum ou un minimum en zy, alors on est str que

f/([E()) = 0
Sion a

f(z0) =0 et f"(x0) >0= [ admet un minimum en

f'(zo) =0 et ["(z0) <0= f admet un maximum en .

C’est ce type de résultat qu’on va essayer d’étendre aux fonctions de plusieurs variables.

3.5.2 Extremum relatif
Définition 3.6 Soit f une fonction de RP vers R.

On dit que f admet en X, € Dy un minimum (respectivement un maximum) relatif (ou
local) s'il existe un voisinage V' de X, inclus dans Dy (V C Dy) tel que

VX eV, f(X)> f(X,)(respectivement f(X) < f(X,)).

Le minimum (respectivement le maximum) de f sur V est alors le réel f(X,).

Un extremum relatif est un maximum relatif ou un minimum relatif.

Un extremum relatif se transforme en extremum absolu lorsque le voisinage V' de la
définition peut étre pris égal a Dy.
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3.5.3 Point critique
Définition 3.7 Soit f une fonction de RP vers R différentiable en X,.

On dit que X, est un point critique si dfy, = 0, c’est-a-dire

%(Xo) 0 ( %(Xo) =0

525 (Xo) 0 705 (X0) =0
dfx, = 0 <= ' =] | =

i (Xo) 0 | 2L (X0) =0

Une condition nécessaire d’extremum des fonctions de plusieurs variables.

Théoréme 3.8 Soit f une fonction de RP vers R, partiellement dérivable par rapport a
toutes ses variables.

Si f admet un extremum relatif en X,, alors Vi =1,p on a

of
8JIZ'

—> H
(Xo) =0 ou encore gradf(X,) = 0
La réciproque est fausse, f est constante comme contre exemple.

3.5.4 Condition suffisante d’extremum

Théoréme 3.9 Soit f une fonction de R? vers R de classe C? sur U C Dy.
Soit Xy € U, on suppose que %(XO) = g—g(Xo) =0
(Xo est un extremum possible).

= Sg—é”(Xo)

On pose { t= g—gg(Xg)
0

§= azgy (XO)

Alors

1. Si A =5s?—rt <0 alors f admet un extremum relatif.

un minimum st > 0

un maximum st r < 0.

2. 81 A = 5% —rt> 0 alors f n’admet ni mazimum ni minimum.
Dans ce cas X est un point selle.

Cette extremum est

Exemple 3.7 Soit f la fonction définie par
f(z,y) = 2° + 62 + 3y* — 122y + 9.

Déterminons les points critiques de f et leurs natures.
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Les points sont donnés par le systéme
{gg y) =0 — {3x2+12x—12y—|—9:0
L(w,y)=0 6y — 16z =0
22 —42+3=0
{ Yy = 2w;
302 + 120 — 12y +9=0
{ y = 2.

Les points critiques sont (1,2), (3,6).
Pour étudier la nature des points critiques (1, 2) et (3,6), on calcule les dérivées secondes

a—%ﬂ(x,y) =6z + 12
o°f —

8y22 ('rJ y) -

0

azgy(m’y) =—12

Donc pour le point (1,2) on a

z
= 24(1,2) =6
s = 24-(1,2) = —12,

A=s*—rt=(-12)? -6 x 18 =36 > 0, on conclut que le point (1,2) est un point selle.

Pour le point (3,6) on a
r= %f(?, 6) = 30

_ By
54(3,6) =6
f(

S = 30y 6) = —12,

A= —1t=(-12>-6x30=—-216 < 0 et r =30 > 0,

on conclut que le point (1,2) est un minimum local.
Exemple 3.8 Soit f la fonction définie par
fla,y) =2 +y' =2z —y)*.

Déterminons les points critiques de f et leurs natures.
Les points sont donnés par le systéme

{gi(ﬂc ,y) =0 {4x3—4x+4y:0

g]yc(xy) 0 4y + 4y + 4o = 0.

Les points critiques de f sont : (0,0) , (v/2, —v/2) et (—v/2,V/2).

(0,0) est un point selle.

Pour le point (—\/5, \/5), f admet un minimum local en (—\/5, \/5) et comme f est
)

symétrique, le point (v/2, —v/2) est un minimum local.
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3.5.5 Application deux fois différentiable

Définition 3.8 Une fonction f définie sur un ouvert non-vide U d’un R-espace de Banach
E et a valeurs dans un R-espace de Banach F est dite deux fois différentiable en X € U si :
elle est différentiable dans un voisinage ouvert Ux de X et si : sa différentielle df : Ux —

L(E, F) est différentiable en X.

Définition 3.9 La différentielle seconde d’une fonction f : RP — R" deux fois différen-

tiable est lapplication :

df U — L(L(RP,R™);R")

définie par :
d?fx est une forme bilinéaire.

3.5.6 Matrices Hessiennes

X'—>d2fx ’

d*fx(h, K) = d(df)x(h)(K), pour tout (h,K) € E x E.

Définition 3.10 Soit f, U C R? — R, et soit (e, ea, ..., €,) base canonique de RP.

Si f est deux fois différentiable sur U, alors, pour tout X € U, pour touti,j € {1,2,....

d*fx(ei ) = o—(

La matrice

d*fx = Hessf(X) =

o  of
_aaéaxxy

02 f 02 f 02 f
@ (X> 8:1:128x2 (X) 8a:128xp (X)
0 0 0
axgafxl ( ) Té(X> BIQéfxp (X)
02 f ' 02 f ' 02 f '
Oxp0x1 ( ) OxpOx2 ( ) @(X)

est appelé matrice Hessienne de f en X ( elle est symétrique).

Cas p=2

d*f, = Hessf(X) = (

det(Hessf(X)) =

det(Hessf(Xyp)) =

o) ZLx)

o Wy C X = (a,
2H0) ‘;—;zf(X)) )
O2f _Of % f 2
Gaeog oo - (5 00)
O f o f % f 2
LSt - ( o <Xo>)

rt—s* = —(s* —rt) = —A.

On peut tirer les extremums a ’aide du déterminant de la matrice Hessienne.

P}
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3.5.7 Critéres avec les matrices Hessiennes

Théoréme 3.10 Soit f: U C R? — R une fonction deux fois différentiable sur U, et soit
Xo € U un point critique de f, alors :
1. Si Hessf(Xo) est définie positive, alors Xo est un minimum local strict de f sur U.
2. Si Hessf(Xo) est semi-définie positive, alors Xo est un minimum local de f sur U.
3. Si Hessf(Xo) est définie négative, alors Xo est un mazximum local strict de f sur U.
4. Si Hessf(Xy) est semi-définie négative, alors Xy est un mazximum local de f sur U.
5. Si q(Xo) = X Hessf(Xo)Xo est non dégénérée, alors Xq est un point selle.

Preuve. Soit f une fonction de C?(U). Le développement de Taylor de f en Xy = (z¢, o)
a l'ordre 2 est

F(Xo + ) = F(Xo) + df (X0)(B) + 5 (Xo) (A ha) + of ).

Comme Xy = (9, yo) est un point critique de f alors df (a) = 0, ainsi

1
f(Xo+h) = f(Xo) ~ Edzf(Xo)(hh ha).
Le signe du terme de gauche est du signe de d? f(Xg)(h1, ho). De plus

0? 0? 0?
() (hr, ) = 20 S X0) B2 (o),

o -5 (Xo) + 2h1hy

Posons o f o/ o

r = @(2(0)7 s = axay(X0)7 t= a—yz(Xo)
On a det(Hessf(Xy)) = rt — s* = —A.
Alors

s h2
EF(Xo) (b hz) = (h +2h1h2—+_)

hos\2 82—t
T T

Si A=s?—rt<0etr>0,alors

d?f(Xo)(hy1, hy) > 0 ¥(hi, hy) # (0,0),

f admet un minimum local.
Si A<0etr<0,alors

& (Xo)(h1, ha) < 0 Y(hy, ha) # (0,0),

f admet un maximum local.
Si A <0 et d®f(Xo)(1,0) est du signe de s et df(Xo)(=E, 1) est du signe de (—s) alors
le point critique est un point selle. m
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3.6 Fonctions implicites

3.6.1 Théoréme d’inversion locale

Définition 3.11 (Dzifféomorphisme)

Sotent U et V des ouverts non-vides d’espaces de Banach E et F respectivement.

On dit qu’une application f : U — V est un difféeomorphisme de U surV si et seulement
St :

1. [ est une bijection.

2. f est de classe C1, c’est a dire continument différentiable sur U.

3. f~1 est de classe C' surV.

Définition 3.12 (Homéomorphisme)

Sotent U et V des ouverts non-vides d’espaces de Banach E et F respectivement.

On dit qu’une application f : U — V est un homéomorphisme de U surV si et seulement
St s

1. [ est une bijection.

2. f et f~1 sont continues.

Proposition 3.8 Soient f un difféomorphisme de D sur G, a un point de D et b un point
de G, alors,

L df " (f(a)) = (df (a)) !
2. df(f7H(b)) = (df (b))~
5. MJy(f (a)) = (M Jy (a))

a)
4 MJp (f7H(0) = (Mg (b))~

Exemples

1. L’application : z — 22, de classe C*°, est un homéomorphisme de R dans R mais pas
un difféomorphisme, car sa dérivée en 0 est nulles.

2. Posons f(x,y) = (2* + y3,2% — 3?), la matrice Jacobienne de f en tout point (x,vy)

est : )
([ 2z 3y
Jf(iC,y) - < 2 _3y2 ) )
le déterminant de cette matrice est nul si et seulement si x ou y est nul. par conséquent,
la restrinction de f au plan privé de ces deux axes est un difféomorphisme local. mais
cette restrinction n’est pas injective puisque f(z,y) = f(—=x,y), ni surjective puisque si
f(u,v) = f(z,y) alors u +v > 0.
3. Soit f : R? — R? définie par
f:R? — R?
1. VX = (1’1,332) € RQ, Y = (yl,yg) € R2,
1+ Y1 = T2+ Yo
T1— Y1 =T2— Y2

1 = To

on obtient
Y1 = Y2

f(x1,91) = f(x2,y2) implique : {

alors f est injective
ii. VZ = (21, 29) € R,

21:x+y

9= —Y

1
on obtient { © ? (214 2)
Yy=3 (21 — 22)

Z = f(x,y) =>{
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donc f est surjective, enfin f est bijective.
f est bien définit et différentiable sur R?, et ses dérivées partielles sont :
U (z,y) = (1,1) et %(x,y) = (1. — 1) continues sur R? donc f € C*! (R?)

_ 1 1
e = (564056 -n)
est définite et différentiable sur R?, et ses dérivées partielles sont
of 1 11 of 1 1 1
ox (l’,y) - (575) et 8y (CL’,y) - 57_5

continues sur R? donc f~! € C! (R?).
Alors f est un difféomorphisme sur R2.

Remarque 3.3 (f est un difféomorphisme) = (f est homéomorphisme) .
La réciproque est fausse, une application f : U — V de classe C' peut admettre une
fonction inverse f~1 continue sans etre un difféomorphisme.

Exemple 3.9 f: R — R définie par f(x) = x3 est bijective et de classe C'. Sont inverse
est f71(y) = 3 qui est continue mais pas différentiable en 0.

Théoréme 3.11 Soit f une application de U dans R™, ou U est un ouvert d’un espace de
Banach réel de F' un espace de Banach et soit X un point de U. Si [ est de classe C?, avec
p un entier strictement positif et si la différentielle de f au point X est inversible, alors il
existe un ouvert V. contenant X et un ouvert W contenant f(X) tels que f se restreigne en
une bijection de V' dans W dont la réciproque est de classe CP.

Théoréme 3.12 Soit f : U — R™ une application de classe C* avec U un ouvert non-vide,
c’est un difféeomorphisme de U sur f(U) si et seulement si elle est injective et sa différentielle
est en tout point de U un isomorphisme de E sur R™.

f € Isom(R",R") <= det(J(5)(Xo)) # 0.

Alors d’aprés le Théoréme d’inversion locale, il existe un V' voisinage de X et W voisinage
de Yy = f(Xy) tels que f € C*—difféomorfisme.

Exemple 3.10 f:R? — R?, f(z,y) = (v —y,z +y)
9 (Xy) % (X) 11
_ ox 0 _
Yo = <%<Xo> % (X,) ‘(1 ! )

det(Jip(Xo)) = 2#0 < f <€ Isom(R",R").

D’aprés le Théoréme d’inversion locale, il existe un V' voisinage de Xo et W voisinage de
Yo = f(Xo) tels que f € C'—difféomorfisme.
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3.6.2 Théoréme des fonctions implicites

Le théoréeme des fonctions implicites est concerné par la résolution des équations non
linéaires de la forme f(z,y) = 0.

Sous les hypothéses qu’on va préciser, on peut tirer y comme fonction de .
On dit alors que f(x,y) = 0 définit implicitement y comme fonction implicite de x.

Théoréme 3.13 Soient U un ouvert de R? x R™ et f : U — R™ une fonction de classe C*,
on suppose qu’ il existe (xg,yo) € U tel que f(xo,y0) = Orn et dyf(zo,yo) € Isom(R™ x R™).

Alors il existe un voisinage ouvert V de (xo,yo) contenu dans U, un voisinage W de xg
et une application p : W — RP de classe C*, telle que :

V(z,y) €V, (f(z,y) = 0) & (Ve e W, y = ¢(x)).
Proposition 3.9 Sous les hypothéses du Théoréme des fonctions implicites
dp,(h) = —(dyf(z,o(z)) tdxf(z,o(z))(h) pour tous v € W et h € R?

Cas particulier
f:VCR* —R, feC.

On suppose que I(zg,yo) € V telque

f(zo,90) = 0,dy f(wo,y0) = 2—5(1307%) # 0,

il existe un voisinage W de zy et une application ¢ de classe C;

= W—R
T — y =),
tels que
fx,y) =0= (Vz € W,y = ¢(z)
et on a of
_$($7y)
90,(13) - gf
Oy (.flf,y)

Exemple 3.11 On considére la courbe plane d’équation
223y + 222+ =5 (1)

Vérifions que I’équation (/) définit une et une seule fonction y = ¢(x) au voisinage de
(1,1).

On pose f(z,y) =223y + 22 +y* -5, f(1,1)=2+2+1-5=0

Le point (1, 1) est une solution de I'équation f(x,y) =0

{%(m, y) = 62%y + 4x
5 (,y) = 203y + 2y
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Et comme 3—5(1, 1) =242 =4 # 0, d’apres le Théoréme de fonctions implicites, il existe
un voisinage V' de (1,1) et un voisinage W de xo = 1, 3p € C'V(z,y) € V,Vo € W,

fla,y) =0 =y = p(x).
Calculons ¢'(1)

(s, o(x)) 2 (1, 4(1))
(1) — oz / — _ Oz
= o) W T T )
%(w,y) =62y + 4 = %(1,@(1)) =10
L =2y 2 — o) -4

Y1) 10 5
P =g =T =5
oy

(1,¢(1)) 42
Exemple 3.12 On considére la courbe plane d’équation
ze? + e”sin(2y) = 0. (I)
Veérifions que Iéquation (I) définit une et une seule fonction y = ¢(z) au voisinage de
(0,0).

On pose f(x,y) = xe¥ + e”sin(2y) et on voit que  f(0,0) = 0.
dons le point (0,0) est une solution de ’équation f(z,y) =0

e
g—g(l‘, y) = xe¥ + 2e® cos(2y).

Puisque 2—5(0, 0) =1 # 0, il existe un voisinage V' de (0,0), il existe un voisinage W de
1o =0,3p € CY, V(z,y) € V.V € W,

flz,y) =0 =y = o).

Calculons ¢'(0)
On a

donc
220, (0))
/ _ _ Oz
20 = 750 o)
%(x,y) =eY+e"sin(2y) = g—i(o, ©(0)) = a—I(O,O) =1
of YL o of -~ _
a—y(m,y) = xe? + 2e” cos(2y) = 8_y(0’ ©(0)) = ==(0,0) =2

af
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3.7 Exercices sur le Chapitre 3

Exercice 3.1
Etudier la différentiabilité des fonctions f définies sur R? par

- iz_*zz si (x,y) # (0,0)
Lﬂ%w—{Bguyﬁﬂam ’

[z, y) = ($2 + 92) Sin(\/JC;Tyz) si (z,y) # (0,0)
0 si(z,y) = (0,0),
T s (xy) #(0,0)

3ﬂ%w={xgﬂuaw:®ﬂ>

2. f(:my):{

Exercice 3.2
Soit f la fonction définie sur R? par

Ty’ i (2,y) # (0,0)

f@”:{wﬁgmw:mm.

La fonction f est-elle continue en (0,0) 7

Calculer les dérivées partielles %(0, 0) et 2—5(0, 0) .

Calculer le gradient de f au point (0,0), puis en tout point (z,y) # (0,0).
La fonction f est-elle de classe C''(R?)?

La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?

Exercice 3.3
I. Soit f une fonction définie par

AN e

2O i (a,y) £ (0,—1)

_ [#rwne
m’y)‘{ 0 si (5,9) = (0.—1)

1. Montrer que la fonction f est continue sur R?.
2. Calculer le gradient de f pour (z,y) € R? et en (0, —1).
3. La fonction f est-elle différentiable sur R2?
II. On considére la courbe plane d’équation
zeY + e®sin(2y) =0 (1)
1. Vérifier que 'équation (I) définit une et une seule fonction y = ¢(x) au voisinage de
(0,0).
2. Calculer ¢/(0) et écrire I’équation de la droite tangente au graphe de ¢ en (0, ¢(0)).
3. En déduire la limite de ¥ quand (x,y) tend vers (0,0) tout en étant sur la courbe.

Exercice 3.4
Soit f la fonction définie sur R? par

2

vy (&%) si(z,y) #(0,0)
fl@y) = { ( 0 si>(x,y) = (0,0).
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1. La fonction f est-elle continue sur R? ?
2. Calculer le gradient de f pour (x,y) # (0,0) puis en (0, 0).

2 f > f ;
3. Calculerg 7., 7= en tout point (x,y).
4. Que peut-on déduire du calcul de %(0, 0) et %(O, 0).

II. Soient f et g deux fonctions de R? dans R tells que

fle,y) = g(@,y) +e" =2y — 1.
1. Sous quelles conditions sur g I'équation f(z,y) = 0 définit une fonction implicite
y = p(x) au voisinage d’un point (a,b) € R??
2. Soit g(x,y) = arctg(x + y), montrer qu’il existe une fonction ¢ de classe C* telle que
f(z,o(z)) = 0 au voisinage de (0, 0).
3. Calculer le développement limité de ¢ a ’ordre 2 au voisinage de 0.

Exercice 3.5
I. Soit f la fonction définie sur R? par

(z=1)y? :
IR fe= el (z,y) # (1,0)
A ’y)_{ 0 si (z,y) = (1,0).

1. La fonction f est-elle continue sur R? ?

2. Calculer le gradient de f pour tout point (z,y) de R?

3. En utilisant la définition, étudier la différentiabilité de la fonction f au point (1,0)
4. La fonction f est-elle de classe C'*(R?)?

Exercice 3.6
Donner le développement limité d’ordre 2 en (0,0) des fonctions suivantes

cos x ecos(z+y)

Lf(x,y) = 2.f(x,y) = R

cosy’

Exercice 3.7
I. Pour chacune des fonctions suivantes étudier la nature du point critique (0, 0).

Lf(r,y) = 2 —ay+y®, 2.f(z,y) = 2% + 220y +y° +6,
3.f(x,y) = 2%+ 2xy* —y* + 2 + 3wy + 7 + 10.
I1. Etudier les extremas des fonctions suivantes
Lf(zy) =2 +y* —ay+ o +y, 2.f(v,y) = (x = 1) = 2%, 3.f(z,y) = 2°y*(6 — 2z — )
4.f(x,y) = (x —1)* + 2% 5.f(z,y) =2 +xy+y* — 272 —y.
Exercice 3.8
I. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f admet un minimum local ot
f(z,y) = 2° +9* — 3az — 2y.
II. Soit f la fonction définie par

flzy) =a* +y* = 2(z —y)*.
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1. Déterminer les points critiques de f et leurs natures.
2. Trouver le développement de Taylor-Young d’ordre 2 au point (0,0) de la fonction

g(x,y) = .
Exercice 3.9
Soit h la fonction définie par

h(z,y) = xy — 32°.

1. Déterminer les points critiques de h et étudier leurs natures.

2. Trouver le développement de Taylor-Young d’ordre 2 au point (0,0) de la fonction h.

3. Vérifier que I’équation h(z,y) + 1 = 0 définit une et une seule fonction y = ¢(x) au
voisinage de (1, 2).

4. Calculer ¢'(1).

Exercice 3.10

1. Une montagne a la forme de la surface f(z,y)=2ry-222-y*-8x + 6y + 4 (I'unité de
mesure est de 100 metres).

Si le niveau de la mer correspond a f = 0, quelle est la hauteur de la montagne 7
2. Soit f l'application définie sur R? par
2 3

xXr
_y+x2_|_y_

4y
2 3 Y

fz,y) =
Soit I’équation f(x,y) = —3.
Montrer qu’elle définit implicitement au voisinage de (0,3) une fonction y = ¢(x) et
calculer ’équation de la droite tangente a y = ¢(z) en x = 0.
Exercice 3.11
I-Soient o € N et f : R? — R la fonction définie comme suit :

s () £ (0,0
f(x’y):{ 0 si (z,9) = (0,0).

@

1. Pour quelles valeurs de a € N la fonction f est-elle continue en (0,0)?

2. Calculer le gradient de f en (0,0) pour tout o € N.

3. Pour quelles valeurs de o € N la fonction f est-elle différentiable en (0, 0)?
4. Pour quelles valeurs de a € N la fonction f est-elle classe C' en (0,0)?

IT. On considére 1’équation

xe¥ +ye” = 0.
1. Vérifier qu’elle définie une unique fonction y = ¢(x) au voisinage de (0, 0).
2. Calculer le développement de Taylor de ¢ a l'ordre 2 en z = 0.

Exercice 3.12
I. Soit f la fonction définie par

et 1

f(ﬂﬁ,y)ZW-



69

1. Calculer la limite de f quand (z,y) tend vers (0, 0).
2. Calculer le gradient de f pour (x,y) # (0,0).

3. Montrer que f est de classe C! sur son demaine de définition.

II. On définit la fonction ¢ par

o(.y) = flay)  si(zy) #(0,0)
’ 1 si (z,y) = .
1. Etudier la continuité de g en (0, 0).
2. Etudier l'existence et la continuité des dérivées partielles de g en (0,0).

3. Montrer que g est différentiable en (0, 0).

Exercice 3.13
On considére Papplication de f de R? dans R définie par

f(z,y) =2 +9° + 3zy.
1. Calculer le gradient de f et sa matrice hessienne.
2. Utiliser le gradient de f pour calculer la dérivée de ’application

r+— f(x,€").

Donner 'équation du plan tangent a la surface d’équation z = f(z,y) au point (1,1, 5).
Déterminer les points critiques de f.

Utiliser la matrice hessienne de f pour déterminer la nature de ses points critiques.

IO ol o

En considérant application x — f(x,x), montrer que f n’a pas de maximum

global, ni de minimum global sur R2.
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3.8 Corrigé des exercices sur le Chapitre 3

Solution de I’exercice 3.1

Etudions la différentiabilité des fonctions f définies sur R? par
L. 3_,3

S i (a,y) £ (0,0)

S { 0 si (z,y) = (0,0).

D; =R2.
f définie par f(z,y) = % est clairement de classe C (f € C*) sur R?\ {(0,0)},

donc différentiable sur ce domaine. C’est donc uniquement en (0, 0) que le probléme se pose.
Etudions la différentiabilité de f en (0,0).
[ est différentiable en (0,0) s'il existe une forme linéaire L )(h1, h2) sur R?, telle que

lim f(O+hy,0+ he) — f(0,0) — (Arhy + Aghs)
(h1,h2)—(0,0) /h% —i—h%

h3—h3
RZ4h: 0— (/\1h1 + >‘2h2) _ h? — hg B Ahy + )\2h2>

lim = lim
(h1,h2)—(0,0) NENE (h1,h2)—(0,0) ((h% +h3): /R R

On pose hy =rcosf hy = rsinf, on trouve

=0

303 ) wind :
lim (r (cos”0 —sin"6) _ r(Aicosh + Axsin 9)) = cos®  — sin® § — (A\; cos 6 + Ay sin 6)

r3 r

r—0

Cette limite dépend de 6, donc elle n’existe pas.
Par conséquent f n’est pas différentiable en (0, 0), mais f est différentiable sur R*\ {(0,0)} |
2.

flz,y) = (2% +¢?) Sin(\/ml—w)si (z,y) # (0,0)

fla,y) = { 0 si(z,y) = (0,0).

D; =R

f définie par f(z,y) = (2 + y2)sin(\/$2lTy2) est clairement de classe C® (f € C™)
sur R?\ {(0,0)}, donc différentiable sur ce domaine. C’est donc uniquement en (0,0) que le
probléme se pose.

Etudions la différentiabilité de f en (0, 0).

[ est différentiable en (0,0) s'il existe une forme linéaire L )(h1, he) sur R?, telle que

f(O + hl, 0 + h2) - f(O, O) - (Alhl + /\th)

lim =0,
(h17h2)_’(070) \/ hf% ‘I‘ h%
c’est-a-dire
(h% -+ h%) Sin( 1 ) — U — ()\1h1 + )\ghg)

lim \/h2+h32
(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3
1

= lm  \/h%+ hdsin(————) = 0.
(haha)—(00) V1 2 (\/h%hg)
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sin( \/@
D’ou la différentielle de f en (0,0), et donc f est différentiable sur R?.
Solution de I’exercice 3.2

Soit f la fonction définie sur R? par

On prend Ay = s =0etona:

Ty i (2,y) # (0,0)

J(x.y) :{ 0 s (z,y) = (0,0).

1. La fonction f est continue en (0;0) car

im  fry) =  Gm YT pn o, Sty
a0 Y ) e00) AP @a)00) 2+ g
. (rcos0)*(rsinf) + (rcosf)(rsin6)?
= lim -
r——0 (rcosf)? + (rsinf)?
— 0= /(0,0).
2. Les dérivées partielles
of . f(0+h,0)— f(0,0) . 0+h+0
ox (0,0) s h hE}O(O +h)(0) (0+ h)2+ (0)2 0

La dérivée partielle par rapport & x en (0, 0) existe et est égale a 0.

La fonction est symétrique en = et y, donc la dérivée partielle par rapport & y en (0,0)
existe et est égale a 0.

3. Le gradient de f en (0,0) est

a0, 0)>
2L(0,0)

(im0 LELFOAN /g
= o) 100 ) = \o)

lim g ) — 0,00 =35

gradfpos = V f(0,0)=<

Le gradient de f en (z,y) est

— 9 () @137
iz \*7? e+
gradfe,)y =V f(z,y) = <§f ) = ( ( 2$5yy) )
oY) E

4. La fonction f est-elle de classe C'(R?)?
On a déja vu que la fonction est continue sur R2. Vérifions si ses dérivées partielles sont
continues sur R2.

On a m2y2(x2+3y2) .

5_f<x y):{w si (z,y) # (0,0)

dx 0 si(z,y) = (0,0).
. (2.9) . z?y?(2? + 3y?) y r8cos@ sin® O(cos®0 + 3sin® )
im  ——(z = im = lim

(z,y)—(0,0) Ox Y (@y)—(00) (224 y?)? r—>0 ré
0
= lim 7*(cos® sin®6@(cos’d + 3sin®f)) =0 = —f(O, 0).

r—50 ox
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af(w):{% si (a,y) # (0,0)

ay 0 si (z,y) = (0,0)
. of ) 22y ~ 2r8cos® 0 sin?6
lim —(z,y) = lim  ————0 = lim :
(zy)—(0,0) Oy (@y)—(0,0) (22 +y2)2 0 r
0
= lim 2r%cos®§ sin?0 =0 = —f((), 0)
r—0 ay

la fonction est donc de classe C'(R?).

5. Puisque toute fonction de classe C*(Dy) est différentiable sur Dy, on conclut que f est
différentiable sur R2.

Solution de ’exercice 3.3

I. Soit f la fonction définie sur R? par :

2O i (a,y) # (0,—1)

_ ) 22 (y+)?
f“’y)‘{ 0 si(a,y) = (0, 1)

1. Montrons que la fonction f est continue sur R?.

D; = R?

La fonction f est clairement continue dans R?\{(0, —1)}, c’est la composée de fonctions
continues sur R?\{(0, —1)}. Elle est aussi continue en (0, —1)

La continuité en (0, —1), on utilise les coordonnées polaires

x =rcosb, y=—1+rsinf
2 1 0)2(rsin@
lim  f(z,y) = lim AR = lim (r cos ) (r S )
(z,y)—(0,~1) (zy)—(0,-1) 22+ (y + 1)2  r—0 (rcosf)? + (rsinh)?
= lim0 rcos*0sinf = 0.
Donc lim  f(z,y) = 0= f(0,—1), d’on f est continue en (0, —1).

(m’y)_’(()»_l)

Par conséquent f est continue sur R2.
2. Le gradient de f en (z,y) € R? est donnée par
2z (y+1)[e? +(y+1)%] —22(2? (y+1))

0,
Vf(l' ) o B_g:(x’y) o (x24+(y+1)%)2
T () T 220
Oy 27 (@ +(y+1)?)

2:1:(y+1)3
( @1 (yt1)7 >

o _z2—(y+1)2
(x2+(y+1)2)?

Donc le gradient de f en (0, —1) est

].ima:—>0 f(xj_li__()f(oy_l) 0
V f(0,—1) = grad fo,-1) lim, L0 —J0O- —\o)/)

y+1

Il
VR
®|®Qv|oa
< g1
/N /N
o o

|
[
S~—"
~

Il
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3. La différentiabilité de f sur R2
La fonction f est différentiable sur R?\{(0, —1)}
La différentiabilité en (0, —1), on utilise les coordonnées polaires

hy = rcos#, hy = —1+ rsinf

lim f(hi,ha +1) — f(0,—1) — Ahy — Agho

(h17h2)_>(0771) \ h% _'_ h%
Donc f n’est pas différentiable en (0,—1) .
I1. On consideére la courbe plane d’équation

£0

ze! + e®sin(2y) =0 (I)

1. Vérifier que ’équation (1) définit une et une seule fonction y = ¢(z) au voisinage de
(0,0).

si on pose f(z,y) = ze¥ + e*sin(2y) alors f(0,0) =0

Le point (0,0) est une solution de 1’équation f(z,y) = 0.

On a

(g =
g—g(x, y) = ze¥ + 2e” cos(2y).

Comme 3—5(0, 0) =1 # 0, il existe un voisinage V' de (0,0) et un voisinage W de

1o =0,Jp € O, tels que¥(z,y) € V.V € W, (f(z,y) =0 =y = o(z)).

2. Calculer ¢'(0) et écrire I’équation de la droite tangente au graphe de ¢ au point
(0,0(0)).

R i CR o
%(m,y) Y 4 " sin(2y) —> g—im, 5(0)) = §—£<an> .
g—‘;(x,y)  pe¥ 427 cos(2y) —> 2—5(0,90(0)) _ %(0,0) iy

S0y = B0

L’équation de la droite tangente au graphe de ¢ au point (0, ¢(0)) est

y—SO/(O)(I—O)+g0(O):>y——%(x—0)+0:> y——%m.

3. En déduire la limite de £ quand (x,y) tend vers (0,0) tout en étant sur la courbe.

On a

. y ool . p@)-0 1
lim = =lim —~ = lim ———— = ¢/(0) = —.
ez T im == = Im m e =90 = 5



74

Solution de ’exercice 3.4
I. Soit f la fonction définie sur R? par

2

vy (&%) si(z,y) #(0,0)
fl@y) = { ( 0 si>(x,y) = (0,0).

1. La fonction f est-elle continue sur R? ?

[ est continue sur R?\{(0,0)} car quotient de fonctions continues sous réserve que le
dénominateur ne s’annule pas .

La fonction f est continue en (0,0). En effet

122 _ y2

Posons
x = rcosf, y=rsinf,0ec[0,2x], r>0.
22— 72(cos? § — sin® )
li = i = lim 7% cosfsinf
coro00 ! OV T g™ <x2 n y2> T O Y os 0)2 + (rsin0)2
= limO 72 cos 0sin 0(cos® § — sin?0) = 0 = £(0,0).

Donc la fonction f est continue sur R2.
2. Le gradient de f.

Pour (z,y) # (0,0)

24— g5 A2y
vﬂxw:(%@ﬂdz(Lﬁﬁﬁi>
g_g(x y) zyt+a5—423y?

(@2+42)2

ﬂ 1 f(h,U)—f((lO)
Y f(a,y) = (gfc((),())) _ (thHo f(07h)ﬁf(070)) = (8)
3,(0,0) B —

liInh—>0 h
On a
O (v ) { PRI s (0,y) # (0,0)
,Y) = 3f (h.0)— 21
8._'L'8y limh_)() Gy 27 Oy 7 (h70)hdy (0.0) =1 si (.TJ7 y) = (0, O)
et x6+9x4y2—9x2—9x2y4—y6 .
a2f ( ) { (z2+y2)3 51 (‘Tay) 7é (070)
SL’,y = of _of .
Iy limy,__,o 2ot 0ot (O’h)hf’“ 00 — 1 g (z,y) = (0,0)
4. Comme o/ o/
0,0 0,0),
8x(‘3y< )7 8y8x( )
le Théoreme de Schwartz nous permet de conclure que les dérivées secondes 8625 (x,y) et
2 o

3y9z (%,y) ne sont pas continues en (0,0).
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Solution de I’exercice 3.5
I. Soit f la fonction définie sur R? par

z—1)y? .
% 51 (Iay) 7& (170)

S { 0 si(z,y) = (1,0).

1. La continuité de la fonction f sur R2.

D; =R,

La fonction est clairement continue dans R?\{(1,0)}, c’est la composée de fonctions
continues sur R*\{(1,0)}. Elle est aussi continue en (1,0) .

La continuité en (1,0). On utilise les coordonnées polaires

x=1+rcosf, y=rsind
I Fzy) ) (x —1)y? . rcosf.r?sin®6
im x, = im —— — = lim .
(z,y)—(1,0) Y @y)—1,0) (r —1)24+y2  r—07r2cos26 + r2sin® 0
= lim0 rcosf sin® 6 = 0.
On a lim r,y) = 0= f(1,0),
L f(z,y) f(1,0)

d’ou f est continue en (1,0).
On en déduit que f est continue sur R?
2. Gradient de f en (z,y) € R?.

*((a=1)*+y?)—2(z—1)%y>
<%(l’,y)):( B (S )

V f(x,y)

af 2y(z—1)((z—1)2+y?)—2(z—1)y*
dy (%’, y) K (($,1)2fy2)2 Y

yt—(z—1)%y?
(z—1)2+y2)2
2y(z—1)3

((z—1)2+y?)?

Le gradient de f en (1,0) est alors
) z—0
V f(1,0) = grad;q,0) = (690 ) = ( . v ) = ( )
g_;;(l, ) lim, f(17y)y f(1,0) 0
3. Différentiabilité en (1,0), on utilise les coordonnées polaires

hi =1+ rcosé, he = rsinf

lim f(1 4+ hy,hy) — f(1,0) — Ajhy — Aoho
(2.)—(1,0) NGESD:
Donc f n’est pas différentiable en (1,0).
4. La fonction f est-elle de classe C*(R?)?

£0
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Puisque

af (-’l:,y) _ lim y4 B (‘T — 1)2y2

im — n’existe pas
(@,y)—(1,0) Ox (@y)—(10) ((z — 1)% + y?)? P

donc %(x, y) n’est pas continue au point (1,0), par suite f n’est pas de classe C*(IR?).

Ou bien il suffit de dire que f n’est pas différentiable en (1,0), donc elle n’est pas de
classe C'1(R?).
II. Soient f et g deux fonctions de R? dans R telles que

flz,y) =g(z,y)+e" —2y — 1.

1. Iéquation f(z,y) = 0 définit une fonction implicite y = () au voisinage d’un point
(a,b) € R? si g est de classe C! au voisinage du point (a, b), et

flzy) = glz,y)+e*—2y—1 =0= g(a,b) = —e"+2b+1

0 0 0
a—i(a,b) # 0 :>a—§(a,b)—2#0 :>a—§(a>b)#2'

2. Soit g(z,y) = arctg(z + y), on va montrer qu’il existe une fonction ¢ de classe C* telle
que f(x,p(z)) = 0 au voisinage de (0, 0).

£(0,0) = g(0,0) +e* =1 =arctg(0)+1—-1=0 [ est de classe C*
of 1
_ = 92 —
8y< ) ) 1+ (x+y)2 |($,y)—(070)

D’apreés le théoréme des fonctions implicites il existe un voisinage V' de (0, 0), un voisinage
W de 0 et une unique fonction

—1-2=—-1+#0.

v  V—W
r = y=op(z)
de classe C* tels que f(x,(z)) =0 et p(z) = 0.

3. Le développement limité de ¢ a l'ordre 2 au voisinage de 0.

flx,y) = gla,y) +e" =2y —1
of 1 af

%(17&) = Hx—y)QJre ; £(070):2
97(0,0) 2
I .
g0 -1

arctg(z + ¢(z)) +e* —2p(x) =1 =0

1+ (z x
1+(;rf<p((m)))2 +e —2¢'(z) =0

1+ ¢/ (x) + e* (14 (z 4 o(2))?) — 2¢' () (1 + (z + ¢(z))*) = 0

P"(@) + (14 (v +9(2)") +2(1 + ¢ () (z + p(x))e”
—2¢"(z)(1+ (z + ¢(2))) = 2¢' () (22 + ¢'(2))(x + p(x)) = 0
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L+ ¢'(0) + 14 (0 +¢(0))* = 2¢/(0)(1 + (0 + ¢(0))*) = 0,

et comme ¢'(0) = 2, alors

1—¢"(0) =

Solution de I’exercice 3.6

0= ¢"(0)=1

2

2(0) + 35¢/(0) + 55"(0) + ofa?)

2

2+ L 4 o(z?).

2

Développement limité d’ordre 2 en (0,0) des fonctions suivantes

COs T

Lf(x,y) =

cosy’

6cos(:Eer)

24y

2.f(z,y) =

1.f(z,y) = £, on utilise les développements limités usuelles au voisinage de zéro
’ cosy’

2

t
cost = 1—54-0(752)
t t? 2
e = 1ttt to(t))
1
—— = 1+t++0(t?).
1-—1
On a au voisinage de 0
1 t?
— =14+ — +o(t?),
1— L2 +o(t2) 2
donc
fa = 2o (1221 o@) (142 + o)
T = = — — +olx — 4o
Y cosy 2 2 Y
2 2
= 1—%+%+0(m2+y2).
2.f(z,y) = em;f;y), on a au voisinage de 0
2
cos(r+y) = 1—@—1—0@2—1—3;2)
(@) (o ol 42))
T +y)?
= e(1 ( Zy) + o(z* + v?))
De plus :
1 1 1 1 y 2 N
=_ ——(1-Z4+ L
Try 214l 2t Tt ) o)
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Donc
cos(z+y) (+ )2 2
€ € rry 2 2 y oy 2
= (1 =27 1—-2 42
5Ty 5 5~ tol@®+y))(1 =5 +7) +oly’)
2 2
€ y .y (x—l—y) 2 2
= —1-Z24+ZL _
2( 2+4 5 )+ o(z” + y°)
2 2
€ y oy 2 2
= —(1-Z2_-Z _Z _
S(L=5 =7 — 5 — 2y tola®+y)

Solution de ’exercice 3.7
I. Etudions la nature du point critique (0, 0).
Lf(z,y) = 2* — 2y + ¢
La fonction f est de classe C? sur R? et on a

of of
L — — =L — 9y —
e (z,y) 2z —y, o (r,y) =2y —2x
o2 f B 0% f . Pf _
8(]32 ('CE y) - 27 ayQ ($7y) - 25 (%:@y(x’y) =—1
02 f 02 f 02 f
r = 82(0 0)=2, t= 82(0 0) =2, (%ay(o 0) = —1.

A=s>—rt=-3<0¢et r=2>0.

Donc la fonction f admet en (0,0) un minimum local qui est f(0,0) = 0.
2.f(z,y) = 2 + 22y + > + 6
La fonction f est de classe C* sur R? et on a

af

of

_ — _J — 2

5 (& Y) 2z + 2y, o (z,y) =2y + 2z

o f ) PN

81'2 (l’)y) - 27 3y2 ($7y> - 27 8 a ( y) 2
0% f o0 f o0 f

= = 2.
r=-500=2 t= 5 —(0,0) = axay(o,())

Comme
A = s> —rt =0, on ne peut pas conclure.

2 2
Hess fo,0) = < 5 9 ) :

Cherchons les valeurs propres de Hess f(q,0).

det(Hessf(O,o) — )\]2) = ‘ 2-A 2

22—\ ':(2_”2_4
det(Hessfoo —AM2) =0= A=0o0u\=4.

Alors la matrice Hess f(o) est semi-définie positive.
Donc la fonction f admet en (0,0) un minimum local qui est f(0,0) = 6.
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3.f(z,y) = 2® + 2xy® — y* + 2% + 32y + y? + 10.
La fonction f est de classe C* sur R? et on a

%(I’y) = 32+ 2"+ 20+ 3y, g_}];(x,y) =day —4y° + 3z + 2y
82f 2f 2f
92 (z,y) 61 + 2, oy 5 (z,y) =4z 12¢% + 920y ——(x,y) = 4z + 3.
0 f 0*f 0’ f
r=ga00=2 =750 = = 5000 =3

Or

A =3s*—rt=>5>0, donc f nadmet pas un extremum en (0, 0).

(0,0) est un point selle.
Solution de ’exercice 3.8
I. Les points critiques de f sont les solutions du systéme

{gi(ﬂ: y)—3$2—3@=0:{3x2—3a:0

Sy —ay 20 "\ 2-2-0

Si a < 0, la fonction f n’a aucun point critique.

Si a = 0, la fonction f admet un seul point critique A = (0;1). En ce point critique on a
_O*f
= o2

82f
Oy

_ 9
- Ozdy

Z2(0,1)=0, t=—=2(0,1)=0, (0,1) =0,

5?2 —rt = 0, la fonction f n’a aucun extremum car pour p > 0,

fp,1) = pP—1>—-1=f(0,1)
f(=p,1) = —p*—1<—-1=f(0,1)

Sia > 0, la fonction f admet deux points critiques B et C' donnés par

322 —3a =0
{az “ —1=—Vaety=1 ou z=+aety=1

20—2=0

Donc B = (—v/a,1), C = (y/a,1).

En B = (—+/a,1) on a s* — rt = 12 /a > 0.

Donc la fonction f n’a en B ni maximum ni minimum local, mais un point selle.

En C = (y/a,1) on a s> —rt = —12y/a < 0. Donc la fonction f admet en C' un minimum
local .

On en conclut que f posseéde un minimum local si et seulement si a > 0.



Chapitre 4

Intégrales doubles

4.1 Introduction

Les intégrales multiples sont une généralisation des intégrales simples (intégrale d’une
b

fonction d’une seule variable). rappelons que l'intégrale de f sur [a,b] notée / f(z)dz est

interprétée comme ’aire comprise entre le graphe de f et ’axe des x et les droites z = a et
x =0b.

Une subdivision de [a,b] en n sous-intervalles [z;_1,x;] de méme longueur A, =
permet de définir intégrale de f sur [a,b] comme

b—a
n

4.2 Intégrales doubles

4.2.1 Principe de l’intégrale double sur un rectangle

Soit f une fonction réelle de deux variables x et y continue sur un rectangle
D = [a,b] x [e,d].

Sa représentation est une surface S dans l'espace R® muni d'un repére orthonormé
— = —
<O7 ? Y j Y k )7

2= f(z,y), Gr={(z,y, f(z,9)/(z,y) € R*}.

80
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On partage le rectangle D en sous rectangles, dans chaque sous rectangles [x;_1, z;, ¥i—1, ¥i] |
on choisit un point M (x,y).

o . r.
- ;Hh"m.__ EA (A
.,
-
- .I -
p - — Y T
’ J e
Fl / I L
_____;f _____ _"_____
S p—— . ___E__,.i__.
A - b
X 7 4

Définition 4.1 Soit D = [a,b] x [c,d] un pavé fermé borné de R>.

On appelle subdivisions de D toute famille finie o de points de D telle qu’il existe une
subdivision (z;)i, de [a,b] et (y;)7L, de [c,d] telle que 0 = (z;y;), 1 <i<mnetl<j<m
et chaque subdivision contient n X m calculs.

Définition 4.2 Soit f une fonctions continue sur un rectangle D = [a,b] X [c,d], et soit o
une subdivision du rectangle D.
Alors

n m

Sn,m = Z Z f(x;ka yj)(xl - xifl)(yj - yjfl)?

i=1 j=1

est dite somme de Riemann de f correspondant a o et au systéme de point M(x,y).

x} € w1, 2], vi € -1, 5.

Si la limite de S, ,,, quand n et m tendent vers l'infini existe, elle s’appelle intégrale double

de f sur D et se note
// f(z,y)dxdy = limJr Shom.-
D b
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En général on prend

),y =c+i( C) et donc

n=met xf =a-+1i(

J[ st yasay - gquZf a0 et JE NS,

Exemple 4.1 f(z,y) =2+2y, D =10,1] x[0,1].

//f(x,y)dxdy: liIE S,
D

1 7.1
= dm > > G
i=1 j=1
n—s-oo N2 = n
= 1 el 2Lz
n—1>m+oo n? ;(; n + n ;‘”
1 n
= lim —>» (I+1+1+...+1)i+2(1+2+...+n))

: . n(n+1)
— lim — 2
n—l{ﬂoo n3 — (Z?”L 2 )
ST L0 2 Rt
: 1 (n—i— 1)
= nin}roo E(nT +nxn(n+1))
1 n?*(n+1)
= lim — 1
Jim s (—— (n+1))
1 3n? 1 3
— lim _(M):_
n—s+oo N3 2 2

1. L’intégrale double est utilisé pour calculer les volumes, et I'intégrale simple pour cal-
culer les aires.

2. Dans une intégrale double les bornes en = et y doivent toujours étre rangées en ordre
croissant.
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4.3 Propriétés des intégrales doubles

1. Linéarité
Quelles que soient les fonctions f et g, et quelles que soient les constantes réelles o et
£ on a

[ @t + ot pyisdy = a [ [ s@.g)dsdy+5 [ [ gta.)dzay

2. Additivité
Si D et D' deux rectangles tels que D N D’ # &, alors :

J[ r@siy= [[ s@pdsiy+ [[ saizay

3. Positivité
Si f(x,y) > 0sur D (f #0) alors

// (o, y)dady > 0.

4. Si f < gV(z,y) € D, alors

// f(z,y)dzdy < //g(fvay)dfvdy-
J[ s@pasts| < [[ 11l dzay

Définition 4.3 Soit f une fonction continue sur un domaine D de R2. On suppose que ce
domaine D peut étre défini par
(,y) €D <= (a <z <b, ulzx) <y <v(r))

a et b étant des réels et u et v des fonctions d’une variable réelle tels que
a<betVr e la,b], u(r) <v(z).

Alors l'intégrale double de la fonction f sur le domaine D est le nombre réel

b fo(z)

[ sty = [| [ seiy| s

a u(x)
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Théoréme 4.1 ( Fubini)
Soit f: D — R une fonction continue.
1. Cas ou D = [a;b] x [e;d]; a<betc<d, ona:

/fxydxdy—/ /fmydy dx—7 7f(x,y)dw dy.

2.Cas o D = {(z,y) € R?*/a <z < b, u(z) <y < v(x)} ot u,v : [a;b] — R sont
continues, alors

b v(z)
/ ﬂ%wdwyz/mu/fwydycm
D a \u()

Exemple 4.2 Calculons l’intégrale double suivante

1
I = T dxd D = R2/0<z<10<y<]1
[ wratetn P-tomernss<i0sy<y

1

1
I = d
/jy /j1+x+y /[1+w+y} 4
0

0

- —](—l———i—>@:~{m@+y%JM1+wB=m§

24y 14y

Exemple 4.3 Représenter le domaine d’intégration et calculer l'intégrale double suivante

2y
I://Ze dedy, D ={(zr,y) eR*/0<x<2,0<y<4-2%
-y
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4/ m—// - [

4.4 Variables séparables

Proposition 4.1 Soit f une fonction telle que :

V(x,y) € R?, f(z,y) = g(x)h(y).

Soit D = [a,b] X [c,d], alors on peut séparer les variables, et l'intégrale double sur D de
f s’écrit comme produit de deux intégrales simple.

b d
J[ sty = [ gwrae) | [na
D a c
Ezxemple 4.4
dzxdy )
= <zx< <y <
// 14 22)(1 4 y?)’ D={(zy) eR/0<z<10<y<1}
1 1
// dxdy /
1+ a22)(1 + 2 T+ )
0 0
2
T m W
= [Arctg:n](l) ) [Arctgy](l) =7 X 1= 18

4.4.1 Calcul d’aire

Proposition 4.2 L’aire d’un domaine D réguliér est donnée par la formule

Aire(D) = [ [ dzdy

Si D est caractérisé par

Alors

D a
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Exemple 4.5 Le domaine d’intégration D s’exprime sous la forme

D:{(:E,y)€R2/0§x§2,m§y§x+2}.
En appliquant le théoréeme de Fubini on obtient :

2 42

J[s@wasty= [ | [ tyay) d

Lorsque f est la fonction constante qui vaut 1, alors

// ldzdy = Aire (D),
D

représente l'aire, ou la surface du domaine D. Par conséquent

Aire (D) = 7 72 1dy | da = 7 ([y)°"?) da = 72d:c = [22] = 4.

4.4.2 Changement de variables

Théoréme 4.2 Soient U et V deuz ouverts de R? et soit f une fonction continue des deux
variables (x,y) , définie sur un domaine D. On suppose qu’il existe un changement de variable

bijectif de classe C*.

p: (u,0) — @ (u,v) = (2,9) = (z (u,0),y (u,v))

entre un domaine D et D' avec D' = ¢(D).

Alors on a la formule de changement de variable pour les intégrales doubles.
[ s @vydsdy= [[ sog (w.0) det 1) 0 dud
D' ©(D)

Exemple 4.6 Calculer, en utilisant le changement de variables, l'intégrale double suivante
2
J://—dxd, D' ={(z,y) eR?/ —1<z<0, —V1—22<y<0}.
TN y {(z,y) eR"/ % y < 0}

On passe en coordonnées polaires en posant

x=rcosf ety=rsind,p: (r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinf).

Les fonctions coordonnées de ¢ sont : @,(r,0) =rcosl, py(r,0) =rsinb.
Elles sont de classes C™, donc ¢ est différentiable et sa matrice Jacobienne est

[o%:) Op .

=1 =1 cos —rsinf

o= o )=( )
or

- sin 6 rcosf
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Le Jacobien de cette application est alors
J = |det(J(p))| = |rcos® 0+ rsin*6] =r.

Remarquons que : (x,y) € D' = 0<r<1,7r <6< 3%
La formule de changement de variables en coordonnées polaires donne

dxdy = rdrdf

1 5 1
2dxdy rdfdr 1
J://—://—:w/(l— Jdr = 7(1 - In(2))
[02 1 2 1+ I+
D/ L+ Vet +y 0w " 0 :

4.5 Intégrale curviligne

4.5.1 Notions sur les arcs paramétrés

Définition 4.4 Soit E un espace vectoriel normé de dimension 2 ou 3. Soit [a,b] un in-
tervalle de R non vide et non réduit & un point. Un arc paramétré v de classe C* est une
application de classe C* de [a,b] dans D notée

v la,b] — D
t — ()

([, b]) est appelé support de l’arc paramétré.
Exemple 4.7 v(t) = (7,(t),v2(t),v5(t)) est un arc paramétré de R3.

Définition 4.5 Le point y(a) est appelé origine de la courbe et v(b) est lextrémité de la
courbe .
La courbe ~y est dite fermée si v(a) = ~y(b).

Définition 4.6 A est appelé point simple de v(U) si il existe un unique tA € U tel que
A =~(tA).
Un point multiple est un point qui n’est pas simple.
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4.5.2 Courbe inverse

Définition 4.7 On appelle courbe inverse de la courbe paramétrée vy, lapplication ~' :
la,b] — R?
définie par t — ' (t) = v(a + b —t).

C’est la courbe parcourue au sens inverse. En effet v(a) origine de ~y

et y(a+b—a)=7(a) =(b),
donc 7(b) origine de +'.

Paramétrisations des droites et des segments

1. La droite (AB) a pour paramétrisations.

{x(t)—tmﬁ+xA . teR
y(t) =ty +ya

2. Le segment [AB] parcouru de A a B.

{ x(t) =trgp + 224 e
y(t) =ty +va

Cas particulier

1. Le segment [AB] est un segment horizontal.

?

{ x(t) =tep+ (1 —t)xy
y(t) = ya

Cette application constitué une paramétrisation du segment horizontal [AB].

2. Le segment [AB] est un segment vertical

x(t) =xa
{ y(t) =ty + (L —t)ya
Cette application constitué une paramétrisation du segment vertical [AB].
3. Cercle.
Soit R un réel strictement positif fixé.
L’application
v : [a,b] — R? définie par x(t) = Rcosf, y(t) = Rsinf est une paramétrisation du
cercle de centre (0,0) et de rayon R.

4. Vecteur tangent

On suppose que 7 est une courbe de classe C'. Le vecteur +/(t) = (2'(t),y/(t)) est le
vecteur tangent & la courbe v au point ().
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4.6 Champ de vecteurs

Définition 4.8 Soit D un sous ensemble de R2. -
Un champ de vecteurs sur D est une application F telle que :

—

F . D—R?
(z,y) — (P(z,9), Qx,y)),

P, Q) sont deux fonctions & deux variables.

Exemple 4.8 Le gradient d’une fonction f

orad _ (9 of 5 o
gradfizy) = (55 (2. y), 5,(x,y)) est un champ de vecteurs noté 7 f.

4.6.1 Intégrale d’un champ de vecteurs

Soit F = (P(x,y), Q(x,y)) un champ de vecteurs défini de classe C'* sur un sous ensemble
de R2.
Soit

v la,b] — D
to— y(t) = (x(t), y(t))

une courbe paramétrée de D de classe C!.

Définition 4.9 L%intégrale curviligne de F surle long de ~y est définie par :

b

[F = [<Foro>a

¥ a

= /(P(w(t%y(t))f(t) +Q(x(t), y(t)y'(1))dt (4.1)
Lorsque vy est fermée / ? = % ?

4.6.2 Circulation d’un champ vectoriel

H
Définition 4.10 Soit F' un champ vectoriel de composantes P et Q), défini sur un ouvert U
et v un arc paramétré de classe C* dont le support est inclus dans U, et dont une paramé-

H
trisation est Py = ([a,b], f). L’intégrale curviligne du champ vectoriel F le long de vy aussi
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é
appelée circulation du champ vectoriel F' le long de *y est égale &

!

FdM = /?(f(t)).mdt

(x ety désignent les fonctions composantes de f).

4.6.3 Notations différentiables

Dans (4.1)

x(t) est remplacé par x, et y(t) est remplacé par y.

' (t) est remplacé par dz, et y' (t) est remplacé par dy.
Exemple 4.9 Soient

Donc (4.1) devient
[ F = [P+ Qg
vy gl

F = (P(2,9), Q(x,y)) = (z,), et7(t) = (t.2¢), t € [0,1],

alors

/? = /(P(x,y)x”r@(:c?y)y’)dt
= ] (t)dz + y(t)dy)dt

= /(t><1+2t><2)dt:—

0

Exemple 4.10 On se donne

= (P(x,y),Q(x,y)) = (—y,z), et~y(t) = (cost,sint), t € [0,27].

Alors
[F = [P+ Qi

.
2m

= / —sinta’(—sint) + cost cost)dt
0
[
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4.6.4 Propriétés des intégrales curvilignes

1. Linéarité
- =
Soit F'1, F'5 deux champs de vecteurs et o, 5 € R, on a

/mfﬁw?g:a/ﬁi+g/F}
g

Y v

2. Relation de Chasles
Soient v, = AB et 7, =BC deux arcs paramétrés, on pose v = v; U vy

Alors pour un champ de vecteur F
— — —
/F:/F+@/p
i gs! 72

—
Si 7 et 7/ sont deux arcs paramétrés inverses, alors pour un champ de vecteur F'.

/?:_/F.

ol 0l

3. Changement d’orientation

Le changement d’orientation entraine le changement de signe de I'intégrale curviligne.

4.6.5 Formule de Green-Riemann

La formule de Green-Riemann permet de ramener dans certains cas , une intégrale double
en une intégrale curviligne sur la courbe qui délimité le domaine d’intégration.

Théoréme 4.3 Soit D une partie de R?, limité par la courbe y fermée (ou bien sa frontiére
0D = 7).

Soient P et Q deux fonctions de classe C' sur D, alors on a la formule de Green-Riemann

Q) oP
- = P .
//( 5 (O Y) o (z,y))dxdy f( (z,y)dz + Q(z, y)dy)
Preuve. Pour simplifier, on suppose D convexe. Notons [ la projection du domaine D sur

l'axe Ox. Comme D est convexe, il est défini par des inégalités fi(x) < y < fo(x) ou fi et
f2 sont des fonctions continues sur /. On calcule

/ %—jw,ywdxdy _

{zel, f1(z)<y<f2(z)}

De méme /%—gdxdy: —/Qdy. |
D vy
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Lemme 4.1 Soit D un domaine de R2.
Aire(D) / / dxdy

Aire(D fxdy = 7{ —ydy = % xdy — ydz).

Preuve. Nous allons etabhr que les tmzs intégrales curvilignes intervenant dans cette formule
sont égales.

1
Si A= j[:vdy, B = j{—ydy, C = 5 %(xdy — ydz),
v v y

on remarque que C' = %(A + B), donc il suffit d’établir que A = B. or,

A-B= jf(xdy — ydx) = %(de — Qdx).

Y Y

Avec P(z,y) =y et Q(x,y) = z. Il est clair que 8—5 =1= 8Q donc 7y est une forme

différentielle fermée, qui est définie sur l’ouvert R? qui est bien sir etozle 17y est donc exacte,
et lintégrale d’une forme différentielle exacte le long d’un arc fermé est nulle. On a A—B =0

donc A=B=C. n

4.7 Exercices sur le Chapitre 4

Exercice 4.1
En utilisant la définition de 'intégrale double, montrer que

//(2x+3y)dxdy:g, ot D =101 x [0,1].

Exercice 4.2
Calculer les intégrales doubles ci-dessous sur le domaine D qui est en général précisé.

LT = //(1 b —y)dedy, D =[-1.1] x [-1,0]
D
2.1 = //(m +y)sinzsinydzdy, D =[0,7)?
3.1 = // In(z +y + 1)dzdy, D est le triangle de sommets O(0,0), A(1,0), B(0, 1)

dxd
4.1 = // f_y ={(z,y) eR*/z>0,y>0,1<x+y<2}
(z+y)
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dzdy 9
D= R?/z > 0,y > 0 <1,
// it D={@weR/az0yz0rty<1)
dzd
61_// iy = {(z,y) ER}/1 <z <3,y>2,0+y<5}
(x +y)

7.]://($2+y)dxdy, D={(r,y) eR?*/—1<z<2,2*~1<y<z+1}L

Exercice 4.3

1. Soit le domaine D = {(z,y) € R?/ 0 <z <2, 2 <y <z +2}.
Représenter le domaine D, et en déduire laire de D,

2. Calculer //mdxdy ol A={(z,y) eR*/ 2 <7, 8—zx<y<z+1}.

Exercice 4.4
En utilisant les coordonnées polaires, calculer les intégrales doubles suivantes

dxdy 27,2 2
1.1 = D = R 1}.
//HmyQ, ((z.y) €RY" 447 < 1)

dzdy , | o
* I_//lﬂ"?w?’ D={(ry) ER}0<r<10<y<L0<a®+ < 1)

In(
3[_//nx—|—y dedy, D ={(z,y) € R®/1 <a?+y*> -2z <4}

VT

_ rydxdy - 27,2, 2

_ rydxdy B ) .
5. = //1+$2+y2’ D={(z,y) e R/ 0<2<1,0<y<1laz"+y”>1}

rydxdy 9
6]—// () T, D={(z,y) eR?/ -1<2<0, —VI-22<y<0}

Exercice 4.5
Soit V' le champ de vecteurs de R? de composantes respectives notées :

P(z,y) = —ya® et Q(z,y) = zy*.
On définit D = {(z,y) € R? : 22 + y* — 2y < 0}.
Notons I'" le bord de D orienté dans le sens trigonométrique.

1. Représenter graphiquement le domaine D.

2. Calculer / Pdx + Qdy.

T+
3. Retrouvez le résultat en utilisant la formule de Green-Riemann.
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Exercice 4.6
Calculer les intégrales suivantes de deux maniéres : directement, puis en
appliquant la formules de Green Riemann.

1. 1= / / z3dy — y>dx, -~y est le cercle de centre O, et de rayon R, orienté dans le sens trigonométriq

y

2. 1= //(x2+y2)d:c+<x2 —y)dy, K={(r,y) eR?/0<2<1,0<y<1—a}.
K+
et 0K est le bord de K orienté positivement.

Exercice 4.7
Soit w la forme différentielle définie par
w = P(z,y)dz + Q(z,y)dy avec P(z,y) =z +y et Qz,y)=z—y
Calculer [ w lorsque :
v
1. 7y est 'arc du cercle trigonométrique joignant le point A = (1,0) et le point B = (0,1)
dans le sens direct.

2. v est le segment de droite [AB] (parcouru de A vers B).

Exergice 4.8
Soit V = (g) le champ vectoriel de R? défini par P(x,y) = zy et Q(z,y) = x + .

Calculer la circulation de ce champ Ve long de l’arc « lorsque :

1. v est I'arc de la parabole y = x? parcouru de gauche & droite entre son point A
d’abscisse —1 et son point B d’abscisse 2.
2. v est. le segment de droite [AB] (parcouru de A vers B).

3. v est 'arc du cercle de diameétre [AB] parcouru dans le sens des aiguilles d’une montre.

Exercice 4.9

2
Soit V le champ de vecteur de R? défini par V= ( 2?:_ y;E ) :

H
1. Calculer la circulation du champ V' le long de la courbe fermée constituée par les deux
arcs de parabole y = 22 et = y? décrite dans le sens direct (inverse des aiguilles d’une
montre).

2. Retrouver ce résultat en utilisant la formule de Green-Riemann.
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4.8 Corrigé des exercices sur le Chapitre 4

Solution de ’exercice 4.1
En utilisant la définition de I'intégrale double, on va montrer que

5
//(2x+3y)dxdy:§, ot D =101 x [0,1].
D

flz,y) =2x+3y, D =][0,1] x [0,1]

//f(a:,y)da:dy: lirg S,
D

n—rteo n [ =0
: I 2(n+1)nn+1) 3(n+1)
= 1 — 1
n—1>IEoo n? n 2 2 (n+1))
3
_ 2 2
= nﬂnloo E((n +1)* + §(n +1)%)
5
= lim —2(n+1)3?=2
nim+oo n (n+ ) 2

Solution de ’exercice 4.2
Calculons les intégrales doubles suivantes sur le domaine D.

I //(1 t o —y)dady, D =[-1,1] x [~1,0]

-1 -1 -1

10
2
I= /(1+x—y)dwdy:/[x+%—xy]lldy
0

— [+ 5 =9 = 1+ 5+ o)y

—1
0
y2 0
= /(2 —2y)dy = 2[y — 5]71 =3.

-1
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2. 1 = //(a:—l—y) sinzsinydrdy, D =0,n]?

D
I:// x + y) sin x sin ydzdy

// T + y) sin z sin ydzdy
/smy /(w—i—y) sin xda:) dy

0 0
:/siny /xsinxdm—l—y/sinxdm dy = 4.
0 0 0

3. 1= // In(z + y + 1)dzdy, D est le triangle de sommets O(0,0), A(1,0), B(0, 1)

D
]://ln(x+y+1)da7dy
D

L’orsque x est compris entre 0 et 1, y variede 0 a 1 — x

1—x

I, = /ln(x+y+1)dy
0
u=zcr+y+1=du=dy
y=0—=u=za+1, y=1—-zr=—=u=2

2

I, = /lnudu:[ulnu—u]iJrl
r+1
= 2In2-2—(z+1)In(z+1)+z+1

I=(02m2-2—(z+1)In(z+1)+z+ 1)dz

t=x+1=dt =dx
r=0—=t=1, z=1=1t=2

2
I:2m2—2—/ﬁm¢+wm:-

1
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4.12//(51?;%27 D={(z,y) eR*/xz >0,y >0,1<z+y<2}

D

D:D1UD2, D1UD2:@
Dl—{(a: ) ER?O<z<l et 1l-0<y<2-—uz}
{(r,y) eR*/1<x <2 et 0<y<2—2z}

// arr [ er i
(/ <xiyy>2)d“[ (/ @:Cl+—ym) o

1—x

M (ENE

2
-1 -1
= d
[m+2—x x—i—l—x] x+/lx+2—x z+0
1

2
:/ld:v%—/{l——]dx—an
2 T
0 1

dady D:{(l,’y)ERQ/xZO’yZ(]?(ﬂ-i—ySl}.

1—x

/ dx
1+x+y
0

1
/ dxdy /
I =
(I4+z+y)3
0

J
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6.]://(%1;3, D={(z,y) eR?/1<x<3,y>2,2+y<5}

3 —

= [ —//
a :U+y a x—l—y

D 1 2

— 3_2
50 2)], 75

T.1= [[@ v gty D={(r.p) e R/ -1<r <2~ 1<y <ot

D

I= //(:}C2 + y)dxdy = 7 (71 (2% + y)dy) dx

— / <(x +1)a? + %(m +1)% = (2% — 1)2® — %(gﬂ — 1)2) dx

3 5 1, 7., 1,]* 117
{10x+4x+6x+2x 1—20.
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Solution de ’exercice 4.3
1. Le domaine d’intégration D s’exprime sous la forme

D={(z,y) eR*/0<a<2, s <y<az+2}.

/./ /

En appliquant le Théoréme de Fubini, on obtient
2 T+2

//f(:v,y)dmdyz/ /f(x,y)dy dz.

Lorsque f est la fonction constante qui vaut 1, I'intégrale [ = / / ldxdy = Aire (D)
D

représente 'aire, ou la surface du domaine D.
Par conséquent

Aire (D) = 7 72 1dy | dz = 7 (2" do = 72d9: = [22]2 =4

2. Calculer //ﬁdxdy ot A={(z,y) eR?/ z<7,8—x<y<x+1}
A

L’inégalité 8 —x < x + 1 entraine x > % De plus x < 7, donc

/A/ (z i y)zdxdy -

z+1 7

1 -1 z+1
/—Zdy dx:/[ } dx
J (rty) e tyls,
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Solution de ’exercice 4.4
En utilisant les coordonnées polaires, on calcule les intégrales doubles suivantes

1.
d£dy
I = D = R?/2? <1}

Les fonctions coordonnées de ¢ sont, x = ¢, (r,0) = rcosf, y = 1y(r,0) =rsinb.
Elles sont de classe C'*°, donc 1 est différentiable et sa matrice Jacobienne.

oY oY i
Ny oy cos —rsinf
J(d’):( % ﬁ ):< sin @ rcosf )

00

Le Jacobien de cette application est donc

= |det(J ()| = |rcos® 0 + rsin*6] =r.

Remarquons que

(x,y) € Dentraine0<r<1, 0<6<2rm
L+2°4+y* = 1+ (rcosf)?+ (rsinf)? =14 72

La formule de changement de variables en coordonnées polaires donne donc

dxdy = rdrdf
1 27
/ / dxdy / / rdfdr
I —
1+ 22+ 92 1472
00
1

1 2rdr 1 9
_/d6/§1+r2 =27 [5111(14—7“ )L—ﬂan.
o o

dxdy 2 2 2
[://m, D={(z,y) ER2/0<2<1,0<y<1;0<a®+y* <1}
D

On passe en coordonnées polaires en posant x = rcosf et y = rsin 6
Remarquons que : (z,y) € D —=0<r<1,0<0 < 5
1+224+y* =1+ (rcosf)? + (rsinh)? =1+ r%

d:z:dy = rdrdf

dxdy rdOdr 1 2rdr w1 o1 TIn2
I = —_— =—.—In(1 =
//1+$2+y2 //1+7~2 / /21+r2 pp I+l ==
D
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1 2 2
I://dedy, D={(z,y) eR}1<a?+y? — 2 < 4}.

On passe en coordonnées polaires en posant

z=rcosf et y=rsinf, donc z*+ y? = r’

Remarquons que, (z,y) € D —=1<r<20<60 <27

27

I://ln(“:;:z Z/lﬁ dodr

0
| 2
%rd@dr = 2/ /ln rdr

Inrdr = 4z [rlnr — 7]} = 47(2In2 — 1).

rydxdy B 5 o )
f—//lﬂzww D ={(z,y) e R*/a* +y* < 1,2 >0,y > 0}.

On passe en coordonnées polaires en posant

z=rcosf et y=rsinf, donc 2* + y? = r’
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Remarquons que, (z,y) € D =0<r<let 0<0< 7
I—// rydzdy //T cos@sm@rdedr
1+ 22 4 42 1+7?
; 2
:/cosﬁsinﬁdﬁ/ oo dr—/sm d@/r— A )dr
r 241
0 0 0

~1 211 1 ' 1-In2
= {Tcos%h [§r2—§ln(r2+1)}0: 411 :

I://%, D={(z,y) eR?’/ —1<2<0, —V1-22<y<0}.
D

I. On passe en coordonnées polaires en posant x = rcosf et y = rsin 6.

Remarquons que (z,y) €e D —=0<r <1,7 <0< 3”, dxdy = rdrdf

1+ 2> +y> =1+ (rcos)®+ (rsinf)? =1+ r2

La formule de changement de variables en coordonnées polaires donne donc

1

// dxdy / / rdfdr / / T /
I — = — J
(1422 +92)? 1+ 7r2)2 +7’2 2 +T2

0

d 1
ouJ = /(L, on fait le changement de variables 1+ r? =t = 2rdr = dt = rdr = §dt

14 172)2

0

1
1
J = = J:—
/14—7"2 2

0

Solution de I’exercice 4.5
Soit V' le champ de vecteurs de R? de composantes respectives notées

dt 1-1 1
/—257]%21, donc [ =

o0 |3

l\3I>1
o]

P(z,y) = —yz* et Q(z,y) = zy’.
On définit

D = {(z,y) eR*: 2+ y* — 2y < 0},

-2y = 0=2"+(y—17°=1.

:U2+y

1. On reconnait ’équation d’un cercle de centre A(0;1) et de rayon 1. D est donc le
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disque de centre A et de rayon 1 privé de sa frontiére.

c
10
40 % 2

1

2. Calculer/ Pdx 4+ Qdy
T+
Une paramétrisation de I't est donc
t) = t
#(t) = cos t € [0,2x].
y(t) =1+sint

On obtient alors
dxr = —sintdt et dy = costdt.

/Pda: +Qdy = — ((1 + sint) cos® tsint + cos® t(1 + sint)?) dt

T
T+

0
T 2 2w

2/
= /cost1+81nt)(1+281nt)dt
2

= / cos? tdt + / 3 cos? tsin tdt + / 2 cos? t sin® tdt

0 0
t+ costsint]? 3 721 t+ costsint — 2sint cos3t]”
= |— + [—cos t]o +
0 3 0
o4 I
= i _—= —,
2 2

3. Utilisons la formule de Green-Riemann.

On calcule //((%? (x,y) — %—5(:6 y))dzdy.

D
On passe aux coordonnées polaires et on obtient

x(t) = rcosb
y(t) =14 rsind

) oP
a—g(%y)—a—y(w,y) = 22 +y* = f(z,y).

avec 0 < r<1,0<60<2n. = dxdy = rdrdf
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//((gg( Y) — g—];(x y))dzdy = / f(rcos@,1+ rsinf)rdrdd

= // r*cos® 0 + (14 rsin6)?) rdrdf

1 27
= // r® 4+ 212 smG)drdQ

— /(27?(7‘ +7) +2r? [—COS@]O )dr

r r2]t
= 2 3 =27 |— + —
7r/(7" + 7)dr 7T|:4+2:|0



Chapitre 5

Intégrales triples, intégrales de surface

5.1 Intégrales triples

Le principe est le méme que les intégrales doubles. Si f une fonction continue & trois
variables sur un domaine D C R3 & variables réelles.

On définit / / / f(z,y, 2z)dxdydz comme la limite de la somme de la forme

lim S, =Y "> > flay) 20 @i — 2) (Y00 — y3) (k1 — 2),

n—-+400
i=0 j=0 k=0
;i €la,b] 1<i<n
avec :¢ y; €lc,d 1<i<n
zr€le, fl 1<i<n.

Remarque 5.1 On a les mémes propriétés que celles des intégrales doubles.

5.1.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 5.1 Soit f : D — R une fonction continue.
1. Cas ou D = [a,b] x [e,d] x [e,m] (sur un parallélépipéde ), on se raméne a trois
intégrales simples

b d m
/é/f(x,y,z)dxdydzzl [ [f(:t,y,z)dz dy| de.

2. Cas ou D = {(z,y,2) € R®/(x,y) € A u(z,y) <z <v(z,y)}, ot u, v: D — R sont
continues, D est un ensemble fermé borné de R?, alors

v(z,y)
///f(x,y,z)d:cdydz = // / f(z,y, 2)dz| dxdy.
D A [ u(zy)

105
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3. Cas o D = {(z,y,2) € R¥/a < z < b, (z,y) € Ay}, o0 u, v: D — R sont

continues, A,y est un ensemble fermé borné de R2, alors

b

/[/f(a:,y, Z)d:vdydz:/ Aé F(z,y, 2)dzdy | dz.

a

Exemple 5.1
I = ///(x + 3yz)dxdydz, D =[0,1] x [1,2] x [1, 3]
D
172 3
I = ///(x + 3yz)dxdydz = / / (x + 3yz)dz| dy| dz
D o L1 L7

3 3
vz + —y2)| dy| do
2

1

1
0
1

Il
—

22y + 6y°] | dx = 19.

/
7 (22 + 12y)dy] dy | dx
/

0
1
0

5.1.2 Changement de variables

Théoréeme 5.2 Soit p : U — V (U, V deuz owverts de R?) de classe C*, et

(1, ©a, ©3) 20

Jo = Nz, y, 2)

le Jacobien de .
La formule de changement de variable donne

J[] 1 2yaaz = [[[ s 210 awayas
v U

1. Calcul en coordonnées cylindriques

(a) Les coordonnées cylindriques sont données par

Tz =r7rcosf
y =rsinf
z=2z



107

Le Jacobien est donc

J =|det(J(p))| =1 x |rcos’d + rsin’f| =r,

/Z/ f(z,y,2)dzdydz = /{/ f(rcosf,rsinf,z)rdrdfdz.

Exemple 5.2 Calculer

///(932 +y*)drdydz, V = {(z,y,2) € R®/ 2® +¢* = 3z, z = 3}.
%

xr =rcosf
. 2
On pose y=rsinf et on remarque que 0 <r <3, 0 <60 <2, 5 <z2<3.
z =z,

Donc

///(x2 +y?)dzdydz = /// r*rdrdfdz

2m
3 3
18
= /d@/ r3d7“/ de = —".
)T
b. Coordonnées sphériques

Les fonctions coordonnées sont définies par

x =rsinfcosy
y =rsinfsinp
z =rcosf.

Le Jacobien est donc

J = det(J(¢)) = r?sin 6.

/ K / [z, y, z)dedydz = / Z / f(r,0,)r? sin Odrdfdp.

5.1.3 Variables séparables

et

Proposition 5.1 Soit f une fonction telle que
V(z;y,2) €R®, on a f(z,y,2) = g(a)h(y)k(2).
Soit V = [a,b] X [c,d] x [e,m], alors on peut séparer les variables, et l'intégrale triple sur
V' de f s’écrit comme le produit de trois intégrales simples.
b d m

/{/ f(z,y, 2)dvdydz = /g(m)dw : /h(y)dy ' /k:(z)dz

a C €
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Exemple 5.3 Calculer

3
/// @A drdydz, Vo= {(z,y,2) € R¥/ 2® + 1y + 22 < 1}
v

x =rsinfcosy
On pose ¢ y=rsinfsiny et on remarque que, 0 <r<1,0<0 <7, 0< ¢ < 2.
z=rcosf

Donc

27
3 T rl 3
/// e(x2+y2+z2)2dmdydz = // / )22 gin Odrdfdy
’ , 70 Jo
2m 1 - 4
= /dgo/ €T3T2d7“/ df = —ﬂ(e —1).
A 0 0 3

1
///1+x2+y2+22d$dydz.

B(0,1)

Ezxemple 5.4 Calculer

x =rsinfcosy
On pose ¢ y=rsinfsing et on remarque que, 0 <r <1,0<60 <7, 0 < p < 27.

z=rcosf
Donc
2 1,240
3 ™ i
///e(“2+y2+22)?da:dydz = // / r s1n2 drdfdy
o Jo 147
v 0
27
1 2 T
r ) 9
= /dgo/ dr/ sin 0df = 4 — 7°.
o 1472 0
0
5.2 Volume

Dans cette partie nous allons voir le calcul du volume, le volume élémentaire dv est

dx.dy.dz
dv =dz.dy.dz = v = /// dzr.dy.dz.
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=~

b2

* hr
0 = > X

Ezxzemple 5.5

I:///d“"dydzv D={(,y,2) eR*/0<2<1, 0<y<10<2<a}
D

1= [[f s~ [ /d dudy

D [0,1]?
1 1
= dr| X d —1
= T Y =3
0 0

5.3 Intégrales de surface

5.3.1 Introduction

Les intégrales de surface sont des intégrales doubles dans I’espace, comme les intégrales
curvilignes sont des intégrales simples dans le plan (ou dans ’espace).

5.3.2 Nappes paramétrées

Définition 5.1 Soient x, y, z trois fonctions des deux variables u et v définies et au moins
de classe C' sur un domaine D de R%. Alors la donnée du domaine D et de l'application

F . D —R3
_ x(u,v)
(w,v) — h(u,v)=| yluv) |,
z(u,v)

est une paramétrisation d’une nappe paramétrée.
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5.3.3 Les nappes de fonctions

Soit f une fonction continue de deux variables (u,v) € D C R2 L’ensemble des points
(x,y, z) tels que z = f(x,y) est la nappe représentative de f. Elle peut étre considérée comme
nappe paramétrée en considérant la paramétrisation

r=u
y=uv
z = f(u,v)

5.3.4 Plan tangent a4 une nappe

H
Soit M = h (u,v) = M(u,v) un point d’une nappe paramétrée, on pose

— — Oz
oM 8h( ) g;é“’”%
R fd —x7y = —u/U/,/U
ox ox (%—Z(U,U)
— — Oz
ol _ oo G
o O HY) = @(u,v)
%(U,U)

— —
Lorsque %—Jf et %—Jl\ff ne sont pas colinéaires, ils déterminent un plan passant par M, qui

est par définition le plan tangent & la nappe S en son point M.

5.3.5 Normale a la nappe

Si M € S, on introduit les notations suivantes

— — oz dz
. 9M oM u 2
- — A— = 9y oy
N 8uA8v Ju A g
ou ov
A
C
ou
Wl o0 o
 Oudv Qv du
p L 0200 92 0n
 Qudv  Ov Ou
o _ oy ooy
 Oudv v ou’
On pose

2 _ 42 2 2 — JA2 2 7 ||
H*=A"+B“+C* donc H=+VA2+ B2+ (C%?=||N||.

On a donc le résultat suivant :
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M est un point réguliér de la nappe S si et seulement si H # 0.

Le vecteur y
oM . OM
u v C
est orthogonal au plan tangent en M de la nappe S, car il est orthogonal a 24 et aM .

Le vecteur i = ”%W est le vecteur normal & la nappe S.

5.3.6 Nappe de fonctions

r=u
y=v
z= f(z,y) = fu,v)

oM &M 1 0 o
N MM g a1 | 2 ¥
ou ov Bf af I
of 1
N
‘NH_H \/ RA1£0, =
|¥]

Comme la troisitme composante de N est toujours égale & 1, 'orientation d’'une normale
d’une nappe de fonction est vers le haut.

5.3.7 Aire d’une nappe

Si S est une nappe paramétrée par M (u,v).
(u,v) € D, alors laire de S est donnée par

Aire S — //

= //H(u,v)dudvz/ VA? + B? + C?dudv.
D D

oM aM

dudv

5.3.8 Aire d’une nappe de fonction

Soit la nappe S telle que
S={z= f(z,y)/ (x,y) € D}

Aire § = //Hﬁdedy
- /N P+ 1y
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5.3.9 Intégrale de surface d’une fonction scalaire

Définition 5.2 Soit f une fonction de R* dans R, S C Dy. Alors l'intégrale de f sur la
surface S est

[ / / F(u,v), y(u, v), 2(u, v)) H (u, v)dudv.

5.4 Flux

Etant donné un fluide en mouvement dans I’espace, sa vitesse est un champ de vecteurs
‘_/). La quantité de matiére qui, pendant une unité de temps, traverse un morceau de surface
S, est proportionnelle & la densité volumique, a 'aire de .S, a l'intensité de la vitesse, mais
dépend aussi de la direction de la vitesse : elle est proportionnelle a la projection de la
vitesse sur la normale & S. Il faut préciser si on s’intéresse au flux sortant ou rentrant, d’ou
la nécessité d’orienter S.

Définition 5.3 Soient ST une nappe orientée, et [ = H_%[W le vecteur normal. Alors pour

ﬁ
tout champ de vecteur V , le flur de vecteur V a travers ST est

B (V) = //VM da—// N)dudv
( (a_MAa_M)) dudo
ov

, alors

N
SiV o=

IO
||
QW

Bgi (V) = / / (AP + QB + CR) dudv.

5.4.1 Les propriétés du flux

1. Linéarité
— — — —
(135+(04U +BV) == Oé@s+(U) +6(I)S+(V)

2. Additivité
Si St = S7 U SS les orientations de Sy et de Sy étant compatibles entre elles et avec
celles de ST, avec S N Sy négligeable (d’aire nulle), alors on a

s (V) = 05 (V) + 0gs (V).

3. Orientation
Si on change l'orientation de ST, le flux change de signe.

Bs (V)= 05 (V)



113

5.4.2 Lien entre intégrale de surface et intégrale triple

Définition 5.4 Soit \—/> un champ de vecteurs défini sur un domaine D de R3 et possédent
des dérivées partielles continues. Sa divergence est la fonction

— oP 0Q OR

div(V) = — 4+ — 4+ —.

(V) ox * oy + 0z

5.4.3 Formule de Stockes-Ampére

Théoréme 5.3 Si on désigne par 0S le bord orienté de la surface S de paramétrisation
vt — (t), alors on a la formule dite de Stockes-Ampére

— 7 — =
/V.y dt = //(Rot.V)dudv,
S

oS

H
cette formule dit que la circulation d’un champ de vecteurs V le long du bord orienté d’une
H
surface S est égale au flux du rotationnel de V' a travers cette surface S.

Exemple 5.6 On calcule le flux du champ de vecteurs ‘7(.75, —y,2) sortant & travers la demsi
sphere S d’équation x® + % + 22 =1 et z > 0 en utilisant une intégrale curviligne.

— . —_—— =
Posons U = (—y,x,zy). Alors on peut vérifier que RotU = V.

On peut donc écrire
—= 7 —= 7
/V.7 dt:/ V .~y dt,
c

0S
ou C' est le cercle de rayon 1 délimitant la demi-sphére et paramétrisé par

x = cost —sint
y(t):{ y=sint t€[0,2n] = 7 (t): cost
z2=0 0

On calcule alors I'intégrale

2 2
o = / (sin®t + cos® t)dt = / dt = 2.
0 0

On peut retrouver ce résultat en utilisant la définition du flux.

5.4.4 Formule de Green-Ostrogradsky

Soit D un domaine fermé et borné de R? et limité par une surface orientée S qui est
précisément le bord orienté de D : 9D = S.

Soit ‘_/ un champ vectoriel de classe C! sur D. La formule de Green-Ostrogradsky est
donnée par 1’égalité suivante

//(V.ﬁ)da = /// divV dadydz.

Cette formule dit que le flux de V' sortant a travers la surface fermée S est égal a la I'intégrale
ﬁ
de la divergence de V' dans le volume délimité par la surface.
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Exemple 5.7 Calculer le flux du champ de vecteurs v (23,93, 23) sortant a travers la sphére
S d’équation x* +y® + 2> =1 en passant par le calcul d’une intégrale triple.
On calcule d’abord

= 0 0y 02, 4,
dlUV—a—I—F&—y—f‘E—?)(ZL’ +y +Z).

Puis on calcule I'intégrale

o = /// 3(2° + y* + 2°)dxdydz,
v

sur la boule V' d’équation 2% + y? + 22 = 1. En passant en coordonnées sphériques

x =rsinfcosy 0<r<i
y=rsinfsing — 0<6<m
z =rcosf 0 << 2m.

On obtient :

o = /// 3r?r? sin Odrdfdy
v
3 2 ™
= /3r4dr/dcp/sin9d0: 12—7T
0 0 0 °

5.5 Exercices sur le Chapitre 5

Exercice 5.1
Calculer les intégrales triples sur le domaine D.

= ///dedydz, D={(z,y,2) €R®/ y>0, 2>0, x+2<1, y* <z}
D

I, = /// xyzy/ v + 4y2drdydz,
D

D = {(z,y,2)€RY/ 22 +y*<1,2>0,y>0, 0<2<1}.
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Exercice 5.2
Calculer les intégrales triples sur le domaine D.

dxdydz ,
' ///(1+x—|—y_|_z)3’ {<:U7y72)€ /.’I_ y>0,2>0c+y+2< }
D

= & = 3 2 2 2
12_///mdxdyd20—{(x,y72)eR/1§:c +yt+22<2,2>0}

D
I3 = /// sin(z +y + z)dzdydz, D =0, g]3
D

l= ///Zcos(:v2 +y’)dedydz, D = {(z,y,2) € R®/,a® +y* + 22 < R,z > 0}
D

Exercice 5.3
Calculer les intégrales triples sur le domaine D.

I1Z///(1—2yz)dxdydz,D:{(x,y,z)ERS/$2+Z/2§1, 0<z<3}
D

122///éﬂdxdydz,D:{(x,y,z)€R3/0§I7 0<y<1 0<z<z+y}
D

Exercice 5.4

1. Calculer V le volume du domaine D de R?, limité par les paraboloides d’équations
z=2 4+ et 2=2—2%— ¢

2. Calculer du volume V du domaine D de R3, limité par les paraboloides d’équations

z =4 —4(2* + y?) et la surface d’équation z = (2% — y?)? — 1.
Exercice 5.5 .
Calculer le flux du champ de vecteurs V (z,y, z) sortant a travers la demis sphére S
d’équation
$2+y2+22:1 et z > 0.
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Exercice 5.6

1. Calculer l'aire de la surface S définie par
{(z,y,2) ER*/1 <a? +y* — 2a2 = 0,0 < z < h}.

%
2. Calculer le flux du champ V (z,y,2) = (22, 2, ’7122) a travers la surface définie par
I'équation z = 22 + y?, 2 < 1, un champ de vecteurs normaux étant orienté vers les z

croisant.

Exercice 5.7
On considére le champ vectoriel

r+y

N
V = z

T

—)
1. Calculer le flux ® de V & travers la sphére unité (caractérisée par z2 + y? + 22 = 1)
orientée vers 'extérieur.

2. Retrouver ce résultat en ramenant le calcul de @ au calcul d’une intégrale triple.

—
3. Calculer le flux @ de 70tV & travers la nappe conique S’" qui peut étre caractérisée

R T N
par : { z=1 N Ox Ty et est orientée vers le haut.
z

4. Retrouver ce résultat en ramenant le calcul de &’ au calcul de la circulation d’un champ
vectoriel le long d’un certain contour.

5. Quelle est I'aire de S'?

Indications
a+2m a+2m
sin® o = w, / cos? xdr = / sin® xdw =7
a a
a+2m a+2m a+2m

/cosa:da:: / sin xdx = / sin x cos dx = 0.

a a a
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5.6 Corrigé des exercices sur le Chapitre 5

Solution de I’exercice 5.1
Calculer I'intégrale triple sur le domaine D.

I, = /// rzdrdydz,
D

D = {(z,y,2) €R®/, y>0, 2>0, 2+2z<1, y* <z}
Onpose A= {(z,y) eR?/, y>0, y* <z <1}

11—z
1— 2
I, = //(/xzdz dmdy—// /zdz da:dyz//%dmdy
A 0 D
1 1
1
/:c—Zx + z)dx dy—§/
0

)

(15 -
_% ((1—y8) 2049 )

A>|&
OOI[\D
1\3|Hw
N———
QU
<

»

/// xyzy/x? + dy?drdydz,
D

D = {(z,y,2)eR¥/, 2* +4*<1,2>0, y>0,0<2z<1},

On passe aux coordonnées cylindriques.

x =rcosf 0<r<i1
Onpose ¢ y=rsinf = ¢ 0<0<75
z2=2z 0<2z<1.

On a dxdydz = rdrdfdz

I, = /// xyzy/ x? + dy2dxdydz
D

1|13 ru
= / / /zr4 cosfsin0v/ 1+ 3sin?60d0| dz| dr
o o Lo

s

1 1 2
/ zdz 4dr ) / cos@sin v/ 1 + 3sin? Odo
0

0

z bt 2 7
= |=| . |= 1+ 3sin26)2| = —.
3, M {9<+Sm M -5
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Solution de I’exercice 5.2

dzdydz ,
' ///(1+:U—|—y+z)3’ {(ffay,Z)E /CL‘_ y>0,2>00+y+2< }
D

Par un calcul direct on a

l—z—y

11—z
dz
dy | d
/ /(1+x+y+z)3 v|ar
0

1 l—z—y
d d
/_2(1+w+y+z)2]0 i
0

Il ==

(1 1
- T —— T
/_8 +2(1+x+y)2] yar
0
1 1w 1
= S dmz—ln?—i.
20+z+y) 8], 2 16

z
Iy = ———5——dedydz, D = ER¥/1<2a®+ 92 +22<2,2>0}.
2 ///3:2+y2+22 rayaz, {(z.y,2) /1< a4y + 27 <2,2 >0}
D

On utilise les coordonnées sphériques,

x =rsinfcosy
y = rsinfsiny
2z =rcosf

|J| = r?sin ¢ = dwdydz = r* sin Odrdfdep.

z
D

2 T V2
B / a0 / J / 7 cos Or? sin Odr
B 4 (r2sin? § cos?  + r2sin? § sin?  + 12 cos? 0)3

Donc

= sm 2 0d dgp rdr
_[6  sin 2«9 5 o
27 T4 0 #lo 2 o
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I3 = /// sin(x +y + z)dzdydz, D =0, g]?’
D

I; = /// sin(z + y + z)dzdydz
D

dr [ dy [ sin(x +y+ 2)dz

o —v

[—(cos(x 4+ y + z)]og dy

(cos(z +y) — cos(x +y + g))dy

dx

IS
&
o\m\:\ o\m\:\ o\w

]gdx

. , 7r
[sm(:c +y) —sin(z +y+ =) .

2

2 cos xdr = 2.

O Sl O bl oSl O bl o~

Solution de I’exercice 5.3
Calculer les intégrales triples sur le domaine D.

h :///(1_2yz>dxdydzv D={(z,y,2) eR® J2® + 3> <1, 0 < 2 <3}
D

D = {(z,y,2) eR® /2 +4* <1, 0< 2 <3}
= {(z,9,2) eR? ) —1<2<1,-V1-22<y<+V1-22 0<2z<3}

On applique le Théoréme de Fubini,

no= ][0 -2ednga:

3
/dz //(1 — 2yz)dxdy
0 A

3 1 Vi—a?

0/

dz/dx / (1 —2yz)dy = 3m.

-1 —V/1—x2

12:///egﬁd:pdydz,D:{(x,y,z)ERg/Oﬁxﬁy, 0<y<1l,0<z<z+y}
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I, = /// e“drdydz

T+y
= /dy/e“”dx/dz
0 0

1
0/ 0

Solution de I’exercice 5.4
1. Calcul du volume V du domaine D de R?, limité par les paraboloides d’équations

Y

dy/x—l—y Jefdr =4 —e.

z=2 4+ et 2=2—2%— ¢

1 V1—2? 2—2%—y?
Vi = / / / dxdydz
122 x2+y?
1 V1—z22—2%—y?
= 4 / / / dxdydz
0 0 24y

Vi-a?
/ (2® 4+ y*))dxdy
0

/1—7" Yrdrdf = .
0

2. Calcul du volume V du domaine D de R?, limité par les paraboloides d’équations

z =4 — 4(z* + y?) et la surface d’équation z = (2> — y*)? — 1.
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On passe aux coordonnées cylindriques.

x =rcosf 0<r<i1
On pose y=rsinf — 0<0<73 et dedydz = rdrdfdz.
z2=2z r?—1<z<4—A4r

Vo = 4

Solution de ’exercice 5.5 .
1. Calculer le flux du champ de vecteurs V (z;y; z) sortant a travers la demis sphére S
d’équation 22 + y2 + 22 =1 et 2 > 0.

(V) = / / (V (M(z, y). N )dady.

On paramétrise la demi sphére par

x = cos psinf

y = sin psin 6 0<6<m, Ogﬁgg.
z = cosf
dz Oz o .
. oM o 90 25 coS p €08 0 sin psin 0
= —AN—=| 55 |A]| 5 | =| sinpcost | A cos psin 6
o0 o\ 2 )| ¥ oy )
20 8_p — Sin
cos psin®
= sin psin? 4
sin 6 cos 6
x cos psinf
H
V=|wvy | =] sinpsinf
z cosf
cos psin cos psin® 0
= 2 . . . . 2 .
V.N = | sinpsinf |.| sinpsin®f | =sinf.
cos 6 sin f cos 6

On obtient pour le flux

™
27 2

og(V) = / / (V (M(z,y).N)dzdy / / sin Odpdf = / dp / sin0do = 2r.

0 0
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