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Préface

Il y a différentes facon d’apprendre les mathématiques. Pour beaucoup, la meilleure
d’entre elles est de faire des exercices. Mais la plus mauvaise fagcon de faire des exercices est
de lire la solution sans avoir réfléchi a 'exercice. C’est une chose qu’on déconseille vivement
a I’étudiant. Avant de lire la solution, ’étudiant doit connaitre ce qu’il a fait en cours, bien
lire ’exercice, bien comprendre les questions, ensuite essayer de résoudre 1’exercice plusieurs
fois. Si vraiment il n’arrive pas & trouver la solution, & ce moment, il peut la voir.

Cet polycopié est un support de cours d’Analyse, il est principalement déstiné aux étudi-
ants de la premiére année licence LMD informatique, domaine Mathématiques-informatique
ou méme les étudiants de la premiére année ingénieurs en informatique.

Ce polycopié suit le programme du module Analyse I enseignée au premier semestre aux
étudiants de la premiére année licence en informatique.

Ce polycopié, contient cing chapitres de cours, rédigés d’une fagon facile & comprendre
et illustrés par de nombreux exemples. A la fin de chaque chapitre, on propose des exercices
avec des corrigés détaillés.

Dans le premier chapitre, on abordera le coprs des nombres réels, ensuite on passera
au chapitre des nombres complexes, puis le chapitre trois qui concerne les suites réelles,
pour enfin passer aux deux derniers chapitres portant sur les fonctions réelles a variable
réelle, notions de continuité, dérivabilité, fonctions trigonométriques inverses et fonctions
hyperboliques et leurs inverses et le développement de Taylor puis les fonctions convexes et

on terminera par les asymptotes des courbes.
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Chapitre 1

Corps des nombres réels

1.1 Introduction

La théorie des ensembles permet de construire 'ensemble des entiers naturels N = {0, 1,2, ...}
muni d’une loi opération +( addition) associative, commutative et possédant un élément
neutre 0. Toutefois il ne s’agit pas d’une loi de groupe: étant donné deux entiers naturels a
et b, il n’existe pas toujours un élément = de N tel que a + x = b, Pour cela, on a construit

I’ensemble des entiers relatifs muni de I’addition est un groupe commutatif.

En construisant Z, on a défini une autre opération, c’est la multiplication, dans ce cas
il est apparu un probléme pour résoudre I’équation: a.x = b,a # 0,a,b € Z qui admet
des solutions seulement si a divise b, pour cela, on a construit ’ensemble des nombres
rationnels Q = {% Ja € Z,b e Z*} . Dans cet ensemble, est apparu un probléme, par exemple
considérons un triangle ABC rectangle en A. Le théoréme de Pytagore dit qu’on a la relation
a? =b> 4+ %, et sib=c =1, on obtient a? = 2 alors a = v/2 mais v/2 ¢ Q( v/2 n’est pas un
rationnel ). Dans ce cas, on est amené & construire un ensemble plus vaste, ’ensemble des

nombres réels R.



On a les inclusions

NCZcCcQCcCR.

1.2 Définition axiomatique des nombres réels

Le corps des nombres réels est un ensemble R dans lequel sont définies deux lois

4+: RxR — R .: RxR — R
I’addition, multiplication,

(z,y) — z+y (z,y) = zy

et une relation d’ordre notée (<), satisfaisant les axiomes suivantes:

A) R est un corps commutatif:

(A1) : z+y=y+x ( commutativité de addition ).

(A2): (z+y)+2z=x+ (y+ 2) ( associativité de I'addition ).

(As) : Il existe un élément neutre 0 € R/Vox € R,z + 0 = z.

(Ay4) : Pour tout = € R, il existe un élément symetrique (—z) € R/z + (—z) = 0, —x est
appelé 'opposé de x.

(As5) : z.y = y.x ( commutativité de la multiplication ).

(Ag) : (z.y) .z = z. (y.z) ( Passociativité de la multiplication ).

(A7) : 1l existe un élément neutre 1 € R/Vz € R, z.1 = z.

(Ag) : Pour tout = € R*, il existe un élément symetrique 27! = 1 € R*/2.1 = 1;1 est
appelé 'inverse de x.

(Ag) : z. (y + 2) = x.y +z.z(distributivité de la multiplication par rapport a '’addition).

B) R est totalement ordonné:

(Ajg) : z < yety<zalors z < z(transitivité).

(A11) : * <y ety <z alors x = y(antisymetrique)

(Aj2) : Pour deux éléments quelconques z,y € R, on a ou bien x < y ou bien y < x.



Dans ce cas on dit que R est totalement ordonné.
(A1z):z<yalorsz+z<y+zVzeR.
(A14): 0 <z et 0 <y alors 0 < z.y.

C) Axiome de la borne supérieure:

(A1s) : Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

1.3 Valeur absolue

Deéfinition 1.3.1 Soit  un nombre réel. La valeur absolue de z est le nombre réel noté

par |z| et défini par:

|‘ R — R+
rzsix >0
x x| =
—xsiz <0

Propriétés: Pour tout nombres réels x et y nous avons
L |z| >0,—|z| <z <|z|.

2. lzx|=0&<x=0.

3. |zyl = [=] . [yl

4. |z 4+ y| < |z|+ |y| (inégalité triangulaire).
5. VaeRyslz| <ae —a<z<a.
I

7|z - |y|’ <l|z+yl.

8. max (z, —z) = |z].
Preuve
1. Yz € R, |z| > 0 évidente par définition.

Siz>0:|z|=xalors — — |z| = —z <z <z=|x|.



Siz<0:|z|=—z,alors —|z| =2 < —z = |z|.
4. On a 4 cas:
1)Siz>0,y>0alorsz+y>0dou|z+yl=x+y=|z|+ |yl

2)Siz <0,y<O0doncz+y<0doul|lz+yl=—(r+y) =(—z)+ (—y) = |z| + |y

207 Slﬂ?z_y
3)Sixz >0,y <0alorsx+y

<0,siz<—y

Stz >—yonalrtyl=z+y=|z]—|yl <|z| <|z[+]yl.

Stz <—yonalr+y|l=—(z+y)=(-2)+(-y) = —lz[+ [y <[y < ||+ y|.

4) z < 0,y > 0, méme raisonnement que le cas 3.

5. On a |z| < a= —a < —|z| et d’aprés la propriété 1., on trouve —a < —|z| <z <
lz| < a.

6. Dlaprés 5. ||z| —ly|| < [z —y| & —a < | X[<ae —|o—y[ <[z [y < o —y[?

i 2

D’aprés la propiété 4, on a:

z|=le—y+yl=l=—-y) +yl <l|lz—yl+yl = |z[ - |yl < |z —yl.. (1) dautre part

yl=ly—z+al =y —2) +az[ <|y—a[+]z[ = |z| -y = — |y — 2| = = [- (z —y)| =
—lz—yl...(2)

de (1) et (2) on obtient — |z —y| < |z| = |y| < |z —y| & |lz] = [yl| < |z —y].

7. Le méme raisonnement utilisé dans 6.

x, six >0
8. max (z, —x) = = |x].

—x,siz<0

1.4 Fonction partie entiére

Définitionl1.4.1 La partie entiére d’un nombre réel x est le plus grand entier inférieur ou

égal a x, elle est notée par [z] ou F ().
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Remarque: Pour tout nombre réel z, [x] € Z et on a
[z] <z <[z]+1

Exemple
[2.83] =2, (3] =1,[-3] = —2et [-3.5] = —4

[z] =3 <z € [3,4]

Proposition 1.4.1 Tout nombre réel s’écrit d’une facon unique sous la forme
z=[z]+a otac|01].

Propriétés

Pour tout nombres réels x et y, nous avons:

l.z<y=[z] <[y].

2. [x+a] =[z] +a,Va € Z.

Axiome d’Archimed

1¢7¢ formule: Pour tout réel z, il existe un entier naturel n tel que n > .

2¢me formule: Pour tous réels positifs = et y, il existe n € N* tel que nz > .

1.5 Parties bornées de R

Définition 1.5.1 Soit A une partie non vide de R.

1. On dit que A est majorée si
dIM e R, Vx € A;x < M.

Le réel M est appelé majorant de A. Si AM' € R/M < M’ alors M’ est aussi un
majorant de A, en effet, x < M et M < M’ alors x < M'.

On en déduit que le majorant de A n’est pas unique.
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L’ensemble des majorants de A est noté Maj (A) = [M, +o0][.

2. On dit que A est minorée si

dm e R,Vz € A;x > m.

Le réel m est appelé minorant de A. Si Im’ € R/m > m/, alors m’ est aussi un minorant
de A, en effet, z > m et m > m/ alors x > m/.

On en déduit que le minorant de A n’est pas unique.

L’ensemble des minorants de A est noté Min (A) = ]—o0, m].

3. On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée.

c’est a dire

dIM eR,dm e R,Vz € A;m < x < M.

ou bien

Jda > 0,Vz € A;|z| < a.

Exemple

1. A=10,2];Vz € A,0 <z < 2 donc A bornée car elle est majorée par 2 et minorée
par 0.

2 est un majorant de A et Maj (A) = [2,+00[. 0 est un minorant de A et Min (A) =
|—00,0].

2. A=10,2[;Vx € A,0 < z < 2 donc A bornée car elle est majorée par 2 et minorée
par 0.

2 est un majorant de A et Maj (A) = [2,+00[. 0 est un minorant de A et Min (A) =
|—00,0].

3. A=]—00,3],Vz € A,z < 3 donc A n’est pas bornée car elle n’est pas minorée mais

elle est majorée par 3.
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1.5.1 Maximum et minimum

Définition 1.5.2

1. Une partie A non vide de R admet un maximum « si o est un majorant de A et «
€ A.Et on note max A = «

2. Une partie A non vide de R admet un minimum (3 si 5 est un minorant de A et 3 €
A.FEt on note min A = 5.

Remarque 1.5.1 max A et min A s’ils existent, ils sont unique.

1.6 Borne supérieure et borne inférieure

Définition 1.6.1 Soit A une partie non vide et bornée de R.
1. On appelle borne supérieure de A le plus petit des majorants de A, on la note par

sup A.

Ve A,z <sup A
c’est a dire alors sup A < M.
Vee A,x < M

2. On appelle borne inférieure de A le plus grand des minorants de A, on la note par

inf A.

Vere A,z >inf A
c’est & dire alors inf A > m.

Ve e A,z >m

Exemples.
1. A=[-1,1],Vz € A, —1 < x < 1 donc A bornée car elle est majorée par 1 et minorée
par —1.

1 est un majorant de A et Maj (A) = [1,+oo[ alors sup A = 1. —1 est un minorant de
A et Min (A) = ]—o00, —1] alors inf A = —1.
2. A=10,1],Vz € A,0 < z < 1 donc A bornée car elle est majorée par 1 et minorée

par O.
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1 est un majorant de A et Maj (A) = [1,+o00] alors sup A = 1. 0 est un minorant de A
et Min (A) =]—o0,0] alors inf A = 0.

Remarque 1.6.1 On a les propriétés suivantes:

1. sup A et inf A §’ils existent, ils sont unique.

2. Ne pas confondre sup A avec max A et inf A avec min A.

En effet, Soit A une partie non vide et bornée de R,

sisup A € A alors max A = sup A,

siinf A € A alors min A = inf A,

si sup A ¢ A alors max A n’existe pas,

siinf A ¢ A alors min A n’existe pas.

Si A n’admet pas une borne supérieure (resp. une borne inférieure ), on écrit sup A =

+00 (resp. inf A = —o0 ).
Exemple

1. A =10,1]; d’aprés I'exemple précédent on a trouvé supA = 1 ¢ A alors max A

n’existe pas. inf A =0 € A alors min A = 0.
2. A:{xEQ;:z:2§2}
xGA@mEQetm2§2:>|m]§\/§<:>f\/§§x§ﬂ,doncAestbornée.
Maj (A) = [\/5, +oo[ = supA=+v2¢ A (car V2 ¢ Q) alors max A n’existe pas.

Min (A) = |—o00,—v2] = infA=—v2¢ A (car -v2 ¢ Q) alors min A n’existe pas.

1.6.1 Caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure

Théoréme 1.6.1 Soit A une partie non vide de R.
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1. Si A est majorée, alors

Ve € A;x < M, M est un majorant de A.
supA=M < S Ve>0,In. € A;M — e < o, M est le plus petit

des majorants.

\

2. Si A est minorée, alors

Yz € A;x > m, m est un minorant de A.
infA=m<< ¢ ve>0,3z. € A;z. < m+e, m est le plus grand

des minorants.

Exemple

1. A= {(3 — %) eR;n € N*}, Montrer que supA = 3 et inf A = 2 et déterminer
max A et min A.

les éléments de ’ensemble A sont de la forme 3 — % tels que n > 1. Montrons d’abord
que A est bornée.

SoitxeA@x:i’)—%,nZ1,etpourt0utn21ona:

1 1 1
0<—<1=2-1<——<0=2<L1--<3
n n n

doncVz € A,2 <z < 3, ainsi A est bornée. De pluson a Maj (A) = [3, +oo[, Min (A) =
|—00,2].

Montrons que le sup A = 3.

YV € A;x < 3 elle est vérifice car < 3
supA =3 <

Ve > 0,3x. € A;3 — e < xo... (%)

1
z. €A . =3— — et n. € N,

Ne
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donc pour assurer 'existance de x. qui vérifi (x), il suffit d’assurer ’existance de n. € N*

telqueV5>0,E|n€€N*;3—5<3—i.

1

Soit e >0,-3—e<3— ;- & —e< —- =n.> 1,
alors 11 suffit de prendre n. = [1] 41 (ou bien n. existe d’aprés Archimed lére formule).
On remarque que sup A = 3 ¢ A sinon 3 = 3—% & —% = 0 absurde d’otl max A n’existe

pas.

Montrons que inf A = 2.

2 est un minorant de A et 2 € A pour n =1 donc min A = 2 = inf A.

2. A= {Z—ﬂ;nZZ}.

Montrer que sup A = 3 et inf A =1 et déterminer max A et min A.

Les éléments de ’ensemble A sont de la forme Z—J_rl tels que n > 2. Montrons d’abord
que A est bornée.

: _ntl _ 2
Soit # € Aalors x = 715 =1+ =53,n > 2.

On a

1 2 2
<l=0< <2=1<1+ <3
n—1 n—1 n—1

n>2=n—-1>21=0<

)

donc Ve € A,1 < x < 3 d’ou A est bornée.

Maj (A) = [3, 400, Min (A) = |—o0,1].

Montrons que sup A = 3.

3 est un majorant de A et 3 € A pour n = 2 donc max A = 3 = sup A.

Montrons que inf A = 1.

Vo € A;x > 1 elle est vérifiée car z > 1
infA=1<

Ve>0,In. > 214+ 25 <l+e¢
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2

cherchons n. > 2 tel que 1 + g < 1+e.
2
1+ <l+e= <e=>mne>—+1,
ne — 1 ne — 1 €
alors Il suffit de prendre n, = [% + 1] +1.(ou bien n,. existe d’aprés Archimed lére formule).

On remarque que inf A =1 ¢ A sinon 1 =1+ % & —% = 0 absurde d’ot min A
n’existe pas.
1.6.2 Propriétés de la borne supérieure et la borne inférieure

Soient A et B deux parties non vide de R.

1. Si A C B et B est bornée alors A est bornée et on a
inf B <infA <supA <supB
2. Si A et B sont bornées alors

sup (AUB) = max (supA,supB)

inf(AUB) = min (inf A,inf B)

sup(ANB) < min(supA,supB)

inf (AN B) > max (inf A4, inf B)

sup (—A) = —inf A avec — A ={—z;z € A}

Preuve
1. Puisque B est bornée alors sup B et inf B existent et Vo € B,inf B < x < supB et

comme A C B alors tout élément x de A est un élément de B,
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d’ou inf B < x < sup B ainsi A est bornée.

(a) Pour tout € A, inf B < xz < sup B donc sup B est un majorant de A, mais par
définition le sup A est le plus petit des majorants de A, d’ou sup A < sup B.

(b) inf B est un minorant de A, mais par définition inf A est le plus grand des minorants

de A, d’ou inf A > inf B. De (a) et (b), on déduit que:
inf B<infA <supA <supB.

Exemple
A= {% +(=1)",n > 1}, déterminer sup A et inf A.

On a

1, si n est pair
(=1)" = ;
—1, si n est impair
onposealorsB:{ﬁ—Fl,nZl} etC:{Tlﬂ—l,nzl}.

On remarque que A = B U C. Cherchons sup B, sup C,inf B et inf C.
SoitxeB,meB@x:%+l
On a

<

| W

1 1 1
>l=0< —<-—=1<14—
"= m =27 STy,
donc B est bornée.
Montrons que sup B = % et inf B = 1.

% est un majorant de B et % € B pour n =1 alors max B = % = sup B.

Montrons que inf B =1

Vx € B;x > 1 elle est vérifiée car = > 1
infB=1<«

Ve>0,3n. > ;14 50— <1+¢

cherchons n. > 1 tel que 1 + i <l+e

1
<l4+e= <eE=>MNe > —,

1
+ 2n, 2n, 2e



alors il suffit de prendre n. = [2—15} + 1.
D’autre part, Vo € C,x = Tlﬂ —1.

On a

n>1=0<

<1 1 1<
2n+1 — 3 2n+1 - 3

donc C est bornée.

Montrons que sup C = %2 et inf B = —1.

2

%2 est un majorant de C et %2 € C pour n =1 alors maxC = == = sup C.

Montrons que inf C' = —1

Vo € C;z > 1 elle est vérifiee car x > 1

infC=-1«
Ve>0,3n. > 1ty —1<—1+¢
cherchons n. > 1 tel que 2n€1+1—1<—1+5.
1 l1<-14e= 1 < +€ = > 1 1
M. + 1 T o1 S TET e T Ty

alors il suffit de prendre n. = HZ% — %H + 1.

Finalement,
3 =2 3
supA = sup(BUC) = max (sup B,sup C') = max 273 )3
infA = inf(BUC) = min (inf B,inf C') = min (1,-1) = —1.

1.7 Intervalles

18

1. Intervalles ouverts: Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, ’ensemble borné

la,b[ = {x € R/a < x < b} est appelé intervalle ouvert et borné.

Remarque: Les ensembles

Ja, +o0]

{r eR/x > a}

ou |—00,b] = {zeR/z< b}
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sont aussi des intervalles ouverts mais ne sont pas bornés.
2. Intervalles fermés: Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, ’ensemble
borné [a,b] = {z € R/a <z < b} est appelé intervalle fermé et borné.

Remarque: Les ensembles

[a, +o00[ {r e R/z > a}

ou |—00,b] = {zeR/z<-b}

sont aussi des intervalles fermés mais ne sont pas bornés.

3. Intervalles semi ouverts: Soient a,b € R tels que a < b, les ensembles

[a,b[ ={z € R/a < x < b}

sont appelés intervalles semi ouverts.
et Ja,b] = {z € R/a <z < b}
Théoréme 1.7.1 ( Critére d’intervalle )

I une partie bornée de R.

I est un intervalle < Vay,z9 € 1,21 < 29 & [21,20] C 1.

Voisinage: Soit g € R, e > 0, on dit que V;, est un voisinage de z s’il existe un € > 0,
telque

lzo — e, 0 + [ = Vi

Soitz € Vyy e ap—e<z<aptes —e<z—a90<es|r—a <e.

1.8 Droite réelle achevée

Définition 1.8.1 On appelle droite réelle achevée qu’on note par R, I’ensemble RU{ o0, +00}
muni de la relation d’ordre total, obtenu en prolongeant ’ordre de R par les conditions:

Vre R, —oo < x et x < +00.
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L’ensemble R est totalement ordonée par la relation définie par Vo € R, —oo < z et

z < +o0.

Les opérations sur R s’étendent a R en posant:

r + (400)

x + (—00)

x. (+00)

(+00) . (=00)

(+00) + = = +00,Vz € R.

(—00) + 2z = —o0,Vz € R.

(

+oosiz >0
(+00).x =
—oosiz <0
—oosiz >0
(~00) =
+oosixz <0
+0o0
—00.
+00.
—+00.

(—00) . (4+00) = —00.

La somme (400) + (—00) et le produit 0. (+00),0. (—00) ne sont pas définis.

1.9 Densité de Q dans R

Théoréme 1.9.1 Etant donnée deux nombres réels a et b tel que a < b, il existe au moins

un nombre rationnel 7 tel que a < r < b, on dit que Q est dense dans R et on note Q = R.

C’est a dire entre deux réels, il existe toujours un rationnel.

Exemple: Montrer que A = {r3 /T € Q} est dense dans R.

Soient z,y € R tel que = < y, en utilisant la densité de Q dans R, on a dr € Q tel
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quey/r <r < Yy, don x < r3 < y ce qui donne A est dense dans R.

1.10 Exercices

Exercice 1.

L. Montrer que 1. |z —y| < [z] + [y|, 2. [[z] — |yl < [z + y],

3. max(z,y) = & (z+y + o —yl), 4 min(z,y) = L (& +y— |z —y)).

5. Vxt+y<Vz+.y Y,y e R,

II. Soit [z] la partie entiére de x, montrer que :

lLVeeRz—1<[z]<z

2. Ve,y e Rz <y=[z] <y.

3.V eRVa€Z,[x+a]=[x]+a

ITI. Montrer que v/2 ¢ Q et 0,336433643364... € Q.

Exercice 2. On considére 'ensemble £ C R muni de 'ordre usuel et A une partie
de FE, déterminer pour chacun des ensembles suivants: I'ensemble des majorants Maj(A),
l’ensemble des minorants Min(A), la borne supérieure sup A, la borne inférieure inf A, le

plus petit élément min A et le plus grand élément max A.

A

[—2,2],[-2,2[,] — 2,2],] — 2,2[.E =R.

A

{-L,2z€]0,3[ L,E=R.

A={rxcQ,2?<2},E=Q.

Exercice 3. En utilisant la caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure
montrer que:

1. sup A =0, ian:—lpourA:{#—l,nEN*}.

2. sup B = 2, infBzOpourB:{%—f—n—lz,neN*}.

Déterminer le maximum et le minimum de chacun de ces ensembles s’ils existent.
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Exercice 4. Soit A une partie de R telle que:

2n
A= 2"
{3n+1’n€N}

1. Trouver a et b tels que

Sntl 3+l
2. Montrer que A est bornée.

3. Montrer que sup A = % et inf A = 0 et déterminer max A et min A §’ils existent.

Exercice 5 : On note par Pg(R) ensemble des parties bornées de R, montrer que
VA, B € Pg(R) :

1. sup (AU B) = max(sup 4, sup B), inf (A U B) = min(inf A4, inf B).

2. sup(A+ B) =supA+supB; inf(A+ B) =inf A+inf Bon A+B={z+y/zc A
et y € B}.

Application:

1. Soient A= {1} et B= {n;_fl,n € N}.

a) Déterminer sup A, inf A, sup B et inf B.

b) En déduire sup C,inf C telle que C' = {Z—j&,n € N} .

2. Soit A une partie non vide et majorée de R et oo € A. Montrer que si sup A > « alors
sup A =sup (A —{a}).

Solutions
Exercice 1.
L. Je—y| < |z|+|y| (on utilise | X|] <a< —a< X <a,a>0),X =z—yet

a=|z|+|y| >0, alors on a

lz —yl <|z|+ 1yl & — (=] +y]) <z —y < |z] + |y
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donc il suffit de démontrer — (Jz| + |y|) <z —y < |z|+ |y|.

On a

!
Bl
IA

|
=
A

y<lyl e =yl <—y <|y|...(xx)
() + (**) donne
—(zl+ ) <z -y < |z[+ [yl & |z —y| < |z]+ [yl

2. |lz] =l < lz+yl & —lz+yl < o] — |y < |z +y|.

On a
lz| = |z+y—yl
= |(z+y)+ (~y)l
< e tyl+ -yl et =yl =y
<z +yl+yl
d’ou
lz| = ly| < |z +y]... (1)
D’autre part
lyl = ly+z—x

= |@+y) + (-2)|
< lztyl+[-af, et [—zf =z
< o+ yl+ o]

donc

—lz+yl < o] —[yl... (2)
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(1) et (2) donne
—lz+y| <|z| -yl < |z +y[ < [lz] = |yl < |z +yl.

3. max (z,y) = 2 (x +y+ |z — y|), On considére les deux cas = > y,y > =.
Siz>y=z—y>0et|z—yl=z—y.

max (z,y) = z,

et f(et+y+lz—y)=3@+y+e—y) =z =max(z,y).
Siy>zr=z—-y<0et|lz—yl=—(—-y) =y—=

max (z,y) =y,

et 3(@+y+lz—y))=3@+y+y—2)=y=max(z,y).

Dans les deux cas on a trouvé max (z,y) = 3 (z +y + [z — y) .

4. min (z,y) = 3 (z 4+ y — |z — y|) . Méme raisonnement que 4.

5. Vr+y<vr+/y,Ve,y e Ry,

On azy > 0, alors 2,/zy > 0 = z4+y+2/zy > =+ y, dou (\/§+\/§)2 >r+y=
—_——

(Va+va)®
(VT +u)*.
Ce qui donne
Vi+y > Ve +y.

II. [z] partie entiere de x € R est le plus grand entier inférieur ou égal a x.
L.VzeRz—1<[z] <.

On a par définition de la partie entiere de z, [z] < x < [z] + 1

r<z]+lez—1<]|z]

et
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donc

r—1<[z] <z

2 Va,y e Rw <y = [o] < [y].

On aVz,y € R,

[]

IN

x<[z]+1

IN

[y] y<lyl+1

etz <ydonc[z]<zx<y= [z] <y
-~

entier
[x] est un entier inférieur ou égal & y mais par définition [y] est le plus grand entier

inférieur ou égal a y alors

3. Vx e R,Va € Z,[x + a] = [z] + a.
On pose m = [z +a],alorsm <z +a<m-+1,

et si on pose [z] =n, alors (n+a) <z +a< (n+a)+1,
——

entier
par définition [z + a] est le plus grand entier inférieur ou égal & = + a et il est unique

d’ott m =n + a, c’est a dire [z + a] = [z] + a.

III. v/2 ¢ Q par absurde.

On suppose que V2 € Q, alors Ja € N,b e N*aAb=1/ /2 = 2.

2 = ‘;—; = a® = 2% = a® pair = a pair,a = 2k, k € N ainsi a® = 4k? = 2b* < V? =
2k? < b? pair= b pair.

On obtient que 2 divise a et b, contradiction avec le fait qu’on a supposé que a et b
sont premier entre eux, donc v/2 ¢ Q.

0.336433643364... € Q.

On pose = = 0. 3364 3364 3364 ...
S~
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10~ %z = 3364.33643364... et

107% —2 = 3364

2(9999) = 3364

3364

9999 < @

Exercice 2.

A=[-22] Vo €A, -2<z<2

Maj(A) =[2,4+00[=supA=2€ A= max A =2.

Min(A) =]-o00,—2] =infA=-2€ A= minA = -2.

A=[-2,2[,Vxe A, —-2<z<2

Maj (A) = [2,+o0] = sup A =2 ¢ A = max A n’existe pas.

Min (A) =]—o00,—2] = infA=-2€ A= min A = —2.

A=1]-22| Ve e A, -2 <z <2

Maj(A) =[2,4+00[=supA=2€ A= max A =2.

Min (A) =]—o00,—2] = inf A = -2 ¢ A = min A n’existe pas.

A=]-22[,Vx e A, -2<z<2

Maj (A) = [2,+o0] = sup A =2 ¢ A = max A n’existe pas.

Min (A) =]—o00,—2] = inf A = —2 ¢ A = min A n’existe pas.

a={tzelo [}

Soit X € A, X = Lz €]0,1],

omal<zr<i=-l<a-l<-i=lcl-ao<l=l<i<2=-2<-L <1,
alors —2 < X < —1.

Maj (A) = [-1,+00[ = supA = —1 ¢ A = max A n’existe pas.

Min (A) =]—o00,—2] = inf A = —2 ¢ A = min A n’existe pas.
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A={zeQz*<2} E=R.

Soitz€e A,z cQetr?<2e 2| <V2e —V2<1<V2

Maj (A) = [V2,400[ = supA = V2 ¢ A car V2 ¢ Q = max A n’existe pas.

Min (A) =]—o00,—v2] = inf A= —v/2 ¢ A car —v/2 ¢ Q = min A n’existe pas.

Exercice 3.

1. A={L% -1,neN"}

Montrons d’abord que A est bornée.

SoitmGA@x:%—l,nz 1(n € N¥).

Onan>1=n’>1=20<5<1=-1<5H-1<0,doaVeed -1<z<0&A
est bornée ( majorée par 0 et minorée par —1).

Ona0= 1% —1€ A (pour n=1) et 0est un majorant de A et puisque il appartient &
A alors max A = 0 = sup A.

Montrons maintenant que inf A = —1 en utilisant la caractérisation de la borne in-

férieure.

Ve € A, x > —1 vérifice
infA=-1«<

Ve > 0,3z, € A/xe < —1+¢

Pour chercher z. € A, il suffit de chercher n. > 1/z. = # —-1l<-1+¢es& n—lg <e&
ng > é & Ne > %
Il suffit de prendre n. = [ﬁ} + 1. ( ou bien n. existe d’aprés la premiére formule

d’Archimed).
2. B={1+ L neN}
Montrons d’abord que B est bornée.

Soitz € B w =1+ 5 —1,n>1(neN).

Sl

Onanz1:0<%Sl,etn21:>n221:>0<i<1:>0<%+ L <2,

n2 — nZ
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d’ou Vx € B,0 < x <2 < B est bornée ( majorée par 2 et minorée par 0).
Ona?2= % + %2 € B (pour n = 1) et 2 est un majorant de B et puisque il appartient
a B alors max B = (0 = sup B.

Montrons maintenant que inf B = 0 en utilisant la caractérisation de la borne inférieure.

Vx € B,z > 0 vérifice
infB=0«

Ve >0,3z. € B/z. <0+¢
Pour chercher z. € B, il suffit de chercher n. > 1/z. = % + # < 0+e¢,
Onai<n%—|—nig<6 ni<5:>n€>fIlsufﬁtdeprendrens—[%]—i-l.
Exercice 4.

A:{%,nGN}Q

2

2n _2 —
Loy = 3+3n+1’“ 5:0=

wInN

. 2n
2. Soitx e A,x = 3+l — 3 2+ 3n+1’

2 2
1 2 3 2 -3 2

A0<z < % & A est bornée.

_2
3. Ona0 = % 5051 € A( pour n = 0) et 0 est un minorant de A et puisque il

appartient & A alors min A = 0 = inf A.

Montrons maintenant que sup A = 3 en utilisant la caractérisation de la borne supérieure.

92 Ve e Az < % vérifiée
sup A = 3 &

VE>0,EI:C5€A/%—€<$8.

_2
Pour chercher z. € A, il suffit de chercher n. > 0/x. = % + 35T > % —&,

2 2 2 2
2, _~3 2 _ i SR 3 2 E_l_2 1
5taa >3 €= 3maa > Eo g <Ee= M+ 1> L =0 > K- =53,
Il suffit de prendre n. = [}9—28—7 ] + 1 (‘on prend la valeur absolue de %—%car on n’a

pas le signe de % — %, on cherche un entier naturel n. € N).

Exercice 5.
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1. A et B sont bornées alors A U B est bornée.
En effet, Soit rc AUB& rc Aouxe B infA<z<supAouinfB <z <supB
(car A et B sont bornées)< AU B est bornée.

Montrons que sup (AU B) = max (sup A, sup B) .

sup (AU B) < max (sup 4, sup B)
(1)

sup (AU B) = max (sup 4, sup B) & et

sup (AU B) > max (sup A, sup B)
( 2)

On montre (1) et (2).

ACAUB=supA <sup(AUB)
On a = sup (AU B) > max (sup 4, sup B) d’ou

BCAUB=supB <sup(AUB)

(2) est démontrer.

On a aussi

reAUBsrxeAouzr e Be x<supAouz <supB = sup A est un majorant de
AU B ou sup B est un majorant de AU B, mais par définition sup (A U B) est le plus petit
des majorants de A U B, par conséquent, sup (AU B) < sup A et sup (AU B) < sup B ce
qui donne sup (AU B) < max (sup 4, sup B) d’ou (1) est démontrer.

Méme raisonnement pour inf (A U B) = min (inf A4, inf B) .

22 A+ B={2=z+y;x € A,y € B}

A et B sont bornées alors A + B est bornée.

En effet, soit z € A+ B alors z =z +y/x € Aet y € B.

x € A et A est bornée alors inf A <x <supA
=>infA+infB<z+y<supA-+

y € B et B est bornée alors inf B <y < sup B
sup B

= inf A+inf B < z <sup A+supB < A+B

bornée.
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Montrons que sup (A + B) = sup A + sup B en utilisant la caractérisation de la borne

supérieure.

Ve e A,z <supA...(1) Vy € B,y < sup B... (1)

et

Ve > 0,3z, € A;sup A — § < 2. (2) Ve > 0,3y. € BysupB — § < ye... (2)
Prenons (1) + (1') et (2) + (2).

Ve e A,Vy € B,z +y <supA+supB

< sup(A+ B) = supA +

Ve >0,dz. € A,Jy. € B;supA+supB — e < xc + ¥,

sup B.
Méme raisonnement pour inf (A + B) = inf A + inf B.
Application:

a={1},B={Znen}.

a.Vre A;z=1<supAd=infA=1.

Yy € B;y = n+1’”€N

0nan20:n—|—1>1:>0<—<1:> —2< 5 <0& -2<y<0< Best
bornée.

Pour n =0,y = -2 = 0+1 € B et —2 est un minorant de B qui appartient & B donc

min B = —2 = inf B.

Montrons que sup B = (0 en utilisant la caractérisation de la borne supérieure.

Ve € B,y <0 vérifiée
supB=0¢<

Ve > 0,3y. € B/0 — & < ye..
Pour chercher y. € B, on cherche n. >0/ — e < y.,

—e < ﬁ<=>€> g e ntl>2 <:>n€ > 7—1 Il suffit de prendre n. = H%—lﬂ—l—l

b. Déduire sup C et inf C'/C = {"ﬁ,n € N}

Ona”;—l—i—nﬂ,alorsVzEC,z: 1 +

poa — 7 donc z € A+ B ce qui donne

n +
€A SN——
eB

C=A+DB.
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Donc supC =sup(A+ B) =supA+supB=1+0=1
infC=inf(A+B)=infA+inf B=1+(-2) = —1.

2. A # ¢, A majorée= sup A existe.

a € A; Montrons que sup A = sup (A — {a}) si a < sup A4,

OnaA=(A-{a})U{a}, donc

supA = sup ((A—{a})U{a})
= max (sup (A - {a}),sup ({a}))

= max (sup (A —{a}),a),

puisque o < sup A c’est a dire sup A # « alors

sup A =sup (A — {a}).



Chapitre 2

Corps des nombres complexes

2.1 Nombres complexes

Définition 2.1.1 On appelle ’ensemble des nombres complexes et on note C I’ensemble

contenant les nombres réels tel que
C={z=z+iy/(z,y) eR® et i’ = —1}

ou x = Re(z) est dite partie réelle de z et y = Im(z) est dite partie imaginaire de z,

Pécriture

z=Re(z)+:Im(z)

est dite la représentation algébrique du nombre complexe z.
Propriétés

1.SizeCtelque z=x+iyalors z=0<x=y=0.

T1 = To
2. Si z1,29 € C tel que 21 = x1 + iy1 et z0 = 29 + 1y2 alors z1 = 29 &

Y1 = Y2

32
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2.2 Représentation graphique

Dans le plan complexe, & tout point M (x,y) on peut associer le nombre complexe z = z+1iy.

. . . _—_)
On dit que z est I'affixe du point M et que M est 'image ponctuelle de z et que OM est
I'image vectorielle de z. .

Dans le repére (O, w, ') sur I'axe horizontal, il y a les nombres réels dont la partie

imaginaire est nulle et sur 'axe vertical, il y a les nombres imaginaire pure dont la partie

réelle est nulle.

—_—
Dans le plan complexe, le module de z noté |z|, est la longueur du vecteur OM; c’est a

dire si z = x + iy est affixe du point M (z,y) on a: |z| = HOMH = /2?2 +y2.

——
L’argument de z est la mesure de 'angle entre ’axe des réels et OM, orienté suivant le

sens trigonométrique on note arg z.
Le conjugué du nombre complexe z = = + iy est le nombre complexe z = x — y.

Z est laffixe du vecteur OM’ (vecteur symetrique & OM par rapport a ’axe horizontal

des réels).

Propriétés

—

zl=0&2z=0.

no
Wl
Il
N

3. Re(z) = 22 et Im (2) = 5.

4. ze R 2=7%.

5. z imaginaire pur< z = —Z.

6. 22 = |2|*.
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2.3 Représentation trigonométrique
Tout nombre complexe z = x + iy peut s’écrire sous la forme

z=r(cosf+isinf),r >0

x =rcosf
ou r = |z| = y/z2+ y? est le module de z et ou 0 est l'argument de z.

y =rsinf

tanf = ¥ avec z # 0.

M

“——Longueur OM :
module de z

e —— Angle orienté (OI ; OM:

O [ 2 Re(z) 4 argument de z

Propriétés:

1. z1 =71 (cosfy + isinfy) et zo = 19 (cos Oy + isinfy) alors

L =72
21 = 29 & .
01 =09+ 2kn,k€Z
2.8iz=0e€R=|z| =|z| et argz =km, k€ Z.
3.Siz=1dy=|z| = |yl et argz = § + k7, k € Z.

4. Soit z = (cos @ + isinf) alors,

a) Z =r(cos (—0) +isin (—0)), c’est a dire arg (z) = — arg 2.
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b) —z = —r(cosf + isinf) = r (—cosf —isinh) = r (cos (0 + w) + isin (0 + 7)) c’est &

dire arg (—z) = argz + 7.

Exemple
cos@zi:izg
1. Siz =34+3ialorsRez = 3,Imz = 3, |2| = V18 = 3/2et W2 V2
; — 3 _ 1 _ 2
sin@ = 58 = 5= 2
0 =75+ 2km,
d’oul z peut s’écrire sous la forme
z=3x/§(cos%+isin%>
cos@zﬁ:§
2. 2 =+6+ivV2,Rez = v6 et Imz = /2, |z| = V8 =22 et 2v2 =
ing = ¥2 _1
s1n9—2\/§—2

0= 7%+ 2km,

d’oul z peut s’écrire sous la forme

T s
=92 2( — ), Si 7>.
z \[0086—|—zsm6

Exemple: Soient les nombres complexes suivants

V6 —iv2

zlzl—ietzng.

1. Déterminer la forme trigonométrique de z1, 29 et %

2. Déterminer la forme algébrique de %

3. En déduire les valeurs exactes de: cos (—1”—2) ,sin (—%) , COS (%) et sin (1”—2) .

Solution:
cosf; = % = ?

L |z =+v2et = 01 = —§ + 2k,
sin 91 = % = —72

d’ou

21 = V2 (cos (—%) +isin (—2)) =2 (Cos% ~isin (-Z)) .
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00892:2—‘/62:§

|z2| = V2 et = 0y = —§ + 2km,
: _ =2 1
Sln92—ﬁ——§

d’ou

2= V2 (cos (—%) +isin (—%)) =2 (cos% —isin (—%)) .

21 V2 (cos (—Z) +isin (—7)) B T T o T o
2 V2(cos(—%) +isim(-Z)) (-5+5) +ism (-5 +5)
Z—; = cos <_ﬁ> + ¢sin <_E>

2. Forme algebrique de £t

z2

a1 2.9 V6rV3 VB G

» a4 L
3. Par identification de la forme algébrique avec le forme trigonométrique du nombre

complexe 2L, on obtient:
29

cos (—
sin (—

COS

JERYIERYERYE

N——— N——— N——— N———
Il
W

sin

2.4 Forme exponentielle

Pour tout nombre réel 6, on appelle exponentielle complexe noté e, le nombre complexe

de module 1 et d’argument 6,

e? = cos®+isind

e @ — cosf —isin®
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par suite on a la formule d’Euler

610 _’_6_10
cosf =
2
629 _ efiﬁ
sinf = —,
21

par conséquent, pour tout nombre complexe z; = ry (cosf; +isinfq), ou r1 = |z1|, on a

101

2 =11 et z7 = re”

et pour zo = rg (cosfy +isinfy), ou ro = |23| /re > 0, on a

Z1.29 = T1T26i(01+02)

A1 Eei(el—ez)

22 2
Remarque 2.4.1 On a
1.

us . -

2 =1 ¢2 =4, =—1lete 2 =—4

2.

e = ' 0+2km) g c R,V € Z.

Propriétés. On a

V0,0’ € R,Vn € N, el it = ei0+0) of <ei9)n =,



2.5 Opérations sur les nombres complexes

Soient z1 et zo deux nombres complexes tels que

z1 = x1+iy; =71 (cosby +isinby) = rie'f
Zo = To+iYy2 =19 (COS 0o + isin 02) = T2€i02
1. L’addition
21+ 22 = (x1+x2)+1i(y1 + y2)...forme algébrique
21+ 22 = 11(cosfy +isinfy) + ro (cos s + isinfy) ...forme trigonométrique
21+ 29 = rlewl + rgew?...forme exponentielle.
2. Le produit
21.20 = (x122 — Y19y2) + 1 (T1Y2 + 22y1) ...forme algebrique
z1.22 = 11re(cos (01 + 62) +isin (01 + 62)) ...forme trigonométrique
21.29 = rlrgei(91+92)...forme exponentielle.
3. Division Si 2z # 0 (i.e. 12 >0), on a
Z r1xo + (@ - .
L (21 ; y;w) + z( 2y; ;yz) ...forme algebrique
2 Ty + Y3 Ty + Y
2 _n (cos (01 — 02) +isin (01 — 02)) ...forme trigonométrique
22 r2
2L Di=92)  forme exponentielle.
Z9 ]
Propriétés:

Si z1 et 29 sont deux nombres complexes tels que zo # 0 alors
L |21 + 22| < 21| + |22].

2. ‘21.2’2‘ = ’21| . ‘22| .
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3. 2171 = |a|® € Ry.

4. arg(z129) = arg z1 + arg 23 et arg (%) = arg z; — arg 2s.

51_5

2 |z

2.6 Formule de Moivre

Soit z le nombre complexe de module r = 1 et d’argument 6 € R
z =cosf +isinf

Alors

2" = (cosf + isinh)" = cosnb + isinnb,Vn € N.

Cette formule est appelée formule de Moivre.

2.7 Racine n'" d’un nombre complexe

Soit w € C,n € N tel que w = p(cosa +isina).
Pour résoudre dans C I’'équation

2" = w,
on pose z = r (cosf + isin ), cherchons 7 et 6§ tels que

2" =7r" (cosnf +isinnbh) = p(cosa +isina).

:p r:'np
nf =a+2kn,keZ 0=2+2%1 kez

On trouve les solutions pour £k =0,1,2,...,n — 1.
Exemple

Trouver la racine cubique du nombre complexe w = 1.
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On a w = 1 = cos 2k7 + i sin 2k7 et cherchons z = 7 (cos § + isin 6) tel que 23 = 1
23 = 13 (cos 30 + i sin 30) = 1 (cos 2km + i sin 2k) ,

par identification

rd =1 r=+v1=1
30 =2kn,keZ 0=2k" k=0,1,2

par conséquent, on a trois racines cubiques

Pour k£ = 0, z1 =1

2 2 1 3
Pour £ = 1, 2:2:cos;—l—isin;:—cos§+ising:—2+z’\2[

4 1
Pour £ = 2, 23:cosi—|—isin—7r:—cosﬁ—isinz:—f—iﬁ

3 3 3 3 2 2

Racine carrée d’un nombre complexe:
Exemple d’application: Déterminer les racines carrées de w = 3 + 41.
On a |w| =5, cosa = %, sina = % on remarque que arg « n’est pas parmis les argument

connus, pour cela on va utiliser la forme algébrique.

Cherchons un z = x + iy tel que 22 = w. On a,
22 = 2y 2izy=w=3+4i
et |z = 2?44%=|w|=5,
donc
2?2 —y? =3 2 =4

r=we 2ry=4 <4 2=1 = (z,y)=(2,1) ou (z,y) =(-2,-1),

2 +y?=5 zy =2

d’oul les racines carrées de w =3 +4i sont 21 =2+ 17 et zo = —2 — 1.



2.8 Reésolution des équations du second degré dans C

Etant donnée I’équation

az? +bz+c=0,

ol a,b,c € R,z € C. Pour résoudre cette équation, on calcule le discriminant
A =% — 4dac,

puis on distingue les trois cas:

1¢" cas: A > 0,21 = *bgg/z,zg = 7bJ2r(;/Z.

2¢me cas: A =0,z = 29 = 5—;’.

¢ . _ —b—iv/A _ —b+ivA
3 cas: A < 0,21 = =575, 20 = =50

41

Remarque 2.7.1 Si les coéfficients a, b, ¢ € C alors le discriminant A pourrait étre un

nombre complexe, donc il faudra calculer sa racine carrée.

Exemple: Résoudre dans C I’équation

22— (T4i)z2+1243i =0,

A=2et VA=1+iou—1—i.

T+i+1+1
q = — T 4
2
T+i—1—1
Z2 = fzg

2.9 Exercices

Exercice 1. Donner la forme algébrique des nombres complexs suivants:

21 =(2-1)(348),220=(1+9)(1+14),23=(1+4),
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_ 1 _1-2i
S Tl R R Wt

Exercice 2. 1. Calculer le module et 'argument des nombres complexs suivants:

21:1+i\/§,22:1—i,23: _11:%,24:(1+’L') (—1—i\/§).

s 4t4i
2. Soit z = i3

Ecrire z sous la forme algeébrique.

Ecrire z sous la la forme trigonométrque.

1 22009

Ecrire -, , z sous la la forme trigonométrque.

3. Ecrire sous la forme exponentielle les nombres complexs suivants:

5
zl:2—22',,22:3\/5—32',,23212’,,24:—1.

Exercice 3. On considére les nombres complexs suivants:

V4
z1:1+i\/§,z2:1—|—i,23:z—1.
2

a) Ecrire z3 forme algebrique.
b) Ecrire z3 forme trigonométrque.
c) En déduire les valeurs exactes de cos {5, sin {5.
Exercice 4. 1. Calculer les racines carées de 1,4, 3 + 4.
2. a) Résoudre dans C les équations suivantes:
24+24+41=0,22-(1+4+2i)z+i=0.
b) Trouver la racine cubique de 2 — 2i.
Exercice 5. Soient a et b deux entiers naturels.
1.Déterminer a et b pour que (a + b\/§)2 =4+2V3
2. Résoudre dans C 1’équation suivante z2 — (2 + (1 — \/3) z) 24143+ (1 — \/§) 1 =0

3. Soit z1 et 22 les solutions de I’équation précédente telles que |z1| < |z2].
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. z1 . . s
Ecrire alors | — | sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.
22

En déduire sin 71 et cos 7—7T .
12 12

— —
Exercice 6. Dans le plan complexe; muni du repére orthonormé <O, i,

) ; on con-
sideére les points A, B,C, E et F dont les affixes sont données par:

ZA = \/g—l-i,zB = \/g—i,zc =1i,2p = 2iei2?ﬂ,zF = 2¢'3.

1. Ecrire z4, zp sous la forme exponentielle et zg et zp sous la forme algébrique.

2. Vérifier que (%‘)2013 + (Z'ZTE)ZO13 =—1—1i.
- Soit le nombre complexe 2a = (71 + \/3) +1 (1 + \/g) ,

a) Déterminer le nombre complexe zp tel que zp = a2, puis P'écrire sous la forme
exponentielle.

b) Déterminer Uentier naturel n € N, tel que (z—g)n e R.

Solutions

Exercice 1. Forme algébrique

2= (2—14)(3+8i)=14—13i

= (1 +i) (1 +i) =2

=140 =2i—2

= L 1o _1_ i

4= 10— +)a—) — 2 2
_1-2 _ (1-20)3-d) _ 1 7.

%5 = 31— 10 =10~ 10%

Exercice 2. Forme trigonométrique: z = |z| (cos 6 + isin 0)

5 COSQZ%
2 =14+iV3 =]z =1/12+ (V3)" =2et =0 =7%+2kn, ke Z

sinf =

el

T .. T
21:2<COS§+ZSIH§)
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cosﬁzﬁ
zp=1—1i= |2 =V2et =0=—-7+2km keZ.
=1
sm@-\ﬁ
= 3o (D) i ()
2=t = |l = Ty = etarg g = arg (1+4) —arg (-1 - iv/3) = 61— 02
cosf; = % cos 0y = 771
= 01 = § + 2km,k € Z. = 0 =7+ 5+ 2kn =
sinf; = % sin @y = _T\/g
i 4 2km,k € Z.
2 T Ar tisi 47
= —|cos|——— S —_ - —
= 2 4 3) TR UL 3

2 (Y (15

ze = (1+1) (-1 —iV3) = [1+i||-1—iV3| = 2V2.

argzg = arg (1 +4) +arg (-1 —iv/3) = T + 4% =

4+4i
1—iv3

2. z=

1. Forme algébrique z =

2. Forme trigonométrique . |z| =

cosf; = %
. _ 1

sinf; = 7
1 1

197
12

1 1
24 = 22 <cos <197r) + i sin <1927r)>

14:;%:(1_@)_%2.(1_‘_\/3)'

Ffi% = 2V/2,arg z = arg (4 + 41) — arg (1 - 1\/5)
[1-iv3] —_—
01 P)
2
cosfy = 1
=0y =T + 2%m k€L S0 =-T42%m kel
SiHeQ:iT\/g

2 =22 <cos Gg) + isin <E>)

1
z

1 1
= ‘? et arg; = —argz.




45
= (2/2)"7 (cos () dsin () =
= 230135 (cos (1171 + B) m) +isin (1171 4+ ) 7)) =

)7) +isin ((53) 7))

— 930135 (cos ((22) ) + isin ((2) 7).

— 23013.5 (COS ((

H‘l\)
N

w

. Z=|z|(cos(—argz) +isin(—argz)) = z = 2V/2 (cos (—%) + 4 sin (_%ﬂ)) .

[

3. Forme exponentielle:

jus

21 =2—21= 2\/567’%,22 =3v3—-3i= 667"5,2’3 = %i = gei%,zq =—1=¢".

Exercice 3. z; = 1+iV3,20 = 1 414,23 = %

1. 23 = 158 4 143
2 \zﬂz%:%:\@,argzg:argzl—arg@:%—zzﬁ.
23:\/§<cosl—7r2+isinl%).
23 = 1_2\/§+Z'1+2\/§
3.0na

23 = \@(cosl%—i-isinl%)

Par identification de la forme algébrique avec la forme trigonométrique

1-V/3 _ K o 1-/3
—5- —\/ﬁcos12 COS 15 = 22
1+/3 _ ta T oo 143
5 —\/ism12 sin 15 = 232

Exercice 4.
1. Racine carrée de 1,7 et 3 + 44.

Pour w = 1, cherchons un z = z + iy tel que 22 = w

22 —y? +2ixy = 1, et |2| =1,



d’ou
$2—y2:1
r=1=y=0
2oy =0 = =z1=10uz=-1
r=—-1=y=0

Pour w = i cherchons un z = z + iy telle que 22 = w

¢ = w=i
22—yt 4 2izy = i, et |z] =1,
d’ou
3}2—]./2:0
1 1
T=BTY T 1 1 —1
V2 2v2 .
= = =>z1=—F4=+1 ou 2z = —
2y =1 el oL V2 T2 PR
2 | 9 v YT
¢ty =1
Pour w = 3 + 44 cherchons un z =  + iy tel que 22 = w
2 o o .
22 = w=3+4
w2 — 2 +2izy = 3444, et |z| =5,
d’ou
2 —y? =3
r=2=>y=1
2wy =4 = = z1=24+10U 20 =—2—1.
r=-2=y=-1
2 +y*=5

2. Résoudre les équations:

_ —14iv3
9 9 zZ1 = 9 ’
224+2z4+41=0A=-3=i3=
22:—1—21'\/3
Zl:1+23¢

22— (1+2)2+i=0A=-1=4=

1

-1 .
2v/2
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3. Racine cubique de 2 — 21.

w=2—2i=2v2(cos (—%) +isin (—7%)), cherchons un z = r (cos§ + isin6) tel que

2 = 22 (cos (=) +isin (=)

® (cos 30 +isin30) = 2v2 (COS (‘%) +isin <_%>>

s =2v/2
30 = —T 4 2km,k=0,1,2.
Ry
0=—-L+25 k=0,1,2.

\

R Y A
k= O:>c9_—12 =21 = \/2\/§<cosl2 —l—zsm<12>>
T \/7 —ir .. (—Tn
k = 1:>9_ﬁ:>22_ 2\/§<cosl2+zsm<12>>

157 15 1
k = 2?0—@@22 32\/§(c05127r+isin(157r)>.
Exercice 5. a,b € N
1. (a+bV3) =4+2V3 & a® + 30> + 2abV/3 = 4 + 2V/3.
a’? + 30 =4 a’? +3b% =4 )
= ={a=1letb=1dou (1+3)" =4+2V3.
2ab =2 ab=1
2. 22— (24 (1-V3))z+1+vV3+(1—-v3)i=0.
9 z1 =141
A=—-4-2V/3=—(4+2V3) =4 (1+V3) :
2z=1—1iV3
21| = V2, |22] = 2.
_ 144 _ 13 | -1+3
3.%—17?@— i
argz—lzargzl—arg@—ig, % zg.

z—l—@ COS 7—7T + 7sin [
2 ) tesmin) )



Par identification de la forme algébrique et la forme trigonométrique.

V2 (77r) _ 1—4\/3 _ oS (er) _1-/3

2 08 (12) = 12 22
V2 o (Tr) — 14+V3 o (TrY — 143
2 Sm(u)_ 2 Sm(lz) = o2

Exercice 6.
ix T . .
1. z4=2¢€'6,2p =2¢ "6,z = —ﬁ—z,zp = 21.
2013 i ; 1 ; i3 )
2. a) (%) — (i52013 _ in(335+3) _ ,im334 i3 _
N—~—

(i%E)QOB — (—1)%18 (61'71-%2013) = (—1) (£27T) = 1.
~——
=1

2013 + (iZTE)2013 - _i_1.

Dou (%)
20 = (=1 +V3) +i(1+V3).

zp=a?2=—V3+i= Zei%“.

LT ; T T us

b) 22 = —je's = €' e'2e's =€’ .
ZE A~
=1 =
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Chapitre 3

Les suites de nombres réels

3.1 Suites numériques

Définition 3.1.1 On appelle suite réelle d’éléments de R, toute application U de N a valeurs

dans R.
U: N — R
n +— U(n).
On note 'image de n par U,, au lieu de U (n), il est appelé terme général de la suite U.

Uy est appelé premier terme de la suite U.

On note la suite U par (U,),,cy ot (Un),, -
On appelle 'ensemble {U,,,n € N} I'ensemble des valeurs de la suite (Uy,),, -
Exemples
1. U, = %,n € N*, U; = 1 est le premier terme.

2. U, = %,n € N, Uy = 1 est le premier terme.
3. La suite récurrente définie par: U; = 1,U, = 1+ ﬁ U = 1+ U% = 2,Us =

L_3
1+4 =3

4. On dit que (Uy),, est une suite arithmétique s’il existe r € R; Up41 — U, =7,Vn € N,
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dans ce cas U, = Uy + nr, et

n+1)(Uo+U, nombre de terme)(premierterme+dernier terme
S=Up+ Ui+ ... + U, = nt)Cotn) _ ( )(prom )

5. On dit que (U,),, est une suite géométrique s’il existe ¢ € R*; U{}ﬂ =¢q,Vn € N, dans

ce cas U, = Upq", et

1— n+1

S:U0+U1+...+UN:U0< 1‘1_q

1_Raisonnombre de termes )

) =premier terme< 1—raison

3.2 Suites bornées

Définition 3.2.1 Soit (Uy),, une suite réelle, on dit que:
1. (Uy),, est une suite majorée si 3M € R,Vn € N;U,, < M.
2. (Uy),, est une suite minorée si Im € R,Vn € N;U,, > m.
3. (Up),, est une suite bornée si IM € R,Im € R,Vn € Nym < U, < M.
ou bien Ja > 0,¥n € N;|U,| < a.
Exemples
1. Up=1neN.
Ona,n>1=0<2<1= (U,) est bornée (majorée par 1 et minorée par 0).
2. Up,=5:,m€N

Ona,n>0=2">1=0< 2% < 1= (U,) est bornée (majorée par 1 et minorée par

0).
3. U, =sinn,n € N.
Ona, 1 <sinn <1< [sinn| < 1= (U,) est bornée (majorée par 1 et minorée par —1).
4. U,=n+1,neN.
On a,n+1> 1= (U,) n’est pas bornée car elle n’est pas majorée mais elle est minorée
par 1.

5. U, =—(n!),neN.
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Ona,n>0=mn!>1= —(n!) < —-1= (U,) n’est pas bornée car elle n’est pas minorée

mais elle majorée est par —1.

3.3 Suites monotones

Définition 3.3.1 Soit (U,) une suite réelle, on dit que

1. (U,) est croissante si Vn € N, U, 11 > U, .

2. (U,) est strictement croissante si Vn € N, Uy,41 > U, .

3. (Uy) est décroissante si Vn € N, U, 11 < U, .

4. (Up) est strictement décroissante si Vn € N, U, 11 < U, .

5. (U,) est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Remarque 3.3.1

1. Pour étudier la monotonie d’une suite, on étudie le signe de Uy 1 — Uy,

2. Pour étudier la monotonie d’une suite a termes positifs on compare le rapport U{}—:l
al.

U(T}: L <1< (Uy,) est décroissante.

U{}i:l > 1< (Up,) est croissante.

Exemples

1. U, =% neN~

Upi1— U, = 77/(7:741-1) < 0« (Up,) est décroissante.
ou bien on remarque que U, > 0 alors U(’}—:l = 17 <1< (Uy) est décroissante.

2. Up=9r,m€eN

Upi1 — U, = QH% - Lt =1 (l — 1) <0< (Upy) est décroissante.

ou bien on remarque que U, > 0 alors Ug—:l = 2311 = % < 1< (Upy) est décroissante.

3. U,=1-1Lnen
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Un+1—Un:1—n%r1—(1—%):%—%ﬂzm>0@(Un) est croissante.

3.4 Sous suites (suites extraites)

Définition 3.4.1 Soit (U,,) une suite réelle, on appelle suite extraite ou sous suite de (U,),
toute suite de la forme (U@(n)) telle que ¢ est une application strictement croissante de N
vers N.

Exemple

1. (Uzpn) et (Uzn41) sont des sous suites de (Up,) .

2. Uy =2 et Ugpy1 = % sont des sous suites de la suite de terme générale U,, = 2(=1"

3. (Un+1) est une suite extraite de (Uy) .

3.5 Nature d’une suite (convergence, divergence)

Suite convergente
Définition 3.5.1 Soit (U,,) une suite réelle, on dit qu’elle est convergente et admet pour

limite le nombre [ si
Ve >0,3N. e NNVn e N (n > N, = |U,, — I < ¢).

On note lim U, = 1.
n—-+00

C’est a dire

lim U,=1<VYe>0,IN. e N\Vne N (n> N, = |U, - | <e¢).

n—-+o0o

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.



hl}_] U, = 400 VA>0,INgyeNVReN (n>Ny=U,>A
lirf U, = —-x<VB<0,iNgeNVneN (n>Np=U,<B
Exemple

I lim =241 = 24Ve>0,IN. e NVneN (n> N, = |25 _ (-2)| <¢).

n—-—4oo n+1 n+1
o _ | =2n+1 _ 3 n+l 1 3
e = ( 2)’_ o +2‘—n+1<e:> 5 >-=>n>2—1

Il suffit de prendre N, = H% — IH + 1.

2. lim #=0&Ve>0,IN.eNVneN (n> N, = || <e).
Inl
lna'

‘2%‘<€<:>2”>%<:>n1n2>ln%<:>n>

Ini
£
In2

11 suffit de prendre N, = [

| +1
Théoréme 3.5.1 Si (U,,) converge vers une limite [ alors [ est unique.

Preuve. Supposons que (U,) admet deux limites [ # I" alors

lim Uy, =1&VYe>0,3N; eN,¥neN (n>N, = |Up — ] < -

n—-+00 2

).

lim U, =0 &Ve>0,3N, eN,YneN (n> Ny = |U, — <%).

n—-+00

Choisissons N3 = max (N1, Na)

=V = [I=V+U=Un|=|-Un)+ (U= 1)

< U =1+ |Un =T

IN

+-=eVe>0

c
2

DN ™

d’ou I = I’ contradiction, alors [ est unique.

Théoréme 3.5.2 Toute suite convergente est bornée.
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Preuve

lim U,=0l<Ve>0,IN. e NVneN (n> N, = |U, — | <e¢).

n—-+o0o

Pour n > N;,—e < U, -l <e&sl—ec< U, <l+e< (U,) bornée pour n > N, donc

bornée Vn € N.
Remarque 3.5.1 Toute suite bornée n’est pas convergente.

En effet, la suite U, = (—1)" bornée non convergente (elle admet deux limites 1 et —1)

(Up) convergente = (U,) bornée

(U,) bornée = (U,) convergente.

Proposition3.5.1 Toute sous suite d’une suite convergente est convergente et a la méme
limite. La reciproque n’est pas vraie. Une suite divergente peut admettre des sous suites

convergentes

Exemple. U, = 2(=1)" divergente car elle admet deux limites 2 et %, mais sa sous suite

Uz, = 2 est convergente.

Remarque 3.5.2 Par contraposé, il suffit qu’une sous suite soit divergente pour que la
suite soit divergente, ou bien deux sous suites n’ont pas la méme limite pour que la suite
soit divergente.

Exemple. U, = cosnm est divergente car elle admet des sous suites qui n’ont pas la

méme limite.
Uz, = cos2nm = 1 convergente
Les sous suites sont mais lilf Uyp =1 #
n—-+0oo
Uant1 = cos (2n + 1) = —1 convergente

lim Uspyq = —1.
n—-+o00
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3.6 Opérations sur les suites convergentes

Soient (Uy,) , (V;,) deux suites convergentes vers [ et I’ et a € R alors les suites (U, + V4,) , (Un Vi), <€.—Z>
et (aU,) sont convergentes et on a:

1. lim (U,+V,) = lim U, + hm Vo=1+1.

n—-+4o0o n—-—+o0o n—-4o00o

2. lim (U,V,) = hm Up. hm Vo, =10

n—-4oo n—-+o0o n—-+oo
U hrf Un
b i () e =t 40
4. lim (aU,)=a lim U, = al.
n—-+o0o n—-+o0o
5. lim |U,| :‘ lim U,|=|l.
n—-+o0o n—-+00

Remarque 3.6.1
1.VneN, U, <V,,et lim U,=+0c0c= lim V,, =+oc.

n—-+o00 n—-+o00

2. U, est bornée et lim V,, = 400 = lirf U,V, =
n—-+0oo

n—-+o00

3. U, >0,YyneN= lim U, >0.

n—-+o0o

4. U, < V,,¥Vn > ng = hm U, < lim V,.

n—-+o00 n—-+o0o

3.7 Théoréme des trois suites

Théoréme 3.7.1 Si deux suites (U,) et (V},) convergent vers le méme nombre réel [ et si

a partir d’un certain rang, la suite (W,,) vérifie 'inégalité
Up <W, <Vp

alors la suite (W) converge vers [.

Preuve

lim U, =1<Ve>0,IN. e NVneN (n> N. = |U, — | <e).

n—-—+00



lim V,=1&Ve>0,IN.eNVneN (n>N.= |V, -] <e).

n——+00

donc ¥n > N, |Up, —l| <eel—c<U, <l+e.

Vn> NIV, —ll<esl-ec<V,<l+e.
mais Vn > ng, U, < W, < V,,

alors Vn > max (Ng, N,ng) ,l —e < U, <W, <V, <l+e&

Ve > 0,3N! =max (N, N.,ng),Vn €N (n > N = |W, -] <e).

& lim W, =1

n—-+4oo

cosn
n )

Exemple. 1. W,, =

—1 cosn 1
Ona—-1<cosn<1= —= <<% < .
lim =1 = lim 1 =0= lim 2 =,
n—-too ™ n—-4oo™ n—too ™
n
_ n_ _ . mn n n
2. Wn_Z'rﬁ—f—k_n2+1+n2+2+“'+n2+n
k=1
On a
1 < k<n

n2+1 < n+k<n’®+n

1 - 1 - 1
n2+n — n24+k n24+1

n < n___n
n24+n — n24+k " n24+1

n
n n n
< <
n<n2+n> - Zn2+k:_n<n2+1)

k=1
n
2 2
Ona lim %— = lim —2%—- =1 alors lim E N =1,
n—>+oo"2+n n—>+oon2+1 n_,_'_ook n2+k
=1

Théoréme 3.7.2 Soient (U,) et (V) deux suites réelles telles que:

i) lim U, =0.

n—-+00

ii) (V5,) est bornée.
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Alors

lim U,V, =0.

n—-+4oo
Preuve.

(V) bornée < Ja > 0,¥n € N, |V, | < «

hmc%:o@we>am%erneN(n>Ng¢w@—m<§y

n—-+00

alors Vn > N; = |Up| |Va| < S.a=¢ dou lim U,V, =0.

n—+o00
Exemple:
__ sinn!
L U, =77
s I p . ' 1 . . )1
Posons V, = sinn! bornée car [sinn!| <1, et W), = 25 — 0 alors nllffoo sinnl. =5 = 0.
1y 1
2. U, =S —(—1)" = S0
n —— T
bornée
—0

3.8 Théoréme de convergence sur les suites monotones

Théoréme 3.8.1 Soient (Uy,) une suite réelle et

A={U,,neN}

alors

1. Si (Up,) est croissante et majorée alors (U,) est convergente vers | = sup 4 et
inf A = Uy (premier terme).

2. Si (Uy,) est décroissante et minorée alors (U,,) est convergente vers [ = inf A et
sup A = Uy (premier terme).

Preuve
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Soit (U,) une suite croissante et majorée, donc 'ensemble A = {U,,n € N} est

majorée par conséquent A admet une borne supérieure .

Yne N, U, <I
supA=I1<

Ve >0,IN. € N, —¢ < Uy,

donc

Ve > 0,3N.eNVn>N,=1l—-ec< Un. <U, <Il<l+¢
N’

U, croissante

Ve > 0,AN.eN,Vn>N. = |U, -l <ec& lirf U,=1=supA.
n—-roo

Exemple: U, :%,nEN. A:{%,nEN}.

Upi1 — Uy = (nfl)! — % = % (n%rl — 1) = % (n_—fl) <0, donc (U,,) est décroissante.
Vn € N,U,, > 0= (U,) est minorée.

(Up) est décroissante et minorée alors (Uy,) est convergente vers 0 = inf A.

3.9 Suites adjacentes

Définition 3.9.1 On dit que les deux suites (U,) et (V) sont adjacentes si 'une d’elle est

croissante et 'autre est décroissante et lim (U, —V,,) = 0.

n—-4oo

Théoréme 3.9.1 Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme limite.

Preuve

On pose W,, = U,, — V,, alors lim W,, = lim (U, —-V,)=0.

n—-+o0o n—-+o0o

On suppose que (U,) est croissante et (V},) est décroissante. Etudions la monotonie de

Wh,.

Wn+l - Wn = Un+4+1 — Vn+1 - (Un - Vn) - (Un+1 - Un) - (Vn+1 - Vn) > 0.

>0 <0
Alors (W) est une suite croissante et convergente vers 0 donc (W,,) est majorée par

0=W,<0=U,<V,.
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Ug<U1 U< Up 1 U SV SV 1 <. SV <1 < AL
On obtient (U,) est croissante et majorée par Vy = convergente vers [.

(V) est décroissante et minorée par Uy = convergente vers [’

Mais lim (U, —-V,) = lim U,— lim V,=0&1-1I'=0&1=1".

n—-+o0o n—-4o0o n—-+o0o

_ 1 1 1 1
Un=133 T332 T 345 T T apinee

Exemple: )
Vo =Un+ 77

n €N

1 1 1
Ups1 — Uy =
el 123 7234 345 T nmADm+2)  mr)(n+2)(nt3)

1 1 1 1
a (1.2.3 Tosat3as Tt n(n+1)(n+ 2))

1
= > 0= (Uy) est croissante.

(n+1)(n+2)(n+3)

1 1 1 )
Va1 — Vo = Un+1+m— (Un+71—}-1) =Upt1 —Un + <n+2_n+1>
1 N 1
m+1)(n+2)(n+3) (m+2)(n+1)
—-n—2
= < , . .
n+1)(n+2)(n+3) ~ 0 = (V},) est décroissante

Donc (Uy,) et (V) sont adjacentes et convergentes vers la méme limite.

3.10 Suite récurrentes

Définition3.10.1 Soit f : D C R — R et f (D) C D. On appelle suite récurrente une suite

(Up) définie par la donnée du premier terme Uy € D et la relation

Un_|_1 = f (Un) ,vn € N.
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Monotonie: On a Up+1 — U, = f(Uy,) — f (Up—1) .

Donc I’étude de la monotonie de la suite (U,,) revient a celle de la fonction f.

Si f est croissante alors (U,) est monotone, elle est croissante si Uy — Uy > 0, et
décroissante si U — Ug < 0.

Si f est décroissante alors (U,,) n’est pas monotone car U, 11 — U, est alternativement
positif et négatif.

Convergence

Supposons que f est continue sur D et croissante, si la suite (U,,) converge vers [ € D,
cette limite veérifie [ = f (1).

Exemple.

Up=0
Ups1 =+VU, +6,n€N.

1. Montrer que Vn € N,0 < U, < 3.

2. Etudier la monotonie de(U,,) .

3. Déduire la convergence de (U,,) et déterminer sa limite.

4. Donner sup E et inf E ou F = {U,,n € N}.

Solution: 1. Montrons par recurrence que Vn € N,0 < U,, < 3.

Pour n=0,0< Uy =0 < 3.

Supposons que 0 < U, < 3 et montrons 0 < U,41 < 3.

Ona0<U,<3=6<U,46<9=0<v6<U,+6<3.douVneN,0<U,<S3.

2. Monotonie de (Up,) :

On pose f(z) =Vx+6,0< 2z <3= f(z)= 2@ > 0 = f est croissante ce qui

donne que (Uy,) est monotone.

Uy —Uy=+v6—0=+6>0 alors (Up) est croissante.
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3. On a (Uy,) est croissante et majorée alors elle est convergente vers [ donc 0 <[ <3
et [ vérifie [ = f (1)

I=f)el=VI+6=2=1+6<1?-1-6=0,A=25

Lh=132=3

=
12:%:—2<0refusécarl > 0.
donc lim U, = 3.
n—-4o00o

4. B ={U,,n € N}.

(Up,) est convergente et croissante alors

supE = lim U, =3

n—-+o0o

inf E = Uy = 0.

3.11 Suites de Cauchy

Définition 3.11.1 On dit que la suite (U,,) est une suite de Cauchy si elle vérifie
Ve > 0,IN. e N,Vp,g e N,(p > q> N. = |U, —Uy| < ¢)

Proposition 3.11.1 Toute suite convergente est de Cauchy .

Preuve Soit

= lim U, o Ve>0,IN. e N,Vn > N. = |Up — 1] < -
n——+o0o 2

Soient p et g tels que p > g > N,

|Up_Uq| = |Up_l+l_Uq|
< |Up = U+ 1= U4
< U=+ |Ug—1
< St .
-2 2

d’ou (Up,) est de Cauchy.
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Théoréme 3.11.1 (Critére de Cauchy)

Toute suite de Cauchy de nombres réels est convergente vers un nombre réel. On dit

que R est complet.

Remarque 3.11.1 Le critére de Cauchy est un critére de convergence permettant de

reconnaitre qu’une suite réelle est convergente sans avoir besoin de connaitre sa limite.

Théoréme 3.11.2

(Upn) converge dans R < (U,,) de Cauchy.

Remarque 3.11.2 Pour démontrer qu’une suite est divergente, il suffit de démontrer

qu’elle n’est pas de Cauchy.

de > 0,YN e N,dp,q e N, (p >q> N AU, —Uy| > ¢).

Exemple.

n
k=0

Montrons que (U,,) est de Cauchy.

Ve > 0,dN. e N\Vp,g e N, (p>¢> N. = |U, —U,| < ¢)
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Soit € > 0,et p>¢q

p q
Ccosn cosn
Up =Uq| = Z 3k _Z 3k
k=0 k=0
. cosn cosn cosn cosn cosn cosn cosn cosn
T T Tt T T _( F L T T )’
. cosn cosn cosn
B VAR 3¢+2 1 3p )
< cosn cosn cosn
[
< 1 1 1 <1
> ﬁﬁ‘?ﬂ?—f‘—FS*p, car |COSTl|_ .
< 1 1 1 1
< L lztetoton
somme d’une srlrito géométrique
1\P—¢q
o L= ()""
- o3\3\ 1-1%
< 1 3 1 1\??
= gez\ '3
<1
1
< 9g 9
- 342

1 1 1 1 In(5;)
g5 <E= 37 <2e=3">5 = qn3>In(5) = q> 7F

In

In(5)

In3

11 suffit de prendre N, = [

]—Fl.
— 1 1 1 *
2. Up=1+1+1+.. 4+ neN"

Montrons que (Uy) n’est pas de Cauchy

37 >0,VN e N,dp,q e N, (p > q¢> N AU, —Uy| > ¢).
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Soit N € N,dp =2N,q = N,

Up = Ugl = |Uan = Un]|
1+3+3+-+y+mg+wst+-+ax

—(1+3+i+.+3)

= L + L +..+ L
~ IN+1 N+2 7 2N
1 1 1
> — — —_— < < <
> 2N+2N+ +2NcarN+1_2N,N+2_2N, 2N < 2N
N fois
N 1
> — = —,
- 9N 2

Il suffit de prendre € = %

3.12 Limite supérieure et limite inférieure

Théoréme de Bolzano Weierstrass

Théoréme 3.12.1 Toute suite bornée de nombres réels admet une sous suite conver-
gente.

D’aprés le théoréeme de Bolzano Weierstrass, toute suite bornée admet des sous suites
convergentes vers des limite finies. Notons L ’ensemble de ces limites, alors

Définition 3.12.1 On appelle limite supérieure (resp. limite inférieure) de (Up) la

borne supérieure (resp. la borne inférieure) de L. On notera

limU, = lim sup (U,) =supL (resp. limU,, = lim inf(U,) = inf L.

n—-+00 n—-+00

Remarque 3.12.1 Pour que lirf U, existe, il faut et il suffit que
n—-+0oo

limU,, = limU, = lim U,

n——+00
Exemple. U, = (—1)" divergente car elle admet deux limites différentes, mais elle est

bornée, |Uy| < 1.
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Uy, =1—1
Les sous suites ,L={1,—1} alors
Usny1 = -1 — —1
limU, = supL=1

limU, = infL=-1.

3.13 Exercices

Exercice 1.

I. Déterminer la limite des suites numériques suivantes

1
LU, = Vi24ntl-+m 2 U, —% U, = E 1;,1, 4. U, = n%a~V" q € R
2
2n+1+3n+1 L (n+1) 1
5.U, = =——° 6. U,=(n+1)0n, 7. Uy = :
2n 4 3n (n+1) g;? NG

II. Montrer que

2 1 2
im nt =—, lim e" =400
n—+cod3n —1 3 n—+oo

Exercice 2.
I. Soit (Uy) une suite définie par
U = 1

Unt1 = 1+[2JU ;n €N

1. Montrer que Vn € N,0 < U, < 1.
2. Etudier la monotonie de (Uy,) .
3. Déduire la convergence de (U,,) et calculer sa limite.
4. Déterminer sup F,inf E ou E = {U,,n € N}.
I1. Soit (U,,) une suite définie par

0<Ui<
Uns1 = U, —2U3,n € N*.
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1. Montrer que Vn € N*,0 < U, < %

2. Etudier la monotonie de (Uy,) .

3. Déduire la convergence de (U,,) et calculer sa limite.
4. Déterminer sup E,inf E ou E = {U,,n € N}.

III. Soit la suite définie par

Up=2

Unt1 == neN
1. Montrer que Vn € N, 1 < U, < 4.
2. Etudier la monotonie de(Uy,) .
3. Déduire la convergence de (U,,) et déterminer sa limite.
4. Donner sup E et inf E ou F = {U,,n € N}.
Exercice 3.

1. Soient a,b > 0. Montrer que vab < “T‘H’.

2. Montrer les inégalités suivantes

a< <b,a<Vab<b.

2

3. Soient Uy et Vj des réels strictement positifs avec Uy < Vy. On définit deux suites

(Up) et (V;,) de la fagon suivantes:

U,+V,
UnJrl =V U’ILV’IL7 Vn+1 = T

a) Montrer que U,, < V,,,Vn € N.

b) Montrer que (U,,) est croissante et (V;,) est décroissante.

c¢) En déduire que les suites (U,) et (V;,) sont convergentes vers la méme limite.
Exercice 4.

1. Montrer que la suite (k™) cn,0 < k < 1 est une suite de Cauchy.
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2. Montrer que la suite (Inn), . , n’est pas une suite de Cauchy.
Solutions
Exercice 1.

I. Calcule de limites.

Lotim VaZnrl—yi= lm (141 + 5 - L) = oo

n——+00 n——+o0o
2. lim 2507 — lim — sinp =0
T S Yoo 2L n—toon2 + 1~~~ )
N——"bornée
—0
(="
_1\" n(1+ _1\n
3. lim 2 l)n = lim ( _’{n> lear lim &% — lim = ()" =0
nﬂ+oo”*(*1) nﬂ+oon(1—(T)) n—too M n—+00 N S
0 bornée
4. lim n2a=V" a > 0.
n—-4oo
Pour a =1, lim n2a V" = lim n? = +oo.
n—-+o0o n—-+4o00o
Pour a # 1.
) . 2 —\/n Inn
On calcule d’abord lim In (n a ) = lim 2lnn+—y/nlna= lim /n|2— +1na | =
n—-+o0o n——+o0o n—-—4o0o \/ﬁ
~—~—
—0
400, si0<a<1
—o00, sia>1
400, si0<a<1
Dou lim n2a V" =
n—-4o00
0,sia>1
ntl((2\nt! 2\n+1
. gntlgn+l . 3 <(3) +1) . . (§) +1 . 2 n+l
- nkrfoo Zian nll,rfoo 3 (()+) nll,rfoo?’ O = 3, car nEI—&I-loo(:g) =
0,(0<2<1).
. N S L o L
6. lim (n4+1)0» = lim e = lim ema™™) = Jim ems2(2(3)) =
n—-+o0o n—-+4oo n—-+o0o n—-4o0o
In(1+1
m(+d)
Inn
lim elnn(ln"Hn(H ) = lim e —0 =e.
n—-+4o00 n—-+4o0o
(n+1)*
7. nll)rfoo Z i On utilise le théoréme des trois suites.
k=n2
Onan2Skg(n+1)2:>n§ﬂ§n+1:>%+1§%§% Vk,nzgkg(n—i—l)?
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3

(n+1)? (n+1)? (n+1)?

TN 1 1 1 2 2 1
pon e Y e 3 ke (e
k=n? k=n? k=n? nombre de termes

(n+1)2*—n?2+1|1
nombre de termes
(n+1)*
- 2n 4+ 2 < 1.
n+1 — k=
~—— k=n2
—2
(n+1)?
. 1 _
& m o2 TR
k=n?2
II. Montrons que
I 2n+1 2
im -
n—+oco3n — 1 3
2n+1 2 2n+1
=-&Ve>0,IN. e N,Vn e N > N, =
notoodn—1 3 ° : neN (n>Ne=lo—
Soit € > 0,
o2n+1 2 6n+3—(6n—2)| 1/(5
32—1_3‘ 33n 1) ‘ ‘ 3Bn— 1)‘ 3Bn— 1)<5‘:)”>§(§+1)'
1
11 suffit de prendre N, = [3 (3E + 1)] + 1.
Montrons que
lim e" = 400

n—-+o00

‘<s).

lim " =400 VA>0,ANy e N;VneN (n>Ny=¢€"> A

n—-+o0o

Soit A>0,e" > A< n>InA.

Il suffit de prendre Ny = [[In A]] + 1

Exercice 2.

Un+1

1
U():§

3U,
Tratr, ™ € N

1. YVn € N,0 < U,, < 1. Montrons par recurrence.

Pour n:(),ng%et0<Uo<1.



69

Supposons que 0 < U, < 1 et montrons que 0 < U,41 < 1.

3
3Un 3 + )

= 1420, °

On a Un+1 = 158, = 2

w

0<Un<1©0<20,<201<1420,<3 5 < 57 <1& -3 < 55 <
_3
—300<d+ - <L
douvVn e NO< U, < 1.
2. La monotonie de (Uy,) .

1¢7¢ méthode:

1/ _ 3Un-U,—2U2 _ 2U,(1-U,) .
Unt1 —Un = 155t —Un = =535 = —173m,~ > 0 car 0 <U, <1, ce qui donne

(Up) est croissante.

2¢me methode:

_3
Posons f (z) = 1;2:”295 =34 e 0 <z <1

fr(z)= (1+?;1?)2 > 0 = (U,) monotone.

1
v — 1 = 20)

_ % — i > 0 < (Uy,) croissante.

N[ =
I3

3. Déduire que (U,,) est convergente.
Puisque (U,,) est croissante et majorée alors elle est convergente vers la borne supérieure.
Calculons la limite: (U,,) est convergente vers [, alors
lim Up=1= lim Uy =lel=3h el+22=31<22-20=0&20(1-1)=
n—-+00 n—-+o0o
0=

[ = 0 refusée car (U,) est croissante(converge vers la borne supérieure).

Vi=1
Donc
lim U, = 1.
n——+00

4. E={U,,n € N}.
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Puisque (U,,) est convergente et croissante alors

supE = lim U, =1
n——+o0o

. 1

infEE = Uy= 3

Remarque 1 est un minorant pour E mais % est le plus gand des minorants de F.

II.
1
0< U1 < ﬁ
Upit = Uy — 2U3,n € N*.

1.Vne N 0< U, < %, montrons par recurrence.

Pour n=1,0< Uy < % vraie.

Supposons que 0 < U, < % et montrons que 0 < Up41 < %
OnaUy1=U, — QUE{ =U, (1 — 2U§) et

0<1-202<1

0<Up< L=20<U2<i=>-1<-202<0= ot =0 <

S

1
0<Un<ﬁ

1 1
Un (1-2U2) < 1= 0<Unn <

PJREN 1
DoanGN*,O<Un<ﬁ.

2. La monotonie de (Uy,) .
1¢7¢ méthode:

Upi1 — U, =U, — QUS -U, = —QUEL’ < 0 (car U, > 0) = (U,,) est décroissante.

3. Déduire que (Uy,) est convergente.

Puisque (U,) est décroissante et minorée alors elle est convergente vers la borne in-
férieure.

Calculons la limite: (Up,) est convergente vers [, alors

lim U,=1= hT Upp1=lel=1-28=1=0.

n—-+o00 n—
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lim U, = 0.

n—-+4o0o
4. E={U,,n € N}.

Puisque (U,,) est convergente et décroissante alors

inf £ = lim U, =0.

n—-4oo

1
SupE == U1/0<U1<EO

I11.

Exercice 2.
Uy =2

5Un—4
Un+1 = ﬁn ,neN

1. Montrons Vn € N;1 < U,, < 4 par recurrence.
Pour n =0,1 < Uy = 2 < 4 vraie.
Supposons que 1 < U, < 4 et montrons que 1 < Up 41 < 4.

OnaUn+1:M:5—ietonaaussil<Un<4<:>%<Ui<1<:>—4<5—:‘<—1

Un Un n
S 1<5—F <48 1< U1 <4
Par conséquent, Vn € N;1 < U,, < 4.

2. Monotonie:

5U, — 4
Un+1_Un = T_Un
 BU, —4-U2

= U,

— 224+ —4=0,A=921 =120 =4,sil <z <4, —2>+5x—4>0.

D’ott pour x = Uy, 5U, —4 — U2 >0, car 1 < U, < 4.
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(5U, —4—U2) >0
Up >0

Un+1 - Un =

v
o

Ce qui donne (U,) est croissante.
3. Puisque (U,,) est croissante et majorée alors elle est convergente vers [.
Calculons la limite: (Up,) est convergente vers [, alors
lim Uy, =1= lim Upp=lel=L2sP=5-4c-1?+5l-4=0«
n—-+00 n—+o0o
—(l-1)(l-4)=0=

[ = 1 refusée car (U,) est croissante(converge vers la borne supérieure).

Donc

lim U, =4.

n—-+o00
4. E ={U,,n € N}.

Puisque (U,,) est convergente et croissante alors

supk = lim U, =4.

n—-+oo

infll = Up=1.

Exercice 3. a,b > 0.

On veut démontrer que vab < “T'H’ Sab < (“T'H’f .

Ona (a— b)2 >0< a?2+b2—2ab>0< a?+b%—2ab+4ab > dab < a?+b%+2ab > 4ab
2 (a+b)* atb)2

2. a <%t <ba<Vab<b?

a,b € R, R est totalement ordonné alors soit a < b ou a > b.
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Supposons que a < b.

b
<3

On a :>a§“7b§b.
<

Ll
|
vl

(VAN
(SIS

b
2

IS}

0<va<ya<vb
De méme =a<+Vab<b.

0<va<vb<vb
3. Up, Vo avec Uy < Vo, Ups1 = VUV, Vyyr = Lnftn,

a) Vn € N,U,, < V,,. Montrons par recurrence.
Pour n = 0,Uy < Vy vraie.
On remarque que U,, > 0 et V,, > 0. (on peut la démontrer par recurrence).

Supposons que U, <V, et montrons que Up+1 < V1.

U,+V,
Un+1 =V UnVn < % = Vn+17

D'aprés 1.

d’ou Vn € N,U, <V,.

b) Monotonie

Upi1— Uy = VUV, — U, >0 d’aprés 2. a = U,, b=V, (Un < VUV, < Vn). Ce qui
donne que (U,,) est croissante.

Vo1 — Vo = % -V, <0 daprés 2. a =U,,b= Vn(Un < w < Vn). Ce qui
donne que (V},) est décroissante.

c) (Uy) est croissante et (V;,) est décroissante alors
Ug<U1 <...<Up 1 SUR SV SV <. <

On a (U,) est croissante et majorée=-convergente vers [.

(V3,) est décroissante et minorée=-convergente vers ’.
Uns1 = VUV, = 1= VI 2=

et .= =>1=1.
Vigr = Gaf¥n = P = B 20 =1+



Exercice 4.

L (kK"),en 0 < k < 1 est une suite de Cauchy<

Ve > 0,3N. e N,Vp,g e N;(p> ¢ > N. = U, — U,y <¢).

Soit € > 0,
Up — Ug| = |kP — k7] = |k (kP79 —1)| < k9 [kP~9 — 1
Onal<k<lp—q¢g>0=0<kli<l=—-——-1<kPi1-1<0=]k7-1|<1,
donc
Up — Uy = |k (77— 1)| <k? <e = qlnk <1nz-::>q>ln—€.
P ~~ Ink

<0

Il suffit de prendre N, = [HE—;H + 1.

2. (Inn) , N’est pas une suite de Cauchy<

neN*
Je >0,YN e N,Ip,q e N;(p>qg>Net |U,—Uyl >¢).
Posons p =2N,q = N.

|Usy —Un| =|In2N —InN|=|lIn24+InN —InN|=|n2[=ln2=¢

Il suffit de prendre € = In 2.
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Chapitre 4

Fonctions réelles d’une variable

réelle

4.1 Généralités

1. Définition 4.1.1 On appelle fonction réelle d’une variable réelle toute application de
I’ensemble £ C R dans un ensemble F' C R. On notera
f+ E —- F
z — f(z)

x s’appelle Iantécédent et f (z) est I'image de x par f. On notera
f(E)=Af(x) /z€E}.

2. Graphe d’une fonction réelle ( ou courbe représentative de f )
On appelle graphe d’une fonction f : E — F toute partie I' (f) du produit cartésien
E x F telle que
I'(f) ={(z f(z))/z € E}.
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3. Domaine de définition d’une fonction
Le domaine de définition d’une fonction f est ’ensemble des valeurs de © € E pour

lesquelles la fonction f est bien définie. On note par Dy.

Dy={zxcE/f(x) e R}.

Exemples
1. f(z)=e",Dy =R.
2. f(z)=1 D =R~
3 f(2) = prty.
Dy = {zeR/z+2>0et In(x+2)#0}
= {zeR/z>-2etx+2+#1}

= {zeR/z>-2etx#-1}

= ]-2,-1[U]-1, 40o0][.
3. f(z)=tanz

Dy = {xe€R/ cosxz#0}

_ {xeR/xgé(%—i—l)g,keZ}

4. Parité d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I symetrique par rapport a 0.
On dit que f est paire si Vo € I; f (—x) = f (x).

On dit que f est impaire si Vo € I; f (—x) = —f (z).

Remarque 4.1.1

1. Si f est paire alors son graphe est symetrique par rapport a ’axe des ordonnées.



2. Si f est impaire alors son graphe est symetrique par rapport & ’origine.

Exemples.

f(z) = 2% est paire car f (—z) = (—z)* =22 = f (z).

f(z) = 23 est impaire car f (—z) = (—z)® = =23 = —f (z).
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*

Y

g
e
4
a4
5a
A=
34
24
1«

L

¥ [A
i
3
b
L
1=
2
1

. / x,
1-8-?-5-’3-4-3-2-1{‘ 123405768

-1
-2
-3
4
&
-
7
-5
¥

5. Périodicité d’une fonction

Une fonction f : R — R est dite périodique s’il existe ' > 0 tel que Ve € R, f (x + T') =
fx—=T)= f(x). T est appelé période de f.

Remarque 4.1.2 Si T est une période de f alors tout nombre de la forme kT, k € N*
est aussi une période de f.

Exemples.

1. f(z)=sinz,T = 27.

2. f(x)=z—[z],T=1lcar f(z+1)=z+1-|z+ 1] =z+1-[z]-1=zx+z] = f (z).

3. f(z)=tanz, T =mcar f(x+7)=tan(z+m) = 2;2((3;17;)) = =SI0% — tang.

Remarque 4.1.3 Si f est périodique alors il suffit de ’étudier sur un intervalle de
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longueur T et tracer le graphe. Le graphe complet se déduit du graphe précédent par des
translations de valeurs (kT ,k € Z.

Par exemple le graphe de la fonction f (z) = sinz
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A

¥

Period:
¥ = sin{x) 25T

0.5

v_vv A

-1.5

-2

Y

4.2 Fonctions bornées et fonctions monotones

Fonctions bornées
Définitin 4.2.1 Soit f: E — F. On dira que

1. f est majorée si 'ensemble f (F) est majorée, c’est a dire
dM e R,Vx € E/f () < M.

2. f est minorée si 'ensemble f (E) est minorée, c’est a dire
dm e R,Vz € E/f (x) > m.

3. f est bornée si elle est majorée et minorée (I'ensemble f (F) est borrée), c’est a dire
da > 0,Vz € E/|f (z)] < a.

Exemples.
1. f(z) =sinz,—1 <sinz < 1= f bornée.

2. f(x)= %, x €]0,1], n’est pas bornée mais elle est minorée par 0.
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Remarque 3.2.1

Si f est majorée alors elle admet une borne supérieure

supf (z) = sup f (E) = sup {f (z) /z € E}.

zeE

Si f est minorée alors elle admet une borne inférieure

inf f (z) =inf f(E) =inf {f (z) /x € E}.

zel

Fonctions monotones
Définitin 4.2.2 Soit f: EF — F. On dira que

1. f est croissante dans FE si

Vo,y € E,x <y= f(z) < f(y).
2. f est strictement croissante dans F si

Vo,y € B, <y = f(z) < [f(y).
3. f est décroissante dans E si

Ve,y € BE,x <y=f(z) = f(y).
4. f est strictement décroissante dans E si

Vo,yc B,z <y= f(x) > f(y).

4.3 Opérations sur les fonctions réelles

Soient f et g deux fonctions définies sur £ C R dans R, alors:

L (f+9)(x)=f(2)+g(z).

2. (\f) (z) = \.f (z), A € R.

1. (3) @) =15 (F £0).
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4.4 Limite d’une fonction

Soit f: I CR — R.
Définition 4.4.1 On dit qu’une fonction f définie au voisinage de zy (sauf peut étre

en xp) a une limite [ € R au point z¢ si
Ve>0,aIn>0,Vex € I, |z —xo| <n=|f(x) =] <e,

et on écrit lim f(z)=1lou f — .
T—T( T—T0

c’est & dire

lim f(z)=1l<Ve>0,In>0,Ve e l, |z —xo| <n=|f(z)-1 <e.

r—xo

Exemples. 1. f(z) =2z +1
lin1221:—|-1:5<:>V€>O,E|77>O,V$GR,]:U—2\<77:>]233+1—5\<5.
r—

Soit € > 0,

|2x—4|:\2(:v—2)|:2](1:—2)|<277:€:>17:g

Il suffit de prendre n = 5.
2. f(z) = ¥2Z p'est pas définie en 0 mais admet une limite { = 1 en 0.
Remarque 4.4.1 1. Pour prouver que f n’admet pas une limite [ quand x — xg, on

peut prendre la négation, c’est a dire
Je>0,Vn>0,3z el |z—xzo| <net |f(z)—1 >ec.

2. Si lim f (x) =1 alors on n’a pas toujours f (xg) =1 ou f (x¢) existe, par exemple
T—x0

sinx .
sl #0

flx) = ,

2, six=0




83

lim f () =142 = £ (0).
Unicité de la limite
Théoréme 4.4.1 Si f admet une limite au point zg, cette limite est unique.
Preuve

Supposons que la fonction f admet deux limites [ et I’ au point xg, alors

limf(a?):l<:>V€>0,E|771>0,Vw€],\x—x0\<7]1:>|f(a;)—l|<%.

Tr—2T0

limf(ac):l'<:>V5>0,E|772>0,Vw€[,|w—:ﬁ0]<772:>‘f(:)3)—l"<%.

T—T0

Si on pose 1 = min (ny,7,) , on obtient

=] = [I—f(x)+f(z) 1]

< f=f@I+[f (@) -1
< @) =U+[f (@) =1
< s+z=e

On a obtenu Ve > 0,|l = l'| <e e l-l'=0&1=1.
Limite a droite et limite a gauche
Définition 4.4.2

1. On dit que f admet une limite & droite au point xq si
Ve>0,an>0,Ve e [,0<z—zo<n=|f(x)-I <e.

On notera liln f(x)= lim+f () = f(xz0+0).

320 T—Tg

2. On dit que f admet une limite & gauche au point z( si
Ve>0,In>0Veel,—n<z—a0<0=|f(z)—1] <e.

On notera lim f(z) = lim f(z) = f(z0—0).

< _
T—x0 T—=Tq
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Exemple.
2, six>0
flo)=1+5 = ,
0, six<0
ona limf (x) =2, limf(z)=0.
xiO xiO

Remarque 4.4.2

Si lim f () =1 existe alors lim f (z) = lim f(z) = 1.
T=To mjxo T—x0

. Inversement, si lim f(x) et lim f (z) existent et sont égales alors la limite de f existe,
T—T0 T—T0

elle est égale & la valeur commune.

Limites infinies

1. lim f(z) = l&Ve>0,3A>0,Veel,z>A=|f(x)—I <e.

z5Foo

2.xErjloof(x) = leVe>0,d3B<0,Veel,z<B=|f(zx)-l<e.
3.xliré10f(x) = 400 VA>0,3In>0,Veel, |z —xo| <n=f(x)> A
4.xlir£:10f(x) = —00&VB<0,In>0,Vrel,|z—x <n= f(zx)<B.
5'1Er4£100f($) = 400 VA>0,IB>0,Veel,x > B= f(x)> A
lel»rfoof(x) = —0&VA<0,3B>0,Veel,x>B= f(z) <A

7. lim f(z) = 400 VA>0,IB<0,Veel,z<B= f(zx)> A

r——00

8. lim f(z) = —00&VA<0,IB<0,Veel,x<B= f(z)<A.

r——00

Exemple. f(z) = (:p—11)2

1
limf (z) =400 < VA>0,In>0,Voel,|lr—-1|<n= ——73
z—1 (r—1)

Soit A > O,ﬁ > A= (x-1)>%< L= -1 < ﬁ = n, il suffit de prendre

77:\/2-

Théoréme sur les limites
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Théoréme 4.4.2 Soit f : [a,b] — R, et zg € [a,b], alors

lim f(z) =1l V(2n),,2n € [a,b] |/ xp — xo = liSI_l fzn) =1
@0 n— 400 n—-+00

Preuve

(=) Ona

lim f(z)=1<Ve>0,3n>0,Vz € [a,b],|z —zo| <n=|f(z) - <e.

T—T0o

et on a

Ty — xo < Ve’ > 0,IN. € N,Vn > N, = |z, — x| < €.

Pour &’ =7, on a |z, — x| <n = |f (z,) — ] < e donc liril fzn) =1L
n—-+0oo

(<) Par I’absurde. Supposons que z,, — g = lim f(z,) =1et lim f(x) # .
n—-4o0o T—T(

de > 0,V > 0,3z € [a,b], |r — zo| < net|f(x)—1] > e, en particulier pour n = + =

1
n
Vn > 1,3z, € [a,0]; [z, — 20| < 2 et |f (zn) — 1| > ¢,

or %—:po <z, < %—Hso, c’est a dire z,, — ¢, mais f (x,) ne tend pas vers [ contradiction.

Remarque 4.4.3 On peut utiliser ce théoréme pour démontrer la non existance de la
limite d’une fonction.

S’il existe deux suites (xy,) , (yn) qui ont la méme limite mais lim f(z,) # lim f (yn).

n—-+0o n—-—+00
S’il existe une suite (zy,) /z, — xo mais f (z,,) n’admet pas de limite.

Exemple.

1. f(x)=cos (;—2) , montrons que f n’admet pas delimite en 0.

T, =+ —0et f(z,) = cos (2nm) = 1.
Posons van = lir}rq (n) # lirf f(yn) =
Yn = \/ﬁ —0et f(yn) =cos((2n+1)7) = —1

lim f (z) n’exite pas.
z—0

2. f(x) =sin (%) , montrons que f n’admet pas delimite en 0.
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Posons z,, = (%il)g = (2n-2|r1)7r — 0 et f(zy) =sin(2n+1)5) = (—1)" qui admet
deux limites 1 et —1 alors lir% f (z) n’exite pas.
r—

Proposition 4.4.1 Si f admet une limite en xq alors f est bornée au voisinage de xg.

Preuve

lim f(z)=1l<Ve>0,In>0,Ve el |z —xo| <n=|f(z)-1 <e.

r—To

donc pour e = 1 (par exemple), In; >0,V € I, |z —xg <n; = |f (x) =] < 1, dou |Vz €

— N4, =1-1< <l+1= t bornée d — N4, i est
lxo — ny, o + 14 flz)<l+ f est bornée dans |xg — 1y, xo + 11| qui est un
m M

voisinage de xg.
Remarque 4.4.4 La réciproque n’est pas vraie. En effet, f (x) = cos (x%) est bornée

mais elle n’admet pas une limite en 0 ( exemple précédent ).

4.5 Opérations sur les limites

Soient f et g deux fonctions définies sur £ C R et admettant des limites finies [ et I’ au
point zg. Alors:

L. lim f(z)+g(x)=14+1".

T—T0

2. lim (A\f) (z) = N, A € R.
T—T0

3. lim f(z).g(x)=11.
T—T0

N €
4. mlg]goﬁ =L +#o.
5. lim |f ()] =[l].

Limite et relation d’ordre

Théoréme 4.5.1 Soient 29 € E et f, g, h trois fonctions définies sur |zg — o, 29 + o , ¢ >

l. f(z) <g(zx)= lim f(z) < lim g (x).

T—T0 T—T0
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lim f (z) = 400
2. T = lim g (z) = +o0.

et f (2) < g(x) o

V

lim f(z) = —o0
3' T—XQ

et g (z) < f(z)

= lim g (z) = —o0.

T—X0

flx) <g(x) <h(zx) ,
4. = lim h(z) =1.

et lim f(z)= limg(x) =1 o
T—T0 T—T0

lim f (z) =0 et g est bornée au voisinage de xg = lim f (z) g (z) = 0.
T—T0 T—T0

o

6. lim f(z) = 0o et g est bornée= lim f (z) + g (z) = oc.

T—x0 T—T0

Forme indéterminées

Lorsque les limites ne sont pas finies, On a quatre formes indéterminées lorsque = — xg.

1. xli_}rglo f(z) = +oo et xli_}rg()g (r) = —o0, f + g se présente sous la forme indéterminée
(F.I.) 400 — o0.

2. :ch—gclo f(z)=0et xli_)rgjlog (x) =0, 5 se présente sous la forme indéterminée {.

3. lim f(z) =oc0et lim g(x) = oo, 5 se présente sous la forme indéterminée 2.

T—T0 T—T0

4. lim f(z) =0et lim g(x) = 0o, f.g se présente sous la forme indéterminée 0.c0.
T—T0 T—T0

5. lim f(z) =0 et lim g(z) = 0o, (g)’ se présente sous la forme indéterminée oo®

T—T0 T—T0

Lorsque les limites sont finies, On a une formes indéterminée lorsque = — xg.

lim f (x) =1 et lim g (z) =0, (f)? se présente sous la forme indéterminée 1°.
T—TQ T—T0

lim f(z) =0et lim g(x) =0, (f)? se présente sous la forme indéterminée 0°
T—T0 T—T(

On résout le probléme par des transformations élémentaires.

Exemples.
s x?—a® _ 0
;ﬂx?’—ﬁ =g F.L

Onaz?—a?=(z—a)(x+a)

et 2®—a®=(z—a)(2?+az+d?)
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. 22 —a? ) (x—a)(z+a)
lim ———~ = lim
a—ax3 — a3 z—a(x — a) (22 + ax + a?)
~ fim B
z—a (22 + ax + a?)
2a 2

im— = —.
z—a3a 3a

4.6 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point ( no-

tation de Landau )

Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage du point g (sauf peut étre en xg).
Définition 4.6.1 On dit que la fonction f est négligeable devant g lorsque x — zq et

on écrit f =o0/(g) si
Ve > 0,30 > 0,Vz(|lz —zo| < 0 = |f (z)| < elg(z)])
ou bien pour g (x) # 0 au voisinage de x,
Ve > 0,36 > 0,Vz(|lz — 20| < 6 = ‘f(a:)‘ <e).
g (x)
c’est a dire

lim /(@)

=0.
v—wo g (x)

Remarque 4.6.1

1. f=o0(9) e f(x)=h(z)g(z)/h(z) — 0, quand = — xo.
2.81g(z)=1,f=0(9) @xlinfgof(x) =0.

3. De la méme fagon, on définit f = 0(g) au voisinage de co.

Exemples.

1. 2* = o(x) en 0 car lim 2 = 0.
z—0 7T



89

2. x = 0(3:4) en +oo car lim -7 =0.
r—+oo”T

3. z=o0(e") en oo car lim % =0.
z—+00€

Définition 4.6.2. On dit que la fonction f est dominée par g lorsque x — xy et on
écrit f =0 (g) si
Jk > 0,36 > 0,Vx (Jx —xo| < I = |f (z)| < k|g(z)]),

c’est a dire

bornée au voisinage de xg.

’ f(z)
g(z)

Remarque 4.6.2

1. Pour démontrer que f = O (g), il suffit de montrer que lim ]gc g ; [(leR). (car si
Tr—XQ

elle admet une limite finie, elle est bornée au voisinage de z( (proposition 4.4.1)).
2. f=0(1) en z9p = f est bornée au voisinage de xy.

3. Méme définition pour zg = oo.

Exemples.
1. zsinz = O (x) en +oo car !Ismm| = |sinz| <1 i.e. bornée.
2. tanx = O (2z) en 0 car hn(l)t‘;?f = % = tam bornée au voisinage de 0.

Les symboles o et O s’appellent notation de Landau.

4.6.1 Fonctions équivalentes

Définition 4.6.3 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de xg sauf peut étre en

Zg-

On dit que f est équivalente & ¢ lorsque & — xo et on note f =< g si
f*g:O(f),LUHCL‘O .

ou encore f (x) = g (x)U (x) telle que U (z) — 1 quand = — xo.



Remarque 4.6.3 Si f et g ne sont pas nulles au voisinage de xg alors

[ (x)

x0
HEee

=1

2.f g & f(x)=1+e(x)g(x)/e(x) — 0lorsque x — xo.

3. On peut définir ’équivalence au voisinage de co de la méme fagon.

Exemples.
1. In(1+4x) R car lim 20 — g
r—0
0 Sln$
2. sinx ~ x car lim 3L = 1.
z—0 ¥
0 l—cosz
3. 1—cosz ~ 7 car lim —5*% = 1.
z—0 5
el =1
z—0 ¥

Opérations sur les notations de Landau

a) o et O.

—

L. f=0(9)= f=01(g). car f = 0(g) & lim {55 =0 = {55 bornée.
2. f=0(9),h=0(9)=f+h=0(9) < O0(9)+0(9) =0(g)-

3. f=o(g),h=0(9)= f+h=0(g) = o(g)+o(g9) =0(g).

4. f=o(g9),h=0(1)= fh=0(g) =o(g).0(l)=0(g)

5. f=0(9),h=0(9) = f+h=0(g9) =0(9)+0(9)=0(g).
=0(9),h=0(1)= fh=0(g) < 0(9)O(1) =0(g).

f
7. f=0(9),h=0(f)=>h=0(g9) & O(o(g) =0(g).
f

8. f=0(g9),h=0(f)=h=0(9) = O(o(g9) =0(g).
b) ~ en xg.
\
AR g 20
L. = fifa ~ 9192
f2%‘392
.
AR o
2. =5~ f2#0,02#0.
fz%)gz )

90
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o
i~ g 20
# fit fo~ g1+ o
Zo
J2 ™~ g2
Voici un contre exemple

0
cosr ~x+1 0
mais cosz — 1 » z, car lim<2=1 — (.

x—0
12
Corollaire 4.6.1 Dans le calcule des limites, on peut remplacer une fonction par une
fonction équivalente dans le produit et la division seulement.
Ceci n’est pas vrai pour la somme.

Exemple:

1. lim (& =Dtana)® _ 0 1

S —cor) T 0
Onae”—1%z ettanxgxetl—cosmrg”;.
Donc
2
L
2. lim cosz-1 SFL

mﬁo(\/m+1)ln(l+(tanx)2) —0

Onacosz—1~ —%2 et In (1 + (tana:)2> R (tan z)? R 22,

Donc

2
-1 — = 1
lim cos® = lim 2 = 1

70 ( /eosz + 1) In (1 + (tan x)2) 20 (Veosw + 1)z

4.7 Fonctions continues

Continuité en un point
Définition 4.7.1 Soit f une fonction définie sur I C R. On dit que f est continue en

xog € I si

lim f (2) = f (o).

T—T0
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c’est a dire
Ve>0,In>0,Vz € I(|lx —zo| <n=|f(z)— f(z0)| <e).

ot le réel n dépend de zq et de €.

Exemple.

2 1
r7cos ; six#0
Osiz=0

Df =R,zg=0¢€ Df.
Etude de la continuité de f en 0.

1
111% 2% cos— =0 = f(0), donc f est continue en 0.
- T
€T 0
Bornée

Continuité a gauche et a droite d’un point

Définition 4.7.2 On dit que la fonction f est continue & droite en z¢ si

lim f (2) = f (x0).
T—T0
c’est & dire
Ve>0,In>0,Ve e I(0< (x —z) <n=|f(x)— f(xo)] <e).

Définition 4.7.3 De méme, on dira que la fonction f est continue & gauche en xg si

ligl f(z)=f(x0).

T—xQ
c’est a dire
Ve>0,In>0Veel(—n<(z—x0) <0=|f(z)— f(x0)] <e).

Définition 4.7.4 La fonction f est continue en xg si et seulement si elle est continue

a gauche et & droite en zg.
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C’est a dire

lim f (x) = lim f (z) = f (x0).

r—xQ T—T0
272 :
o siz #0
Exemple: f(z)= ).
Osiz=0

Etude de la continuité de f en 0, on a f(0) = 0.
lim f(z) = lim % = lim%z = limz = 0= f(0) = f est continue & droite en 0.
> >

> >
r—0 z—0 z—0 r—0

lim f(x) = lim % = limf—i =lim —x=0= f(0) = f est continue a gauche en 0.
< < < <
z—0 z—0 z—0 z—0
lim f(x)=lim f(z) = f(0).
> <

z—0 z—0

D’ou f est cotinue en 0.
Proposition 4.7.1 Soit f une fonction défini e de I C R a valeurs dans R.

f est cotinue en xg < lim f(z) = f (zo) & V(zy) C I/xy — x0 = f(2n) — f (20).

T n—-+00 n—-+00

Exemple.

1.

Continuité en O :

lim cos 14 car pour z,, = L — 0 et cosz, = cosnm = (—1)" = f (2,) n’admet pas de

z—0

limite alors f n’est pas continue en 0.
2. f(z)=[z],Dy =R.

Continuité en zg = k € Z, f (k) = [k] = k.
hin f(x)= hin [z] =k

z—k o=k = f n’est pas continue en k € Z.
lim f(z)=1lm [z]=k—1
< <

r—k r—k



94

Continuité en zo = 0, f (0) = 0> = 0.

lim f(z) = lim2z? = 0= f(0) = f est continue & droite en 0.
> >

z—0 xz—0

= f n’estpas
lim f(xz)=1liml=1%# 0= f(0) = f n’est continue & gauche en 0.
< <

.xHO x—0
continue en 0.

Continuité sur un intervalle:
Définition 4.7.5 On dit que f est continue sur un intervalle I si elle est continue en
tout point de I.

Notation 4.7.1 On note 'ensemble des fonctions continues sur I par C ().

4.8 Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g deux fonctions continues en zq alors:

1. f + g est continue en xg.

2. (Af) est continue en zg, A € R.

3. f.g est continue en xg.

4. 5 est continue en zg, si g (o) # 0.

5. |f| est continue en xo.

6. Sif:1—Jetg:J— R,zg € I telles que f est continue en g et g est continue en
f (zo) alors g o f est continue en z.

Preuve

6. f est continue en xg < Ve > 0,3n > 0,Ve € I (|[z —xo| <n=|f(z) — f (z0)| <e).

g est continue en yg = f (xg) < Ve > 0,30 > 0,Vy € J(ly —yol <7 = |9 (y) — g (v0)| < ¢€).

Pour € =7’ > 0, on associe un n,, > 0/Va € I, |x —xo| <n,y = [f (x) — f (z0)| <7 =
[y = ol <

Comme z € I, alors f (x) € J, donc
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ve' > 0,3n,, > 0Vx € I,

(Jz = zol <npy =y —wol <1’ =g (y) — 9 (W)l <&’ =g (f (x)) — g (f (z0))| <€)

Par suite g o f est continue en xg.

4.9 Théorémes fondamentaux sur les fonctions continues

Théoréme 4.9.1 Toute fonction f continue sur un intervalle fermé borné [a,b] est une

fonction bornée sur [a,d].

Théoréme 4.9.2. Toute fonction f continue sur un intervalle fermé borné [a, b] atteint

au moins une fois ses bornes, autrement dit

dx1, 29 € [a,b] /f (1) = sup f(z), f(x2) = inf f(z).
z€[a,b] z€la,b]

Preuve. f continue sur [a,b] = f est une fonction bornée, alors sup f (z) et inf f (z)

existent.

Montrons qu’ils existent z1 € [a, b] et 2 € [a,b] /f (x1) = sup f(x), f(x2) = ir[lfb]f (x).
z€[a,b] z€la,

Par I’absurde on pose M = sup f (z) alors Va € [a,b], f () < M.
z€[a,b]

La fonction g (z) = m continue sur [a, b] donc bornée, soit alors C' = sup g (z),C >

z€[a,b]
0 car g > 0.
1
Vo € la,b],g(z) < C &V € [a,b], ﬁ <C=fx) < M- ol contradiction car
~——
majorant<<M

M = sup f(z) est le plus petit des majorants.
z€[a,b]

Théoréme 4.9.3 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur [a,b] , si f (a) et f (b) sont de signes contraires, alors il

existe au moins un point ¢ € |a, b[ tel que f (¢) = 0.
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f continue sur [a, b|
= dc € ]a, b] tel que f(c) =0.

fla).f(b) <0

Exemple. f(z)=2°—3z+ 1.

Montrer que 'équation f (z) = 0 admet au moins une solution sur |0, 1].

f continue sur [0, 1] car c’est un polynome
= Jc €]0,1] tel que f(c) =0.
fO)=1f(1)=-1
Théoréme 4.9.4. (Théoréme des valeurs intermédiaires généralisé)
Soit f : I — R une fonction continue, I étant un intervalle quelconque. Soient z1 et xo
deux éléments de [ tels que z1 < xg alors Yy € |f (x1), f (x2)],3xo € |1, 22[, ¥y = f (20) -

Preuve.

Soient x1,x9 € I,x1 < x2 et y € |f (1), f (x2)[.

g: [zr1,m2] — R .
On pose , g est continue sur [z1,z2] car somme de

fonctions continues.

g(x1) = f(z1) —y <Ocar f(z1) <y < f(22).

g(x2) = f(z2) —y>0car f(z1) <y < f(x2).

D’aprés le théoréme 3, dxg € |1, 22[ /9 (x0) =0 f(x0) —y=0<y = f(z0).

Résultat 4.9.1

1. L’image d’un intervalle fermé et borné par une fonction continue est un intervalle
fermé et borné.

f: [a,b) — R continue, f ([a,b]) = [m, M],m,M € R.

2. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle, en général,

fla,0]) # [f (), f (D]

3. f(Ja,b[) n’est pas toujours ouvert, borné.
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4. Si f est continue et monotone sur I. Alors

. f(la,b]) =[f (a), f (b)] si f est croissante.

. f([a,b]) = [f (D), f(a)] si f est décroissante.
. f(Ja,+o0]) = [f (a) ,xli)r_ir_loof (x) [ si f est croissante.
. f(Ja,+o0]) = Lligloof (z), f(a) [ si f est décroissante.

. f(a, b)) = ] lim f (z), limbf (x) [ si f est croissante.

. f(la,b]) = ] lin})f (z) ,;lir(llf (x) [ si f est décroissante.

4.10 Prolongement par continuité

Définition 4.10.1 Soit I un intervalle de R et z¢ un point de I. Soit f une fonction définie
sur un intervalle I sauf peut étre en x( telle que f admet une limite finie [ au point z, la

fonction fdéﬁnie sur I par:

- f(x), sizel\{xo}
f(z)= .
[, six=xg

est continue sur I, elle s’appelle le prolongement par continuité de f au point xg.

Exemple.

1. f(z) =922 Dy =R*, ona0¢ Dy et aljlgé% = 1 alors f admet un prolongement

par continuité en 0 défini par

Si%six#O
flx) =
1siz=0

2. f(x) = cos (ﬁ) ,1¢ Dy et ;Lml cos (ﬁ) # alors f n’admet pas un prolongement

par continuité en 1.
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4.11 Contnuité uniforme d’une fonction sur un intervalle

Définition 4.11.1 Une fonction f définie sur un intervalle I est dite uniformement continue
sur I si

Ve >0,In >0,V 2" € I (|2 —a"| <n=|f (&) — F(2")| <e).

1 ne dépend que de ¢ seulement.

Remarque 4.11.1

1. Toute fonction uniformement continue sur I est une fonction continue sur I. La
réciproque est fausse.

2. La continuité uniforme est la continuité sur tout l'intervalle, alors que la continuité
sur 'intervalle I est la continuité en tout point de U'intervalle (n dépend de € et o).

Exemple.

1. f(x) = 2% continue uniformement sur |0, 1], en effet,

(

(@) = (@")*| = |(2' — ") (' + ")

= |2’ — 2"| |2’ + 2"
Ve > 0,3n > 0,Va', 2" E]O,l];‘x'—m"| <n=

<22 =2 <e,

car0<a' <letO<a2’"<1,0<a’ +2" <2

\

Il suffit de prendre n = 5.
2. f(z) = 22 continue sur [0, +-0co[ mais n’est pas uniformement continue sur [0, +oof,

en effet, pour montrer que f n’est pas uniformement continue sur [0, +00[, il faut montrer

que la proposition
Je > 0,Vn > 0,32, 2" € [0, +o0| (‘ZL‘, —a"| <net ‘(m’)2 — (x”)2‘ > 5)

est vraie.

Pour ¢ =2 et pourn>0,§|a:’:n,5|x”:n+%€ [0,+oo[,|x’—x”|:%<n
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et ‘nQ — (n2 + # + 2)‘ = ‘—# -2 = #+2 > 2 = ¢ est vraie car pour tout réel positif
7, il existe ng € N tel que nio <.

3. f(xz) = Inx continue sur |0, +oo[ mais n’est pas uniformement continue sur |0, +o0of[,

en effet, f n’est pas uniformement continue sur ]0, 4+o0o[si et seulement si

Je > 0,¥n > 0,32",2" €]0,4+00[ (|2’ —2”"| <net [Ina’ —Ina"| >¢).

Pour € = In2 et pour tout n > 0,3z' = 3,2" =1 €0, +00].
|2 —2"| =% <net |Ind—Inp| =|-In2| =In2 =e. D’out f n'est pas uniformement

continue sur |0, +oof.
Théoréme 4.11.1 (Théoréme de Heine)

Soit f une fonction définie sur un intervalle fermé bornée [a, b] alors
f est continue sur [a,b] < f est uniformement continue sur [a,b].

Fonctions Lipschitzienne:

Définition 4.11.2 Soit f : I — R est dite Lipschitzienne, si
Jk > 0,Va', 2" € I }f (:L") —f (.’L‘”)‘ <k ‘:L‘, —.f”‘ .

Définition 4.11.3 Soit f : I — R est dite contractante si elle est Lipschitzienne avec
0<k<1.

Théoréme 4.11.2 Toute fonction Lipschitzienne sur I est uniformement continue sur

Preuve

EI/{:ZO,V(JB')—f(:L‘”)‘§k‘}:pl—x"‘<k‘n:5.

Il suffit de prendre n = 7.
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fo [1,400[ 1= [1,400]

x — NZ

Exemple

’f($/>—f($//)|:‘\/g—\/ﬁ = \/f?:;f/t? _\/‘g;%_%\x’—x”,carx'ZIet
" 1
2" > 1= Vil + V' 225 s < g

Donc f est contractante.

4.12 Théoréme du point fixe

Théoréme 4.12.1 Soit f une fonction continue sur [a,b] et prend ses valeurs dans [a, b]
(f : [a,b] — [a,b]), alors il existe au moins un point zg € [a, b] tel que € f (z¢) = xo.
c’est & dire la droite y = x rencontre le graphe de f.

Preuve

g: la,b] :— R
On définit la fonction

z = f(z)-

g est continue sur [a, b] car somme de fonctions continues sur [a, b] .

ga) = fa)—a>0cara< f(a) <b(f:[a,b] = [a,b]

gb)y=fb)—b<0cara< f(b) <b.(f:][a,b] — [a,b]).

Sig(a) =0 alors f(a) =a et xg = a.

Sig(b) =0 alors f(b) =bet xg=b.

Sig(a)>0et g(b) <0 alors il existe zg € |a,b] /g (z0) =0 < f (z0) = xo.

( D’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires).

Théoréme 4.12.2 Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction contractante, alors f admet un
point fixe et un seule.

Preuve

Puisque f est contractante sur [a, b] alors elle est uniformement continue sur [a, b] donc
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continue sur [a,b] et d’aprés le théoréeme du point fixe la fonction f admet un point fixe
zo = f (o).

Montrons que zg est unique. Par I’absurde. Supposons 3xg,z1 € [a,b] /f (z0) = x et
[ (x1) = 21 /30 # 71.

0 <k <1,|f(z1)— f(mo)| < k|z1 —x0| & |21 — 20| < k|21 — 20| & 1 < Kk contradic-

tion car k£ < 1.

4.13 Fonctions inverses des fonctions continues strictement

monotones sur /

Théoréme 4.13.1 Toute fonction strictement monotone sur un intervalle I est injective
sur 1.
Preuve

f injective sur I <V, 29 € I, 21 # 20 = f(21) # [ (x2)

Soit x1,xe € I/x1 # x4 alors soit x1 > o ou 1 < 2.

f(z1) < f(xz2) si f est strictement croissante
Supposons que x1 < T3 = = f(z1) #

f(xz1) > f(z2) sif est strictement décroissante

f(@2).

Théoréme 4.13.2 Si la fonction f est définie et continue sur [a, b] et f est strictement
monotone sur [a,b] et si f(a).f (b) <0 alors Jlc € Ja,b[/f (c) = 0.

Preuve

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires 3¢ € |a, b[ /f (¢) = 0.

Montrons que c¢ est unique.

Supposons que e, ¢ € |a,b[,c £ et f(c) = f ().

f(c)=f(d) = ¢c={ car f est strictement monotone donc injective, alors ¢ est unique.
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Proposition 4.13.1 Si f est une fonction strictement monotone sur X C R alors
f: X — f(X) est bijective et en plus f~! est strictement monotone sur f(X) ( méme
monotonie que f ).

Preuve f: X — f(X) est surjective et puisque f est strictement monotone alors f est
injective d’ott f est bijective, ainsi f~! existe.

Montrons que f ~1 est strictement monotone.

supposons que f est strictement croissante, alors Vay,xo € X, % > 0.

Soient y1,y2 € f(X)/y1 < y2 = Fr1,22 € X/y1 = f(x1) et y2 = f(x2) tels que
fx1) < f(z2).

Yy, y2 € f(X) /yr < yo, fﬁl(y?jl):j;:(yﬂ = f@ " Fayy > 0© [ est strictement crois-

sante.
Proposition 4.13.2 Soit I un intervalle quelconque de R, f : I — R strictement
monotone alors

f continue sur I < f(I) est un intervalle.

Théoréme des fonctions inverses:

Théoréme 4.13.3 Si la fonction f est continue et strictement monotone sur I alors
I'application f : I — f(I) est bijective et f~ : f(I) — I est continue et monotone
sur f (I) ( la méme monotonie que f ). De plus, dans un repére orthonormé, la courbe
représentative de f~! est symetrique par rapport a la premiére bissectrice(y = x) de la
courbe représentative de f.

Preuve D’aprés la proposition 4.13.1 f est strictement monotone sur I = f: I — f(I)
est bijective et f~1: f (I) — I est est strictement monotone sur f (I). Reste 4 montrer que
f~1 est continue.

On a f~1(f(I)) = I d’aprés la proposition 4.13.2 f~! est continue.
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4.13.1 Fonctions trigonométriques inverses

1. Fonction z — arcsinz :
Soit
fo =53 - 11
x —  f(z)=sinzx
f est continue sur [—g, g] et strictement croissante sur ]—g, g[ donc elle admet un

inverse défini par

fil [_171] - [_ga

]

y = [ (y) = arcsiny

Yy =sinx T = arcsiny
T € [—%,%] ye[-1,1]
V3 V2

o o V3 _x N
On a arcsin 0 = 0,arcsin 1 = 7, arcsin 5> = 3, arcsin 5= = 7.

B

D’otton a

3

Domaine de définition:
f(z) = arcsine = Dy = [-1,1].

f(z) =arcsin(h(z)) = Dy ={r € R/ —1<h(z) <1} N Dy,
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L
5
2 - - -
sin(x)
I
|
_1'[,"2 1 n
-2 | LT
|
I
arcegin(x) [ _ _ _ | _ g/~
=2 -
www.analyvzemath.com
2. Fonction x — arccosz :
Soit
f: [0,7] — [—1,1]

x +— f(x)=cosx

f est continue sur [0, 7] et strictement décroissante sur |0, 7| donc elle admet un inverse

défini par
fil [_171] - [0771—]
y  — f7'(y) = arccosy

D’ot on a

Y = COS T T = arccosy

=4

x € [0, 7] y € [-1,1]

On a arccos0 = 7, arccos 1 = 0, arccos § = §,arccos ? =7

Domaine de définition:
f(z) = arccosz = Dy = [-1,1].

f(z) = arccos (h(z)) = Dy ={r € R/ -1 < h(x) <1} N Dy.
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= arccos(x)

il

1 iz

y = cos(x) p

www.analyzemath.com

3. Fonction z — arctanx :
Soit
f:)-%3l - R
x —  f(z)=tanx

f est continue sur ]—%, %[ et strictement croissante sur ]—g, %[ donc elle admet un

inverse défini par

LR - -

[

y +— f~1(y) =arctany

wolx

)

ol

D’ou on a
y =tanx T = arctany
=
re]-%, 7] yeR
On a arctan0 = 0, arctan 1 = 7, arctan (+o0c) = §, = arctan (—o0) = — 7.

Domaine de définition: f(z)=arctanz = Dy =R.

[ (z) = arctan (h (z)) = Dy = Dy,
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4.13.2 Fonctions hyperboliques et leur inverses

1. Fonction sh et ch :
Définition 4.13.1 On appelle sinus hyperbolique ( resp. cosinus hyperbolique ) la
fonction notée

T _ % T —x
she=5"%" (resp. chx = % ).

Propriétés:

1. chz est une fonction paire, ch (—z) = cha.

2. shx est une fonction impaire, sh (—z) = —shz.
3. chx + shx = e”.

4. chx — shx = e™ ™.

5. (chz)? — (shz)? = 1.

6. ch(x + y) = chachy + shxshy.
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7. ch (x —y) = chxzchy — shxshy.
8. sh(z +y) = shxchy + shychz.
9. sh(x —y) = shxchy — shychx.
En particulier pour x = y.

ch2z = (chz)® + (shx)? .

sh2x = 2shxchzx.

(chx)2 = %, (sh:c)2 = Ch@;)_l.

Variation:

ch étant paire et sh étant impaire, on peut se borner & les étudier dans l'intervalle
[0, +o00[.

La fonction ch est toujours positive.

La fonction sh est positive si [0, 400 car shz =% (1—e %) >0siz > 0.

(chz) = shx et (shx) = cha.

La fonction chx est strictement croissante sur |0, +o00[ et la fonction shx est strictement

croissante sur [0, +0o0].
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y=shx

Fonction tangente hyperbolique:

On appelle fonction tangente hyperbolique ( resp. cotangente hyperbolique) la fonction
définie et notée par

tha — shx

h
= ——,z € R( resp. cothr = e
chz
Propriétés

,x € R").
x

1. Les fonctions thx et coth x sont impaires.
1 2

h. h
3. th(z+y) = fﬁﬁthyy,th

_ thx—thy __ 2th

(x—y)= 1+thacthy’th2x - 1+(th3;:)2'
Variation:

(tha) = iz > 0, (cothz)’ =

r—+00

1
(shx)? >0
lim thxr =1et lim cothx =1.
r—-+400

4.13.3 Fonctions hyperboliques inverses

1. Fonction argchz :
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La fonction chz est continue sur [0, +oo[ et strictement croissante sur |0, +oo[ donc elle
admet une fonction inverse continue et strictement croissante appelée argument cosinus
hyperbolique notée arg chz.

On a x = chy & y = argchx,y > 0.

Expression au moyen de logarithme

y = argchx < x = chy et shy = \/ch?y — 1 = Va2 — 1,
or chy + shy = €Y i.e. :v—l—\/xQ—lzeyﬁyzln(x+\/:p2—l).
d’ou

argchx = In <a:+ Va2 — 1).

2. Fonction arg shz :

La fonction shx est continue et strictement croissante sur [0, +00] donc elle admet une
fonction inverse continue et strictement croissante appelée argument sinus hyperbolique
notée arg shzx.

On a x = shy & y = arg shx,y > 0.

Expression au moyen de logarithme

y = arg sha < & = shy et chy = \/sh?y + 1 = Va2 + 1,
or chy + shy = €Y i.e. \/:ﬁi—i—l—i—m:ey@y:ln(az—l—\/wzi—l—l).
d’ou
arg shx = In <3:—|— x? + 1) .
3. Fonction argthx :
La fonction tha est continue et strictement croissante sur R donc elle admet une fonc-
tion inverse continue et strictement croissante sur |—1, 1[ appelée argument tangente hyper-

bolique notée arg thx.

On a x =thy &y =argthz,x € |—1,1].
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Expression au moyen de logarithme

y = argthx & x = thy = 2312:5 S r= };gjﬁz sr(l+e®)=1-ec2

—2y _ 1 _ —2y _ 1l—z 2y _ 14z
S+l =1-zee¥=17seY =1

@Qy:ln(i—:”)@y:%ln(%),|a}|<1.

xT

d’ot

1 1
arg thx = gln (1t§) x| < 1.

4.14 Exercices

Exercice 1.

I. Donner le domaine de définition des fonctions suivantes:

2.f () = vz + Jz,3.f () = V4 — 322,

224342’

rsin 1 Inz, siz>1
x
— 1 .
—, stz <1

II. Déterminer , f o f,go g, fog,go f dans les cas suivants:

Lf(x) = 1—3:3,g(x)=£.

2.f(z) = V2r+3,9(x)=2"+2.

Exercice 2. I. Calculer les limites suivantes:

— 2 _
1. lim $,2. lim M,ZS. lim 2$+5,4.lim v —4 ,
33373_2‘%_6 z—+00 €T x——00 \/—T xizﬂ_ﬁ

Tr— 400

T lz| 1
5. lim (1 n 9) ,a > 0,6.lime s, 7.lim |z — 1| cos () :
€T z—0 r—1 €T
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ar _ fBx 1
8.limu a,B €R,9. hmf
x—0 T ﬁ—l

II. En utilisant la définition de la limite d’une fonction, montrer que:

. 3z—1 3 .
1.”%13}1 (2x—1)=17,2. zETmQJ: 1 2,3.£ETOO In(Inz) = 4o0.

Exercice 3. En utilisant les fonctions équivalentes, calculer les limites suivantes:

1— 1492 cosT __ /
g LTS (AH20) o o T € g (3 ) S
z—0 x? — gt z—0cosx — 1 z—0 \/ESIH \/5

. 1 1 T
In (1 + si sosinz . © +be
M) s (1) o (57
z—0 \sinx T—+00 2

Exercice 4. Etudier la continuité des fonctions suivantes sur le domaine de définition

et possibilité de prolongement par continuité.

1 —cosz sin (mx
1.fi(z) = " ,2.f2 () = 2? s1n< ) 3.f3(x) = !:1:(—1\)
et x>0 {L‘2COS%,CL‘7£O
4.f4 (:1,‘) = ,5.f5 (ZL') = s
cosz,x <0 0,r=0
r+1,z< -1 xzarctan%,x#()
6.f6 (.’L’) = s 7.f7 (x) =
c052(2)x> —1 0,z=0

Exercicev5. Soit la fonction définie par:

e g ot
f )=

aQ,r=Tm
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Déterminer a € R pour que f soit continue sur son domaine de définition.

Exercice 6.

1. Montrer que ze® = 1 admet au moins une solution dans |0, 1].

2. Montrer que I’équation 4z — 3z + % = 0 admet exactement trois solutions dans
|-1,1].

Exercice 7.

1. Montrer que Vz € [—1,1], sin (arccos z) = v/1 — 2.

2. Résoudre I'équation suivante:

arcsin x + arcsin (\/ga:) = g
3. Déterminer le domaine de définition de la fonction f puis la simplifier
1 1
= h( = — .
f(z) =arge (2 <$ + 1‘>>

Solutions

Exercice 1.

Dy = {z€eR/2*+3z+2#0}=R—{-1,-2}
= ]—o0,-2[U]-2,-1[U]-1, +o0].
2. f(z)=vz+ Jz
On a ¥z est définiesur Rcarsiy= Jrz < rx=y3cR
et /7 est définie sur Rt car si y = /z & z = y? € RT.
Donc,
Dy = {zeR/yxz définie et /z est définie}

D; = RTNR=R*



3. f(z) =v4—3a?

Dy
4. f(x) = tan (2)
Dy =
.TSIH%
5. f(z) = =%
Dy =

et Do

d’ou Df

II. Composition des fonctions.

{z e R/4 - 32 >0}

-3l

{z € R/ cos (2z) # 0}
{xeR/Qm;ﬁg—Hﬂﬂ,keZ}

{I'ER/ZE#%-F/{?g,kEZ}.

{reR/z#0et1—2®>0}

1-1,0[U]0, 1[.

D1 U Dy
{zr>1/x >0} =[1,400]
{z <1/1—2>0}=]-00,1]

[1,400[U]—00,1[ =R.

1. f(z)=1-2%g(z)=1 Dy =R,Dy, =R

[ og est définie sur R* et fog(z) = f(g9(x))=1— (l)g'

T
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go f est définie telle que f(z) # 0 c.a.d.  # 1 donc Dgor = R — {1} et go f(x) =
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fofestdéfiniesur Ret fof (x)=f(f(z)) = _(1_333)3‘

g o g est définie sur R* et gog(x) =g (g(z)) =

& ||
Il
8

2. f(z)=Vv22+3,9(z) =2+2,Df = [-3,400[,Dy =R.

fogest définiesur Ret fog(z)=f(g(x) =+/2@2+2)+3=v222+7.
go f est définie sur [~3, +o0[ et go f(x) =g (f () =. (V22 +3)° +2 =22 +5.
fof est définie sur [—2, +o0[ et fo f (x)=f(f(z) =v/2v25 +3+3

go g est définie sur R et gog(z) = g(g(z)) = (2 +2)° +2.

Exercice2.

I. Calcule de limite:

: 1
1 hin 55— = —O0°-
r——3
VT2
Yri2-3
2. lim Vot2—3r lim x(z ai ):—3
T—+00 z—-+00 x
oays _ o —2(vEE)Hs V*"”<*2V*f’3+¢5_7> _
a2y o (P4)(Verve) L (@) (e2)(VE2E) -
4. hin oA hin —— = hin - = hin (z+2) (V24 V) =
r—2 r—2 r—2 59
—8v/2.
a X
5 J:EI—iI-loo(l—i_ )" a >0,
In(1+2
i+
X
a %/_/
lim (1 + %)x — lim ¢*B(+2) = Lim e -1 =e® .
r—+00 T—~400 T— 400
6. lime%
z—0
|z x
lime= = lime= =e¢
> > Iz|
e=0 z=0 limite & droite #limite a gauche alors hH(lJ e= n’existe pas.
|z —x T—>
lime= = lime= =e !
z—0 ziO
. 1
7. lim|x — 1|cos { —— | = 0.
T— I — r—1
-0 S
bornée

8. lim =" o g cR.

r—0
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. ar _ Bz . ar __ __ . Bx . ar _ Bx _ . e
lim €= = Jjm == el Pl e —-p =a—pf.
z—0 z—0 x xz—0 < z—0 [e%4 ﬁ.’L‘
—— ——
—1 —1

(a=Ba _ 1
. . eom_gfr o, Bz € _ (a—B)z / _ _
ou bien 5}3%737 = ili% e : (:c ) (e ) (0)=a-—p.

=(ele=R)=)"(0)

9. lim¥ZL = lim ==L i (P (VED((8E) )
el V1 T el (V) (Var) el (- )(VEH)  ent (Va1 (VErD)
(ve)+¥m+1)

iy vy §

II. Définition de la limite.

lim 2z —1)=7&Ve>0,In>0,Vz e R;(Jlz — 4| <n=|2x—1) =7 <e¢)

r—4
Soit € > 0,|(2z —1) =7 =[2c —8|=2]z —4| < 2n==.

Il suffit de prendre n = 5.

2.
3z —1 3 3r—1 3
lim =—- &V 0,34 >0,V R; A= - =
PN I R ’<x> 27 + 1 2'<5>
g 0 3xz—1 _ 4 2 (5 2)_A
oit € > S5r71 2(2“1 2:H1)<<€:> T+2>= :>a:> = A.

Il suffit de prendre A = (%42).

3.

lim In(Inz) =400 < VA >0,3B > 0,Vx > 1;(x > B=Inlnz > A)

r——400

Soit A>0,Inlnz>A=1Inz>e =2z > e’ = B.
Il suffit de prendre B = e’

Exercice 3. Fonctions équivalentes:

1. lim (1—cos z)(14+2z)

2
R ,onal—cosz~0 5 d’ou

5 (1 —cosz)(1+ 2z)
xli% x2 — x4 z—0 2 — g4 20 1 — 22 72.
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2
eCos T 2 _ 0 _z 0
2. hn})m, On a cosz — 1 2 —%, et ecosx—e:e(em” 1—1) ~e<e 2 —1> ~

2
X PSRN
e(——2>,dou

2
X
_eosT _ ¢ e (ecosz—l _ 1) . e <_?)
lim = lim = lim s =e.
z—0cosx — 1 z—0 cosx — 1 z—0 7%

. NeE=; : 0 .
3. }}gw(iﬁ—l—x)ﬁsmf,ona?w—xrv?)et va+3 \/getsm\/fw\/a?,dou

3
li B3—— =
an0” B+2) vz VIsinyz  a—0 " \Jx /T

i .0 : 0 . 0 0 .
4. lim 0%’ onasinz ~z = In(l+sinz) ~sinz ~ z et tan (6z) ~ 6z, d’ou
xr—

In (1 + sinx) .oz 1

lim ———+% = lim — .
z—0  tg (6x) z—06x 6

sin x ( x )Lil;;cl . sin x h’l( x ) . sin x ln( 1+1)
5 llm ( )z sinz — llme sinx — hmezfsinz sinz /) — llmezfsinz sinx ,
-0 \sinz z—0 z—0 z—0
0 T PJREN
Ona ;- —1— 0 pour x — 0 donc ln((smx — 1) + 1) ~ (Sinm — 1) , d’ol
sin x sin x
. T —si . z_ \z—sinz
hm( - )z mE L imen(ame) T
z—0 \sinx z—0
sin T sin x
e limezfsinzln(sinz) e hmezfsinz n(slnzil+1)
z—0 z—0
sSin T
= hmex smx(sm:c 1)
z—0
sin (zfsinz)
— hmezfsinz sin = e.
z—0

8=

1 x
6. 11111 <x;b > ca>1,b>1.
T—>1T00

1
x

AT +bT

1\<% acln< o)
Ona< J{b”> =ec

T — 400, alors

e\H

8l
N~
Il
Q)

8
=
/N
VR
is}
8l
N
o
8=
|
—
N~
+
—
~——
¢}
=
Y
<}
8l
+
’Q\H
I
—

N————
[an}

o]
]
=
=

1 1 1 1
az + ba too [ a7 4+ b2
=7 ~ =7



et
a% + b%
2
et on a encore
ce qui donne
, ar +bs
lim - v e
T—+00 2

Exercice 4.

L fi(s) = %2, D, R

f1 est continue sur R* car somme et quotient de fonctions continues sue R*.

T——+00
1 1
LUln a:E-QQ—b:L' 1 +1
lim e
T—+00
1 1
T aw;—ba: 1
lim e
T—+00

i ( (% lna,1>:(e% lnb1)>
lim e

r—+400
lim e

T——+00

117
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0 ¢ Dy, mais f; est définie au voisinage de 0, étudions la possibilité du prolongement

par continuité en 0, pour cela calculons la limite

2

. . l—cosz 51
lim f; (z) = lim ——— = hml2 =,
z—0 z—0 X z—0x 2

d’ou fi; admet un prolongement par continuité en 0 donné par

2. fo(z) = 2%sin (1), Dy, = R*.
fo est continue sur R* car produit et composition de fonctions continues sue R*.

0 ¢ Dy, mais fo est définie au voisinage de 0, étudions la possibilité du prolongement

par continuité en 0, pour cela calculons la limite

par

1
. T 2 . 1)
ili%fg (z) = :lnli% x* sin <$> 0,

—0

bornée

d’oli fo admet un prolongement par continuité en 0 donné par

~ 22 sin % ,x#0
F(o) = (z)

0,z=0

3. f3(z) =P Dy =R - {1}.
f3 est continue sur R — {1} car quotient de fonctions continues sue R — {1}.

1 ¢ Dy, mais f3 est définie au voisinage de 0, étudions la possibilité du prolongement

continuité en 1, pour cela calculons la limite

: 1 . _
lim fs(z) — lim sin (7x) s (mz) T (m(y+1)) iy —SOTY Ty
22 N e I o Y 20 Y

. 1 . _
lim fs(z) — lim sin (7z) i S0 (rz) T (m(y+1)) iy —STY e Y
= =" T v Y 20 Y



119

lim f3 (z) # lim f3 ()

r—1 r—1
d’ou f3 n’admet pas un prolongement par continuité en 1.

et x>0
4. fy(x) = , Dy, =R.
cosz,xr <0

Continuité sur R :
*) >0, f4 (r) = e” continue sur R en particulier sur R .
*) x <0, fa (z) = cosx continue sur R en particulier sur R*.

N a=0,f0)=e =1,

limfy (z) = lime® =1= f4(0) = f4 est continue a droite de 0.

x:O x:O

limfy () = limcosxz =1= f;(0) = f4 est continue & gauche de 0.
< <

z—0 z—0

D’ot fy est continue en 0, par conséquent fy est continue sur R = Dy,.

CL‘QCOS%,‘T#O
5. f5 (.%') = ,Df5 =R
0, =0

Continuité sur R :

x££ 0, fs5(x) = 22 cos% continue R* car produit et quotient de fonctions continues

sur R*.

*) =0, f5(0) = 0.

x—0 xT

—0

lny f () = limy 2 o5 (1) =0= 50,
S—_——

bornée

D’ou f5 est continue en 0, par conséquent f5 est continue sur R = Dy, .

r+1l,z< -1
6. f6 (J/‘) = 7Df6 =R.
cos? (’TQ—I) ;x> —1
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Continuité sur R :

*) @ > —1, fo (¥) = cos® (%) continue sur |—1,+oo[ car produit et composition de
fonctions continues sur |—1, 400 .

)z < =1, fe(z) = = + 1 continue sur R en particulier sur ]—oo, —1[ car c’est un
polynéme.

¥z=—1,f1(-1)=—14+1=0.

lim fo(z) = lim cos? (%) =0= f5(0) = fs est continue & droite de — 1.
Ij,1 xjfl
lim fe(x) = limax+1=0= fs(—1)= fs est continue a gauche de — 1.
< <
r——1 r——1

D’ou fg est continue en —1, par conséquent fg est continue sur R = Dy, .

x? arctan %, x#0
7. f7 (.%') = ,Df7 ==R.
0,r=0
Continuité sur R :
)z # 0, fr(x) = 22 arctan% continue R* car produit et composition de fonctions
continues sur R*.
9 a=0.£(0) =0
. . 2 1 ™ . N .
lim f7 () = limz”arctan — = 0.5 = f7(0) = f7 est continue a droite de 0,
ziO z—0 v
1 _
limf; () = lima?arctan — = O.Tﬂ = f7(0) = f7 est continue & gauche de 0,
< < T
z—0 z—0

D’ot f7 est continue en 0, par conséquent f7 est continue sur R = Dy, .

Exercice 5.

sinx
T ET

a,r=Tm



121

D; =R.

Continuité sur R.

Sia # m, f(z) = 2L continue sur R — {r} car quotient de fonctions continues sur
R—{n}.

Siz=mn,f(7r) =a.

f est continue en 7 < lim f)z = f (1) = a.

r—T

. sinz . sin(y + m) . —siny
a = lim = lim——— = lim = -1,
T—=TL — T y—0 Yy y—0 Yy

d’ou

Exercice 6.

1. ze* = 1 admet au moins une solution dans ]0, 1].

Appliquons le théoréme des valeurs intermédiaires pour f () = ze® — 1 sur [0, 1].

f est continue sur [0, 1] car somme et produit de fonctions continues sur [0, 1].

f(0)=—-1<0et f(1)=e—1>0.

d’ou d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires 3zg € ]0,1[/f (z9) = 0 < xpe™ = 1.

2. 423 — 3z + 1 = 0 admet exactement trois solutions dans ]—1,1[.

Posons f(z) = 42 — 3z + 3 continue sur R en particulier sur [—1,1] car cest un
polynéme.

FD =3 <051 =150,

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe au moins une solution de f () = 0
sur |—1,1].

Etudions les variations de f pour avoir le nombre de solution.

flx) =122 —-3=0& 21 =1 ouawy = —
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4
A -4 Ky
’ X |- + 00
K} 4 &
/ !
f e 2 - { . 2 '
:f, ‘ 3, \
e
| ?
| y \ .
i ¥ he
On a
f(=1)=-3<0,f(-3) =2 >0, f continue sur [—1,—1] et croissante donc Iz, €
]_17 2[/f($1) =0
f (%) = —% <0, f (—%) = % > 0, f continue sur [—%, %] et décroissante donc dlay €
f(%) = —% < 0,f(1) = % > 0, f continue sur [%,1] et croissante donc Jlzg €

13, 1[/f (x3) =

En conclusion sur |—1,1[, il existe trois solutions de f(z) = 0,z; € ]—1, —%[,mg €
J=22[sms €5 1[.

Exercice 7.

1. Vo € [-1,1], sin (arccos z) = V1 — 2.

On a cos?y +siny = 1 = siny = /1 — cos? y.

Posons y = arccos x, on obtient

sin (arccos ) = /1 — cos? (arccosz) = v/ 1 — 2.



2. arcsinz + arcsin /3x = oL

. ™ .
arcsin \/gas = 5~ arcsin x

. . . ™ .
sSin (arcsm \/§$> = S (5 — arcsin ZL’)

™

V3z = sin g cos (arcsin z) — cos 3 sin (arcsin x)

V3z = cos(arcsinz) = \/1 — sin? (arcsinz) = /1 — 22

322 = 1-22e 42 =1
1 1

X = —ouxr=——
2 2

mais
pour x = %, arcsin% + arcsin 5°
pour x = —%, arcsin —% + arcsin —
Donc x = —% ne vérifie pas I’équation, alors = =

arcsin z + arcsin /3z = %

3. f(z)=argch (5 (z+ 1))

2 —2x+1
=
2z
—1)2
o -1 >0
2z
s x>0
Donc
Df:]O,—i-OO[.

Simplifions f : L’expression logarithmique de argchz.

2

us
3

B

wola
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1 est la seule solution de I’équation



arg chz = In (m + Va2 — 1)

22 +1 1 /22+1\?
- - 1
ln( 2x * 4( x >
_ 1 I2+1+\/m4+2m2+1—4x2
-0 2z 4x2
B :U2+1 23:2
a 2z
a2 +1  |a? -1
= In
2z 2z

Inz,z>1

—lnz,0<zx<1

= |lnz|.

)
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Chapitre 5

Fonctions dérivables

5.1 Dérivée d’une fonction en un point

Définition 5.1.1 Soit I un intervalle de R, zg € I et f : I — R une fonction réelle. On dit

que f est dérivable au point zg si la limite suivante existe et finie

fo @) = ] (w0)
T—T0 T — xg

Cette limite est unique, elle est appelée dérivée de f en xg et notée f’(x¢).( on notera
aussi Df (zg), % (z9) .

Remarque 5.1.1 La définition précédente permet d’écrire %ﬁ:éxo) = f"(x0) + e ()
tel que ¢ (z) — 0 quand = — xg, donc on peut écrire:

f (@) = f(wo) = (z — x0) (f/ (x0) + € (x)) /e (x) — 0 quand = — .

Si on pose h = x — xg, on obtient

hmf(xo—i_h‘})b_f(xo) :f,(:CO)-

h—0

Exemple.

1. Si f = constante alors f’ (z) = 0,Vz € R.

125
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2. f (%') =22
. flzo+h)—f(xo) . (zo+h)®—ad
l - — —_—m
f(xo) = %13% . _ ;llli% 2
— hmw
N h—0 h
- ,llh%h + 2z0 = 2x0.
3. f(z) =sinx
i (xg) = lim f(xo+h) — f(z0) — lim sin (zg + h) — sin zg

h—0 h h—0 h
sin xg cos h + cos xg sinh — sin zg

= 1m

h—0 h
. sinzg (cosh —1) 4 cos xg sinh
= lim
h—0 h
. h2
SITo | —75 sinh
= lim + COS X
h—0 h h
. . h e sinh
= sinzglim—= + lim —— cos zg
h—02 h—0 h
= Coszg.

m2(2+sin%) siz#0

3. f(x)=
Osiz=0
:r2(2+sinl)—0 1
/ —_— z = 1 1 —_ =
f(o)_ili% per —glcli%x<2+smx> 0.

5.1.1 Dérivée a droite, dérivée a gauche

Définition 5.1.2 On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) du point zg, si le
rapport %ﬁ:éxo) admet une limite finie & droite (resp. a gauche), elle est appelée dérivée

a droite (resp.a gauche) de f au point zo,
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elle est notée f (zo) ou f'(xo +0) (resp. f, (xo) ou f' (zo —0)).
[ est dérivable au point zo < f; (z0) et f; (zo) existent et fj (x0) = f, (o).

Alors on a

fa (o) = fy (x0) = f' (20) .

Exemples.

1. f(x) = |z| continue en 0.

Dérivabilité:
limM - hmM —lmE 1= ’(0).
> T — xg > X — > x
z—0 x—0 r—0
TG R 1) RN el N S 7(0).
S0  TTTO eS0T 250 F
On a f; (0) # f, (0) alors f n’est pas dérivable en 0.
in (23
: |S:‘ ), siz#0
2. () =
0,siz=0
a) Continuité en 0.
3 - 3
limf(x) = lim sin (&) = lima? (f ) =0=f(0)
> > T > X
z—0 z—0 T—0 N——
—1
(3 (3
limf (z) = limM = limx2w =0=f(0).
< < -z —x
z—0 z—0 z—0
f est continue en 0.
b) Dérivabilité en 0.
() ~ f (a0) 2 g sin(e®) | sin(e?)
z—0 0 z—0 z—0 z—0
f @)~ f (w0) ) o sin(a?) sin (+)
lim -2 = lim——— = lim—— % = lim — 25—~ = 0= f/ (0)
250 T TT0 oS0 T 250 ¥ 2550 t

On a f; (0) = f, (0) alors f est dérivable en 0.
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3. f(xz) = y/z. Continue en 0 car lir%\/:z =0=f(0).

Dérivabilité en 0.

lim —f () — f (o) = limﬁ i !

r—0 T — Xo z—0 T x—>0\/5

Alors f est dérivable en 0.

5.2 Deérivabilité et continuité

Proposition 5.2.1 Si une fonction est dérivable en un point, elle est continue en ce point.
Preuve

Soit f une fonction dérivable en xg, alors

f () = f (o)

LI = f @)+ (@) /e (@) — 0 quand & — o,

& f(z)~ f(z0) = (x — @0) (f' (z0) + & (x)) /e (x) — 0 quand 2 — o,
& f(z)=f(z0) + (z — z0) (f' (z0) + € (2)) /e (z) — 0 quand z — =,
= lim f(z) = lim f(20) + (z — 20) (f' (x0) +¢ (2)),

Tr—xQ Tr—Io

= lim f(z) = f(x0)

T—T0o

alors f est continue en z.
Remarque 5.2.1

1. La reciproque de la proposition est fausse.
f est continue en xg # f est dérivable en zg.

2. Contraposé de (f est dérivable en xg = f est continue en xg) est

f n’est pas continue en xg = f n’est pas dérivable en zy.
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Exemples.

1. f(x) = |z| continue en 0 mais elle n’est pas dérivable en 0.

sin x 51m7é0

||

2. f(z) =
1siz=0

Continuité en 0.

lim S}glx = lim Sigx =1= f(0) = f est continue a droite de 0.
> >

z—0 z—0
lim SEI”” = lim*2F = —1 # f(0) = f n’est pas continue a gauche de 0.
xiO :ci(]

f n’est pas continue en 0 = f n’est pas dérivable en 0.
Interprétation géométrique:

Soit f:R — R, (C) son graphe.

My un point de (C) /My = (zo, f (z0)) et

M est un point de (C) /M = (z, f (x)).

La droite (MoM) = (Dy)

Montrons que I’équation de la tangente (D) en My est:

y = f"(20) (x — x0) + f (20) -

La pente de (D) f@)=flwo)

On remarque que si x — g alors M — My et (D) — (D)
alors la pente de (D) est )Eﬁow = f"(z0) .

Dou (D) :y = f'(z9)x + .

My € (D) & f(z0) = f'(z0) o + b= b= f(x0) — [’ (z0) To.
Donc (D) :y = f'(zo0) z + f (z0) — f' (20) zo.

y = ' (w0) (z — 20) + f (20)
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L

L\

Points anguleux: Si f admet une dérivée a gauche différente a la dérivée & droite du
point zg, alors le graphe de f admet au point x¢ deux demi tangentes et le point My est un

point anguleux.

Si lim %ﬁ)xo) = o0 et lim %ﬂ]xo) = oo alors le graphe admet une tangente
>

<
520 T—T0

verticale (T') : x = xy.



131

_l O 1}(/
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!
V3

5.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoréme 5.3.1 Soient f et g deux fonctions dérivables en xq, alors
1. f+ g est dérivable en zg et (f + g)' (z0) = f' (z0) + ¢’ (20) .
2. af est dérivable en zg et (af) (zo) = af’ (x0).

3. f.g est dérivable en zg et (f.g) (z0) = ' (x0) g (z0) + f (z0) ¢ (z0) .

! "(z0)g(x0)—9 (= T
4. g est dérivable en xg et (5) (o) = lt O)g((;()z;;)(z 0/ 0)/9 (x0) # 0.

5.3.1 Dérivée d’une fonction composée

Proposition 5.3.1 Soit f: I — Jet g:J — R,xg € I, si f est dérivable en zg et g est

dérivable en f (z9) alors g o f est dérivable en xg et on a:

(9o f) (z0) = f'(z0) g’ (f (w0)).

Exemples.
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5. (tan (.1?2)), = (:132)/ (tan)’ (2?) = 22. 24

cos(z?) "

6. ((Chﬂj)s}m)l = (eshmlnchz)’ — (ShCL‘ In Chﬂj)/ eshwlnchm

((shz) Incha + shx (Inchz)') eshenche

— (Chx ln Chx + th%) eshxlnchm

— (chx In chz + M) gshalnche.

chx

5.3.2 Dérivée d’une fonction inverse

Théoréme 5.3.1 Soit f une application bijective et continue de I — J, dérivable en g € [

telle que f’ (xg) # 0 alors f~! est dérivable en yo = f (79) € J et on a:

—1y/ _ 1 1
(f ) (o) = U w) (@)

5.3.3 Dérivée de fonctions trigonométriques inverses

1. Fonction arcsinx :

On a

y = arcsinz < ¢ = siny
—1<z<1 —2<y<%

(arcsinz) = (sinfl) (z) = —1— = 1 1

— = —_1 _ N
(sin)’ (y) cosy \/1—(Siny)2 V2’ 1<z <1. Dou

1
(arcsinz) = ——, -1 <z < 1.

V1—2?’
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En général,

(arcsin f) = 7 —-1< f(z)<letaxe Dy.

2. Fonction arccosx :

On a

Y = arccosT < T = COos Y

—1<z<1 0<y<mw
r_ -1 _ 1 _ 1 _ ~1 _ -1 TN
(arccosz)' = (cos™) (z) = W~ Y~ e Vi 1<z <1 Dou
—1
(arccosz) = ———, -1 <z < 1.

V1—22

En général,

ol
’:7f—1<f(cc)<leta:€Df.

i

(arccos f)

3. Fonction arctan x:

On a
y = arctanz < r = tany
z€R —5<y<y
r_ -1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 .
(arctanz)’ = (tan™!) (z) = o)) — 5%y = Than?@) — 15a20 % € R. D’ou

1
(arctanz) = 1527 eR
En général,
ot

(arctan f) x € Dy.

1+



5.3.4 Dérivée de fonctions hyperboliques inverses

1. Fonction argchx :

On a
Y :3£%chx ST = ggg
(arg chz) = Ch%(y) = ﬁ = \/ch12y—1 = \/Iéil. D’ou
(arg chz) = x21—17x > 1.
En général,
(argchf) = fél_l,f (x) > 1et x e Dy.
1. Fonction argshx :
On a
Yy = jéﬂ% shr & x je%hy
(arg sh)' = Gy = @y = Jrgets = vieez DU
(arg shx) = \/1:_7:32,:13 eR.
En général,
(arg shf) = \/1'}:7112,95 € Dy

1. Fonction argthx :

On a
y = argthx < x = thy

—1<z<1 yeR

(argthz)' = th,l(y) = }2 = 1—t1h2ac = 1_1362,—1 <z <1 Doun
ch4y
, 1
(argthﬂj) = 1_73;2,—1 <x<l.

En général,

fl

(argthf) = 1< f(z)<letxze Dy

1—f2

134
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5.4 Fonctions de classe C"

5.4.1 Dérivées successives

Définition 5.4.1 Soit f : I — R dérivable sur I, alors la fonction f’ est appelée dérivée
premiere de f ou dérivée d’ordre 1 de f et si la fonction f’: I — R dérivable sur I, alors la
fonction (')’ est appelée dérivée deuxiéme de f ou dérivée d’ordre 2 de f et on note f” ou
f@ . En général, pour tout n € N, f(™ : I — R est la fonction vérifiante:

1. fO =y

9. frH1) = (f(p))’7() <p<n.

™) est la dérivée ni®™e de f ou dérivée d’ordre n de f.

Fonction de classe C"

Définition 5.4.2 On dit que f est de classe C™ (f € C™ (I)) si f admet des dérivées

continues jusqu’a 'ordre n.

C’est a dire
feC™(I) & f continue sur I et f', f", ..., ™ existent et continues sur I .

Exemples.
1. f(z) =€ = f) (z) = (e“”)(”) = ¢e” continue = e* € C" (R).
2. f(z) =cosz = f™ (2) = cos (z + n%) continue = cosz € C™ (R).

3. f(z) =sinz = f0 (z) = sin (z 4+ nZ) continue = sinz € C" (R).

2 1 .
xesin, six #0

4. f(2)= ,D; =R

0,siz=0

f est continue sur R = f € C°(R) mais n’est pas de classe C! (R) car f’ n’est pas

continue en 0.
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Définition 5.4.3
f est dite de classe C° (I) & fe C"(I),Vn e N.

f(x) =€ € C®(R) car e € C"(R),Vn € N. f(x) = sinz € C®(R) car sinz €

Cc" (R),VYn € N.

5.4.2 Formule de Leibeniz

Proposition 5.4.1 Soient f,g: [ — R,z e I, si f® (x) et g™ (z) existent, Vn € N, alors

(f.9) admet une dérivée n**™¢ au point z définie par

(f.g)(n) () = kzocﬁf(nk) (2) g™ (2) / Cp = k'(nn'k‘)'

= OO (@) g () + CLIV (@) f () + C2F ) (2) " (&) + o+ Cof () g ()

n(n—1)

5P (@) g" (1) + o+ [ (2) g™ ().

f (z) g (@) +nf"V () ¢ (@) +

Exemples.

1. f(z)=¢€"sinx

) (x) = (e sinx)(”)

= Z CF ()P sin®) ()
k=0

= Z CFe® sin (a: + kg)
k=0

e kZ_OC’n81n<x+k2 .
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2. f(z) =¢" (52% + 3z + 1)

F™(z) = (e” (5m2 + 3z + 1))(n)
= Sk (E) ™ (522 + 30+ 1) (@)

k=0
n

v Z ck (52 + 3z + 1)(k) (x)
k=0

= " (CY

Il
Q)

(52 + 3z + 1) + C} (102 + 3) + C2 (10) + C3 (0) + 0+ 0 + ... + 0)
= " (52 +3z+1+n(10z+3)+5n(n—1)+0+..0).

= em(5x2+(10n+3)m+5n272n+1).

5.5 Extremum

Définition 5.5.1 On dit que f admet un maximum (resp. un minimum) local en zg s’il

existe un intervalle ouvert I contenant zg tel que

Vo €I, f(z) < f (xo) (vesp. f(z) = [ (20))-

Un maximum local en g ou un minimum local en z( est dit extremum local en z.

Théoréme de Fermat: (condition necessaire d’extremum)

Théoréme 5.5.1 Soit f une fonction dérivable sur |a, b[ telle que f admet un extremum
local en zg € ]a,b[, alors f’ (zo) = 0.

autrement dit: si f dérivable sur ]a, b]
f admet un extremum local en zg € Ja,b[ = [ (zg) = 0.

Condition suffisante d’extremum:
Théoréme 5.5.2 f, f/, f étant continues sur [a,b], si zg € Ja, b[,f" (o) = 0 et f” (zg) #
0, la fonction f admet un extremum local en xzg. Il sagit d’un maximum si f” (zg) < 0 et

d’un monimum local si f” (zg) > 0.
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Autrement dit,

un maximum si f” (zg) <0
f (o) =0et f”(z0) # 0= f admet un extremum en
un minimum si f” (xzg) > 0
Exemples.
f (.Z‘) = 1’27 [_17 1] :
ff(z)=2c=0=2=0.
f"(z)=2#0.
Alors f admet un extremum local en 2o = 0 et puisque f” (0) =2 > 0 alors f admet un

minimum local en 0.

5.6 Théoréme de Rolle et théoréme des accroissements finies

5.6.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 5.6.1 Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur Ja,b[ et f (a) = f (b)
alors il existe ¢ € ]a,b[/f' (c) = 0.

Autrement dit,

)
f continue sur [a, b]

f dérivable sur Ja,b] = Je € Ja, b/ f' () = 0.

Preuve.
1. Si f est constante sur [a,b] = f'(¢) =0,Vec € |a,b].
2. Si f n’est pas constante.

f est continue sur [a,b] = f atteint ses bornes.

ie. Jxy,xe € [a,b]/f(x1) = sup f(z),f(x2) = inf f(x).

a<z<b a<lz<b
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On a: z1 #a et b et xo # a et b car sinon

r=b= £ )= 1 (0 |
= f(z1) = f(z2)(sup f(x) =inf f(z)) = f constante

zo=a= f(z2) = f(a)

contradiction.

Donc z1,x2 € |a, b].

Sion pose ¢ = x1 (ou ¢ = x2) et f est dérivable sur Ja,b[ et f(z) < f(x1) =sup f(x) =
f(c),Vz € [a,b].

Alors f (c) est un maximum de f et d’aprés le théoréme de fermat f’ (¢) = 0.

Interprétation géométrique:

Si f est continue sur [a, b] alors son graphe est continue entre M, = (a, f (a)) et M, =
(b, f (b)) et puisque f est dérivable sur |a,b] le graphe Gy admet une tangente en tout point
entre M, et My et si f (a) = f (b) alors il existe un point M, = (¢, f (¢)) ou la tangente est

parallele & la droite passante par M, et M} et I’axe des abcisses.
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flal=f(b) |-/ ‘ T

Remarque. Toutes les conditions du théoréme de Rolle sont essentielles pour la validité

du théoréme.

l—z,2#0
1. La fonction f (z) = , verifie f (0) = f (1), mais elle n’est pas continue

0,z=0
en 0 donc pas continue sur [0, 1] et fc €]0,1[/f' (c) = 0.

2. La fonction f (z) = |z| est continue sur [—1,1] et f(—1) = f (1) mais elle n’est pas

dérivable en 0 donc n’est pas dérivable sur |—1,1].

3. La fonction f (x) = 23 est continue sur [—1,1] et dérivable sur |—1, 1] mais f (—1) #
f(1) et Ace]-1,1[/f (c) = 0.

Exemple.

Montrer que 'équation 423 — 1822 + 22 — 6 = 0 admet une solution dans ]1,3].

On pose f (z) = z* — 623 + 1122 — 6.

f est continue sur R en particulier sur [1, 3], dérivable sur R en particulier sur |1, 3[ (car

c’est un polynome).
f(1)=0,f(3) =0, d’aprés le théoreme de Rolle 3¢ € |1,3[/f" (¢) = 0.

f(z) =423 — 1822 + 222 — 6 et f'(c) =0 < 4c® —18¢2 +22¢c — 6 =0,c € |1, 3.
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5.6.2 Théoréme des accroissements finis (T.A.F.)

Théoréme 5.6.2 Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, alors 3¢ €
Ja,0[/f (b) = f (a) = (b—a) f'(c).
c’est a dire
f continue sur [a, b]

S 3eelobl/ 1) - F (@) =(b-a)f(0).
f dérivable sur ]a,b]

Preuve

Posons

¢ est continue sur [a, b] car somme de fonctions continues sur [a, b] .

¢ est dérivable sur ]a, b car somme de fonctions continues sur |a, b| .
p(a) =0,p(b) =0.
D’aprés le théoréme de Rolle

Teelatl/ ¢ (o) = f (o) - =T g
donc

e €a b / £ (b) = f(a)=(b—a)f (c).

Corollaire 5.6.1 Soit f : I — R, dérivable sur I, alors Vzi,z9 € I, on a

Je € Jar, 2ol / f(x2) — f (21) = (22 —21) [/ (0).

Autre formule du théoréme des accroissements finis:

Sicela,bj=c=a+0(b—a),on0<O<1.

f continue sur [a, b] ,
S0 E10,1[/ ()~ f(a) = (b—a) ' (a+0(b—a)).

f dérivable sur ]a,b]
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Si on pose b — a = h, on obtient

fla+h)—f(a)=hf (a+6h).

5.6.3 Application du théoréme des accroissements finis

1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

V$>O,%+l<ln(a:+1)<:z:.

On pose f(t) = In(t+1),t € [a,b] = [0,z], appliquons le T.A.F. sur la fonction

f(t) =In(t+ 1) définie sur l'intervalle [0, x] .

In(t+ 1) continue sur [0,x]
S Geel0al/ f@)—f(0)=(@—0)f (0
In (¢t + 1) dérivable sur |0, z|

N Elce}O,fL’[/lﬂ($+1)_ln(0+1):(x_0)< 1 >

c+1
= 3Jce)0,z[/ m(@+1) = —
c , T n(x =
c+1
On a
1
0 < c<rx=l<<cectl<z+l=s—< <1
r+1 c+1
= x <L<x,vx>0.
T+ 1 c+1

Mais In (z + 1) = 7, d’'ou

V>0, —— <ln(z+1) < .
T+ 1

2. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

X

V1—a2

Vz €10,1[,z < arcsinz <



On pose f (t) = arcsint, 0 < t < z, appliquons le T.A.F. pour f sur |0, z].

arcsin ¢ continue sur [0, z]
S ee]0al/ f@) - F0)=(@—0)f ().

arcsint dérivable sur |0, z|

1
V1i—¢2

¢ € 1]0,z[/ arcsinz — arcsin0 = (x — 0)

. x
arcsinxz = O<e<.

V1—¢e2’

0 < c<z=0<P<a?=2 22<-A<0=20<1-22<1-<1

Viea? <« VI _@<clole b ! x v

< = < <
Vi—c2 V1 -—22 Vi—c¢2 V11— 22

x - x
Vi—e2 V11— 22

doux < arcsinz =

vV €10,1].

Corollaire 5.6.2 Si f est une fonction continue et dérivable sur I, alors
1. f est croissante sur I < f'(x) >0,V € I.
2. f est décroissante sur I < f'(z) < 0,Vz € I.

3. f est constante sur I < f'(z) =0,Vz € I.

5.6.4 Théoréme des accroissements finis généralisés (T.A.F.G.)
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proposition 5.6.1 Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], dérivable sur |a, b, si

g (x) # 0 alors

Preuve

On pose F (z) = f (x) — ﬁgzgig((;l)) g (x).

F' est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ car f et g le sont.
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F(a)=f(a)— ];Ezg:g((g)) g(a)= W = F'(b), d’aprés le théoreme de Rolle ,

Je € Ja,b[/F' (¢) = 0.

de € a,b[/F' (¢) =0« Fc € |a,b[; f' (c) — J;gzg:g((s))g’ (¢) =0« Fc e la,bl; % =
f'(e)
g'(c)

5.6.5 Regle de I’'Hopital

0 =

On T'utilise pour enlever les formes indéterminées de la forme g, 2.

Proposition 5.6.2 Si f et g sont deux fonctions dérivables dans un voisinage de g € [

et si lim £ :Ex)) existe, alors % admet la méme limite en xzg.
Tr—XTQ
c.a.d.
N !
g L@ =T G0) @)
z—a0 g () — g (z0) =m0y’ (x)
Preuve

T.A.F.G. sur [zg,z] donne

Elce]xg,x[/‘g( ) =

! !
Six — xg=c— xp et donc lim f/ (c) = lim f/ (x)
c—I0 g (C) Tr—T0 g (1‘)

Remarque 5.6.1
1. La regle de I’'Hopital reste valable pour zg = oo.

2. On peut appliquer la régle de ’'Hopital plusieurs fois, il suffit que les conditions soit

vérifiées.
: z2sin l, x#0
3. Si lim L83 » lim £9%, en effet, Soient f(z) = z oo
ssw0 9 (%) 0 g(@)
0,z=0

sin x

li @) _ li stin%fcos%ﬂ

S @) T T cosa P
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2

z2sin L 1 =z
X J—

par contre lim——= = lim_x sin —— =0.
x—0 ST xao\/o xrsinx
L0 S~

bornée —1

Exemple:
| 0 x? - s 2xe” : z a2
1. lim 1 = g-onae” —1et cor—1sont dérivables, alors lim ==— = lim —2—e" =
xHOcOm r—0 sinx r—0 smxT
—2.
2 hm(.1 l)_oofoo,
r—0 smx xX
1 1 _ z—sinz — : ]
onag——="28E x—sinz et rsinx sont dérivables.
1 1y _ 13 z—sinz\ H . l—coszx _ 0 o :
xli% (sin:c a:) - ili)%( :csin:c) - ili%sina:—i-mcosx - 071 cosz et sinx + xcosx sont
dérivables.
i o sine =0

r—0 Ccos x+cosT—x sinT

Pour trouver le résultat, on a utiliser la régle de I’'Hopital deux fois.

3. limz®Inz,a >0

z—0

. . H .. 1 .

limz®lnz = lim 22 = lim—=z_ = lim—L— = (.

>0 >0J: >0—owc >0—am

€Tr— Tr— Tr— r—
. _ 2 H .. in 2 . 4

4. lim 1 C(is(E a 23?51%37 =1 smg — l.
z—0 T z—0 4 z—0 2% 2

5.7 Formule de Taylors

Une fonction f continue sur [a,b] et dérivable en xg € |a, b peut s’écrire au voisinage de

sous la forme

f (@) = f(zo) + f (w0) (# — o) + R (),

ol R(x) = (x—x0)e(x) et xh—>nz10€ (z) =0.

Cela revient a dire qu’au voisinage de xg, f peut étre approximée par le polynéme de

degré 1: P(z) = f(xo) + [’ (z0) (x — xo) et Perreur commise par cette aproximation tend

vers zéro quand x — xg.

La formule de Taylors généralise ce résultat pour des fonctions n fois dérivables qui
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peuvent étre approximées dans un voisinage de xg par des polynoémes de degré n.

l.e.

P e 1)

[ (x
o TG n!

1!

f(z) = f(z0) + ( — o) +

Perreur R, (x) est appelée reste d’ordre n. On peut en donner divers évaluations ce qui
entraine divers formes de la formule de Taylors.

Formule de Taylors avec reste de Lagrange

Théoréme 5.7.1 Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f € C™(]a,b[) et f

dérivable sur ]a,b] et soit xg € ]a,b[. Alors Vz € [a,b] / © # xo, on a:

f' (o)

" (20) N
1!

2!

f(x) = f(z0)+ ( — x0)+

ou ¢ € Jzg, x|, le terme

(n+ 1)
est appelé reste de Lagrange.
Remarque 5.7.1
1.
n f(k) zo T — 20 n+1 .
Flo) =3 T o )t 4 RO e o)

k=0

2. 0Onposeh=x—z9g=>x =20+ hetc€|ry,zo+h[=c=29+60h/0<6<1eton

a
R WA C) P s (n+1)
f(:):o+h)—kz:0 o h +(n+1)!f (zo + 0h).
Le reste
hn+1
Ry (z) = FD (20 +6R),0 <0 < 1

(n+1)!
est appelé reste de Cauchy.

Développement de Maclaurin
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Théoréme 5.7.2 Soit f € C™ ([0,z]), f"*Y existe sur |0, z[, alors 30 € ]0, 1[ tel que

/ " (n) n-+1
f(z)=f(0)+ fl(!())x + ! 2(!0)x2 + ot ! n!(o)x" + (;Jr 1)!f("“) ().

C’est le développement de Taylors au voisinage de zg = 0 avec reste de Cauchy.
Exemple:
1. f(z)=¢€"feC®xzy=0cet f((z)=e" VnecN.

3:_1 .’L'2 xS " n+1
e’ = +$+§+§+...+H+

(n+1)!

T 0<0<1.

2. f(z) =sinz € C®,z0=0et f™ () =sin (z +nZ),Vn € N,

) _ .’1}'3 §U5 ) n :I:2n+1 x2n+2
sine =z =g+ g e+ U G T ae o)

TR sin (6z) .

3. f(z)=cosz € C® zo=0et f (z) = cos (z+n%),VneN.

2 1,4 n :L,Qn ntl :L,Zn-‘rl
T A | gyt
oS SRR TR SR o VR SR o wray y

sin (0x) .

Formule de Taylors avec reste de Young

Théoréme 5.7.3 Soit f : [a,b] — R,z € ]a,b[. Supposons que f(™ existe. Alors

Va € [a,5]; f (@) = £ (@0) + L5 (2 — zp) + L7800 (2 — 20)? + ... + L040) (2 — )" +
(x —x0)" e (z — xo)/wli_{goif () =0

=o((z—x0)™)
ou bien

nr) (g
F) =310 4 o((@— o).

k!
k=0
Formule de Maclaurin-young
Théoréme 5.7.4 Soit f : [a,b] — R,0 € [a,b]. Supposons que f(™ (0) existe. Alors

Va € [a,b];

' " (n)
+1 1(!0)33 +1 2(!0)562 + .+ fn!(())‘”n +o(z")

f(x) = £(0)



148

ou bien

¥ 4o (z").

n (k)
=y 0

k=0

Exemples.

1. f(z)=(1+2)" sur |-1, 400, € R,

fP@) = a(a-1)(a-2)..(a—(k—1)z>*
f®0) = ala-1)(a-2)..(a—(k-1)

f®0) = ala—1)(a—2)..(a—k+1).

D’ou

(a—1) 2, @ (a—1)(a— 2)$3+m+0¢ (a—1)...(a—n+ 1)$n+0 ().

o_ 1,0 @
(1+x) —1+1!x+ 5 x 30 o

Sia=—1,f(x) = (1+xz)' =, alors le développement de Maclaurin-Young de f

T
est
! =l-z+22—224+ .. +(-1)"z" +0(z")
T2 :
Sia=31,f(z)=(1+ m)% = /1 + z, alors le développement de Maclaurin-Young de f
est
1 (-1 1d-1).E-n+1
142 = 1_’_7‘%_2(2 )$2+..+2(2 ) (2 ){IZn—i-O(.%'n)
2 2! n!
1 1 13- (3-n+1
— 1+§x_§$2+T6x3+ _|_2(2 ) an )xn+o(xn)

5.8 Fonctions convexes

Définition 5.8.1

Approche graphique: Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et Gy sa courbe

représentative.
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On dit que f est convexe sur I si sa courbe représentative Gy est au dessus de toutes
ses tangente sur I ou bien si G est au dessous de toutes ses cordes (sécantes) sur /.
On dit que f est concave sur [ si si sa courbe représentative Gy est au dessous de toutes

ses tangente sur I ou bien si G est au dessus de toutes ses cordes (sécantes) sur /.
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[Ilustration de la remarque ;

Convexe Concave

.- -
] X | X 0 :
Courbe en dessous Courbe au-dessus Courbe au-dessus Courbe en dessous
des sécantes des tangentes des sécantes des tangentes

Approche analytique: Soit f une fonction définie sur un intervalle I .

On dit que f est convexe sur I, si A € [0,1],z,y € I, on a

fOz+ A =Ny) <Af(x)+1=X)f(y).

Lorsqu’on a l'inégalité dans ’autre sens, on dit que f est concave.

Remarque 5.8.1 f est concave si —f est convexe.

Proposition 5.8.1

Si f est une fonction dérivable sur I alors on a I’équivalence des assertions suivantes:
1. f est convexe sur I.

2. f! est croissante sur 1.

3. f” est positive sur I.
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4. Gy est au dessus de toutes ses tangentes sur /.

5. G est au dessous de toutes ses cordes (sécantes) sur 1.

Exemples.

1. f(xz) = e" est convexe sur R car f” (z) =e* > 0,Vz € R.

2. f(z) =Inz est concave sur R} car f” (z) = =3 < 0,Vz € RY.

Point d’inflexion

Soient f une fonction dérivable sur I, Gy sa courbe représentative et A (a, f (a)) € Gy.

On dit que A est un point d’inflexion de G si et seulement si la courbe G traverse sa

tangente en ce point A.
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Tangente en M,

T e M, point d'inflexion

Propriété

Si A est un point d’inflexion d’abscisse a, f passe de concave a convexe ou de convexe a

concave en a.
Théoréme 5.8.1

Soit f une fonction deux fois dérivable sur I, de courbe représentative G¢. le point A
d’abscisse a est un point d’inflexion de G si et seulement si f” s’annule et change de signe

en a.
Exemple: f(z) = %2% —2? +1
f(z) =2%—2x
" (x) =2z —2.

")y=0&xz=1et f"(z) >0siz>1et f"(z) <0siz <1, donc f” change de
f g

signe en 1. Donc le point A d’abscisse 1 d’ordonnée f (1) = % est un point d’inflexion.
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Concavité

down Point d'inflexion

Concavité
up

Exercice: Soient f une fonction définie sur R par

et Gy sa courbe représentative.

1. Calculer f'(z) et f" (x).

2. Etudier la convexité de la fonction f.

3. Montrer que f admet un point d’inflexion A et préciser les coordonnées de A.

4. Qu’elle est I’équation de la tangente a Gy au point A? En déduire que pour tout
3321:69”*12%(:):24—1).

Solution:

1. f'(z) =2e*"1 — 22 — 1, f’est dérivable et on a

" (z) =2e*1 —2.

2. festconvexesi f/(2) >0 e 1 >1ehe* ' >hlez-—1>00> 1.

Donc f est convexe sur [1,4o00[ et elle est concave sur |—o0, 0].

3. Le point d’inflexion corespond au passage de convexe a concave ou de concave a

convexe. D’aprés la question précédente, le point d’inflexion d’abscisse 1 et d’ordonnée
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f(1)y=2e"1-212-1=0.
Le point d’inflexion A = (1,0).
4. La tangente en A.
(T):y=f1)(x—-1)+f(1)=—(r—1) =1 —x. Alors 'équation de la tangente au

point (1,0) est:

(T):y=1—=x.

On a Vx > 1, f est convexe alors f est au dessus de toutes ses tangentes en particulier
au dessus de (T),

C’est a dire

fl@) > 1l—-ze2" ' —22—z>1-2
& 27 >a2%+1
a:fl]' 2
& o (P +1).

2

5.9 Les asymptotes d’une courbe

Définition 5.9.1 Une droite asymptote a une courbe est une droite telle que lorsque
I’abscisse ou 'ordonnée tend vers l'infini, la distance de la courbe & la droite tend vers 0.

Nous étudions 3 cas en particulier.

Asymptote verticale, asymptote horizontale, asymptote oblique.

Définition 5.9.2. Soit f une fonction définie sur I sauf en a. La droite z = a est une
asymptote verticale de la courbe y = f () si lignf (x) = o0 ou liinf (z) = 0.

r—a r—a

Meéthode pour déterminer les asymptotes verticales:
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Horizontal Vertical
Asymptote i Asymptote

Les asymptotes verticales sont a chercher parmi les valeurs interdites. On calculera donc
la lim f (x) pour tout a ¢ Dy.
r—a

Si cette limite vaut oo alors la droite * = a est une asymptote verticale de la courbe

y=1r(z).
Exemple. f(z) = zgﬁiﬁ,Df =R - {2,-3}.
lim f (x) = +o0, limf (z) = —00 < = = 2 est une asymptote verticale de y = f (z).
z:2 z:2
lim f(z) = +o0, lim f(x) = —00 < x = —3 est une asymptote verticale de y = f ().
> <
r——3 z——3

Définition 5.9.3 Soit f une fonction définie sur 1.

La droite y = by est une asymptote horozontale & droite de la courbe y = f(x) si

lim f(x) =b;.

Tr—-+00

La droite y = by est une asymptote horozontale a gauche de la courbe y = f(x) si

lim f(z)= bs.

Tr——00

Si by = bo, alors on dira simplement que cette droite est I’asymptote horizontale a la
courbe y = f (z).

Meéthode pour déterminer les asymptotes horizontales

PEi) admet une asymptote horizontale si et seulement

N

La courbe de la forme y = f () =

)

si le degré de P (z) < degré de Q (z) .

2_
Exemple: f(z)= §2+‘21, D; =R.

Ona lim f(x)= lim f(z)=1= y =1 est une asymptote horizontale a la courbe
r——00 r—+00
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y=1f(2).
Définition 5.9.4 La droite y = ax +b est une asymptote oblique de la courbe y = f (z)
si

lim f(z)— (ax+b)=0o0u lim f(x)— (ax+b)=0.

r—+00 r——00
Meéthode pour déterminer les asymptotes obliques

y=axr+b.

a est donné par la formule lim @ = a et b est donné par la formule lim f(z)—az =
T——+00 T—+00

Remarque 5.9.1
1. L’asymptote oblique ou horizontale n’est pas forcement la méme vers 400 ou —oc. Il
faut étudier les deux cas.

2. Pour déterminer I’équation d’une asymptote oblique, il faut commencer par calculer

. _ . o @)
mll)rfoof (z) = oo, puis calculer a = xl{l}goo i

Sia = o0, il n’y a pas d’asymptote, la courbe a une branche parabolique.
Sia =0, on dit que f admet une asymptote horizontale y = b, si b existe.

Si a # 0 et b existe, la droite y = ax + b est une asymptote oblique.

_ 3x2—z+1
- rz—1

Exemple. f(z)

lim f(z)=+oc0= lim @) — 3= lim f(x) =3z =2

T—+00 z—+oco ¥ T—+00

Alors y = 3z + 2 est une asymptote oblique au voisinage de +oc.

—

lim f(z)=—-oc0o= lim (xx):3:> lim f(z)—3z=2.

T——00 T——00 r——00

Alors y = 3z + 2 est une asymptote oblique au voisinage de —oo.
Position de la courbe par rapport a son asymptote oblique ou horizontale:
Soit M = (z, f (x)) un point du graphe de f.(A) : y = ax+b son asymptote au voisinage

de oo.
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M est au dessus de 'asymptote oblique si f (x) > az + b.

M est au dessous de asymptote oblique si f (z) < az + b.

M est un point de ’asymptote oblique si f (z) = ax + b.

M est au dessus de 'asymptote horizontale y = b si f (z) > b.
M est au dessous de asymptote horizontale y = b si f (x) < b.
M est un point de 'asymptote horizontale y = b si f (z) = b.
Exemple.

1 f(z) = 222251 De =00, 1[U]1, +oo].

lim f(z) =00= lim @zQé lim f(z)— 2z =1, alors la droite y = 2z + 1

une asymptote oblique de la courbe y = f (x) au voisinage de co.

lim f () = +o0 et lim f () = —oo0,z = 1 est une asymptote verticale.
> <

z—1 rz—1

Position du graphe par rapport a (A) :y = 2z + 1.
Cherchons le signe de f (x) — y.
f(x)—y:%—@x%—l):% est de signe =z — 1.
G est au dessus de (A) si z > 1.

G est au dessous de (A) si z < 1.

5.10 Exercices

Exercice 1. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur le domaine de définition

1
z?cos £ 0 r+1,2< 1 z €0,

1.f1 (:L’) = ,2.f2 (LU) == ,3.f3 (ZE) ==

0,z=0 COSQ(%),$>—1 0,z=0
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22 +x,2<0 e* —1,2<0
4.fs(2) = sinz,0 <z <7 ,5.f5 (z) = sinmz,0 <z <1
l4+cosz,x >m —rmlnz,z >1
\

Donner la dérivée de chaque fonction sur son domaine de dérivation.
Exercice 2. Calculer la dérivée des fonctions suivantes:
1) f(z)=In (m +V1+ x2) 2) f(x)=tg 1=e 3) f (x) = arcsin 2
’ 1+er)’ x24+1)°
1
4) f (z) = arctan () , 5) f(x) =etrctant™ 6) f(z) = arg sh <$>
T

14+4z/)’
7. f(z) =In(In(Inz)), 8. f(z) = (chx)™™.

2

Exercice 3.
I. Soit f la fonction définie de l'intervalle [0, 1] dans R, deux fois dérivable sur [0, 1],

on suppose que:

Montrer en utilisant le théoréme de Rolle que f” s’annule au moins une fois sur I'intervalle
[0,1].
II. a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que:
x
1)Vx >0, —— < arctanz < z.
1422
b) Etant donné In (100) = 4, 6052, en appliquant le théoréme des accroissements finis,
montrer qu’en écrivant: In (101) = 4,6151 on commet une erreur inférieur 4 10~4.

Exercice 4.

En utilisant la regle de I’'Hoépital, calculer les limites:

Lo/
efosT — ¢ tanz —sinx Sin (fﬂj) —1
1. lm—, 2. im———, 3. lim2—2,
z—0cosx — 1 z—0 T —sinx e—1  (z—1)
. 2
arcsin x shx)" —1
4. lim——, 5. lim¥

x—0 €T z—0 3x
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Exercice 5. En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre n, montrer que

2

n
vx>0,1+m+x—+...+x—<e”~"
2! n!

En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre 2, montrer que % <e<3.

En déduire que

! < 1+ ! + ! + ...+ ! < 5
——<e-— — 4+ —+..+— —.
(n+1)! 2 n! (n+1)!

Exercice 6. Soit la fonction g () = ** — 2.

1. Etudier la convexité de la fonction g.

2. Donner I’équation de la tangente a la courbe de g au point d’abscisse 0.
3. En déduire que Vx € R, % (621 — 1) > .

Exercice supplémentaire. (Rattrapge 2021)

I- On considére la fonction définie par

e’ —1, <0
f(z)=

arctan 17, x>0
1. Donner le domaine de définition de la fonction f.

2. Etudier la continuité de la fonction f sur son domaine de définition.
3. Etudier la dérivabilité de la fonction f sur son domaine de définition.
4. Donner la dérivée de la fonction f sur son domaine de dérivation.

II- Soit la fonction In (x 4 1) définie sur l'intervalle [0, +o00].

1. Appliquer le théoréme des accroissements finies pour cette fonction sur [0, z] .

2. Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par

g(z) = 1+x—ln(1+w).
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En déduire que Vz € [0,+00[ : g (z) < 0.
Solutions

Exercicel. Dérivabilité sur le domaine de définition

mQCos%,x;&O
L.f1(x) = ,Dp =R.
0,r=0

Dérivabilité sur R :

Pour z # 0; f; (z) = 2% cos % dérivable sur R* car produit et composition de fonctions
dérivables sur R*.

Pour z=0; f; (0) =0,

hm%ﬁl(o) = limx cos% =0 = f; est dérivable en 0 et on a f'(0) = 0.

z—0 z—0

Par suit f; est dérivable sur R.

z+1,x< -1
2.f2 (.CL‘) = ,Df2 =R.
cos? (%”’) ,r > —1

Dérivabilité sur R :

Pour x < —1; fa(z) = x + 1 dérivable sur R en particulier sur |—oo, —1[ car c’est un
polynoéme.

Pour x > —1; f5 (z) = cos? (%) dérivable sur R en particulier sur |—1, +00[ car produit
de fonctions dérivables sur |—1, 4+o00].

Pour x =-1; fo(-1)=-1+1=0,

lim % = Hin % = 1 = f2 est dérivable a gauche de —1 et on a f;, (—1) =

<
r——1 r——1
1.
fala)=fo(=1) cos? ()0 cos? (2(52) sin? (%) Fsin?(%)
> z+ > z+ > 2
r——1 r——1 t——0 t——0 t——0

in( Tt
lim Z sin (%) Sl“&; ) _ 0 = f2 est dérivable a droite de —1 et on a fj,(—1) = 0.
> 2
t——0

On a f5,(=1) # fy,(—1) alors fz n’est pas dérivable en —1 par suit n’est pas dérivable

sur R.
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2 1
xsf:; L ]0 7'['[
3.fz(z) = ,Dg, =1[0,7[.
0,r=0
Dérivabilité sur [0, 7| .
2 :
Pour x €]0,7[: f3(z) = SISMT dérivable sur |0, 7[ car produit, composition et quotient

de fonctions dérivables sur |0, 7| .

Pour x =0, f3(0) = 0.

2.1

x” sin 1
. — 0 . —Z . Tsin =
lim £2@)=/3(0) (];3( ) — lim 2z = lim L= hm
z—0 Xr— r—0 X r—0 sin x 0511’1]}

1 Y 3 ) P
sin - n’exite pas= f3 n’est pas dériv-

able en 0 par suit n’est pas dérivable sur [0, 7[.

22 +z,2<0
4.fa(z) = sinz,0<z <7 D, =R,

l+4+cosz,x>m

Dérivabilité sur R :

Pour x < 0; f4(z) = 22 4+ z dérivable sur R en particulier sur |—o0,0[ car c’est un
polynome.

Pour 0 < x < 7; fi () = sinx dérivable sur R en particulier sur |0, 7|.

Pour x > m;fy (x) = 1 + cosz dérivable sur R en particulier sur |, +00].

Pour x =0; f,(0) =0,

lim M = lim% = 1= f4 est dérivable a gauche de 0 et on a fig (0) =1.
<

<

z——0 z—0

lim%f“() = lim == SINE — 1 = f4 est dérivable & droite de 0 et on a f},(0) = 1.
>

z—0 :c—>0

On a fi,(0) = f14(0) = 1 = f4 est dérivable en 0 et on a f; (0) = f3,(0) = f1,(0) =

Pour x =m; fy(m) =0,

: fa(z)—fa(m) __ sinz—0 sin(t+7) _ 1:. —sint __ ‘it N
hin e = hmi = l< — — = lim=—% = —1 = f; est dérivable a
T S t—0 t—0
gauche de 7 et on a fj, (7) = —1.
2

. - 1 .1 o L
lim fa(z)—fa(m) _ — lim 1+cos:p — lim teos(t+m) _ limi=cest — jim=Z = 0 = f4 est deériv-
N T—T N t N t St
a5 a5 t50 t50 t50

able a droite de 7w et on a f),; (7) = 0.
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On a fy, (m) # fiq(7) = fa n’est pas dérivable en .

Ce qui donne que f4 n’est pas dérivable sur R.
(

e —1,z<0
5.fs (z) = sinmx,0 <z <1 , Dy, =R,

—rlnzx,x > 1

\
Dérivabilité sur R :

Pour x < 05 f5 (z) = e” — 1 dérivable sur R en particulier sur |—oo, 0[.
Pour 0 < x < 1; f5 (x) = sinmz dérivable sur R en particulier sur |0, 1].
Pour x > 1;f5 (x) = wlnx dérivable sur |0, +o0o] en particulier sur |1, 4+o00[.
Pour x =0; f5(0) =0,

lim M = limw = 1= f5 est dérivable a gauche de 0 et on a fz, (0) = 1.
<

x—f—O z—0
limw = limm‘% = limﬂ% = 7 = f5 est dérivable a droite de 0 et on a
> > >
z—0 z—0 z—0
f éd (0) =m.

On a f5,(0) # f5,(0) = f5 n’est pas dérivable en 0.

Pour x=1; f5(1) =0,

hgn fS(ng:{S(l) _ hin sin;zrf() _ hinsmﬂ(t-‘rl) — hinfsitnﬂ't _ hgnﬂ_fsinm‘, = 7= f5est
r——1 z—1 t—0 t—0 t—0

dérivable & gauche de 1 et on a f5 (1) = —m.
lim £E=S0) — iy =mlne — iy 20 — g £ et dérivable a droite de 1 et on
xz»l $z>1 t—>>0

a fi,(m)=—m.
On a f5, (1) = f5, (1) = f5 est dérivable en 1 et on a f5 (1) = —.
Ce qui donne que f5 n’est pas dérivable sur R.

Calcule de dérivée:

1wl
2z cos —sin g, #0

1. f1 est dérivable sur R et f] (z) =
0,z=0
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Lz < -1
2. fo est dérivable sur R — {—1} et f} (x) =

—2sin (%) cos (%) ,r > —1

in 1 _cos 1) sinz—a? in 1
3. f3 est dérivable sur 0, [ et f} (z) = (2sin ; —cos fs)i:;);ﬁ T oRT L
20+ 1,2 <0
4. fq est dérivable sur R — {7} et f; (z) = cosz,0< < -

—sinx,x > 7
\

e’,x <0

5. f5 est dérivable sur R* et ff (z) = ¢ 1 cos rz,0<z<1

—TT
\ T >1
Exercice2. Dérivée de fonctions composé

— \/ 2 ! — (:B—l—v 1+12)/ — 1+\/1::—m2 _ VitaZ 4z
1) f((L’) =In (:L‘ tvlta ) = f (LL’) T V122 V1422 zV/14+a2 41422’

(1—635/
1—e® 1+e” _2;52 ot
) f0)=te (152 ) + /) = T - B wr
cos? cos? (14-e%)? cos?
14 e 1+e* 1+ e®

1) e

2z , -
x2—|—1> = f1@) = \J ( 2 )z T (@2 +)[a?-1]
]__

3) f (z) = arcsin (

2 +1

—9 .

—=3, six € |—o0, —1[U]1, 4+00[
flay=q

T2z, st € ]-1,1]
1 / ) _

4) f (x) = arctan - = f'(z) = ey = oo
5) f (.’13) — ea‘rctanar:2 = f/ (1,) — (aTCtaH$2),€arCtanw2 — %earctanx2‘
6) f (z) = arg shx T = f'(z) = (1‘7:‘37)/ — 1 _ lz+1]

& 1+ \/1 x 2 ($+1)2\/212+2z;-1 (x+1)2V202 221"

+(1 —i—a:) (et
7 —In(ln( ! _ (In(ln=z))" (llrrllfc)l — : _
: f(.%') - n< n( nx)) = f (.%‘) ~ In(Inz) ~ In(lnz) = Inzln(lnz) = zlhzln(lnz)®

8. f (a:) — (chx)shx — eshmln(Chx) = f/ (56) — (th hl( CI’LQ?)), esh:pln(chm) — (chx In cha + sha (Cc};;?/> .

' (z) = <chx In chz + 7(5322) gshzIn(chz)

Exercice 3.



I. f définie de [0,1] dans R, deux fois dérivable sur [0,1], et f(0) = f(3) = f(1) = 1.

Montrer en utilisant le théoréme de Rolle que f” s’annule au moins une fois sur I'intervalle
[0,1].

f deux fois dérivable sur [0,1] = f” existe [0,1] = f’ dérivable sur [0,1] = f’ continue
sur [0,1] = f est dérivable sur [0,1] = f continue sur [0, 1].

Appliquons le théoréme de Rolle pour la fonction f sur [O, %] et sur [%, 1] .
)

f continue sur [O, %]

f dérivable sur [0,1[ ¢ = 3a €]0,3[/f (1) =0...(1)

F0)=7(3)

f continue sur [%, 1]

Rolle
f dérivable sur |3,1[ = 3er €]5,1[/f (c2) = 0...(2)

f(z) =1
Onac<ccar0<c < % < ¢o < 1. Appliquons le théoréme de Rolle pour la fonction
1! sur [eq,¢] .

/' continue sur [cq,cz] C [0, 1]
Rolle

f! dérivable sur |c1, o[ C [0, 1] = ez € Jer, ea[ /" (e3) = 0.
de (1) et (2),f"(c1) = f'(c2) =0

II. Montrons que Vz > 0, H% < arctanz < .

Posons f (t) = arctgt, appliquons le théoréme des accroissement finis (T.A.F.) sur [0, z] .

f continue sur [0, z]
T8 3 e10,2(/f () — £ (0) = (& - 0) ' (c).
[ dérivable sur 0, z|

c’est a dire

arctanx — arctan0 = «x
14 c2

arctanex = ——
14 c2
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On a
0 < c<z=0<l<a?=1<1+32<1+22
LI <l —2 <« T _pz>0
— X, T .
1+ 22 1+ c2 1422 " 1+4¢2 ’
d’on
X . X
1+x2<arctanx—m<x

b) In (100) = 4, 6052, Montrons qu’en écrivant: In (101) = 4,6151 on commet une erreur
inférieur a 1074,
Appliquons le théoréme des accroissement finis sur [100, 101] pour la fonction In x.

Inz continue sur [100,101] | ., .
AF 30 €1100,101[ /1In 101 — In 100 = (101 — 100) L.

In z dérivable sur ]100, 101]

donc

In101 —In100 = }
c

1

In101 = Inl100+ —

c

Ierreur commise est £ =1n 101 —4,6151 = In 100 + % —4,6151 =4,6052 —4,6151 + %
Etona100<c<101:>ﬁ<%<ﬁ.

Ce qui donne

E — 4.6052— 46151+
C

1
E 4,6052 — 4,6151 + —
< & ’ + 100

E < —0,0099 + 0,01

E < 0,0001 =10"%.

Exercice4. En utilisant la régle de I’Hopital, calculer les limites:

COS T 3 Cos T
. e —e g, —sinze -
L lim——— = lim————— = ( °®% —¢,cosx — 1 sont dérivables sur Dy.)
z—0cosx —1 2—0 —sinz
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1 2sinx
2 hmw E lim (cos z)?2 —cosw H lim (cosx)B +sinz — lim T 1—3.
" r50 x—sinz r—0 l—cosz z—0 sinx x*)[)(cos:r)3
. ™ T s
in{-x)—1 T _ ()34 —
. (2:”) wo Feo(Ge) g @ e(5e)
3. hm—2 = lim ——4 = lim 3 =7
z—1 (.’L' — 1) z—1 (z—1) z—1
. arcsinz g 1
4. lim ———— = lim Y= = 1.
x—0 X x—0
5. lim (th) —1 H lim 2chxshr 0
z—0 3x z—0 3

Exercice 5. En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre n, pour la fonction

e”, on obtient
2 " xn+1

xT
xT
—1 ST
T R e

e 0<h<1

rest de Cauchy

On a
n+1 2 n n+1 2 n
Le’@x > 0,V:L‘>0:>1+1’+£+...—|—$——|—x760>1_|_:U_‘_x7_|_ +
(n+1)! 2! n! " (n+1)! 2
2 n
= e* >1+x+§+ + Ve >0

En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin d’ordre 2, montrons que % <e< 3.

On a
22
—1+x+f+§69x0<0<1
Pour x = 1, on obtient
1 1
e = 141+ = +§e ,0< 6 < 1.
5 1,
e = §+6€
5 ¢ 5 e
Onal<f<l=l<e<e=3i<% P < €242 <2+€<§+6,d01’lc
——
=e
8 16
- = — .. (1
3= ¢ <& (1)
et
e e 5 5e D
— 4+ = —— <> =< == - =3...(2
e<gtgTe—5<y c <37¢<3 (2)
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De (1) et (2)

8
—<e<3.
3 e
On a
2 n n+1
Tz x T T
TS+ T <<
e +1!+2!+ +n!+(n—|—1)!e’< <
Pour x = 1, on aura
1 1 1 0
=l+—-—+—-+.+—=+——€",0<0<1
e TR TR N Rl o §

TR AEE R —
° U2 T ) T )¢
et d’aprés la question précédente on a

1 < 1 < 1
(n+1)!  (n+1)! (n+1)

!e< 1)1 car e < 3

ce qui donne

! < 1+ ! + - + ...+ ! < 5
e— —+ =+ .+ = —_
(n+ 1) 1 2 n! (n+1)!

Exercice 6. Soit la fonction g (z) = €2* — 2.

1. Convexité de la fonction g.

g (z) = 2e2%,¢" (z) = 4e** > 0 = g est convexe sur R.

2. Equation de la tangente & la courbe de g au point d’abscisse 0.

(T):y =g (0) ( — 0) + g (0) = 20 — 1.

y = 2z — 1 est I’équation de la tangente a la courbe de g.

3. Déduire que Vx € R, % (ezm — 1) > x.

Puisque g est convexe sur R alors sa courbe représentative est au dessus de toutes ses

tangentes, alors g (z) > y.
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c’estadirerGR,62$—222x—1$62z—122m:>%(621—1).

Exercice supplementaire.

e’ —1, x <0

1. Dy =R.

2. Continuité sur R.

Pour z <0, f () = ¢ — 1 continue sur R en particulier sur |—oo, 0].

Pour z > 0, f (¥) = arctan ;7 continue sur |0, +00[ car quotient et composition de
fonctions continues sur |0, +oo].

Pour z =0, f (0) = arctan 0 = 0.

limf () = lime®” — 1 =0 = f(0) = f continue & gauche de 0.
< <

z—0 z—0

lim f (z) = lim arctan {7 = 0 = f (0) = f continue & droite de 0.
> >

z—0 z—0

d’ott f continue en 0, par suit f continue sur R.
3. Dérivabilité sur R.
Pour z <0, f (z) = €” — 1 dérivable sur R en particulier sur |—o0,0].

Pour z > 0, f (z) = arctan 7 dérivable sur ]0,4oo[ car quotient et composition de

+

fonctions dérivables sur |0, +oo].

Pour z =0, f (0) = arctan 0 = 0.

liinmx%g(o) = hm = 1= f dérivable a gauche de 0 et f; (0) = 1.
z—0 m—>0
(1I:t) —rw/
liin f(”x:(’;(o) =1 arcw;l te liin 1+(11Tz) = hmm 1 = f dérivable & droite
z—0 z—0 z—0 1’—>0

On a f; (0) = f;(0) =1 = f dérivable en 0 et on a f'(0) =1

par suit f dérivable sur R.
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4. f est dérivable sur R et on a

/ e, z <0 e, xz <0
fiz) = : =
() x>0 ety >0
1 (e)” - T2 te

II. Soit la fonction In (z + 1) définie sur 'intervalle [0, +oo].

1. Appliquer le théoréme des accroissements finies pour cette fonction sur [0, z] .

In (¢4 1) continue sur [0,+oc[ en particulier sur [0, x]
AP 30 €10, 2[/In (2 + 1)—

In(t+1) dérivable sur |0, z]
In(0+1) = (z —0) =5

donc

2. Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par

g(x):l_i_%—ln(l—i—:c).

D’aprés la premiere question In(z+1) = f7,0 <c <z alors 1 <c+1<z+1=

g <dg=h(+1)= 5 —In(z+1) <0,Yz > 0.

Pour z = 0,¢(0) = 0 alors Vz > 0,9 (z) < 0.



170

REFERENCES

[1] Allab K., Eléments d’Analyse. O.P.U., 1984.

[2] Azoulay E., Avignant J., Auliac G., Problémes corrigés de Mathématiques. DEUG
MIAS/SM, Ediscience Dunod, Paris 2002.

[3] Baba-Hamed C., Benhabib K. , Analyse 1- Rappel de cours et exercices avec
solutions. O.P.U., 1985.

[4] Chambadal L., Exercices et problémes résolus d’analyse : mathématiques spéciales.
Bordas, 1973.

[5] Calvo B., Doyen J., Boschet F., Cours d’Analyse. Paris, 1976.
[6] Monier J.M., Analyse PCSI-PTSI. Dunod, Paris, 2003.



