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Avant-propos

Les mathématiques occupent une place prépondérante en sciences
et 'enseignement doit en tenir compte. Dans les lycées, on regoit une
initiation dans la matiére, cependant c’est a l'université, plus pré-
cisément, dans le premier cycle de I’enseignement supérieur qu’est
faite une véritable étude des mathématiques. Cette étude est répar-
tie sur les deux années du tronc commun.

Le présent polycopié est un recueil d’exercices corrigés d’algebre
et d’analyse a 'usage des étudiants en Mathématiques et Physique.
Il s’adresse plus particuliérement aux étudiants de premiére année
LMD Sciences et techniques.

Les exercices ont été regroupés en chapitres dont le sujet est
indiqué en téte et ils sont, dans la mesure du possible, classés par
ordre de difficulté croissante. On a donné explicitement la solution
de tous les exercices proposés afin, en particulier, de faciliter le
travail de I’étudiant isolé qui utilise cet ouvrage.

Ces exercices étant suivis de leur correction, il peut vérifier le
bien fondé de son raisonnement et la justesse de ses calculs et de
ses résultats.

Enfin les corrigés détaillés aideront précieusement a comprendre
et & assimiler le cours que ce recueil ne prétend pas remplacer.

On espére que la pratique de ce document aidera les étudiants
a assimiler plus rapidement les notions et méthodes nouvelles in-
troduites au début des études supérieures en Analyse et Algébre.

Il est conseillé de s’exercer a résoudre par soi-méme les exer-
cices sans avoir une solution & coté . C’est grace a ce travail per-
sonnel indispensable que I'on peut aller loin dans la compréhension



et l'assimilation des notions mathématiques introduites. C’est la
seule méthode connue a ce jour pour progresser en mathématiques.
L’étudiant consciencieux travaillera la justification de chacune de
ses réponses.

Rappelons que trouver la bonne réponse ne suffit pas en science,
il faut aussi la justifier!
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Chapitre 1

Logique Mathématique

Exercices

Exercice 1. Ecrire les réponses aux questions suivantes, portant
sur des entiers naturels, sous forme de propositions mathéma-
tiques écrites avec des symboles V, A, V, =, <=> et les prouver.

1) Le produit de deux nombres pairs est-il pair ?

2) Le produit de deux nombres impairs est-il impair ?

3) Le produit d’un nombre pair et d’'un nombre impair est-il
pair ou impair ?

Exercice 2. Indiquer lesquelles des propositions suivantes sont
vraies et celles qui sont fausses (justifier votre réponse) :
HVeeR,yeR, z+y=0

2) yeR;VzeR;24+y=0

3)Vr € R;dy € R; y = 22

4)Vr e R;Jy € R; z = ¢?
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Exercice 3.
1) Montrer que : Va € N, (a®*pair) < (a pair).
2) Montrer que : v/2 n’est pas rationnel.

Exercice 4. Démontrer par réccurence que :

Vn e N-{0,1,2,3},n* < 2"

Solutions

Exercice 1.

1) ¥n € N,Vm € N, (n pair) A (m pair) = (n.m pair), pro-
position vraie.

En effet, on a
(n pair) <= (Fk1 € N, n = 2.ky),
(m pair) <= (Fky € N, m = 2.ky).
On obtient alors,

== 2(2k’1k2),
N——
K
=2.K,K eN,

d’ott n.m est pair.

2) ¥n € N,Vm € N, (n impair) A (m impair) = (n.m impair),
proposition vraie.
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En effet, on a
(n impair) <= (3k; € N, n =2k + 1),

(m impair) <= (ks € N, m = 2.ky + 1).

On obtient alors,

= dky.ko + 2(ky + ko) + 1
= 2(g.k1.k2 + ki + ko) + 1,

K
=2.K+1,K €N,

d’ott n.m est impair.

3) Vn € N,Vm € N, (n pair) A (m impair) = (n.m pair),
proposition vraie.

En effet, on a
(n pair) <= (Jk; € N, n =2.ky),

(m impair) <= (Fka € N, m =2.ky +1).

On obtient alors,

= 4]{71.]€2 + 2(k1,
= 2(2.k1.ks + ki),
N—_———

K
=2K+1,K €N,

Sinon directement,

n.m = 2.ki.m,

= 2(k1m),
——
K

=2.K, K eN,
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d’olt n.m est impair.
Exercice 2.
1) Ve e R,3y € R, x +y =0, proposition vraie.

En effet,
pour x € R quelconque, il suffit de prendre y = —x € R.
Onaalorsz+y=2—2=0.

2)JyeR, Ve eR, x+y=0:P.
Considérons la négation de P :

P:VyeR, Iz R, +y#0.

Pour y € R quelconque, on peut prendre x = —y + 2 € R.
Onaalors,z+y=—-y+2+y=2#0,

donc P est une proposition vraie, ce qui implique que P est
fausse.

3) Vr € R, Jy € R, y = x2, proposition vraie.
En effet, Pour z € R quelconque, z? € R car la multiplication
est une opération interne dans R. Il suffit alors de considérer
2
y = z°.

4)Vr € R, Jy € R, x = y?, proposition fausse.
En effet, il suffit de prendre le contre-exemple x = —3, dans ce
cas on ne peut trouver y € R, tel que —3 = 2.

Exercice 3.

1) Montrons : Va € R, (a* pair) <= (a pair).
Soit a € R quelconque.
(Necessité) On montre que : (a® pair) = (a pair).
Rappelons que,
(P = @) = (Q = P).
———

contraposée
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Il suffit alors de démontrer la contraposée :

2

(a impair) = (a” impair).

Cette implication est vraie, voir question2 dans I'exercicel et
prendre a = n = m impair.
D’ou I'implication (a? pair) = (a pair) est vraie.

(Suffisance) On montre que : (a pair) = (a? pair).

Cette implication est vraie, voir questionl dans I'exercicel et
prendre a = n = m pair.

Etant donné que les deux implications sont vraies, on déduit
alors que I’équivalence 'est aussi.

2) Montrons que v/2 n’est pas rationnel, i.e., v2 ¢ Q.
On va raisonner par Pabsurde; on suppose que : v/2 € Q.

Jp €N, Jq € N*, tels quev/2 = E, et p et ¢ premiers entre
q
eux.

2
Ve=Lt — 2=p—2,
q q

— p’ =24,

— p? pair,

<= p pair, (voir questionl),
<~ dkeN, p=2k.

On a aussi

PP =2.¢" <= 4.k*=27¢"
= ¢’ =2k
— ¢ pair,
<= ¢ pair, (voir questionl).

On obtient alors que p et ¢ sont pairs, ce qui est en contradiction

avec le fait que p et ¢ sont premiers entre eux.
Ainsi, v/2 € Q est fausse, il s’ensuit alors que /2 ¢ Q.
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Exercice 4. Montrons par récurrence que :
VneN-{0,1,2,3}, n* < 2"

e Pour n = 4, on an? = 16 et 2" = 16, alors n? < 2" est
vérifiée.

e On suppose pour tout entier naturel n > 4, n? < 27,

e On montre que : (n+ 1) < 2"+ 7
On a n? < 2" (hypothése de récurrence),

d’un autre coté, on a

n>4 = n>2,
— n? > 2.n,
— n?>2n+1,
— 2n+1 < n? < 2" (hypothése de récurrence),
— 2n+1<2"

o< 2 = n?+2n+1=(n+1)? <2.2" =27
2n+1 < 2% - '

Do, Vn € N—{0,1,2,3}, n* <2



Chapitre 2

Ensembles-Relations-
Applications

Exercices

Exercice 1. Soient A, B, C trois sous-ensembles quelconques
d’un ensemble E. Simplifier les ensembles suivants :

(ATB)n (CUA),(ANB) U (CNA)

ou A désigne le complémentaire de A dans E.

Exercice 2. Soient A, B deux sous-ensembles quelconques d’un
ensemble F. Montrer que :

1) (AC B) <= (AUB=E)
2) (AC B) <= (ANB=A) <= (AUB = B)

Exercice 3. Soit R la relation binaire définie dans R
par :

Ve e R,Vy R, (2Ry) <= (2 —y* =z —y).

10



CHAPITRE 2. ENSEMBLES-RELATIONS-APPLICATIONS 11

1) Montrer que R est une relation d’équivalence dans R.

2) Déterminer la classe d’équivalence de 0 et en déduire celle
de 1.

3) Déterminer la classe d’équivalence d'un élément quelconque
a € R.

Exercice 4. On définit dans R* la relation R par :
Y (z,y) € (R*)?, (zRy) < 2.y > 0
1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Quelles sont les classes d’équivalence de cette relation.
Exercice 5. On munit R? de la relation R définie par :

V(z,y) € RV (2,y) € R?, (z,y)R(2,y) <= (x —2' >0et y=1)
Montrer que R est une relation d’ordre. L’ordre est-il total ?
Exercice 6. Soit 'application f : R — R définie par

f(x) =2’
a) Déterminer :

f([_lal])v f([_1v2])7 fil ({1})’ fil <{_1})7

f704]), (=24, (2],

b) Est ce que f est injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 7. Les applications suivantes sont-elles injectives ?
surjectives 7 bijectives 7

f1: 7 — 7 fgIR—>R ngR—>R+
n+— 2n — —
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f42 N —N f51 7 — 7
n——n+1 n—n4+1

Exercice 8. Les applications suivantes sont-elles bijectives ?
(Donner l'application réciproque si elle existe) :

D JiR= {3} 2 R- {3}/ S0 - £

2) g:[l,+00[ —R / gla)=a+1

Solutions

Exercice 1. En utilisant les lois de Morgan pour les ensembles :
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ou bien,

Exercice 2. A et B deux sous-ensembles d’un ensemble F.
On montre

(AC B) «— (AUB = E)

(Nécessité) On montre : (A C B) = (ZLJ B =EF).
On suppose que A C B et on montre que AUB = FE7?

e On a:

{ACE — AUBCE (1)

BCFE

r€EE < x€(AUA),
<« (x€A)V(zecA),
— (r€ A)V(r € B),(ACB),
— € AUB,

d’ou -
EcAUB. (2)
De (1) et (2), on obtient E :_ZU B.
(Suffisance) On montre : (AU B = E) = (A C B).
On suppose que AU B = F et on montre que A C B?
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reAd = xe€FE (ACE),
<~ 1€ AUB,(AUB = E),
< (z€ A)V(z € B),
<= 1 € B,(z € A est fausse).

D'ott A C B. Ainsi, (AC B) < (AUB=E).

2) Montrons (A C B) < (ANB=A) < (AUB=DB).

a. Commengons par montrer : (A C B) < (AN B =A).
(Nécessité¢) On montre : (A C B) = (ANB=A).
On suppose que A C B, et on montre ANB = A7

Il est évident que

ANBC A (3)

reA = xe€B,(ACDB),

— (x € A) A (z € B),

— v € ANDB,
d’ou

AC ANB. (4)

De (3) et (4), on obtient AN B = A.
(Suffisance) On montre : (AN B =A) = (A C B).
On suppose que AN B = A, et on montre A C B?

r€A <<= € ANB,(ANB=A),
<— (z € A)N(x € B),
— 1 € B,
d'ou A C B.
On déduit alors que ((A C B) <= (AN B =A).
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b. On montre : (A C B) <= (AUB = B).
(Nécessité¢) On montre : (A C B) = (AU B = B).
On suppose que A C B, et on montre AUB = B?

Il est évident que

BC AUB. (5)

r€AUB <= (zr € A)V(z € B),
= (xe€ B)V(r € B),(ACB),
— x € B,

d’out

AUBC B. (6)

De (5) et (6), on obtient AU B = B.
(Suffisance) On montre : (AUB = B) = (A C B).
On suppose que AU B = B, et on montre A C B?
reA = r€ AUB,(AC AUB),
— 1€ B,(AUB = B),,
d’ou A C B.
On déduit alors que (A C B) <= (AU B = B). Ainsi, de

(a) et (b), on conclut

(ACB) <= (ANnB=B) <— (AUB=B,).

Exercice 3. Soit R la relation binaire définie dans R
par :

Ve e R,Vy R, (2Ry) <= (2 —y* =z —y).

R réflexive
1. R est une relation d’équivalence dans R si ¢ R symétrique
R transitive
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a. R est réflexive : Vo € R, 2Ruz.

soit x € R quelconque.
Onaaz?—22=0etx—2=0,alors 22 —2? =2 — z,
d’ott xRx. On déduit alors que R est réflexive dans R.

b. R est symétrique :
Ve e R,Vy € R, (#Ry) = (yRx)
Soient z € R,y € R tels que xRy. On montre yRax ?

Ry —= 22 —y* =z —vy,
= gy’ —a?
<— yRux,

= y — x, (par multiplication par (—1)),

d’ott R est symétrique dans R.

c. R est transitive :
Ve e R, Vy € R,Vz € R, [(zRy) A (yRz)] = (2Rz2).

Soient € R,y € R,z € R tels que (zRy) A (yRz). On
montre xRz 7

TRy 2 .2 .

A — { ’ _32 B I_Zy
— 1% — 2 = 2 — 2, (en faisant la somme),
— xRz,

d’otl ‘R est transitive.

De (a), (b) et (c), on déduit que R est une relation
d’équivalence dans R.

2. 0= {r € R, 2RO}
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RO <= 2° - 0> =2 —0,
— z.(r—1)=0,
— (z=0)A(x=1).

Ainsi, 0 = {0, 1}.
On a
1€0 < IR0 < 1=0=1{0, 1}.
3. Soit a € R, a={xr €R, xRa}.
tRa <= 2> —d’ =z —a,
& (@-a)rta) - (r—-a)=0,
— (r—a)(r+a—-1)=0,
T =a
<~ V
r=1-a

d'ou a={a, 1 —a}.
Exercice 4. La relation R est définie dans R* par :
Ve e R* ) Vy e R*, 2Ry < z.y > 0.

R réflexive
1. R est une relation d’équivalence dans R* si ¢ R symétrique
R transitive

a. R est réflexive :

Vr e R*, zRx.

Pour tout z € R*, on a z.x > 0, d’out zRx.

On déduit alors que R est réflexive dans R*.
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b. R est symétrique :
Ve € R*,Vy € R*, (zRy) = (yRx).
Soient x € R* )y € R* tels que xRy. On montre yRx 7

TRy <= x.y >0,
<= y.x > 0, (la multiplication est commutative),
— yRx,

d’ott R est symétrique dans R*.

c. R est transitive :
Vo € R* Yy € R*Vz € R", [(zRy)A\(yRzx)] = (zR=z).

Soient x € R*,y € R*, z € R* tels que (zRy) A (yR=z).
On montre 2Rz 7

TRy z.y >0
A <= A
YRz y.z >0

== z.y.y.z2 >0,
— 1.2>0,(y* >0)
— 2Rz,

d’ou R est transitive.

De (a), (b) et (c), on déduit que R est une relation
d’équivalence dans R*.

2. Soit a € R*, a = {zr € R*, zRa}.

TRa <= x.a >0,

<= x et a sont de méme signe,

4 Ri sia€ Ry
R* siaeR*
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Exercice 5. La relation R est définie dans R? par :

V(z,y) e R% V(2 o) € R?, (z,9)R(2",y) <= (z—2' > 0)A(y =¥).

R réflexive
1. R est une relation d’ordre dans R? si ¢ R antisymétrique
R transitive

a. R est réflexive :
V(z,y) € R?, (z,y)R(z,y).

Pour tout (z,y) ER* , onax —2>00ety=y
d'ot (x,y)R(x,y). On déduit alors que R est réflexive
dans R%.

b. R est antisymétrique :
(z,y)R(z",y/)

V(z,y) € R*V(2,y') € R, A = ((z,y) = (@".y)).
(@', ¥y )R(z,y)

Soient (x,y) € R?, (¢/,y') € R? tels que (z,y)R(z',y) et
(', ¥ )R(x,y)). On montre (z,y) = (2, ).

(z, y)R(z",y) (z—2"20)AN(y=1v),
A — A
(@', y")R(z,y) (@' =2 = 0) A (Y =y),
(x—2'">0)A (z—2a <0),
= A
(y=1v),

= (z—2"=0)A(y=1),
= (z,y) = («,y),

d’oit R est antisymétrique dans R2.
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c. R est transitive :
V(z,y) € REV(2',y) € R2V(z,y") € R,

(z, y)RW y')
(2, ’)

Soient (z,y) € 2,(I’,y’) € R? (2”,y") € R? tels que
(e, y)R(', y)A((@', YR, y/)). On montre (z, y)R(a", y")

= ((z,y)R(",y")).

(z,y)R(z",y) (z—2">0)AN(y=1v)
A — { A
(:LJ, y/)R($//’ y//) (‘,L./ _ ;LJ/ 2 O) /\ (y/ — y//)

= (r—2">20)A(y=19"),
ﬁ (:'U7 y)R<x,/7 y”)?
d’ou ‘R est transitive.

De (a), (b) et (c), on déduit que R est une relation
d’ordre dans R.

2. L’ordre est-il total ?
Pour que l'ordre soit total il faut et il suffit que :
V(z,y) € R V(2" y') € R, ((z,y)R(2",y)\V((z'. ¥ )R(z.)).

On raisonne par exhiber un contre-exemple :

Pour (z,) = (3,5) et («/,) = (2,7), on a
3 —22>0 (est vraie)
A — ((3—22>0) A (5b=T7))(est fausse),
5 =7 (est fausse)

— (3,5)R(2,7).

On a aussi
2 — 3> 0 (est fausse)
A = ((2—32>0) A (7=05))(est fausse),
7 =15 (est fausse)

— (2,7)R(3,5).
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D’ou
((3,5)R(2,7)) A ((2,T)R(3,5)).

Par conséquent 'ordre n’est pas total mais partiel.

Exercice 6. f : R — R/ f(z) = 2%

a)
LA(-1,1]) =7
On a
[-1,1] = [-1,00U[0,1] = f([-1,1]) = f([-1,0) U
f([0,1])

e On a pour z € [—1,0] :

re[-1,0] <= —-1<z<0,
— 0<z <1,
<~ f([-1,0]) =10,1].

e On a pour z € [0,1] :

re0,1] <= 0<z<1,
— 0<x <1,
<~ f([0,1]) =[0,1].

On obtient alors
Autre méthode directe : On a :

rel-1,1 = —-1<z<1,
— 0< |z| <1,
— 0< |z <1,
= 0<2?<1,

d’out

f([—l, 1]) = [07 1] .
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2. f([-1,2]) ="
On a
[-1.2] = [-1,1Ju1,2] = [f([-1.2]) = f(-1,1))u
()
e On a:
f(=1,1]) = [0, 1].
e On apour z € [1,2] :
re([l,2] <= 1<z<2,
— 1<2? <4,
— f([1,2])) = [1,4].

On obtient alors

f([_172]> = [07 1] U [174] = [074]'

3. f({1)) =7

On sait que :

{1 ={z €R, f(x)=1}.

flz)=1 <= 2* =1,
— (z=1)V(x=-1),
d’ou
{1 = {-1,1}.
1 f(=1p =

On sait que :

{1} ={r eR, f(x) =-1}.
On a:

flz) = -1 <= 2> =1,

or, cette derniére équation n’admet pas de solutions dans

R, par conséquent,

=1 =0.
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5. f7H([0.4]) =7
On sait que :

F7H(0,4]) = {z €R, f(z) €[0,4]}.

On obtient alors

6. f([=2,4]) =7
On sait que :

FH(=2.4) = f7H([=2,0D U F7H([0,4]).
e On sait que :
fH([=2,0) ={z € R, f(x) € [-2,0[}.
On a:
f(z) €[-2,0] &= —2<2°<0.

Or, cette derniére inégalité n’admet pas de solutions
dans R, par suite,

f7H([=2,00) = 0.
o f7H[0,1]) ={z e R, f(z) € [0,4]}.
On a :
f(z)€0,4 < 0<2? <4,
— 0< |z <2,
— 2<zr<2,
d’ou

fﬁl([074]) = [_272] .
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Ainsi, on obtient :
fH(=2.4) =00 [-2,2]=[-2,2].

7. f(=2,1]) =7
On sait que :

f_l([_2’ 1]) = f_l([_27 OD U f_l([oa 1])

e On a d’apres la question précédente :

SN ([=2,0) = 0.
o [71([0,1]) ={z €R, f(z) € [0,1]}.
On a :
f(x)€0,1] < 0<x* <1,
— 0< |z <1,
— —-1<z<1,
d’ou

Ainsi, on obtient :
2,1 =0u[-1,1] = [-1,1].
b)

e f est injective?
f est injective si et seulement si

Vl’l S R, VJIQ S R, (f(Il) = f(l’l)) —— (.Z‘l = .TQ).

On raisonne par donner un contre-exemple :
D’apres f~1({1}) = {—1,1} (voir (3)), on a

(f(=1) = F)A(=1#1),

donc f n’est pas injective.
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e f est surjective?

f est surjective si et seulement si
Vy e R, dz € R, y= f(x).

On raisonne par donner un contre-exemple :

D’aprés
F{~1}) = 0, (voir(4)),
on déduit que I'équation
—1=f(z)

n’admet pas de solutions dans R, donc f n’est pas sur-
jective.

e f est bijective ?
f est bijective si f est injective et surjective a la fois.
f n’est pas injective, alors f n’est pas bijective.

De méme, f n’est pas surjective, alors f n’est pas bijec-
tive.
Exercice 7.
1. L’application : f; : Z — 7Z définie par fi(n) = 2n.
e Soient ny € Z, ny € Z tels que f(ny) = f(ng).
f(’nq) = f(ng) <— 2ny = 2712,
<<= N1 = Noy,
donc f; est injective.
e on raisonne par donner un contre-exemple :
3
Pour y = 3, on trouve 3 = 2n <= n = 3 ¢ 7, dou, 3

n’a pas d’antécédent dans Z par f.

Alors, fi n’est pas surjective, et par conséquent f; n’est
pas bijective.
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2. L’application : fy : R — R définie par fo(z) = 2.

e On raisonne par donner un contre-exemple :

Pour 1y =2 et 2o = -2, 0n a

(fo(@1) = fal@z) = 4) A (21 # 22),
donc f, n’est pas injective.
e on raisonne par donner un contre-exemple :
Pour y = —3, I’équation

—3 =2z,

n’admet pas de solutions dans R, d’ol1, —3 n’a pas d’an-
técédent dans R par f.

Alors, fy; n’est pas surjective, et par conséquent f; n’est
pas bijective.

3. L’application : f3 : R — R* définie par f3(z) = z°.

e On raisonne par donner un contre-exemple :

Pour 1 =3 et x5 = —3, on a

(f3(z1) = fs(w2) = 9) A (21 # 32),

donc f3 n’est pas injective.

e l'application f3 est surjective si et seulement si :

Vy e RT3z € R, y = 2°.
Soit y € R*.
y=1° < |z|=/y,
— ==y eR,

alors, f3 est surjective.
Comme f3 n’est pas injective, on déduit que f3 n’est pas
bijective.

4. L’application : f; : N — N définie par fi(n) =n + 1.
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e Soient n; € N, ny € N tels que f(ny) = f(nsg).

f(nl) = f(n2) <~ n + 1= Ng + 1,
<~ N1 = No,

donc f4 est injective.

e on raisonne par donner un contre-exemple :
Pour y = 0, on trouve 0 =n+1 <= n = -1 ¢ N,
d’otu, 0 n’a pas d’antécédent dans N par f;.

Alors, fy n’est pas surjective, et par conséquent f; n’est
pas bijective.

5. L’application : f5 : Z — Z définie par f5(n) =n + 1.
e Soient ny € Z, ny € Z tels que f(ny) = f(na).

f(nl) = f(nz) = ni+1=ny+ 1,
<~ N1 = Nag,

donc f5 est injective.

e Soit y € Z. On a
y=n+1 << n=y—-1¢€7Z,

car ’addition est une opération interne dans Z.

Alors, f5 est surjective. Comme f5 est injective et sur-
jective, par conséquent f5 est bijective.

Exercice 8.
. .. 3 1 .
1. On considére 'application f : R — {5} — R— {5} définie

r+1

e f est injective?
3
Soient x1, 72 € R — {5}, tels que f(x1) = f(x2). Est ce

que 1 = Ty ?
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T+ 1 Tog+ 1
— P —
1) = f(z2) 201 — 3 219 — 3’

< (r1+1)(2x9 — 3) = (22 + 1)(227 — 3),

< 2xrry — 311 + 20943 = 22577 — 310 + 2713,
< —511 = —Hx9,

= T1 = T,

d’ou f est injective.

e f est surjective?
1 3
Soit y € R — {5} Essayons de trouver x € R — {5}

tel que y = f(x)?

r+1
y=1[f) = y=5—3
— y(2x —3) = (z +1),
Impliesz(2y — 1) = 3y + 1,

3y +1 1

v 2

d’ou z € R, alors x est bien défini.

3
Est ce que x # 5?
3
On raisonne par I'absurde : On suppose que x = 3

3 3y+1 3

< =
2 2y—1 2

— 6y +2=06y—3,
<= 2 = —3(absurde)

o , 3 v
d’ou z = 5 est fausse, par conséquent x # 2 est vraile.

On déduit que f est surjective.

Conclusion : Comme f est injective et surjective, alors
f est bijective.
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e Application réciproque?
L’application

z+1
l‘_
2 — 3

est bijective, elle admet alors une application réciproque
f~! définie par

el - 5l

3y+1
-1 _
ou encore :
1 3
1. R-<{= R—<¢=
o R-gf - R {3
3xr+1
-1 _
T = f (%)—23:_1

2. On considére lapplication g : [1,+00[ — R définie par

g(x) :m~|—5.

e ¢ est injective?

Soient x1,z5 € [1, 400, tels que g(z1) = g(z2). Est ce
que r1 = 257



CHAPITRE 2. ENSEMBLES-RELATIONS-APPLICATIONS 30

1
g(x1) =g(12) <= 1+ — =29+ —,
x 2
1 1
— 11— T+ ——— =0,
X T2
To — X
<< 11— 22+ & 1—0,
1T
— 11— ——)=0
T — X — =0,
1 2 1T
Tr1 = T9
< V
fL’lfL‘QZ]_
1 = T2
- V

1 = 29 = 1(car x1,x9 € [1, +00])

— Tr1 = To

d’ou g est injective.

e ¢ est surjective?
Soit y € R. Essayons de trouver x € [1,+o0o[ tel que

y=g(x)?

1
y=g(r) < y:x—i—g,

— yr =2 +1,
= 2’ —yr+1=0. (E)

On résout 'équation 2% —yz+1 = 0 dans [1, +o00[. On a

A=(—y)P—d4=y*—4

Le signe de A est donné par le tableau suivant :

X

signe de A + 0 — 0 +
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Pour tout y € |-2,2[, A < 0, alors I’équation (E) n’ad-
met pas de solutions, par suite y n’admet pas un anté-
cédent par g.

On déduit que g n’est pas surjective, par conséquent g
n’est pas bijective, et donc g n’admet pas une application
réciproque.



Chapitre 3

Limites-Continuité-
Dérivabilité

Exercices

Exercice 1. Déterminer pour chaque fonction f ci-dessous le
domaine de définition :

1

1) f(z) =In(v1 - 2?), 2) f(x):m,

3) J@) = (=) 1) J (@) = v/cos(20),
1

5) f(x) = n(in(1 +2)),  6) f(x)z{ e =Y
1 , <0

7)f(x):{ zix x20 8)f(x):arctan(‘”_1)

2 rr v <—1 r+1

Exercice 2. Calculer les limites suivantes, en utilisant si né-
cessaire les fonctions équivalentes (pas de régle de I’'Hopital) :

2
- —1
1) lim s+ 5r — 10 2) lim v —+v1+2?

T—+00 2];2 -+ 10 T—+00

1
3) lim zln 4) lim x? cos(—)
T—+00 2 +1 z—0 x

32
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1 - 2
5) Jimsn(e)nta) ) Jim, o
In(1 + 22 In(1 + 2 2
7) limM 8) lim n(l+ 2z 427
, 1—x . 1 —tg(z)
lim —— 1 [
9) RO s D 0) Zmz sin(z) — cos(x)
4
11 Va? =2z + 1
11 limm 6 12) limSU—ZIZ'-i-
z—2 T — 2 z—1 r—1

33

Exercice 3. Etudier la continuité des fonctions suivantes sur

leurs domaines de définition et indiquer si elles peuvent étre
prolongées par continuité en certains points :

1) fi(z) = 1_2—(2)8(@ 2) fo(x) = 22 sin(%)
_ sin(7) _ sin(m)
3) f3(z) = r—1 4) fu(x) = z — 1]
(2% — 4z siz <0
V
5) fs(x) = ¢ sin(3x) si0<z<m
V
(| —1+cos(2r) siz>m
( sin(2z) _
) — 1 siz#0
6) fG('r) = \/ .
{ 2 siz =0

Exercice 4. Déterminer le réel a pour que la fonction f soit
continue sur son domaine de définition :

2
e’ —1
f(@) =< sin(222)
r—a+1

si —m<x<0

six >0
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Exercice 5.

1) Montrer que I’équation ze” = 1 admet au moins une solution
dans 0, 1[.

1
2) Montrer que I'équation 4z — 3z + 5= 0 admet exactement
trois solutions dans | — 1, 1].

3) Montrer que I'équation x3 + 3z + 1 = 0 admet au moins une
solution entre —1 et 0. La solution est-elle unique ?

Exercice 6. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes sur
le domaine de définition et déterminer leurs dérivées :

( 1 ) -1 )
zcos | — siz#£0 e2 six#0
Df(z)=4q 2) f(x)=¢ v
0 stz =0 0 sie =0
z+1 siz<-—1
3) fla) =19 Y

cos? (ﬂ> six>—1
\ 2

Exercice 7 :

a) En utilisant la régle de I’'Hopital, calculer les limites
suivantes :

5)
.« —xcos(x) 9
1) lim ————= =
) 250 x — sin(z) ™ V2
2
1

3 dm LSy gy (5—95)(55—4)

z—+o0 27 + sin(x) w4
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b) En utilisant le théoréme des accroissements finis (TAF),

Montrer que :

b—a b b—a

1) Pour 0 < a < b,
Q)VreR, e*>x+1
Exercice 8. Déterminer le domaine de définition des fonctions

suivantes, les limites aux bornes des intervalles et leurs fonctions
dérivées :

1) f(x) = arcsin (i i— 1) 2) f(z) = arccos(In(x))

3) f(z) = argsh (i) 4) f(z) = argch(2z + 1)

5) f(x) = argth(e”) 6) f(x) = argcoth(2z + 2)
Solutions

Exercice 1. On détermine le domaine de définition, Dy des
fonctions :

1. f(z) =In(V1—22).

Ona:
VvV1—22>0
$6Df<:>{ 1—1’220
— 1-22>0
T —00 —1 1 +00
signe de 1 — 22 - 0+ 0 —

Par suite Dy = |—1,1].
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2. f(x) = .
f@) =
On a:
z >0
r €Dy < A
2—x>0
x —00 0 2 +00
signe de x - 0 + +
signe de (2 — ) + + 0 —
Par suite Dy = [0, 2].
(o)
x 2 r~ in
3. = w = r+1/)
f) = () =
On a:
reD; — {
xr+1#0
— z(x+1)>0
T —00 -1 0 +o00o
signe de z(z + 1) + 0 -0 +

Par suite Dy = |—o00, —1[U |0, +-00].
4. f(x) = y/cos(2x).

On a:

r € Dy <= cos(2z) >0,

9 - T

<~ I€[7,§:|,
- T

<:>ZE€|:T,Z:|

36
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Comme la fonction x — cos est périodique, de période 2.7,
alors

—Tr T
Dy=J [kaw,zmm .
kEZ

5. f(xz) =In(In(1 4 x)).
On a:
1+2>0

€Dy < A
In(z+1) >0
z+1>0

< A
r+1>1

1+2>0
= A
x>0

x —00 —1 0 +00
signe de = + 1 — 0 + +
signe de x — - 0 +

Par suite Dy = |0, +o0].

11—z

1
y $20—>D1
1, r<0— Dy

D; = Dy UD,.

1
Pour =z > 0, 1 est défini si  # 1, donc,

Dy =[0,1[U]1, +o0].
Pour z < 0, f(z) =1 est défini, donc,
D2 = ]—O0,0[

Par suite,
Dy =]—00,1[U]1, +o0].
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L z>0— D1
— 2—x’ —
v f(x)_{x3+x, r<—1— Dy
On a,
Df == D1 U DQ.
Pour x > 0, est défini si x # 2, donc,

-z
Dy =10,2[U ]2, 400].
Pour z < —1, 23 + x est défini, donc,
Dy = |—o00, —1].
Par suite,

Dy =00, —1[U[0,2[U]2, +00].

+1
On a
r—1 S
re€ Dy < est définie
z+1
— v # —1
alors
Dy=R—{-1}.
Exercice 2. Calcul de limites
o =322 +5x—10 o =3z =3
1. lim = lim = —.
T—>+00 222 + 10 z—+oo 212 2
2. On a,
: . (x—= V14 2?)(x+ V14 2?)
lim z—+V14+22= Ilim
r—>—+00 T—>r+00 T + m
. i
= lim ——m——,
z—toog + /1 4 22
-1
= lim

38
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3. On a,
lim 2 ln —— lim oy —
m xln——== lim xln
T—>+00 \/m r—>r+00 x? + 1’
1
= lim —zln 5 ,
r— 400 X + 1
22
1
= lim —xln E
T—>+00 1 + _2
x
1
= lim ——mln(1+—2>,
r—>400 €T
1 1
~t° lim — —z.—,
T—>+00 2 2
. 11
= lim ——.—,
r—>400 2 X

L o lim 22 =0
4. lim x cos(x) =0 car { z—0

z—0 cos(1) est bornée
, sin(x)
=1
5. lim sin(x)In(z) = w.xln(m) =0car ¢ =—0
z—0 z—0 lim zIn(z) =0
z—0
6. On a,
1 — cos? 1-— 1
lim cos?(x) ~ lim (1 —cos(z))( —l—cos(x)),
A ) e 19(22)
2
(5)(1 + cos(z))
~0 lim ,
r—0 2;13
— i (x(1+ cos(x))’
x—0 4
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1 1 2 2
7. limM ~0— limx— = limx=0
x—0 €T x—0 z—0
In(1+2 2 2 2
g fim PAF20427) o0 22 o ho a0
z—0 X x—0 x x—0
9. On a,

-z lim (1—2)(V5—22+2)
M 2 AN A2V 1 2)
— lm (1—2x)(Vb—22+2)

x—1 1— 22 ’

& =2
10. On a,
_ sin(z)
lim 1 — tan(z) ~ lim ! cos(z)
xﬂﬁsm(x) — cos() T sin(x) — cos(x)’
4 4
cos(z) — sin(x)
— lim cos(x)
B $1_>E sin(z) — cos(z)’
4
L —(sin(e) — cos(a)
7 cos(z)(sin(z) — cos(z))’
4
. —1 .
B xh_r>nf cos(z)’ (carsin(z) = cos(z) # 0)
4

_ Va2
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11. On a,
4_1 2_4 2 4
lim 2 0 = lim (z )@+ ),
r—2 $—2 r—2 x—2
— lim (x—2)(x+2)(x2+4)’
r—2 ,]]—2
_ 1 2
= lim (z +2)(a + 4),
= 32.
12. On a,
2 _ —1)2
i VO 2x+1_h (x ),
z—1 x—1 z—1 x—1
|z — 1

x —00 1 +00
signe de © — 1 - 0 +
alors on obtient,
- —1
i Pt
> - > r—1
r—1 r—1
i P g 2D
< - < r—1
r—1 r—>1
Exercice 3.
1 — cos(x
L fi(z) = T()

e Domaine de définition :
Dy =]—00,0[U]0, +00].

e Continuité sur Dy, :

41
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La fonction f; est le rapport des fonctions
r — 1 —cos(x), x — 2

qui sont continues sur R, en particulier sur chacun des
intervalles de R*, par conséquent f; est continue sur Dy,

e Prolongement par continuité :

La fonction f; n’est pas définie en 0, on peut alors étudier
son prolongement par continuité en 0.

22
.1 —cos(zx .9 1
lim —() ~0 2 _ - < 0.

r—0 1‘2 r—0 IQ 2

On déduit alors que f; admet un prolongement par conti-
nuité en 0, noté par f; et défini par :

1 —
N (- C RS
filz) = 1 7

5, l’ZO

2. folz) = 2%sin (%)

e Domaine de définition :
Il est clair que :

Dy, = ]—00,0[U]0, +00[.

e Continuité sur Dy, :

La fonction f; est le produit et la composée des fonctions

) 1
r — 2%, r —>sin(z), * — —

x

qui sont continues sur chacun des intervalles de R*, par

conséquent fo est continue en tout point de Dy,.



CHAPITRE 3. LIMITES-CONTINUITE-DERIVABILITE 43
e Prolongement par continuité :

La fonction f, n’est pas définie en 0, on peut alors étudier
son prolongement par continuité en 0.

lim 22 = 0,
z—0

1
lim 2 sin <—2> =0 < oo car . 1
z—0 z sin | — est borné
x

On déduit alors que f; admet un prolongement par conti-
nuité en 0, noté par f, et défini par :

sin(mx)

3. fi(x) =

r—1
e Domaine de définition : Il est clair que :
Dy, =]—00,1[{U]1, 4+00].
e Continuité sur Dy, :
La fonction f3 est le rapport et la composée des fonctions
r— mr, v —sin(z), v — x —1

qui sont continues sur chacun des intervalles de R — {1},
par conséquent fs est continue en tout point de Dy,.

e Prolongement par continuité :

La fonction f3 n’est pas définie en 1, on peut alors étudier
son prolongement par continuité en 1.
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lim sin(mx) o

z—1 1 —1

Si on pose g(z) = sin(mzx), g(1) = sin(r) = 0, alors

i —g(1
r—1 1 — r—>1 xr — 1
or ¢'(x) = weos(mzx), donc ¢'(1) = wcos(mz) = —.
Ainsi
. sin(mx)
lim = —7 < 00.
r—1 1 —

On déduit alors que f3 admet un prolongement par conti-
nuité en 1, noté par f3 et défini par :

3 sin(mz) B
fy=q -1 TER
—, T =
4. fulz) = %

e Domaine de définition :
Il est clair que :

Dy, =]—00,1[U]1, +00f.
e Continuité sur Dy, :
La fonction f4 est le rapport et la composée des fonctions

r—7mx, r —sin(x), r — -1, * — ||

qui sont continues sur chacun des intervalles de R — {1},
par conséquent f; est continue en tout point de Dy,.

e Prolongement par continuité :

La fonction f; n’est pas définie en 1, on peut alors étudier
son prolongement par continuité en 1.
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lim sin(mx) o
r—1 p — 1
On a, lim —31n(7rx) = —m, lim —81n(7rx) =
> X — <, x—1
rz—1 rz—1
Ainsi

lim sin(mx) _3

r—1 ;E—l

On déduit alors que f; n’admet pas un prolongement par
continuité au point 1.

x® — 4z, xr <0
V

5. fs(z) = < sin(3z), O<z<m
V

—1+cos(2z), x>

e Domaine de définition :

Il est clair que

Va € ]—00,0], fs(x) = 2° — 4z est définie,
Vo €0, 7], f5(x) = sin(3x) est définie,
Vo € ]m, +oo[, fs(x) = —1 + cos(2x) est définie,

par suite,
Dy, =]—00,0]U]0, 7] U]m,+00[ =R

e Continuité sur Dy, :
Il est clair que

V$€]—OO70[, fS(m)
Vo € 10,7, fs(x) =sin(3z) est continue,
Vo € ]m, +oo[, fs(xr) =—14 cos(2z) est continue,

23 — 4x est continue,

alors, f5 est continue en tout point de R — {0, 7} .
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- On étudie la continuité en 0 :

On a f5(0) = 0% + 0 = 0.

lim f5(x) = lim sin(3z) =0 = f;(0) = f; est continue & droite de 0.

:ELO xi>0

lim f5(x) = lim 23—42 = 0 = f5(0) = f5 est continue & gauche de 0.
< <

z—0 r—0

On déduit que f5 est contionue en 0.
- On étudie la continuité en 7 :

On a f5(m) = sin(37) = 0.
liin f5(x) = liin —1+4+cos(2z) = 0 = fi(n) =

T—m z—0
f5 est continue a droite de 7.

lim f5(z) = lim sin(3z) =0 = f5(m) = f5 est continue & gauche de 7.
< <

r—0 z—0

On déduit que f5 est continue en 7.

Ainsi, la fonction f5 est continue en tout point de Dy, .

sin(2x) 1
‘ , r#0
2, z=0

e Domaine de définition :

Il est clair que
Dy,

6

=R

e Continuité sur Dy, :
esin(2x)
- Sur R*, fg(x) = ————— est le rapport, la composée
x

et la somme des fonctions

r — 2z,  — sin(z), r — ¥, T — z,x — —1
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qui sont continues sur R, en particulier sur R*, alors, fg
est continue en tout point de R*.

- On étudie la continuité en O :

esin(Z:E) -1

. e m e T 9
xlglOfG (.T) :clglO xT '

Pour calculer cette limite, on distingue deux méthodes :
Meéthode 1 :
Si on pose g(z) = e5"??) | ¢(0) = ™20 = 1, alors

sin(2z) __ 1 .
e o 9@) —g(0)
xlglo X - J:lgll x—0 -9 (0)7
or ¢'(z) = 2cos(2x)e™() donc ¢'(0) = 2.
Ainsi n(20)
. esin(2z) _ q
Meéthode 2 :
On a limO sin(2z) = 0, alors e5™%) —1 A0 sin(2z) ~° 2z,
T—>
d’ou
. . 2

On déduit que fg est continue en 0.

Ainsi, la fonction fs est continue en tout point de Dy,.

Exercice 4. On considére la fonction f définie par :

e —1
f(x) =19 sin(222)

r—a+1 , x>0

,—r <z <0
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e Domaine de définition :
Il est clair que

2

-1
;1(72) est définie car sin(22?) # 0,

Vo € [0,00[, f(z) =z —a+ 1 est définie car c’est un polyndme,

Vo e ]-m0[, f(x) =

par suite,
Dy = -7, +o0].
e Continuité sur Dy
z?
- Sur |-, 0], = ———— estl t, 1 6
ur |—m,0[, f(x) Sin(222) est le rapport, la composée

est la somme des fonctions
v — 2%, v — sin(z), v — €, x — 21, x — —1

qui sont continues sur R, en particulier sur |-, 0, alors f est
continue en tout point de |-, 0[.

- Sur |0, 4+00[, f(z) =2 —a+1 est continue sur R, en parti-
culier sur |0, +00[ car ¢’est un polynoéme, alors f est continue
en tout point de |0, +o0.

- On étudie la continuité en O :

lim f(z) =7

z—0

Ona: f(0) = —a+1,

e — 1 x?
lim f(z) = lim ———— ~° lim — = -,
< f@) < sin(2x2) < 222 2
z—0 z—0 z—0
et,

lim f(z) = limzx —a+1=—a+1.

z—0 r—0
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Pour que f soit continue au point 0, il faut et il suffit que
1

lim f(z) = lim f(z) = f(0), donc —a+ 1 = =, ce qui donne

xiﬂ] a:i>0 2

a=—.

2

1
Ainsi, f est continue sur Dy si et seulement si a = 7

Exercice 5.

1. 'équation ze® =1 <= ze* —1=0.

On considére la fonction f(x) = xe® —1 définie sur l'intervalle

0, 1].

La fonction f est continue sur [0, 1] car c’est la somme et le
produit des fonctions x — x,x — e et + — —1 qui sont
continues sur [0, 1].

De plus, on a f(0) = =1 < 0 et f(1) =e—1 > 0, donc
par le théoréme des valeurs intermédiaires il existe au moins
c € ]0, 1] tel que f(c) = 0.

On déduit alors que I'équation xe® = 1 admet au moins une
solution ¢ € ]0,1].

. On considére la fonction f définie par f(z) = 42% — 3z + 3
sur [—1,1] .

La fonction f est continue sur [—1, 1] car c’est un polynéome.
-1 3
f(-=1) = -5 < Oet f(1) = 5> 0, alors par le théoréme des

des valeurs intermédiaires il existe au moins ¢ € |—1, 1] tel
que f(c) = 0.

Pour montrer 'existence de trois solutions exactement, on
étudie la monotonie de f sur [—1,1].

Vo e [-1,1], f/(z) = 1222 — 3 = 3(2z — 1)(2z + 1).
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1 L ! +1
T _ _Z Z
2 2
signe de f’ + 0O — 0 +
3 3
2 2
variations de f a N a
1 1
2 2

e Sur [—1, —5], la fonction f est continue, strictement
croissante et f(—1).f (—5) < 0 alors il existe une valeur
1
unique ¢; € } -1, —3 { telle que f(c;) = 0.

1 1 ) . .
e Sur —31 75| la fonction f est continue, strictement

décroissante et f (—5) f (5) < 0 alors il existe une valeur

11
unique ¢y € } ~55 [ telle que f(c2) = 0.

1 . . oo
e Sur {5,1 , on suit le méme raisonnement, il existe une

1
valeur unique c3 € 1 2 1 [ telle que f(c3) = 0.

On déduit alors que l'équation f(z) = 0 admet exactement
trois solutions comprises entre —1 et 1.

3. On considére la fonction f définie par f(x) = 23 + 3z + 1 sur
[_17 0] :

e La fonction f est continue sur [—1,0] car ¢’est un poly-
nome.
f(0) =1>0et f(—1) = —3 < 0, alors par le théo-
réeme des des valeurs intermédiaires il existe au moins
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c € |—1,0][ tel que f(c) = 0.

e La solution ¢, est-elle unique?
on étudie la monotonie de f sur [—1,0].

Vo € [-1,0], f'(z) =32 +3 > 0.

x —1 0
signe de f’ +
1
variations de f ya
-3

La fonction f est strictement croissante sur [—1, 0] alors
il existe une valeur unique ¢ € |—1,0[ telle que f(c) = 0.

On déduit alors que léquation z® + 3z +1 = 0 admet une

solution unique comprise entre —1 et 0.

Exercice 6.

e Domaine de définition : Il est clair que
Dy =R.

e Dérivabilité sur R* :
1
Pour tout = # 0, f(z) = 2*cos (—); la fonction f
x

est le produit et la composée des fonctions élémentaires
suivantes :

9 1
r— x°, r— —, © —> cos(x),
T
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qui sont dérivables sur R*, alors f est dérivable sur R*.
En utilisant les regles de dérivation d’'un produit et d'une
composition de fonctions, on obtient que

f(x) =2z cos G) + sin (é) .

e Dérivabilité au point O :

2 1)
x<cos | —
limM: lim i: lim x cos (1) =0 < o0,

x+—0 rz—0 2+—0 x z—0 x
z — 0,
car )
cos [ — | est bornée,
x

donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Par conséquent, f est dérivable sur R et sa dérivée est donnée

par
1 1
21 cos (—)—l—sin (—), x#0
/ o T T
0, z=0
6;71, x#0
2. flz) =4V
0, z=0

e Domaine de définition : Il est clair que
D;=R.
e Dérivabilité sur R* :

Pour tout z # 0, f(z) = e+? ; la fonction f est la com-
posée des fonctions élémentaires suivantes :

L

2 1 T
r—r T, r— ——, T —> €,
Xz
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qui sont dérivables sur R*, alors f est dérivable sur R*.
En utilisant les régles de dérivation d’une composition
de fonctions, on obtient que

2 2
X

e Dérivabilité au point O :

— (0 2 ~1\ -
lim fl@) = J(0) = lim & = lim (—x) (—) :
z—0 x—0 2—0 z—0 2
—x — 0,
car lim _—216;71 = lim we® =0,avec u = =%,
z—07 U—>—00 z

donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Par conséquent, f est dérivable sur R et sa dérivée est donnée

par
2 -

—es, x#0

/ o i

fi(z) = v

r+1, r< -1

_J v
A cos? (7;_x> , x> —1

e Domaine de définition :
Pour z < —1, f(x) = x 4+ 1 est bien définie.
Pour z > —1, f(z) = cos? (%) est bien définie.
Alors,
Dy =]—00,~1]U]~1, +00] = R.
e Dérivabilité sur |—oo, —1] :

Pour x < —1, f est dérivable car f(x) = z + 1 est un
polynoéme et on a

f(x)=1.
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e Dérivabilité sur |—1, +oo] :
Pour z > —1, f(x) = cos? (77'2_:70) ; la fonction f est le

produit et la composée des fonctions élémentaires sui-

vantes ;
T
T— o, T cos(z),

qui sont dérivables sur R, en particulier sur |—1, +o0],
alors f est dérivable. En utilisant les régles de dériva-
tion d’un produit et d’une composition de fonctions, on
obtient que

) — 208 (5 (— TV sin (72) — () s
f(x)—2008(2)< 2)8111(2) < 2)sm(mc).
e Dérivabilité au point -1 :
Ona :
f(=1)==1+1=0.
i LW =SED o, 2L

z——1 x+1 z——17x + 1
< <

donc f est dérivable & gauche de —1 et f;(—1) = 1.

im L@ =SED o 5) <%> 9

z——1 rz+1 z——-1 x+1
> <
On pose u(w) = cos* (7)., u(~1) = cos® (=) =0,
alors,
cos? (WI>
2 —u(—1
m o2 gy w@ e gy
r—-1 x+4+1 z——1 r+1
< <
On a u’(m) = (_g> SiIl(?TJJ), alors ul(_l) =0,

d’ou
i @ = 1)

r——1 T + 1
>

=0,
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donc f est dérivable & droite de —1 et fj(—1) = 0.

Comme
fo(=1) # fa(=1),

On déduit que f n’est pas dérivable au point —1

Par conséquent, f est dérivable sur R — {—1} et sa dérivée
est donnée par

Exercice 7.

a) Calcul de limites par la régle de I’'Hopital :

1 Jim T2 0@) g (0
=0 x — sin(x) 0

Les fonctions * — = — x cos(x) et x — x —sin(z) sont
dérivables. On a
(x — xcos(m)/)/ — lim 1 — cos(z) + zsin(x) Pl (O)

0

li =
250 (x — sin(z)) 20 1 — cos(z)

Les fonctions * — 1 — cos(z) + xsin(z) et © — 1 —
cos(z) sont dérivables. On a

(1 — cos(z) + zsin(z))’ 2sin(z) + x cos(x)

lim = lim ,
20 (1 — cos(x)) 20 sin(z)
= }g% 2+ ﬁ cos(x), (car sin(x) # 0)
—9241=3,
puisque hmsm(:r) = 1 et limcos(x) = 1. Par consé-
z—0 €x x—0

quent, en appliquant la régle de 'Hopital deux fois, on
en déduit que
v —xzcos(z) . (z—wcos(z)) . (z—azcos(z))”
!/

lim —— —
R sin(x) 250 (x — sin(z)) 2—0 (z — sin(x))”
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56
. sin(2x — g) 0
2. lim —==F1I
r vz A0
vy cos(x) — >

2
Les fonctions z — sin(2z — g) et x — cos(x) — V2
sont dérivables. On a

2

Par conséquent, en appliquant la régle de I’Hopital une
fois, on en déduit que

/
sin(2x — g) (sin(Qx - g)) 4
—= = lim = ——.
_ \/§ z—0 \/5 ! \/§
a= cos(z) — B cos(x)
5 qim L Sn@)

£ osinla) oy
z—+oo 27 + sin(x)

o0

lim
T

Les fonctions © — x — sin(x) et * — 2z + sin(x) sont
dérivables. On a

(z — sin(z))” . 1 — cos(w) A
z—+o0 (22 + sin(x))’ T aSe02 +cos(z)

Les fonctions x — 1 — cos(x) et x — 2 4 cos(x) sont
dérivables. On a

(1 — cos(z)(x))’ ~ lim sin(x)
z—+o0 (2 + cos(z))’ z—+o0 — sin(z)

A car sin(x)peut étre nul,
donc la régle de I’'Hopital ne peut étre appliquée.
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On détermine cette limite autrement :

sin(x) sin(x)
x — sin(x) (1- 1
B s il wn@), e sm@
T—+00 LI Sintax T—r—+00 T—r—+00
22+ 22 24+
x x
sin(z)

=0.

puisque lim
T——+00 X
( 1 ) In(5 — )
4. lim (5—x) T=4) _lime v—4

z—4 z—4
. In(5b—ux) 0
O lim ———=F.I( = ).
na i 2 ()
Les fonctions © — In(5 — x) et * — = — 4 sont déri-
vables et

En appliquant la régle de I’'Hopital une fois, on en déduit
que

/
lim In(5 — x) _ lim (In(5 — xl)) _
z—4 x—4 z—4 (aj — 4)

Par conséquent,

-1

( 1 ) In(5 — )
lim (5—x) T=4) _lme v—-4 =

r—4 r—4

b) Applications du théoréme des accroissements finis :

1. On montre que :

b—a b b—a
Pour 0 < a < b, <Iln|—| < .
b a a

Soit f la fonction définie dans |0, 400 par f(x) = In(z).
Pour tous réels a et b tels que 0 < a < b, la fonction f est
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continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[; par le théoréme
des accroissements finis, on a

e Ja,b[, f(b) = fla) = f'(c)(b—a),

ce qui s’écrit
(b) b—a
In{-) = .
a c

Or
1 1 1
O<a<e<h < << -<~-
b ¢ a
b— b— b—
¢ < ¢ < a(carb—a>0)
b c a
b—a (b) b—a
— < In[-)<
b a a

2. On montre que : Ve € R, e* > x4+ 1.

Soit f la fonction définie dans R par f(z) = €*. On
distingue trois cas :

e Pour x > 0, la fonction f est continue sur [0, z] et
dérivable sur |0, z[; par le théoréme des accroisse-
ments finis, on a

Je ]0,z[, f(z) — f(0) = f'(c)(z —0),
ce qui s’écrit
e’ —1 = xe“.

Or

O<c<a = e <e<e”
= x < we® <ze® (car x > 0)
— r<e’" -1
— e">xr+1

e Pour < 0, la fonction f est continue sur [z,0] et
dérivable sur |z,0[; par le théoréme des accroisse-
ments finis, on a

e 2,00, £(0) = f(z) = f/(c)(0 — x),
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ce qui s’écrit
1 —e" = —xe.
Or
r<c<() = e <ef<e
— —re’ < —wxe® < —x (car —x > 0)
= 1l —-e"< —zx
== " >x+1

e Pour x = 0,0n ae’=12>0+ 1 donc l'iégalité est
vérifiée pour = 0.

Par conséquent, on obtient

VreR, e > x4+ 1.

Exercice 8.

1. f(z) = arcsin (x i 1)

r—1

e Domaine de définition :

On a
ety
r €Dy < T rx—1"
r—1#0
_1<x+1
A |
= g+l (3.1)
r—1 "
x#1
On a
1 1
T e T 50 e >0
z—1 r—1 r—1

L’ensemble des solutions est S} = ]—o0, 0] U |1, +o0|



CHAPITRE 3. LIMITES-CONTINUITE-DERIVABILITE 60

De méme 1 5
v <1 < <0
r—1 T —
L’ensemble des solutions est Sy = ]—o0, 1]
Ainsi

DfZSlﬂSQZ]—OO, O]

e Calcul de Limites

On sait que

Yy € [—g, g} , Ve € [-1,1], y = arcsin(z) <= z = sin(y)
.o +1
r+1 T lim =1
- lim arcsin ( ) = —car { r——oxr—1 T
e z—1 2 arcsin(1) = B

- f(0) = arcsin(—1) = —g car Sin(—g) =—1.

e Dérivée

On sait que : Pour tout € Dy tel que u(z) # %1
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alors, Vz € |—00,0[ ,

') = 2
1_ r+1
rz—1
-2
_ (w—1p
n —4x
(x—1)
2 y |z — 1]
C(r—1)27 2=z
-2 " —(x—1)
(x —1)2 2/ —x
1
(=1~
2. f(z) = arccos(In(x))
e Domaine de définition :
On a
—1<In(z) <1
re Dy — { >0
el<z<e
= { 250 (3.2)
Ainsi

1
Df = [2,61 .

e Calcul de Limites

On sait que

Yy € [0,7], Vo € [-1,1], y = arccos(x) <= x = cos(y)
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f(é) = arccos(ln(g)) = arccos(—1) = 7 car cos(m) = —1

f(e) = arccos(In(e)) = arccos(1) = 0 car cos(0) =1

e Dérivée
On sait que : Pour tout x € Dy tel que u(x) # £1

(arccos(u(z))) = —

1
alors, Vx E]—,e[ ,
e

3. f(z) = aresh (i)

e Domaine de définition :
On a
re€Dy <= v #0

Ainsi
Dy =R" =]—00,0[U]0, 400].
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e Calcul de Limites

On sait que
Yy € R, Vo € R, y = argsh(xz) <= x = sh(y)
| lim L =0
- lim argsh (—) —0car{ sbioor
g x argsh(0) =0
.1
1 lim — = —o0
- lim argsh (—) = —oocar{ z—0-X
z—0~ x lim argsh(z) = —oc0
T—>—00
.1
1 lim — = +o00
- lim argsh (—) = +oocar { =—0tT
o—s0t T lim argsh(z) = 400

—+00

1
: 1 lim — =0

- lim argsh| —) =0car ¢ z2—+oox
Frteo z argsh(0) = 0

e Dérivée
On sait que :

Vo € Dy, (argsh(u(z))) =

alors, Vo € R* |

4. f(x) =argch(2x + 1)
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e Domaine de définition :

On a
r€Df <= 20+1>1#0
<— >0
Ainsi
Df:[O,—i—oo[

e Calcul de Limites
On sait que

Ve >1,Yy >0, y = argch(z) <= x = ch(y)

- lim argch(2z+1) = +oo car

r—>—+00

{ lim 2xr+1=+
T—>+00

- f(0) = argch(1) = 0 car ch(0) =

e Dérivée
On sait que :

Vo € Dy, tel queu(z) # 1, (argch(u(z))) = %))2_1
alors, Vz € ]0, +o00[ ,
£(z) = (2x + 1)
2z +1)° -1
- 1
GET

5. f(x) = argth (e”)

e Domaine de définition :
On a

reDy <= —1<e’"<1

{—1<e””
< =
et <1
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On a
VeeR, —1<e”

L’ensemble des solutions est S; = R

et,

e <1 <= <0
L’ensemble des solutions est Sy = ]—o0, 0f
Ainsi

szslmSQZ]—OO, 0[

e Calcul de Limites

On sait que

Yy € R, Vo € |-1,1[, y = argth(z) <= z = th(y)

lim e* =0
- lim argth(e”) =0 car { z——
T argth(0) =0

lim e* =1~
- lim argth (e*) = 400 car ¢ “7.70°
z—0"

lim argth(z) = 400
r—1"

e Dérivée

On sait que : Pour tout x € Dy

(argth(u(e))) = s
alors, Va: € |—00,0[ |
P =
S

6. f(z) = argcoth (2z + 2)
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e Domaine de définition :

On a
re€Df <= 2r+2<-1)V(2x+2>1)

On a 5
20+ 2< -1 <— x<—§

3
L’ensemble des solutions est S; = } —00, —3 [

et,

1
20 +2>1 <— :v>—§

1
L’ensemble des solutions est Sy = 1 5 —i—oo{
Ainsi
3 1
Df :S]_USQ ::|—OO,——|:U:|—§, +OO|:
e Calcul de Limites

On sait que

Vy € R*, Vo € |—o0, —1[U]1, +0o0], y = argcoth(z) <= x = coth(y)

T——00

lim argcoth(z) =0~
T—>r—00
(

- lim argcoth (22 +2) =0~ car

Tr—r—00

{ lim 22 4+2=—0

Iim 2z+2= -1
3

- lim _argcoth (22 +2) = —ococar § #7775
e \ xlirglargcoth(a:) = —00
( lim 2+2=1

- lim . argeoth (2z + 2) = foocar § * 75

e lim argcoth(z) = +oo
z—>1

2 \



CHAPITRE 3. LIMITES-CONTINUITE-DERIVABILITE 67

Tr—>+00

lim argcoth(z) = 0%

—+00

- lim argcoth (2z +2) = 0T car

lim 2x+ 2= +00
Tr—>+00
e Dérivée
On sait que : Pour tout = € Dy

u'(x)

(argth(u(2))) = T— 0

3 1
alors, Vo E]—oo,——{ul—g, —i—oo{ ,

2
ety
I = =3y

2

—4x%2 —8x — 3



Chapitre 4

Lois de Composition Internes
Structure Algébriques

Exercices

Exercice 1. Les lois suivantes définies sur F sont-elles internes

sur F :

1) E=R; V(r,y) eR? zxy= /22—y
rz+1

2) E=R; Vzx e R, Vy € R, x*y:y3+1

1 1.,

3) E=R— 1 V(z,y) € (R— —1 )2, wxy = dry+a+y
1

Exercice 2. On définit sur R — {_Z} une loi de composition

* par

171\ 2
V(x,y)E(]R—{—Z—l}) ,rxy=4dry+r+vy
1 e
Montrer que (]R — {_4_1} , *) est un groupe abélien, i.e., com-

mutatif.
Exercice 3. On définit sur R une loi de composition * par

V(z,y) €R? zxy= /a3 +193

68
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Montrer que (R, %) est un groupe abélien, i.e., commutatif.
Exercice 4. On définit sur |—1, 1] une loi de composition * par

Ve e |-1,1[,Vy € |-1,1[, zxy =

1) Montrer que * est une loi interne sur |—1, 1].
2) Montrer que (]—1,1[, *) est un groupe abélien.
Exercice 5. On définit deux lois * et L sur R comme suit :

rxy = v+y—1
zly = z4+y—ay

pour tous réels z et y.
(R, *, 1) est-il un anneau commutatif ?
Exercice 6. Soit 'ensemble A défini par

A:{a+b\/§: a, bEZ}

Montrer que (A, +, X) est un anneau commutatif.

Solutions

Exercice 1.
On sait que : * est une loi interne dans F si et seulement si

Ve E,Vye E, xxy € E

1. On raisonne par exhiber un contre-exemple :
Pourx =2, y=4, xxy=2%4=+22-42=/-12 ¢ R,

donc * n’est pas une loi interne dans R.

2. On raisonne par production d'un contre-exemple :
Sionprendz =0, y=—1,onauraxz+1=0+1=1
ety +1=(-1+1=0,alorszxy=0x(-1) ¢ R,

donc * n’est pas une loi interne dans R.
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1 1 1
: )1 1 I
3. Soient x € R { 4},y€R { 4},x*yE]R { 4}.

e On sait que x xy € R puisque + et x sont des lois
internes dans R.

1
* —=7
T 1
On raisonne par ’absurde : On suppose que x *xy = T

1 1
x*y:—z — 4xy—|—:c+y:x*y:—1

= 16y +4r +4y = —1
— 16y +4r+4y+1=0
— 4dzx(dy+1)+4y+1=0
— (dor+1)dy+1)=0
dr+1=0
<~ V
dy+1=0
1
r = _4_1
= (V (impossible car z,y € R — {—1})
1
V=g
. 1 .
On déduit que z xy = ~1 ne peut pas étre vraie, par
conséquent x x y # T
1
Ainsi * est une loi interne dans R — {_Z}
17\ 2
Exercice 2. V(z,y) € (R— {_4_1}) Jrxy =4dxy +x+ .

1
On sait que (]R — {—Z} , *) est un groupe commutatif si

. 1 . .
x est interne dans R—< —— », commutative, associative, admet

W



CHAPITRE 4. STRUCTURE ALGEBRIQUES 71

1 1
un élément neutre dans R — {_4_1}’ et tout élément de R — {_Z_L}

admet un symétrique.

1
e x est interne dans R — {_Z} (voir Exo1,Q3).

e x est commutative si

V(z,y) € (R_{_i})Q, Ty =y

1
Soient z, y quelconques de R — {——}, on a

rxy=4zy+2x+vy
=4yx +y + = (+ et — sont commutatives dans R)
=yxT

1
alors * est commutative dans R — {_Z}

e x est associative si

W,y 2) € (R—{—%}Y, (25y)sz=a%(y2)

1
Soient z, y, z quelconques de R — {——}, on a

(xxy)xz={day+z+y)*=z
~—_——
=a*z
=4az+a+ 2z
= 16zyz + 4z +4dyz + 4oy +x+y+ 2

rx(yxz)=xx(dyz+y+2)
%b,_/
=xxb
=4zb+2x+D
= 16xyz +4daxy + 4z +x+4dyz+y + 2
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Il est clair que (z % y) * z = x * (y % z) puisque + et X sont

commutatives et associatives dans R. alors x est associative

1
dans R — { —=
als { 4}

1
e x admet un élément neutre dans R — {_Z} si

EIeER—{—i},‘v’xER—{—i},(m*e:x)/\(e*x:x)

Soient x quelconque de R — _Z_l} Comme * est commuta-

tive, on va résoudre une seule équation.

r*xe=x <= 4dret+xr+e==x
< e(dx+1)=0

1
— e—OER—{—Z} puisque 4x + 1 # 0

|
|

e

On déduit que 0 est I’élément neutre pour * dans R — {—

1
e Soit x € R— {_Z }, x admet un symétrique dans R — {—

e

par rapport a * si
/ 1 / /
dx ER—{—Z},(m*x =e)A (2 xxz=¢e).

Comme * est commutative, on va résoudre une seule équation.

rxx' =e < dox’ +x+2 =0
— 4z +1)=—z

— m':4 ileRpuisqueélqul;éO
x
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—T 1
Est —=7
st ce que _— 1 #* 1
On rai I’absurde : O 7 !
n raisonn r rde : On =——.
aisonne par ’absurde suppose que - 1 1
— 1
=—— ¢ —do=—-4xr—-1
dr+1 4 e
<= 0= —1 absurde
On déduit que 4;4_ 1= "1 ne peut étre vraie, donc 49[;_ 1 =+
1 1
—— est ie ainsi ' € R — < —= 5.
4 &5t vraie ainsi o { 4}
) ) 1 .
Par conséquent, tout réel x de R — —1 admet un syme-

- 1
tri = R—<{—=>5.
rique x 4x+16 { 4}

1
De ce qui précéde, on conclut que (]R — {_4_1} , *) est un

groupe commutatif (ou bien abélien).

Exercice 3.V (z,y) e Rz xy = /a3 + 33

e x est une loi interne dans R ?

Soient x et y deux réels quelconques. On sait que

Va € R, Va € R,

alors /x3 + y3 € R, ce qui est équivalent & x *y € R, par

conséquent x est une loi interne dans R.
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e x est commutative dans R 7

Soient = et y deux réels quelconques. On a

wry= /a3 +yP =P +ad=yxa,
alors * est commutative dans R.

e x est associative dans R?

Soient z, y et z trois réels quelconques. On a

Tk (y*2)=x*xy?+ 23

Il est clair que (z *y) * z = x * (y * 2), alors x est associative
dans R.

e x admet un élément neutre e dans R?
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Soient z quelconque de R. Comme * est commutative, on va
résoudre une seule équation.

rxe=x <= Vad+ed =z
= 1’ +e* =2’
— =0
— e=0€R

On déduit que 0 est 1’élément neutre pour * dans R.

e Tout élément de R admet un symétrique pour * 7

Soit x un réel quelconque. Comme * est commutative, on
se limite & résoudre z x 2’ = 0, ou 2’ est I'inconnu réel a
déterminer.

xxr =0 < Vad3+a28=0
— B +%=0
B B
- x/SZ(_x)?)
— ' =—x

On déduit que —z est le symétrique de x *.

Conclusion : (R, *) est un groupe commutatif.

Tty
14+ 2y

Exercice 4.Vx € |-1,1[, Vy € |-1,1], z*xy =

1. On montre que * est interne dans |—1,1[.

Soient = et y deux réels de |—1,1[. x xy € |-1,1]7
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On sait que

+
x*ye]—1,1[<:>—1<x <1 (E)
1+ay
Meéthode 1 :
On a
{xe]—l,l[ {\x|<1
yel-11] lyl <1
= |zy| <1
== —l<ay<l1
= O0<1l4+ay<?2

On obtient alors
Ve el-1,1], Vy € |-1,1[, 1 +zy > 0.
d’ott montrer (E) revient & montrer

—1l-zy<z+y<l+ oy,

qui est elle méme équivalente a

—l—zy<z+y (E1)
r+y<l+uay (E2)

e Pour vérifier (E1), on calcule la différence,
r+y+l+toy=a(l+y)+y+1=>01+y)(1+2)

or —1<zr<ldoncO<1l+4+x<2
de méme, O0<1+y<2

donc (1 + y)(1 + ) > 0, ce qui implique que (E1) est
vérifiée.
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e Pour vérifier (E2), on calcule la différence,
r+y—l-—zy=z(l-y)+y—1=(1-y)(z-1)
or -1<z<ldonc-2<z—-1<0

et —-1<y<ldoncO0<1l—y<2

d'ot (1 —y)(x — 1) < 0, ce qui implique que (E2) est
vérifiée.

On déduit que
Vo € }_171[7 vy < }—1,1[,$*y < ]_171[7

par suite * est une loi de composition interne dans |—1, 1].
Méthode 2 :

On considére la fonction f définie sur |—1, 1] par

flz) = 136—:_xyy

ou y € |—1,1[ est considéré comme un paramétre.

On fait I’étude des variations de la fonction f sur |—1,1].
Tty —1+y

S S = iy =, o = ey # L
1
lim f(z) = lim Y _ lim ﬂzlcary#—l.
z—>1 z—1 1+ Ty z—1 1+ Y
1 —y2
Ve el]-1,1], fl(z) = — > 0.
~L1L f@) = i
Tableau de variation de f :
x —1 1
signe de f’ +
1
variations de f N
—1
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On obtient Vo € |—1,1[, f(x) € |—1, 1], par conséquent

r+y

Ve e]-1,1[, Vy € ]-1,1], 1Ty

€]-1,1].

Ainsi * est une loi interne dans |—1, 1].

2. On montre que (]—1,1[, *) est un groupe abélien ?

e *x ¢st commutative ?

Soient x et y deux réels quelconques de |—1,1[.

On a
T +vy

1+ 2y
Y+

C 1l+yx
=y*x

Txy =

On déduit que * est commutative.

e x est associative?

Soient x, y et z trois réels quelconques de |—1,1].
On a

78
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r+y

14+ 2y
N——

a

(xxy)*xz= * 2

=axz
_a+z
S l+az
Tty 4
142y
rT+y
1+2y
r+y—+z+ayz
1+ 2y

z

142y +22+yz

1+ a2y
r+y+z+ayz

1+ ay+ 22z +yz

Y+ z

T (y*xz)=x%*

=xxb

r+b

1+ b

T+ y+z
149z

1+xy+z
149z

r+axyz+y+=z
149z

- 1+yz+ay+ a2

1+yz
rT+axyz+y+=z

1+yz+ay+ a2
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On remarque que
(xxy)xz=x%(y*2)

d’ou * est associative.

e x admet un élément neutre e € |—1,1[7

Soit z un réel quelconque de |—1,1[. Comme * est com-
mutative, on se contente de résoudre qu’une seule équa-
tion.

x4+ e
r*xe=r << =
1+ ze
— r4+e=zx+z
— e(l—2%)=0

< e=0¢€]-1,1] (car x # £1)

On déduit que 0 est ’élément neutre pour *.

e Tout élément de |—1, 1] admet un symétrique par rap-
port ax?
Soit x € |—1,1[, on cherche 2’ € |—1, 1] tel que

rxz =e.

On se limite a résoudre cette équation puisque * est com-

mutative.
, x+a
T*T =€ < =0
1+ z2
x4+ =0
<~ A\
1+ za’ # 0 (vérifiée, voir Q1)
d'on 2/ = —z € |—1,1] On déduit que —z est le symé-

trique de x pour .

On conclut que (]—1, 1[, %) est un groupe abélien.
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Exercice 5. Soient * et | deux lois définies sur R pour tous
réels x et y par

rxy=cv+y+1
rly=x4+y—uxy.

(R, *, 1) est un anneau commutatif si et seulement si :

( x et L sont des lois internes dans R,

(R, *) est un groupe abélien,
1 est commutative,

1 est associative,

[ L est distributive par rapport a *.

Il est clair que * et L sont des lois internes dans R (+ et x sont
internes dans R ).

On a aussi :

e x est commutative et associative (facile a faire).
e 1 est ’élément neutre pour *.

e Tout réel x admet un symétrique x'pour * : 2’ =2 — x.
d’ou (R, %) un groupe abélien.
e | est commutative et associative (facile a faire).

e | est distributive par rapport a * si

, vl (yxz) =(@Ly)x(zL2)
V(x,y,z)ER,{(y*Z‘gJ_x :(yj_i)*(zj_x)
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Soient z, y et z trois réels quelconques. Comme | est commu-
tative, on se contente de démontrer juste la premiere égalité.

rl(yxz)=axLl(y+2z—-1)

————
a
=z la
=x+a—zxa

=zrz+y+z—1l—ay—az2+2x
=2r+y+z—ay—xz—1

(xLly)x(zLlz)=@+y—ay)*(x+2z—22)
=rv+y—ary+r+z—xz—1
=2r+y+z—axy—xzz—1

On remarque que L (y*z) = (z L y)* (z L 2), alors L est
distributive par rapport a * .

Conclusion : (R, %, 1) est un anneau commutatif.
Exercice 6. On considére I’ensemble A défini par

A{a+b\/5, ac?Z, bez}.

1. On montre que (A, +) groupe abélien ?

e | est une loi interne dans A :
Soient x et y deux éléments de A. x +y € A?

Onaz=a; +bv5, y=as+by/5.

x+y:a1+a2+(bl+b2)\/5€Z
S—— N———
EZL €L
alors, + est une loi interne dans A.

e + est commutative dans A :
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Soient x et y deux éléments de A. On a
r+y=y+«x

puisque + est commutative dans R, en particulier dans
un sous-ensemble de R. On déduit que + est commuta-
tive dans A.

e | est associative dans A :

Comme + est associative dans R, et A est un sous en-
semble de R, alors + est associative dans A.

e |+ admet un élément neutre dans A :

comme 0 est I’élément neutre pour + dans R, alors 0 est
aussi I’élément neutre pour + dans A.

e Tout élement = € A admet un symétrique :

On sait que le symétrique de tout x € R par rapport a
+ est —x, en particulier pour tout z = a 4+ bv/5 € A,

son symétrique est 2’ = —(a + b\/g) = —a—bJ/5. 11
est évident que =’ € A puisque a € Z, b € Z donc
—a €Z,be.

On déduit que (A, +) est un groupe commutatif.

2. x est une loi interne dans A7
Soient = et y deux éléments de A. x x y € A?

Onaz=aj+ b5, y:ag—i—ng/g.

TXY = (a1+b1\/g)(a2+b2\/g) = Ellag + 5blb%—|—(b1a2 + albg)\/g c A

€Z E€Z

alors, + est une loi interne dans A.
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3. X est commutative et associative dans A car elle est est com-
mutative et associative

dans R, en particulier dans A qui est un sous-ensemble de R.

4. x est distributive par rapport a ’addition dans A car elle I'est
dans R, en particulier dans A qui est un sous-ensemble de R.

Conclusion : (A, 4+, X) est un anneau commutatif.



Chapitre 5

Espaces Vectoriels

Exercices

Dans toute la suite, les espaces vectoriels sont considérés sur le
corps K =R.

Exercice 1. Vérifier si les ensembles suivants sont des sous-

espaces vectoriels de R?

E={(z,y,2) eR® Jz+y+2=1}

F={(z,y,2) R’ [y > 0}

G={(1,y,2) eR® /ye R,z € R}

H={(r,y,2) eR® / 2? +¢y* + 22 < 1}

Exercice 2. On considére dans R3 le sous-ensemble H défini
par

H={(z,y,2) ER*/ 2+ y+z=0et z+2y =0}

1) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R3.
2) Donner une base de H. Quelle est la dimension de H ?
3) H est-il égal a R3? Justifier.

Exercice 3. 1) Dans 'espace vectoriel F, on consideére les
familles de vecteurs suivantes. Déterminer celles qui sont libres.
Justifier.

85
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Fi={(1,1,0):(1,0,0);(0,1,1)}, E = R?
Fy={(0,1,1,0);(1,1,1,0);(2,1,1,0)}, E = R*
Fy={(2,0,2):(1,1,4): (~1,3,2)}, E = R?

2) Montrer que la famille {(1,2);(2,1)} est une base de R? .

3) Montrer que la famille {(2,0,2);(1,1,4);(—1,3,2)} est une
base de R3.

Exercice 4. Soit I’ensemble
E={(z,y,2) e R*/2y — 2 =0}

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R?.
2) Déterminer une base de E. Quelle est sa dimension ?
3) E est-il égal a R3? justifier.

Solutions

Exercice 1.

Rappel de cours : (E, +,.) un espace vectoriel sur un corps
K. F' C E est un sous-espace vectoriel de E si :

F #10.
VXeF YWeFX+YeF.

e VX el VaeK, aX e F.

ou bien de maniére équivalente :
F 0.
VX eF VY e FVaekK, VgeK, aX +pY € F.
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L. E={(z,y,2) €R® x+y+2z=1}

On remarque que (0,0,0) ¢ E puisque 0+ 040 = 0 # 1,
alors E n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

2. F={(x,y,2) eR® /y > 0}

e (0,0,0) € F cary=02>0, alors F # ().
e Soient X € F, Y € F quelconques. X +Y € F7?

On a

X = (71,41, 21) avec y; > 0,

Y = (22,y2, 22) avec yo > 0,

alors

X+Y = (1422, Y142, 21+22) € F puisque y; +y2 > 0.
e Soient X € F, o € R quelconques. aX € F'?

On a

X = (z1,y1,21) avec y; > 0, alors aX = (axy, axsy, axs)
mais ay; n’est pas forcément positif.

Contre exemple : on prend X = (—1,2,3) et « = —4,
on obtient

aX = (4,-8,—12), or =8 # 0.

On déduit que F' n’est pas un sous-espace vectoriel de
R3.

Remarque : On peut directement donner un contre-
exemple.

3. G={(1,y,2) eR® /yeR, zeR}

On a (0,0,0) ¢ G puisque z = 0 # 1 alors G n’est pas un
sous-espace vectoriel de R3.

4. H={(z,y,2) eR® [ 2” +¢* +2° <1}

On raisonne par production d’'un contre-exemple :

11
Pour X = (=

2’1_1’0) € H et a=16,0on aaX = (8,4,0).
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Or, 82+ 42+ 02 & 1.

On déduit que H n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.
Exercice 2. On considére le sous-ensemble H de R? défini par
H={(z,y,2) ER*/ s+ y+z=0et z+2y =0}
1. On montre que H est un sous-espace vectoriel de R?.

e Ona (0,0,0) € H puisquex+y+2=04+0+0=0 et
x+2y=0+2.0=0, alors H # (.

e Soient X € H et Y € H quelconques. X +Y € H?

On sait que :

X = (x1,y1,21) tel que &1 + 1 + 21 = 0 et 21 + 2y; =0,
Y = (22,99, 22) tel que x5 + yo + 20 = 0 et xg + 2y, = 0.

alors,

X +Y = (21 + 22, Y1 +¥2, 21+ 22) = (a,,¢).

a b c

Comme

atbtc=z+22+y1+y2+ 21+ 22,
=21ty + 21+ T2+ X2+ Y2 + 22,
=0 =0
=0,
a+2b=x1 +x2 + Y1 + 2y1 + 290,
=1 + 2y + T2 + 2y,
=0 =0

alors, X +Y € H.
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e Soient X € H et a € R quelconques. a X € H?

On sait que
X =(x,y,2) telque x +y+2=0et x + 2y = 0.

On a
aX = (az, ay, az),
or,
ar+ay+az=alr+y+z2)=0,
ar + 2ay = a(x + 2y) = 0,
alors aX € H.

On déduit que H est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Donner une base de H. Quelle est la dimension de H 7

Rappel de cours : Une famille de vecteurs de H est une
base pour H si elle est libre et génératrice.

e On détermine une famille génératrice.

Soient X € H quelconque. alors
{ r+2y=0 — { T = —2y

alors, le vecteur X s’écrit

X =(-2y,y,v)
= y(_27 17 1)
——

=y.u
On déduit que {u} est une famille génératrice de H.

e {u} est une famille libre?
Comme u # Ogs, alors {u} est libre.

Par suite, {u} est une base de H.
Ainsi,
dimH =1
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3. H est-il égal a R®? Justifier.

On a
dim H =1 # 3 = dim R?,

alors,

H #R3.
Exercice 3.

1. On détermine les familles libres :
Rappel de cours : Une famille de vecteurs {v, v, v3}, d'un
espace vectoriel E sur un corps K, est libre si

V(Ofaﬁﬁ) €K370401+5U2+7U3=0E — n=03=v=0

e I/ ={(1,1,0);(1,0,0);(0,1,1)}, E = R3.
Soient v, 3, 7 des réels tels que

a(1,1,0) + 5(1,0,0) +~(0,1,1) = Ogs

Est cequea=5=v=07

a+p =0
a(1,1,0) + 5(1,0,0) + v(0,1,1) = Ops <~ a+y =
vy =0

g =0

— a =

v =0

d’olt Fj est une famille libre.

e F, =¢(0,1,1,0);(1,1,1,0);(2,1,1,0) p , E =R*.

Soient «, [, 7 des réels tels que au + fv + yw = Opa.
Est cequea=p8=~v=07

B+2y =0
at+B+y =0

<:>{/8 =2
a =7

au~+ v+ yw = Opa <= {
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Contre-exemple : Si on prend v =1 alors a = 1

et 0 = —2, qui ne sont pas tous nuls, et on vérifie facile-
ment que lu — 2v + 1w = Opa.
On déduit que la famille F; n’est pas libre mais liée.

o F3=2¢(2,0,2);(1,1,4); (=1,3,2) ¥ ; E =R
—_—— —— ——
Uy u2 us3

Soient o, o, as des réels tels que aqguy + asus + azuz =
Ors. Est ce que a; = as =a3 =07

20[1 + o — g3 =0
a1y + g + asuz = Ops < Qo + 3ag =0
2041 + 40&2 + 20./3 =0
a = 20[3
e ay = —3a3
—6CY3 =
oy = 0
— g =
a3 = 0

On déduit que la famille Fj est libre.
2. On montre que la famille {(1,2);(2,1)} est une base de R2.

e la famille {(1,2);(2,1)} est libre?

Soient a, o deux réels quelconques tels que

a1(1,2) + a(2,1) = (0,0).
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On doit montrer que a3 = ay =07

a; + 20y =0
Oél(].,2>+0é2(2,1):(0,0) g { 20141—|—Oéz -0
(0%} :—2()(2
N {—3a2 =0
— (03] =0
[6%) =0

dong, la famille {(1,2);(2,1)} est libre.

e Rappel de cours : Soient E un K espace vectoriel et B
une famille & n vecteurs de E. On a

{ dim(E) = n

: . = t b E.
B est libre (ou génératrice) BB est une base pour

Comme dim(R?) = 2 et la famille {(1,2);(2,1)} est libre
et contient exactement deux vecteurs, on déduit que c’est
une base pour R2.

3. On montre que la famille {(2,0,2);(1,1,4);(—1,3,2)} est une
base de R3.

Remarquons que la famille {(2,0,2);(1,1,4);(—1,3,2)} est
exactement la famille F3 de la question 1, qui est libre.
comme, elle contient 3 vecteurs et dim(R3) = 3, alors c’est
une base pour R?.

Exercice 4. Soit I’ensemble
E={(z,y,2) eR*/ 2y — 2 =0}
1. On montre que E est un sous-espace vectoriel de R3.

e Ona (0,0,0) e Ecar2y—2=20—0=0 alors £ # ()

e Soient X, Y deux vecteurs quelconques de E et soient
a, [ deux réels quelconques. a X + Y € E7?
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On sait que :
X = (z1,51,21) tel que 2y; — 2, =0,

Y = (72,92, 22) tel que 2ys — 25 = 0.
On a

aX + Y = | ary + Py, ayy + s, 0z + B2

a b c

et
2b—c=a2y; —z1) + F(2y2 — 22) =0
=0 =0
ainsi (a,b,c) € E, par suite aX + fY € E.

On déduit que F est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer une base de E. Quelle est sa dimension ?

e On détermine une famille génératrice de £ 7?7
Soit X € E alors X = (z,y,2) tel que 2y —z =0
donc

X = (l’, Y, 2y)
= (2,0,0) +(0,y,2y)
£(1,0,0) + y(0,1,2)
—— S——

u v

= xu + yv

Ainsi, {u, v} est une famille génératrice de F.

e Est ce que la famille {u,v} est libre?

Soient «, # deux réels tels que au+pv = Ops. a = § = 07
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a=0
au + fv = Ogs <= =0
28=0

alors la famille {u, v} est libre, par conséquent c’est une
base de F.

On déduit que dim(F) = 2.

3. E est-il égal a R3? justifier.

comme dim(E) = 2 # 3 = dim(R?), alors £ # R3.



Chapitre 6

Développements Limités

Exercices

Exercice 1. Déterminer le développement limité a ’ordre
donné au voisinage de 0 des fonctions suivantes :

Df(z) =In(1+z)+e"

2)f(z) =In(1 + z)e*

3)f(x) = cos(e”)

- z+1
o224+ 2

5)f() = (L+ VI T 0)}

4)f(x)

Exercice 2. Déterminer le développement limité a ’ordre n au

alordre 5 6)f(x) =2+ cosz

alordre 3 7)f(x) = eviteose

alordre 2 8)f(x) =

cos
alordre 2 9)f(x) = argshy/1 +x

alordre 3 10)f(x) = (1+ )+

voisinage de x( des fonctions suivantes :

95

B 1 + arctanzx

a lordre 2

a lordre 2

a lordre 4

a lordre 3

A lordre 4
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T
1)f(z) = cos(z) n=3 xp= 1

2)f(z) = In(x) n=2 xp=3

1 1
3)f(zr) =ezy/14+—- n=2 xy=400
x

Exercice 3. 1) Donner le développement limité au voisinage de
0, a l'ordre 5, de la fonction f définie par

arcsin x
Va7

2) En déduire le développement limité au voisinage de 0, a
I'ordre 6, de la fonction g définie par

fz) =

g(x) = (arcsinz)?.

Exercice 4. A l'aide des développements limités, trouver les
limites suivantes :

i — 1 1
1) lim S1In xr ‘ é?i:I'CCOS.T 2) lim ———
z—0 sin® x z—0 T sin- x
I . 2
3>zl£>n0 4qr — 9w 4 xim-I—oo (COS ;>
. 9 1
5) lim z—2*In(1+—
r—>+00 €T
Solutions

Exercice 1. On détermine les développements limités au voisi-
nage de 0 :

1. f(z) =1In(1+z)+e” a lordre 3.

On a ) s
ln(1+$):a:—%+%~l—o(a:3)
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et ) 5
x x
t=1+z+ 7+ —+o(z
€ 5 g tol)
d’ou en effectuant la somme de ces deux développements li-
mités
2 3 2 3
x x x x
f@)=2— %4+ % +o@”)+1+z+ =+ —+o(a?)

2 3
3

:14—23:—1—%—1—0(:53)

2 6

2. f(zx) =In(1l + z)e* a l'ordre 3

En effectuant le produit des développements limités des fonc-
tions In(1 + z) et e®

SL’2 1’3 332 x3
f@)=(@—%+%+o0(*) x 1+2+ =+ = +o0(z?)
2 3 2 6
2 3 3 3
:w—%+%+x2—%+—+0(3§3)
2 ad

3. f(z) = cos(e”)a l'ordre 2. Comme la fonction f est la compo-
sée des fonctions :

T

r—> €, T —> COST

et
lime* =1+#0.

z—0

On réécrit f(x) sous la forme suivante :
f(z) = cos(e® —1+1) = cos(e® —1) cos(1) —sin(e” — 1) sin(1).

On a les développements limités des fonctions cosx, sinz et
e au voisinage de 0 a l'ordre 2 :

2

6z:1+x+%+0(:v2),
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[E2

cos(z) =1— 5 + o(z?)

et
sin(z) = x + o(x?)

Par composition,
2

L7\2
(er?)
cos(e” —1)=1-— —5 + o(z?)
2
=1- % + o(x?)

d’ou
cos(e”) = cos 1(1 — %) —sin1(z + %) + o(x?)

cosl+sinl ,

=cosl—zxsinl — — 3¢ + o(z?)
r+1 <
4. f(x) = m a lordre 2
On procéde par division euclidienne suivant les puissances
croissantes :
1 4z 2 4z +a?
1 1
-1 == 2 - - T2
21: T 5 + 415 8x
—x —=x?
1 1 1
. 12 _ 1.3
T~ 1%
3 5 L 3
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Ainsi, on obtient

1 1 3
flx) = 3 + Ykl §x2 + o(x?)

5. f(x)=(1++vI+z)z alordre 3
Le développement limité de la fonction (1 + x)* au voisinage

de 0 & l'ordre 3 est donné par :

—1 —1)(a—2
(14+2)*=14+ar+ 04(042' )xQ + ala 3)'(04 ):173 + o(z?)

1
Pour a = 2 on obtient

2 3

T Z i
Vifo=14+5--"+= 3
to=1+3 =5+ 5+l

par suite, au voisinage de 0,

xr :L‘2 I'B 3 %
f(x)—<1+1+§—§+1—6+0(a: ))

2 3

r 2 :
— (ot _ X T 3
(+2 8+16+0(:v)>

xXr ZL‘2 1'3 %
:\/5(1+Z—E+3—2+0(I3))

Comme ) 5
r oz T

im £ -2 4T 3) =
fim 2 =16 T Hol) =0

alors par composition avec le développement limité au voisi-
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nage de 0 de v/1 + x, on obtient

f(:v)—\/§+\/—§<§—x—2+x—3)—\/§(f—x—2+

2 \4 16 32/ 8 \4 16
\/§ x x* 23 3 3
+1—6(Z—E @) +ole?)
_\/§+\/§ x_m2+x3 _\/§ xz_x3
- 2 \4 16 32 8 \16 32
V2 [ 2?
+1—(@>+0($3)

1 5 21
_ 211 T 22 /= 3 3
\/_{ +8x 195°% +1024:c}—|—0(x)

6. f(r)=+v2+cosx alordre 2

100

Le développement limité de la fonction cosz au voisinage de

0 & lordre 2 est

2

cost =1— 5 + o(x?),
alors
7 9
2—|—Cosa::3—7+o(x ).

Par suite, au voisinage de 0, la fonction f s’écrit

2

6

Az) = \/3 - %2 +o(a?) = V3 (1 — +o(a;2))é

or,
2
\/1+x:1+§—%+0(x2),

et comme )

. x 2y
ilg(l) E—f-o(m)—()
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alors par composition des développements limités, on obtient

1 [ —a2? 1/—22\"
=V3|l1l+=|— | —=(— 2
f(x) \/_< +2( 5 ) 8( 5 ) +o(:v)>
72
=V3(1-= +0(2?)
12
7. f(z) = ev?Tes® 3 Tordre 2
En utilisant le résultat de la question précédente, la fonction
f s’écrit au voisinage de 0 :
x2
fla) = /3 (Tarel),

)

On a aussi )

ex:1+x+%+o(x2),

et comme
3
lim — Exz +o(z*) =0

alors par la composition des développements limités, en rete-
nant que les puissances inférieures ou égales a 2 , on obtient

flz) =ev? (1 - gﬁ) + o(z?).

B 1+ arctanx

8. f(r)=———, alordre4
cos
On a
z3 A
arctans = x — 3 + o(z"),
et ) A
cosx = 1—x—+x——i—0(x4),

2 24
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ainsi, au voisinage de 0, la fonction f s’écrit

23
1+x— 5 + o(z*)

flz) = PR
— — + o +o(x?)

2 24

On procéde par division euclidienne suivant les puissances
croissantes, on obtient

2 g3 Byt

f(x )—1+x+7+€+z+ o(z").

9. f(z) = argshy/1+ 2, alordre 3
La fonction f est la composée des fonctions x — argshz et

r — Vo + 1 qui sont dérivables au voisinage de zéro, donc
elle est dérivable,

f,(x): ! ! 2
Ve +114+ 4z +1
1 1

:gmm
m/ﬁ /3

1 1 1
V2 \/x+1\/

1+—

14 =

N &

2\/_ (1+2)=2 (1+§)77

En utilisant le développement limité de la fonction
— (14+u)”
au voisinage de 0 a l'ordre 2 :
ala—1)
2

o 2%+ o(z),

(1+u)*=14ax+
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pour o = TR on a

1 3
(1 +x)_% =1- 3% + §x2 + o(z?),
T, 1 lx  3x?
1+ 9y 3= 22,28 2
(+2) 22+84+0($),
1 3
:1—1x+§x2+0(9g2)

En effectuant le produit de ces deux derniers développements
limités, on obtient

[SIE
N=

(14+2)"2(1+ g)* = <1 _ L + 32 + o(:c2)) (1 _ L + 3 + 0(x2)> ,

2 8 4 32
3 19
— 1__ —v .2 2
i 357 + o(x),
ainsi,
1 3 19

f'(x)

x2+oa:2.
=2+ o(a?)

0 sva v

Par intégration, on obtient le développement limité de f a
I’ordre 3 :

N 1 3 x2+ 19 x3+(3)
Xr — —_— — o\xr ).
2v/2 8v/2 2  64v/2 3

En utilisant la formule logarithmique

f(z) = £(0)

argshr = In(z + V1 4 22)

on obtient

£(0) = argsh(1) = In(1 + v/2).

d’oul

Vi 32

fl@) =1+ V2) + = - 322x2+ 19v2

2 3 3
381 L o)
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10. f(z) = (1+)= alordre 4

On a 1 In(1+2)
fl2) = (L4a)t =5
Mais
1n(:1:+1):x__2+%3_%4+_5+0(x5)
donc
@:1—%+§—§+§+o(f‘)

Par suite, au voisinage de 0, la fonction f s’écrit

Si on pose u = —3 + % — % + % + o(x?) alors f(z) = e ev

En utilisant le développement limité
2 3

e’”:1+x+x—+—+—+0(x4)
2 6 24

sachant que
x x> 2 a2t
lim -S4+ -+ 40" =0
=0 2 * 3 4 * 5 o)
la composition nous donne

2 3 4
f(x)—e(1+u+%+%+§—4+0(u4)).

D’autre part
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2 3 4 4
2 _ ¥ T 1
Ut = 3~|—9+4~|—0(a:)
2 23 132t A
=7 3 T3 o)
3 4
u3——%+%+0(x4)

Par substitution et aprés quelques calculs, on obtient

1122 723 244724

24 16 - 5760

+o(zh)] .

flx)=¢e 1—§+

Exercice 2.

1. f(x) =cos(x) n=3 wozg

1*¢ méthode : On peut appliquer directement la formule de
T
Taylor au voisinage de 1 on obtient ainsi

f(z) = f(%)Jr(fC ; %)f’(£)+($_2—!%)2f”(%)+(zvz))#f///<%)+o [(x B Z)g]
On a
/()-%
f'e) = —sinz don f ()=~ Vg ;
Fi@) = —cosz don 7 (T) =2,
f"(z) =sinz don " (%) _ \/75

Par suite on trouve
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T
2¢ méthode : On pose u = = — 1 Quand z se trouve au

77
voisinage de —, u est au voisinage de 0 et on peut appliquer
les formules habituelles

f(x) = cosx = cos(u + %) = COSUCOS% — Sinusin -

4
d’ou
f( )zgcosu—\/—isinu
Cosu:1—;+0(u3); sinu:u—%3+o(u3)
donc
flz) = g (1 - ; +o(u3)) -5 (u— g +0(u3))
d’ou
VE VB VB my VB mys ry:
0= 2 e ) B o - D)

2. f(x)=In(x) n=2 x=3

1 méthode : On peut appliquer directement la formule de
Taylor au voisinage de 3; on obtient ainsi

@) = 18+ ) O iy 2 gy o (o — 9y
On a

£G) =3,

fla)=1 don f(3)=1:

flo) = - don 17(3)= 5

Par suite on trouve

f(a?):hl3—%($—3)—1—18($—3)2+0[(:E—3)2]
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2¢ méthode : On pose u = x — 3. Quand z se trouve au
voisinage de 3, u est au voisinage de 0 et on peut appliquer
les formules habituelles

f() =Inz =In(u+3) =In[3 <1+§)] —In3+1n (1+ )

3
mais
u>2 )
uy_u 3 u\?|  u
(e 5) =5 3o |(5)] =5 -5 et
donc ,
fl) =3+ 5 — = +o(v)
d’ou
f(x)=1n3+(x_3>—(x_3)2+0[(:1:—3)2}

1 1
3. f(x) =e= /1+—- n=2 xzy=+o00
x

1 ..
On pose u = —. Quand z se trouve au voisinage de +o0o, u est
x

au voisinage de 0 et on peut appliquer les formules habituelles

1 1
flx)=er /1+—=€"VI+u
T
mais

U2
e“:1+u+?+0(u2);

5 9] u2+0(u2)
= 1+1u—1u2+0(u2)
2 8

En effectuant le produit de ces deux développements limités

3 7
e \/1+u:1+§u+§u2+o(u2).
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Par suite 51 71 .
f(x):1+55+§ﬁ 0(;).
Exercice 3.
1. Développement limité de f(z) = ArcsnT, au voisinage de 0

V1—22

& Pordre 5 :

On commence par déterminer le Développement limité au voi-

1
sinage de zéro a 'ordre 5 de ———, On a
s V1—2?
1
— (1 — x2)7%

V1—a?
obtenue par la composition des fonctions

r— —2?, z— (14 2)*

or

(1—|—x)°‘:1+oms+L

1

Pour o = —3, on obtient

1 3
—1-= Zr? 2y
2£B—|—8£B + o(z7)

(ST

(14+2)”

Par composition, on trouve

1 1 3
=1+ =2 + =2 + o(z?).

/1 — 22 2 8
1
On sait que arcsinx est la primitive de ——,
q p -2
d’ou

3
arcsinz = arcsin 0 + = + 6373 + 4—0365 + o(z?),

comme arcsin 0 = 0, alors

1 3
arcsinz = x + 61'3 + 4—Ox5 + o(z”).
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Par suite,
i 1 3 1 3
f(z) = ar—g = (1 + 51’2 + §x4 + 0(m5)) (:L‘ + 61’3 + 4—0355 + o(z°

2
flx)=z+ §x3 + %xf’ + o(z?).

2. Développement limité de g(x) = (arcsin z)* au voisinage de 0
a l'ordre 6 :

Il suffit de constater que

, arcsin x
) =2—— = 2f(x),

(@) =200 = 21 ()

on a donc
4 16
g (z) =2z + gx?’ + 1—5965 + o(z?),

d’ou, par intégration
8

1
g(x) = g(0) + 2% + §$4 + Ex(j + o(x%)

or g(0) = 0, par suite

1 8
g(z) = (arcsinx)® = 2% + 53:4 + Exﬁ + o(z°)

Exercice 4. Calcul de limites & I’aide des développements limités :

. sinx — arccos x
1. lim — =7
z—0 sin” x

On sait qu’au voisinage de 0, on peut écrire
)

e
sinx =z — - + o(x?),
1
arcsinz = x + 6953 + o(z?),

sin®z = 2% + o(2?).
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On trouve alors

3

_QZ_ 3 o 1,..3 3
sinz — arccosz <x 6 +o(x )) (z+ t2° + o(z?))

sin® x 3 + o(x?) ’
3
x
%+ ofa?)
__ 3
3+ o(x3) ’
1
3
= —=+o(z).
3
On a donc _
. Sin & — arccos T 1
lim — = ——
£—0 sin® x 3
) 1 1
t—0 T sin® x
On a )
1 1 sin® x — 22
2 sin’x x2sin’ x

On sait qu’au voisinage de 0, on peut écrire

3 zt
sinx =z — 3 + o(z*), d'on sin’x = 2 — 3 + o(z*),

et
2

r?sin?x = 2! + o(z?).

On trouve alors

r2sin’ x* + o(x?) ’
x? A
3 + o(x*)
zt+ o(z*) 7
1 4
= —§ + O(]? )
On a donc
. 1 1 1
lim =
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5% — 3
. _o
3. xlino o _or
On a
5z _ 3% e:vln5 _ ezln3
Jr — 9z - erlnd _ ozln2
Comme
e’ =1+x+o(x),
donc
5 —3" (14+xInb5+o(x)) — (1+xln3 +o(x))
v —2¢  (1+xlnd+o(z)) — (1 +xIn2+ o())
_ (In5—-1In3)z +o(x)
~ (In4—1n2)z + o(z)
Inb5—1In3
= — 1).
In2 +oll)

On obtient donc

. 5 -3 Inb—1n3
lim =
r—0 4T — 2% In2

1
4. lim (cos—)*" =?

r—>—+00 T
86
1, z?In| cos| —
(cos —)* =e v

On a
T

1
Quand r — +o00, — — 0; en utilisant les développements

T
limités de x — cosz et x — In(1 + ) au voisinage de 0

1 1
cosx =1— §x2 +o(2?), n(1+2) =2 — 5&02 + o(2?)

on peut écrire
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et
In (cos <%)> =53 +o(—),
par suite
2% In (cos (1)) =——+o(1)
x
donc

1 1
lim 2%In (COS (—)) = ——.
r—>+00 x 2

On en déduit que

lim (cos—)* =e 2.
r—+00 T

r— 400 €T

1
5 lim x—2%In <1+—) =7

1
Quand r — +00, — — 0 et on peut écrire
x

In{1+ ! ! ! + ! + :
n |l =———4+-—=+0|—=

x x 22?2 3a8 x3
par suite

1 1 1 1
fw)=a—s (gt g ()

f(x):m—x+1——+o<l)

d’oul

On a alors

1 1
lim x—x21n(1+—>:—
r—>+00 xr 2
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Sujet 1

Exercice 1 :
a) A et B deux sous-ensembles d’'un méme ensemble
E.

Montrer que (ANB=AUB) = (A=DB)

b) R une relation binaire définie dans N* par

VaeN", YVbeN:aRb <« dpeN*, a=Db"

1)- Montrer que R est une relation d’ordre dans N*.
2)- L’ordre est-il total ou partiel.
3)- Determiner a € N* tel que : (2Ra) A (3Ra).

Exercice 2 :

Soient £ =1[0,1] , FF=[-1,1], G =10,2] trois intervalles
de R. Considérons ’application f de F dans G définie
par

flx)=2—=

et Papplication g de F' dans G définie par

g(x) = > +1.

1) Déterminer f({3}), f~' ({0}), g([-1.1]), 97" ((0,2]).

2) L’application [ est-elle bijective ? justifier.
L’application g est-elle bijective ?justifier.

Exercice 3 :
1) Donner I’énoncé du théoréme des valeurs intermé-
diaires.

2) Pour quelles valeurs réelles de «, I’équation

24+ Vr—a=0
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admet-elle une solution unique dans ’intervalle |0, 1]

3) Soit la fonction f définie par
1

f(z) = arcsin(2lnz) + —— .

2

- Déterminer le domaine de définition de f.

- Calculer la dérivée de f.

Exercice 4 :
On considére la fonction f définie de R dans R par

5L'2 1

= ex
T+ 2

/()

1)- Déterminer D; le domaine de définition de f.

2)- Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur Dy ,
donner sa dérivée.

3)- f est-elle prolongeable par continuité la ou elle n’est
pas définie.
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Solution

Exercice 1. a) Montrons que AUB=ANB — A=B7
On suppose que AU B = AN B vraie et on montre que A = B?
On sait que

(A=B) <= ((ACB)A(BCA)
e ACB?

r€A = x€ AUB puisque AC AUB
= v € AN B puisque AUB=ANB
= x € Bpuisque ANBCB

d’ou
ACB

e BCA?

r€B = € AUB puisque BC AUB
— rx € AN B puisque AUB=ANBRB
— x € Apuisque ANBCA

d’ou
BcCcA

On déduit donc que A = B.

b) Soit la relation R définie sur N* par :
Vae N, VbeN":aRb <= dpeN', a=>b"

1. R est une relation d’ordre si R est réflexive, antisymétrique
et transitive.
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e R est réflexive si : Va € N*, aRa.

Soit @ € N*, a =a', (p=1) alors aRa,

d’ou R est réflexive.
e R est antisymétrique si :

Va € N*, Vb € N*, [(aRb) A (bRa)] = (a =0b).

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que (aRb) A
(bRa). On montre que : a = b7

aRb dJpeN a=0b
A < A
bRa Jdg e N*, b=al

Par substitution, on obtient :

a=(a)!=d" < pg=1
<= p=gq=1 (car p et q sont des entiers naturels)

d’ott @ = b. On déduit que R est antisymétrique.
e R est transitive si :
Va € N*, Vb € N*, Ve € N* [(aRb) A (bBRc)] = (aRc).

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls tels que (aRb) A
(bRc). On montre que : aRe?

aRb dJpeN", a=0b
A <~ A
bRc Jge N, b=

Par substitution, on obtient :
a=(c?)=c=c"avec m =pq e N*

d’ott aRec. On déduit que R est transitive, et par suite R est
une relation d’ordre dans N*.
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2. R est une relation d’ordre total si :
Va € N*, Vb € N*, (aRb) V (bRa)

sinon
R est une relation d’ordre partiel si :

Va € N*, Vb € N*, (aRb) A (bRa)

Contre-exemple :
Poura=2, b=3,0na

In 2
2=3" <= In2=ph3 <= p:1n—3,€N*,
n
donc
2R 3.
De méme, on a
In3 .
3=27 «<—= In3=¢qn2 <= q:ﬁ,@’N,
n

alors
3R2.

Ou bien, on peut raisonner autrement :

Les équations 2 = 37 et 3 = 27 n’ont pas de solutions dans N*
puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, alors (2}(3) A (3}(2).

En conclusion, comme (2%3) A (3}(2), on déduit que R est une
relation d’ordre partiel dans N*.

3. Déterminer a € N*, tel que (2Ra) A (3Ra)?

2Ra dJpeN* 2=ad
VAN <~ N
3Ra dg e N*, 3=at
a divise 2
- N
a divise 3

—> a = 1 (puisque 2 et 3 sont premiers entre eux)
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On obtient alors
2=17=17=1=3 (ce qui est absurde).
D’ou
Aa € N*, tel que (2Ra) A (3Ra) .

Un autre raisonnement :

On suppose qu’il existe a € N*, tel que
(2Ra) A (3Ra),
ceci implique que
2R3,

du fait que R est transitive.
Or d’aprés la question précédente, on avait trouvé que 2R3,
alors

Aa e N* tel que (2Ra) A (3Ra).

Exercice 3. Soient les fonctions :

Fi0,1 = [0,2] g: 1,1 — [0,2]
r = fr)=2-=x = glae)=2*+1
() pensae ()
Ona: f %):2—%:26[0,2],
d’ou
() -12)
o [71({0}) ={z €[0.1], f (x) = 0}.
On a
fz)=0 & 2—2=0
— z=2¢[0,1]
d’out

fH{op =0.
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i g([_L 1]) = {g(iL‘) S [O? 2] T € [_17 1]}
1 Méthode :

Comme
[_]—a 1] = [_]—70] U [07 1] P
alors
On a
re[-1,0] <= -1<z<0
— 0<2’<1
— 1<z24+1<2
d’oul

g9([=1,0]) = [1,2].
De la méme fagon, on trouve
g([0,1]) = [1,2].
Par suite
Un autre raisonnement : Vu que la fonction g est

paire et les intervalles [—1,0] et [0, 1] sont symétriques
par rapport a 0, alors

g9([=1,1]) = ¢ ([0,1]) = g ([-1,0]) = [1,2].

2¢ Meéthode :
On a
re[-1,1] «<— —-1<z<l1

— |z| <1
— 0<2’<1
— 1<2?2+1<2
— 1<g(x) <2

d’ou

g ([_17 1]) = [17 2] .
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e 97 ([0,2)) = {z e [-11], g(x) € [0,2]}.

glx) €[0,2] <= 0< 2> +1<2
= -1<2*°<1
<= 0< 2% <1 (le carré d’un réel est toujours positif)
— 0<|z| <1
— —-1<z<1
d’ou

g~ ([0,2]) = [-1,1].
2. e f est bijective?
Ona0€0,2] et f~1({0}) =0, donc 0 n’a pas d’anté-
cédent par la fonction f dans [0, 1], on déduit alors que
f n’est pas surjective et par suite f n’est pas bijective.

e g est bijective?
On a g ([—-1,1]) =[1,2] # [0, 2], alors g n’est pas surjec-
tive et par suite g n’est pas bijective.

Ou bien :
On a g(—1) = g(1) = 2 et —1 # 1, alors g n’est pas
injective et par suite g n’est pas bijective.

Exercice 3.

1. THéoréme des valeurs intermédiaires :
Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Alors pour tout réel
¢ strictement compris entre f(a) et f(b), il existe au moins
xo € ]a,b] tel que f(xy) = c.

Sous forme de proposition mathématique :

Ve € ]f(a), f(b)[, 3xo € Ja,b[, f(xo) = c
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2. Pour que l'équation x? + /7 — a = 0 admette une solution
unique dans |0, 1[, il suffit que la fonction f: [0,1] — R défi-
nie par f(z) =2 + /x — a soit :

- continue sur [0, 1]

- f(0)f(1) <0

- f strictement monotone sur [0, 1].

e f(x) =12+ /T — a est la somme des fonctions
r + 22 — a(polynéme), x — /x

qui sont continues sur [0, 1], alors f est continue sur [0, 1].

e On a

{ FO)==a . 0)f(1) = —a2—a) = ala—2)

f)=2—-«
d’ou
T —00 0 2 +00
f(0)f(1) + 0 — 0 +
Ainsi
f0)f(1) <0 < a€]0,2[.
e On a

1
o) —
vV €]0,1], f(x)—2x+2\/§>0,

alors f est strictement croissante sur [0, 1], donc elle est
bijective de [0, 1] dans f ([0, 1]).

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires et puisque
f est bijective, on déduit que pour tout « € 0, 2[, 'équa-
tion #? + /x — a = 0 admet une solution unique dans
0,1[.

3. f(z) = arcsin(2Inz) +

2 —e
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e Domaine de définition Dy :

$2—e7é0 +— D, (1)

VAN
f(z) définie < { >0 =D @
A
2z e(-1,1] «Ds  (3)
On a
(1) &= 22 —e#0 <= z#+ /e,
d’ou
(2) <= >0, D, =]0, +oof.
(3) <= 2Inz € [-1,1]
— L <hr<s
——<lnz<-=
2 — -2
= e i <g<el
d’oul 1
D3: |:e_§7\/é:|'
Or
on obtient 1
D; = [e_i,\/g[
e Dérivée :
On a
1 1 |
v € Jerd VE[£0) = (aresnizina)y + ()
xTr“ —e
(2Inz) 2
1—(2Inz)2 (22 —e)?
) 2x

/1= Cha)? (@ —e)
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ZEQ 1

ez
T+ 2

Exercice 4. f(z) =

1. Domaine de définition :

r+2#0

f(z) définie <= A =

x#0

d’oul

x # =2
A

x#0

Dy =]—00,—2[U]=2,0[U]0, +o0]

2. La fonction f est le produit et la composée des fonctions

2

T 1
—, T —, T e
T+ 2 T

T

X —

2 +4r 1 2 1 1
cx — —ez
(x4 2)? r+2x

3. Prolongement par continuité :

e g = 0
x? 0
On a lim f(z)(F.I) puisque ¢ z+ 2 —
730 er — 400
On léve 'indétermination :
1
e
lim f(x) = lim = 400
xi>0f( ) x40x+2 1 2
T

puisque

124

qui sont continues et dérivables sur chacun des intervalles de
Dy, alors f est continue et dérivable en tout point de Dy.
Sa dérivée est

/ 22\ 1 z? 1\’
wemnsin= () ()
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1

e 1

el 5 — T00 (il suffit de prendre X = — — —i—oo)
x

\ <5)

On déduit que f n’est pas prolongeable par continuité

au point 0.
® XTg = —2
x? .
Ona lim f(x) =—oc0 puisque x4+ 2 o
z—5-2 er —e 2

alors f n’est pas prolongeable par continuité au point -2.
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Sujet 2

Exercice 1 :
n et o deux entiers naturels non nuls.
R une relation binaire définie dans Z par :

Vx €2, Vy €Z, xRy <= x"—y"=a(x—Yy)

1)- Montrer que R est une relation d’équivalence dans
Z.
2)- On pose n = a = 3,

determiner la classe d’équivalence de 2.

Exercice 2.
Soit la fonction f définie sur R par :

1
P 1 six <0
_ ) =z
flz) = cos si0<x<m

sine —1 siz>m
1) Déterminer le domaine de définition de la fonction

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
domaine de définition.
3) Donner la dérivée de f.
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Exercice 3.
a) Soit la fonction f définie par f(x) = arcsin(x)

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Calculer la dérivée de f.

b) Donner le développement limité a ’ordre 3 au voisi-
nage de 0 des fonctions suivantes :

u(z) = In(z + 2), v(z) ="

En déduire le développement a ’ordre 3 au voisinage
de 0 de la fonction

f(xz) = In(x + 2)e™ ™!
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Solution

Exercice 1. n et o deux entiers naturels non nuls. R une rela-
tion définie dans Z par :

Ve €Z, Vy € Z, 2Ry <— z" —y" = a(z —y).

1. R est une relation d’équivalence dans Z si ‘R est réflexive,
symétrique et transitive.

o R réflexive si: Ve € Z, xRx
Soit x € Z quelconque. On a

o=t =0 = 2" — 2" =a(r —x)
alr—z)=0 N
— 2Rz
d’ou R est réflexive.
e R symétrique si: Vo € Z, Vy € Z, xRy —> yRx
Soient x € Z, y € Z tels que xRy. On montre que yRx ?

TRy <= 2" —y" =a(r —y)
< y" — 2" = a(y — z) (il suffit de multiplier I’égalité par (—1))
— yRzx

d’ot R est symétrique.

e R transitive si :

V(x € Z,Vy € Z, Vz € Z, [(xRy) N (yRz)] = (zRz=)
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Soient x € Z, y € Z, z € 7 tels que (zRy) A (yRz). On
montre que Rz 7

rRy =yt = alr—y)
A o= A
yRz yr =" =a(y —2)

— 2" — 2" = a(x — z) (il suffit de sommer les équations )

<—— IRz
d’otl ‘R est transitive.

Ce qui permet de conclure que R est une relation d’équiva-
lence dans Z.

2. n = a = 3. On détermine la classe d’équivalence de 2.

On sait que
2={x€Z, xR2}.

On a

TR2 = 1° —2° =3(x —2)
= (v—-2)(z°+ 22 +4)=3(z—-2)
— (z-2)(z*+22+1)=0
— (r—-2)(z+1)*=0
= (z=2)V(z=—1)
Ainsi, ‘
2={-1, 2}

Exercice 2. Soit la fonction f définie sur R par

1
sixz <0
- Ccos & si0<z<nm

sinx — 1 six >

1. Domaine de définition Dy :
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La fonction z — 1 est définie sur R donc définie sur

2+
D1 = ]—OO, O] .
La fonction z + cosz est définie sur R donc définie sur

D2 :]O,’ﬂ'].

La fonction z — sinz — 1 est définie sur R donc définie sur

D3 = ]ﬂ', +OO[ .

Or
D; = DyUD,UD;

d’out
Dy=R

2. Continuité et Dérivabilité

1
e Sur |-00,0], la fonction f est définie par f(x) = — 1
x
donc elle est continue et dérivable en tant que fonction

rationnelle.

e Sur |0, 7[, la fonction f est définie par f(x) = cosz donc
elle est continue et dérivable.

e Sur |m, +ool, la fonction f est définie par f(x) =sinz—1
donc elle est continue et dérivable en tant que somme

des fonctions x + sinx et x — —1 qui sont continues et
dérivables.

e Continuité en 0

On a
1

0)=——=1

J(0) 02+1
1

lim f(z) = lim =1=7£(0
limf(z) = lim cosz = cos0 = 1 = f(0)
:vi>0 a:i()

alors f est continue en 0.
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e Dérivabilité en 0

On a

<
z—0 r z—0

et

131

Comme f;(0) = f3(0) = 0, alors f est dérivable en 0 et

le nombre dérivé est f'0) = 0.

e Continuité en 7

On a

f(m) =cosm=—1

limf(z) = limcosx = cosm = —1 = f(7) et
e S ziO

limf(z) = limsinz — 1 =sinm — 1 = —1 = f(0)

> >
T—T T—T
alors f est continue en 7.

e Dérivabilité en 7

On a
fz) — f(m) g 82 1

lim
JJ§)7T x - ﬂ- .Tsﬂ' {L. - 7T
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Les fonctions x — cosx +1 et  — x — 7 sont dérivables
au voisinage de 7 et

1) — si
lm(cosx—i— ) SR

(x— ) =0

< <
T—T T—T

En appliquant la régle de I’'Hopital, on obtient

cosz + 1 ’ (cosx + 1)

A e A

d’un autre coté, on a

lim
57 r—m T r—m
. sinx
= lim
= i 2 T OT (carsinm = 0)
= limM (avec g(z) = sinx)
= g'(m)
= cos(m)
= —1= fa(n)
Comme fi(m) # fi(m) = 0, alors f n’ est pas dérivable
en .
3. La dérivée de f
On a
—2z .
m six <0
f'(z) ={ —sinz si0<z<m
cosT stz >m

1 siz=20
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Exercice 3. Soit la fonction f définie par f(x) = arcsin .
a.
1) Domaine de définition Dy :
On sait que
Dy =1]-1,1].
2) Dérivée de f :

On sait que

1

VoL () = —

b. On a . .
u(z) =In(z+2) =In2 <1 + 5) =In2+In <1+ 5) On sait que
2 3
ln(l—l—x):x—?—l—?%—o(x?’)

comme hmE = 0, alors par composition, on obtient

z—0
T\ 2
5)
2

x x
1(1 —):—— 3
n ~|—2 5 + 3 + o(z”)
r r?  a8 5
—§—§+ﬂ+0($)
d’on
) =m21 LT T )
= S oo(xd).
DY
On a

_x+1l T 33_2 [L'_3 3
v(x)=e""" =ee" =e 1—|—x+2—|—6+0($)

En effectuant le produit des développement limités de u(x)
et v(x),
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f(z) = In(z + 2)e* ™!
2 3 2 3

_ [1n2+§_%+ﬂ+0(x3)} {e (1—|—$+%+€+0(1’3))]

3 In 2 In2
—emz+ (5rem2) ot (5 + 57 )t (54557 ) o +ole)
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Sujet 3
Exercice 1 :

Soit R une relation binaire définie dans R* par :

Ve e RY, VyeR", (aRy) < (FaeR":Vz—y=a)

1) Montrer que R est une relation d’ordre dans R*.
2) L’ordre est-il total ou partiel. Justifier.

Exercice 2 :

Soit f I'application définie par

f:0,2[U]2,400] — ]—00,0]U]1,+0o0]

22
x = f(z) =

2 —4

1. L’application f est-elle injective ? surjective 7 Conclure.

2. Déterminer les ensembles suivants :
eh. 1 (3] rulzsD,

Exercice 3 :(I) Soit la fonction définie par

e —1

six#£0
flz) =

1 siz=0
1. Donner le domaine de définition Dy.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur Dy.

3. Déterminer la dérivée de la fonction f.
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(IT) En utilisant le théoréme des accroissements finis, démontrer
que :
Ve >0, e >1+ux.

Exercice 4 :
Les fonctions suivantes admettent-elles un développement limité
au voisinage de 07 Si oui, calculer ce développement limité &
I'ordre 3.
L f(z) = V.
2 f(z) = coshz.In(x + 1)

(1+2)3
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Solution

Exercice 1 :

Soit la relation R définie sur R* par :
Ve e RY, Vy e R 2Ry <= JaeRY, Vo —\fy=a

1. R est une relation d’ordre si R est réflexive, antisymétrique
et transitive.

e R est réflexive si: Ve € RT, zRa.
Soit z € R*, /x —\/x =0€R" (a=0) alors 2Rz,
d’oul R est réflexive.

e R est antisymétrique si :

vz € RY, Vy € RT, [(zRy) A (yRz)] = (z=v).

Soient x et y deux réels positifs tels que (zRy) A (yRzx). On
montre que : x =y 7

fL’Ry 3&1€R+, \/_—\/g:&l

A\ <= A\

yRw Jay e RY, Yy — Vo =
alors a; = —an, or oy et g sont positifs,

donc a; = ay = 0.
Ainsi

V= y=0 = o=y = r=y

On déduit que R est antisymétrique.

e R est transitive si :

Ve € RT, Vy € RT, Vz € Rt [(zRy) A (yRz)] = (zR=z).
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Soient x, y et z trois réels positifs tels que (xRy) A (yRz). On
montre que : xRz 7

fL’Ry 3&1€R+, \/_—\/g:a/l
N <~ A
yRz Jay € RY, /Yy — V2 = ay

En sommant les deux égalités, on obtient :
\/E—\/E = o1+ay = das € R+,a3 = a1+tQo, \/E—\/E = Q3.

d’ott zRz. On déduit que R est transitive, et par suite R est
une relation d’ordre dans R*.

2. R est une relation d’ordre total si :
vz € RY, Vy € RT, (zRy) V (yRx)
Soient = et y deux réels positifs quelconques, alors

VT — /g € R*
Vi—\yeR = ¢ V

VI —/y € R”

Ja eRT, Vo - /y=«

- V
38R, G- T=p
TRy

— { V
yRx

Ainsi, tous les éléments de RT sont deux a deux comparables.
on déduit que R est une relation d’ordre total dans R™.

Exercice 2. Soit I'application

I lO,Z[U]Z,—Foo[ —  ]—00,0] U1, +o0|

S/ (. J/

.CC2

vV vV
E P
x

2 —4

= flz) =
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1. e f est injective si
V(z1,z2) € E?, (f(z1) = f(z2)) = (21 = 22).
Soient xy, x5 deux éléments de E tels que f(x1) = f(xa).

On a
2 2
Ly T
—= e e
f(x1) = f(2) 21 21
— zir; — 4ol = pi7; — 4
— 22 =22

= |21| = |2

—> 11 = x2 (puisque xjet xy sont positifs)

Par conséquent f est injective.

o f est surjective si Vy € F, 3z € E, y = f(x)
Soit y € F. On cherche z € E tel que y = f(x)?
On a

2

R —

P=aty—dy

y=flz) <=y
= =z
<— :L‘2(y—1):4y

— g’ =

4
Y 1 (on peut diviser par y car y # 1)

Cette derniére équation a un sens si et seulement si

4y
—— >0)A 1
(20N A
Y —00 0 1 +00
4y
— + 0 — +
y—1
Par conséquent
4_y120
I — ye]-00,0]U]1, o0
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ceci montre que 1’équation est bien définie pour tout y
de F. Sa résolution donne

4y
r =+ car x > 0.
y—1

Question : Est ce que x #£ 27

On raisonne par ’absurde : Supposons que r = 2.
On a

4y B
y—1
4

1
— Ay =4y —4

<= 0 = —4 ce qui est absurde.

r=2 << 2

Par suite x # 2. D’ou f est surjective.
D’aprés ce qui précéde, I'application f est donc bijective.

2. On détermine les ensembles :

o [T({2}) ={z€E f(z)=2}

On a
22
flz) =2 < x2—4:2
— 27 =22% -8
— = +2V2 (car & = —2v/2 est rejetée)
d’ou

17 {2h = {2v2]

() e e o

D’aprés la question (1), on a montré que f est surjective,
donc
Ve e E, f(x) €F
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or

[%,1}@?

() -

e f([0,2[U]2,4]) ={f(x) €eF, z€[0,2[U]2, 400}
On a

donc

F([0,2[U]2,4+00]) = f (E)
et comme 'application f est surjective, alors
f(E)=F
d’ou
£(0,2[U]2,4+00[) = |—00,0] U1, +00]
Autre méthode : Une autre maniére pour établir ce

résultat consiste & étudier la monotonie de f en tant que
fonction. On sait que

F(10,2[U]2,400]) = £ ([0,2)) U f (]2, +o0]) .

L’application f est continue et dérivable sur chacun des
intervalles [0, 2 et |2, +00[. Sa dérivée est

—8x

d’ou f est strictement monotone. Par suite

£(10,2) = ] 1i£ﬂf(f€),f(0)] = ]—00,0]

T—2

f (12, +00[) =] lim f(x)alignf(fr)[ﬂlﬁoo{

Tr—400 r—2

Finalement, on obtient

£(0,2[U]2,+00[) = |—00,0] U [1,+00]
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Exercice 3. On considére la fonction

e’ —1

fx) = !

1 sixz=20

sixz#0

Partie (I)

1. Domaine de définition Dy Il est clair que f est définie pour
tout réel, donc
Dy=R

2. Continuité et dérivabilité sur Dy

e Sur R*, f est continue et dérivable en tout point de R*
car c’est le rapport des fonctions z +— = et x — e — 1
qui sont continues et dérivables.

e Continuité en 0 :

On a
. et —1
glcli%f(x) = lim T
- :161_)1(%—9(2) : 9(0) (avec g(z) = e%)
=4'(0)=1

= f(0)

Autre méthode Pour le calcul de cette limite, on peut
utiliser les fonctions équivalentes ou la régle de I’'Hopital.
alors f est continue en 0.

e Dérivabilité en 0 : On calcule

L f@ = fO) el
x—0 €r — O x—0 x2

Les fonctions z — e* — 1 — z et  — 22 sont dérivables
au voisinage de 0 et on a

x_l_ !/ $_1
lim<e 7) :lime =

1
z—0 (x2)’ z—0 2x 5
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En appliquant la régle de I’'Hopital, on obtient

—1- r_1—z) 1
S =i (e —1-a) 1
x—0 ,172 x—0 (,sz)/ 2

On déduit que f est dérivable en 0 et le nombre dérivé

est f'(0) = %

En conclusion, f est dérivable sur Dy.

3. Dérivée de f : On a

1'(0) siz=0
Ce qui donne
T — 1
e 2x—|— sixz#0
x
fi(x) =
1 .
3 stz =0

Partie (II)

On montre que
Ve >0,e*>14+x

Théoréme des accroissements finis :
Si f est une fonction définie et continue sur [a,b] et f est déri-
vable sur |a, b[ alors

Jc € Ja, b[, f(b) — f(a) = f'(c)(b—a)

On consideére la fonction f définie par f(t) = e’ sur [a, b] = [0, z]
avec x > 0.

On a

- f est continue sur R, en particulier sur [0, z],

- f est dérivable sur R, en particulier sur |0, x|,
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donc, en appliquant le théoréme des accroissements finis on a

e €]0,2[, f(x) = f(0) = f'(c)(z = 0).
Ainsi
de €0, z], e — 1 = xe. (A1)

Par ailleurs on a

0<c<z = 1<e<e” (puisque e” est croissante)
— 1z < xe’ < ze” (puisque z > 0

Tenant compte de (Al), on obtient
Ve >0, x <e®—1<uze”

Finalement,
Ve >0, e >x+1

Exercice 4.

1. La fonction f définie par f(z) = /x n’admet pas un dévelop-
pement limité au voisinage de 0 puisque f n’est pas dérivable
en 0.

coshz.In(1 + z)
2. La fonction ¢ définie par g(x) = admet un
ion g par g(r) (e
développement limité au voisinage de 0 puisque c’est le pro-

duit et le rapport des fonctions :

x> coshx, v+ In(l+2), 2 — (14 2)°

admettant des dérivées successives a l'ordre n, n € N.

Calcul du développement limité de g au voisinage de 0 a
I'ordre 3 :

Tout d’abord, on a

2
coshx =1+ % + o(2%), (car coshest pair)

2 513'3

ln(1+$):a:—%+§~l—o(a:3)
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(1+2)°=1+3c+32*+2°

En effectuant le produit, on obtient

2 z? a8
coshz.In(l+z) = (1 + 5 + 0(x3)) (x - —+ 5 + 0(x3))
z? 5, 5
—SL'—?—FEIL" +O(£If )

d’ou .
PR o(x?)

_ 2 6
9(w) = 1+ 3z + 322 + 23

On effectue une division euclidienne suivant les puissances

croissantes :
2
5
T —% —|—6x3 1 +3z +322 43
7 25
—x =322 =3z —2'|z —§ZB2 +§$3
7 13
_?Uz _Exg !
7, 21 3
+2£L' —|—2:z:
25
420,38
390
d’ont

7 25
g(r) =2 — 5202 + §I3 + o(x?)



Bibliographie

1. E. Azoulay, J. Avignant, G. Auliac, Problémes corrigés de
Mathématiques, DEUG MIAS/SM, Ediscience (Dunod pour
la nouvelle édition) Paris 2002.

2. C. Baba-Hamed, K. Benhabib, Algébrel Rappels de Cours
et Exercices avec Solutions, Office des publications universi-
taires, Alger, 1988.

3. S. Balac, F. Sturm, Exercices d’Algébre et d’Analyse, 154
exercices corrigés de premiére année.
2 iéme édition entiérement revue et augmentée, Edition Algé-
riet Afrique, programme LMD.
Presses plytechniques et universitaires romandes, Suisse.

4. B. Calvo, J. Doyen, A. Calvo, F. Boschet, Exercices d’Ana-
lyse, ler cycle scientifique, 1ére annaée préparation aux grandes
écoles, Armand Colin, collection U.

5. A. Denmat, F. Héaulme, Algébre générale, série : TD, Dunod
2000.

6. J-P. Escofier, Toute 1’Algébre du 1¢" cycle, Dunod 2002.

7. A. Kostrikin, Introduction a 1’Algébre, Editons mir, Moscou,
1986.

146



CHAPITRE 7. EXAMENS CORRIGES 147

8. K. Zizi, Fonctions d’'une variable réelle, Livre 07.

9. M. Zitouni, Algébre cours de 11¢ Année des Universités, Of-
fice des publications universitaires, Alger, 1986.



