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Introduction

Ce polycopié Cours et Exercices est destiné aux étudiants de L3 du cursus uni-
versitaire L.M.D mathématiques de I’Université des Sciences et de la Technologie d’Oran
(USTO-MB). 11 vise a introduire des outils mathématiques pour établir le modele des
phénomenes physiques du type équation de la chaleur, équation des ondes etc ...

Le premier chapitre est consacré a des définitions et rappels généraux nécessaires.

Le second chapitre introduit les équations aux dérivées partielles du premier ordre comme
I’équation du transport a coefficients constants et variables.

Le troisieme chapitre traite de la transformée de Fourier et de Laplace pour résoudre
certaines équations différentielles en passant par le calcul formel.

Le quatrieme principal chapitre concerne les EDPs du second ordre qui proposent un
modele pour une large partie des phénomenes physiques. Il existe trois types d’équations
EDPs du second ordre (hyperboliques, paraboliques, elliptiques). Une méthode commune
de résolution est celle des courbes caractéristiques qui vont nous donner la forme stan-
dard pour chacune des trois classes d’EDPs afin de préparer la résolution. La méthode
de séparation des variables est utilisée dans la résolution dans le cas de 1’équation de la
chaleur, des ondes etc. ..

Le dernier chapitre traite les principaux exemples d’EDPs du second ordre.



Notations

— Ensemble et topologie
— 052 bord du domaine ).
— 14 pour A € Q : La fonction indicatrice de A :

L.— 1 sized
A7)0 sizeQ\A

— Espaces fonctionnels
— L*(Q), 1 < p < 0o, espace de Lebesgue des fonctions dont la puissance p'™° est
intégrable sur €.
— L>(Q), espace de Lebesgue des fonctions essentiellement bornées sur ).
~ C%), espace des fonctions continues sur 2.
- C™(Q),n € [0, 00[, espace des fonctions de classe C™(2) a support compact.
— C™(9), espace des fonctions infiniment dérivables sur €.
— Opérations sur les fonctions
— supp(f), support de la fonction f.
— Pour une fonction réelle de la variable réelle : f’ dérivée premiere de f, f” dérivée
seconde, f) dérivée j-eme.
— f * g, produit de convolution.
— Notation multientier : a = (v, ..., aq) € N¢

d
la] = Zaz’
=1

— 2 €RY = a'zy? ... 2" monodme.

— f e CN(RY) avec N > |a,0%f = ol f

(¥1 (12 (Xd
Oz " 0z,*...0z



Chapitre 1
Généralités

Des rappels d’analyse vectorielle sont nécessaires.

1.1 Fonction scalaire ou champ scalaire

Ces notations vont étre utilisées durant tout ce polycopié.

Définition 1.1.1 Un champ vectoriel est une fonction de R® dans R, ot n = 2 ou 3.

Définition 1.1.2 (Gradient) Soit f un champ scalaire défini dans R3. On appelle gradient
de f et on note grad(f) ou V le vecteur

of
ox

grad(f) =Vf=| § (1.1.1)

of
0z

ol g—i est noté f, et représente la dérivée partielle de f par rapport a x.

Définition 1.1.3 (Dérivée directionnelle) Etant donné un vecteur V unitaire de R3. On
appelle dérivée directionnelle de f au point My = (xo, Yo, 20) dans la direction de V' le
produit scalaire V f(My) - V.

Remarque 1.1 Si 99 est le bord d’un domaine 2 de R? la dérivée normale sur le bord 92

est notée par : %, ou n est le vecteur normal unitaire orienté vers l'extérieur du domaine

Q) en chaque point de son bord 90€2. Nous avons :
of
— = . 1.1.2
L_vren (112)

1.2 Dérivation des fonctions composées

On rappelle les formules de dérivation des fonctions composées a plusieurs variables.

Si
g(s,t) = f(z(s,1),y(s,t), 2(s,1))
alors 9 of ox | Of Oy | Of &
g _ X
{68 = Gros T oyoe T 900
g _ ofos , Otoy , ofo
ot oz Ot dy ot 0z Ot
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On peut écrire
gs = fxxs+fyys+fzzs
G = faxe+ [y + foz

1.3 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Les dérivées d’ordre deux sont les dérivées premieres de fonctions qui sont elles-mémes
dérivées premieres d'une fonction

1 _ 0 o,

0x2  Or Oz

donc si f est une fonction réguliere c’est a dire deux fois continiiment dérivable on a :
(Formule de Shwartz)

o0 f ni 0 ,0f

0xdy - %(83;) B @(%)

1.3.1 La formule de Taylor

Pour une fonction a trois variables réelles le développement local de la fonction s’écrit :

of
ox
flethy+kz+l)=f(zy,2)+h k1| 4
of
| 0z
ﬂ 92 f 92 f h ]
) Ox2 0x0y Oxdz
_ 9% f 02 f 02 f
okl S S e ||
22f *f 2f l
0z0r 020y  0z2 i
+ (h* + k* + I?)e(h, k, 1) (1.3.1)

La matrice 3 x 3 ci-dessus est appelée le Hessien de f ou la matrice Hessienne de f.
Elle est constituée de dérivées partielles secondes de f quand f est deux fois continiiment
dérivable.

1.4 Fonction vectorielle ou champ vectoriel

Définition 1.4.1 Un champ vectoriel est une fonction de R™ dans RP, p > 1. En général
p, n sont égaux a 2 ou 3.

Exemples 1.4.1 — La force gravitionnelle
— Le champ électrique
— La vitesse d’un fluide
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Définition 1.4.2 (Matrice Jacobienne) Soit f un champ vectoriel défini de R® dans R3.
On appelle matrice jacobienne def et on note Jac(f) la matrice formée par les dérivées
partielles de la fonction f.

Définition 1.4.3 (Le Jacobien) On appelle le Jacobien le déterminant de cette matrice
Jacobienne de f.

1.5 Changement de variables

Soit dans le plan R? de coordonnées (z,y) et un changement de variables (X,Y))
réalisant un C'-difféomorphisme : (z,y) — (X,Y) est de classe C, inversible, d’inverse
également inversible, la matrice jacobienne a un déterminant non nul :

Oz Oy
J= ( 95 9% ) det(J) # 0 (1.5.1)
Y 0X

On consideére une fonction f de (x,y), différentiable, et une fonction F' de (X,Y") telle que

flz,y) = F(X,Y). On a alors :
or Oz Oy
ay oy oy

1.6 Théoreme des fonctions implicites

QJ‘W‘QJ
SR~

) (1.5.2)

Ce théoreme prouve que pour une fonction f différentiable et bijective, une équation
de la forme f(x1,x9,x3) = constante, permet localement de définir z comme une fonction
de (1, x2) aux points (x1,22,2) ou %(1'1,33272) # 0. De plus en exploitant le fait que
df = 0, on obtient :

of
07 -
z = Z(x1,29) et —:—%(Il,xg,z) pouri=1,2 (1.6.1)

1.7 Eléments de géométrie

On considere I'espace R* muni d’un systéeme de coordonnées (x, vy, z) orthonormal.

1.7.1 Courbes

Une courbe continue % est un ensemble de points dont les coordonnées dépendent
continiiment d’un parametre t :

x(t) x
C:t— Mit)y=1| yt) =1y (1.7.1)
2(t) z ),

1. Si les fonctions sont de classe C! et que les dérivées par rapport &t ne s’annulent
pas simultanément, on peut définir le vecteur tangent () au point M (%) :

dz
L dM gt
=) = |
0 dt(o) &

dt to
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2. Une courbe telle qu'en tout point (%)% 4 ()2 + (£)2 £ 0 est dite réguliere, un

paramétrage priviligié existe pour ces courbes, il s’agit de I’abscisse curviligne définie
par :

ds = \/da? + dy? + d=? = ||5(t)]| dt

3. Cette abscisse curviligne permet d’obtenir des vecteurs tangents unitaires et donne
un repére naturel en chaque point de la courbe (repere de Frenet) permettant de
calculer une courbure et torsion.

Remarque 1.7.1 i. Dans R? une courbe est définie (au moins localement) par une
équation implicite f(z,y) = constante.

ii. Dans l'espace R?, une courbe peut étre définie comme I'intersection de deux surfaces.
Soit f une fonction de (z,y, z) et € une courbe donnée sous forme paramétrique par
M(t) = (z(t),y(t), 2(t)). On définit la restriction F' de f sur € par F(t) = f(M(t)). La

dérivée de F' le long de ¥ par dérivation composée est donc :

dx
dt
dF  df(M(1))  Of o of of of
a —dt 5M(M(t)) dt (t) = (856’ oy’ 8Z)M(t) &
dz

dt

oul’on reconnait le gradient de f, (%) appliqué au vecteur tangent a la courbe.

1.7.2 Surfaces

Définition 1.7.1 Une surface . est un ensemble de points dont les coordonnées dépendent
continiiment de deux parametres (u,v). On écrit :

x(u,v) x
S (u,v) — yEu,v; =y

(u,0)

Définition 1.7.2 Dans l'espace R3, une surface . peut étre définie (au moins localement)
par une équation implicite f(z,y, z) = constante.

En différenciant cette expression au point My = (¢, Yo, 20) de la surface, on obtient :

dx
_ e _Of 0f Of
O_dfM°_<8x’8y’82)M° 2o

Proposition 1.7.1 Pour qu'un vecteur (dz,dy,dz) appartienne au plan tangent a.# en
My, il doit étre orthogonal au gradient de f en M.
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1.8 Opérateurs différentiels

Définition 1.8.1 (La divergence) Soit V une fonction de R®* — R qui a (z,y,2) € Q C R®
fait correspondre (X,Y,Z). On appelle divergence du vecteur V' et on note div(V) ou
V -V, le scalaire :

X Y A
div(V):V-V:a—+a 0

or oy o
0 9 9
ox’ Oy’ 0z

- étant le produit scalaire de R3, div(V') peut étre positive, négative ou nulle.

(1.8.1)

qui peut s’écrire :

—(V-V) (1.8.2)

N e

Exemple 1.8.1 L’eau est un fluide incompressible, donc si V' est le champ de vitesse du
fluide, on a : div(V') = 0.

Définition 1.8.2 (Rotationnel) On appelle rotationnel d’'un champ vectoriel V', le vecteur

défini par :

0Z _ oY
oy 0z

RotV = | 2% _ 92 (1.8.3)
oy _ 90X
ox dy

On écrit de méme [

2 X

8% ALY | =(VAV) (1.8.4)

d

5 A

Remarque 1.8.1 Ces notions sont trés utilisées en physique et dépendent du systeme de
coordonnées choisi.

1.9 Formules de Stokes

1.9.1 Formule d’Ostrogradsky

Cette formule est connue sous le nom de la formule de la divergence.
Etant donné Q C R?® de frontiere 9 réguliere, un champ vectoriel V' défini sur € tout
entier. Soit n le vecteur unitaire normal a 9€) orienté vers I'extérieur de 2. On a I’égalité

suivante : //aQV_ndS — ///de(v)dQ (1.9.1)

ou dS représente I’élément d’aire sur 02 et df2 I’élément de volume dans €). Les expressions
des éléments d’aire et de volume dépendant des systemes de coordonnées choisis. On dit
alors que le flux d’un vecteur V sortant d’'un domaine () est égal a ’intégrale
sur ce domaine de sa divergence.
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1.9.2 Formule de Stokes ou du rotationnel

Soit C' une courbe fermée orientée de R? et S une surface quelconque de bord C. Soit
t le vecteur unitaire tangent a C' orienté dans le sens direct. On a :

/CV-tdl://RotV-ndS (1.9.2)

ou dl représente I’élément de longueur sur C' et dS représente 1’élément de surface sur S.
Cette formule explicite la circulation d’un champ de vecteur le long d’une courbe
fermée C'.

1.9.3 Divergence et Rotationnel

On a a partir de la formule de la divergence si My = (xg, Yo, 20)

divV (My) = i 1.9.3
WV (Mo) ay mesure({Q) ( )
De méme pour le rotationnel on a :
- Joo VAM
RotV (M) = lim —=—— 1.9.4
otV (o) Si%omesure(S) ( )

1.10 Quelques formules d’analyse vectorielle

1.10.1 Champs de gradients

Définition 1.10.1 Si V est un champ de gradients c’est a dire si V= grad f (on dit
qu’elle dérive d’un potentiel f), de plus la divergence de V est

2 2 2
8f+8f+8f

divV = div(gradf) = 022 T o2 T 92 (1.10.1)
Cet opérateur s’appelle le Laplacien et se note Af.
Un champ de rotationnel est a divergence nulle.
div(RotV) =0 (1.10.2)

En particulier pour un fluide, un champ de Rotationnel représente la vitesse d’un fluide
incompressible.

1.10.2 Diverses formules

Rot(gradf) =0 (1.10.3)

grad(fg) = fgrad(g) + ggrad(f) (1.10.4)
div(aV) = adiv(V) + Vgrad(f) (1.10.5)
Rot(aV') = aRot(V') + grad(a) NV (1.10.6)
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1.10.3 Coordonnées cylindriques et sphériques

En coordonnées cylindriques 'opérateur Laplacien prend la forme suivante :

LU 10U 19U U

avec U(r,0,z) = u(rcosf,rsinf,z). En coordonnées sphériques 'opérateur Laplacien
devient :
2 2 102 0 1 2
AU_E)U ou o0°U cost) oU 0°U (1.10.8)

o2 Tror T T rsno 00 T rsin?0 042

avec U(r, ¢,0) = u(rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos #). Dans le cas ot la fonction U ne dépend
que de la distance a l'origine, le Laplacien dans R™ a la forme suivante :

AU (n—1)dU

AU(r) dr? + r dr

(1.10.9)



Chapitre 2

Les EDPs du premier ordre

2.1 Préliminaires et définitions

Une EDP (E‘quation différentielle aux dérivées partielles) d’ordre 1 ou du pre-
mier ordre est une équation de la forme :

F(x,y, u(x,y), oku(x,y),oyu(x,y)) =0 (2.1.1)
Oyu(zx,y) désigne la dérivée partielle par rapport a = (J,u(z,y) = %).
L’ordre d’une EDP est le plus grand ordre de dérivation qui apparait dans I’équation
211
La dimension d'une EDP est le nombre de variables indépendantes dont dépend la
fonction inconnue u. Résoudre une EDP dans un domaine © de R%(d = 2), c’est trouver
une fonction u(z,y) différentiable dans €2 telle que I’équation soit satisfaite. En
général une EDP est complétée par des conditions aux bords de €2 du type :

S(x,y,u(x,y), ku(x,y),dyu(x,y)) = 0 pour (x,y) € I' C 00 (2.1.2)

On parle de Probleme aux frontieres quand les conditions portent sur le bord complet
du domaine. Quand ce dernier est d’extension infinie (exemple de I’étude de la propagation
d’ondes dans 'atmospheére), on parle de Probleme extérieur. Le probléme de Cauchy
est posé quand les conditions ne portent que sur une partie du bord du domaine sur lequel
on connait la valeur de la fonction et de ses dérivées de degré inférieur de 1’équation.

2.2 Conditions aux limites classiques

On se place dans le cas ouune EDP est définie sur un domaine 2 C R™, de frontiere

o00.

2.2.1 Condition aux bords de Dirichlet

La condition de Dirichlet aux bords peut se définir comme la donnée d’une fonction
u : R" — R sur une partie I' de la frontiere de €2, nous avons donc :

u(z) = f(x), Ve eI' C 0Q (2.2.1)
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. u(t,z) = f(x),Vo eI C 08(t) (2.2.2)

La fonction f est une donnée du probleme.

Remarque 2.2.1 En mécanique des milieux continus, les conditions de Dirichlet re-
viennent a imposer une vitesse ou un déplacement sur le bord du milieu.

1. Condition aux bords de Neumann : On appelle condition de Neumann une condition
qui donne une valeur a la dérivée normale de la fonction recherchée sur le bord dw. Un
probleme du deuxieme type est un probleme ou tout le bord est soumis a des conditions
de Neumann.

2. Condition initiale ou condition de Cauchy : On rappelle que I'on a la donnée de la
valeur de u(t) en tg, soit u(ty) = ug, ug € R™.

3. On appelle condition de Fourier-Robin une condition ou on impose une relation entre
la valeur de la dérivée normale de la fonction et sa valeur sur le bord dw.

4. On appelle probleme du troisieme type un probleme ou les conditions sont de types
différents sur des portions du bord.

Remarque 2.2.2 Rechercher une solution ou plusieurs d'une équation aux dérivées par-
tielles n’est pas forcément simple, et doit étre reprécisé pour chaque probleme.

2.3 Exemples d’équations aux dérivées partielles

2.3.1 L’équation du transport

Dans la notation u(t, x) la variable ¢ désigne la variable temps.

u(t, z) + buy(t,z) =0 t>0,z€R, beR (23.1)
u(0,z) = g(z), r €R. o
b pouvant étre une constante réelle ou une fonction de la variable réelle x.
2.3.2 L’équation de Hamilton- Jacobi
u(t,z) + f(Vu(t,z)) =0 ¢t>0,zeR" (2.3.2)
u(0,x) = g(z), x € R"™ o
V étant défini dans I’équation
2.3.3 Loi de Conservation
Owu(t,x) + 0 f(u(t,z)) =0, t>0,z€R (2.3.3)
u(0,x) = g(z), r €R. o
2.3.4 L’équation de Laplace
—Au(z) = f(z), z€,
{ u(z) =0, x € 0N0. (2.3.4)

A étant défini dans ((1.10.1])
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2.3.5 L’équation de Poisson

—Au(z) =0, x€Q,
{ u(z) =g(x), €N (2.3.5)

2.3.6 L’équation de la chaleur

w(t,x) — Au(t,z) =0, t >0,z €Q,

u(t,z) =0, t >0,z e 09, (2.3.6)

u(0,z) = g(z), z € (.
2.3.7 L’équation des ondes

u(t,x) — Au(t,z) =0, t>0,2 €

u(t,z) =0, t> 0,z €00,

u(0,) = g(x), reQ (237)

u(0,2) = h(x), x € (.

2.3.8 EDP linéaires ou non-linéaires

Définition 2.3.1 On appelle opérateur différentiel P associé a I’équation EDP du type
2.1.1)) toute application qui a une fonction u associe le membre de gauche de 1’équation
2.1.1)).

Définition 2.3.2 On dit que 'EDP de l'équation (2.1.1)) est linéaire si 'opérateur dif-
férentiel P associé est linéaire : Pour toute fonction w,v et Vo, € R, P(au + pv) =
aP(u) + SP(v). On dit que 'opérateur est non linéaire dans le cas contraire.

Exemples 2.3.1 L’opérateur P, : u — J,u + Jyu est linéaire. L'opérateur P, défini
par : P @ u— Oyu+ udyu 1n’est pas linéaire car Py(ou) # aPs(u), puisque Py(ou) =
adyu + a?udyu # aPsy(u) = a(dyu + ud,u).

2.4 Résolution d’une EDP du premier ordre

Soit  C R™ unouvert et f: QxRxR"— R, (x,u,p) —> F(x,u,p) une fonction
de classe €'. T’EDP du premier ordre est 1’équation (2.1.1)) qu’on peut écrire :

F(x,u(x), Vu(x)) = 0 pour tout x € 2 (2.4.1)

ot Vu est défini comme le gradu (chapitre [I). Cette équation est complétée d'une
condition dite au bord :
u(x) = g(x) pour tout x € I' (2.4.2)

ou I' C 99 (sous ensemble du bord) et g : I' — R est une fonction donnée.

Remarque 2.4.1 ' peut étre un sous ensemble de €2, dans ce cas la condition ([2.4.2)) n’est
pas forcément une condition aux bords, mais on peut I'appeler une condition complémen-
taire.
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On cherche une solutlon de I'équation (2 c’est a dire une fonction u € C'(Q) telle
que I'équation (2 soit vérifiée. Dans certalns cas, on exige que u € G(Q) et que u
vérifie aussi la condition complémentaire.

2.4.1 La méthode des caractéristiques

On suppose u € C*(Q) est une solution classique de .
Soit maintenant x : I —  une courbe de classe C' définie sur un intervalle / € R. On
pose :
z(s) = u(x(s)), et p(s) = Vu(x(s)). (2.4.3)

Si on suppose que u € C?(Q), les fonctions z, p sont de classe €' sur I, I'une & valeurs
réelles, 'autre a valeurs vectorielles. En dérivant les deux fonctions % a s, on obtient :

= 8u " ‘
5, (2(8)T5(5) = > pi(s)i;(s) (2.4.4)
Jj=1 J j=1
pour tout 7 =1,....,n
5(6) = 3o = (o)) 2.45)
pjs_;@x,@xjxs Z;(s). 4.
En dérivant I’équation (2 par rapport a x;, on obtient :
0= %(x u(x), VU(@‘)) + G (w u(2), Vu(z)) gt + (2.4.6)
‘ 0*u

Z

), Vul@) 5,5 (@) (2.4.7)

Supposons que la courbe x choisie est telle que #(s) = V,F (z(s), z(s), p(s)).

On va simplifier les trois équations ci-dessus : Les fonctions x, z et p vérifient un sys-
teme d’équations différentielles appelé systeme d’équations différentielles caracté-
ristiques :

ij(s) = g (x(s),2(s).p(s) (1< j < n),
o) = 3G a(e) (e (2.45)
pi(s) = —g(a(s),2(5),p(s)) — Gl (s), 2(s); p(s))ps(s) (1 < j < n).

Remarque 2.4.2 Ce systeme peut servir a montrer l'unicité et I'existence de solutions et

méme pour résoudre 1'équation (2.4.1)).

On doit chercher une courbe z, la fonction z (il s’agit de la fonction u restreint a cette
courbe) et la fonction p (c’est le gradient de u restreint a cette courbe).

Remarque 2.4.3 Si on trouve “assez” de courbes comme solutions, dans le sens que la
réunion des images de toutes ces courbes est tout €2, on peut espérer de pouvoir construire
une solution u de 'équation [2.4.1]

Exemple 2.4.1 Soit a résoudre I'équation

(2.4.9)

T1Ugy — ToUy, = U, T1,T2 >0
u(zy,0) = g(z1), x>0
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Cette équation est une EDP du premier ordre, un cas particulier de (2.4.1) et de
(2.4.2)). Si on définit I'ouvert

0= {(xl,xg) €ER?:xqy, 19 > O},
la fonction F': Q x R x R? — R par :

F($17$2ap1ap2) = X1P2 — T2P1 — U

alors (2.4.9) est un cas particulier du probleme (2.4.1)). Les équations différentielles carac-
téristiques sont :

T1(s) = —xa(s) (2.4.10)
To(s) = x1(s) (2.4.11)
() = —aa(s)pa(s) + m(S)pa(s) = 2(5) (2.4.12)

avec les données initiales :
21(0) =2 >0, 22(0) =0, 2(0) = g(x).
Les solutions du systeme :
(z1(s),x2(s)) = (xcoss,zsins)et z(s) = g(z) exp s

Si on veut résoudre et calculer la solution du probleme en un point (z1,zy) € Q, il
faut résoudre le systeme :

X1 = XCOSS

To = xsins,

x, s sont en fonction de x; et w5. On obtient : x = (/2% + 23 et s = arctan 2. La solution

finale u du probleme ([2.4.1)) :
u(xy, x9) = g(y/2? + x%)eamanﬁ, (x1,29) € Q

On vérifie que u est bien une solution.

2.4.2 Equation du transport linéaire & coefficients variables

Théoréme 2.4.1 Soient g,b deux fonctions dans C'(R) tels que sup |b(z)| < oo, alors il
z€R

existe une unique solution u € C'([0, 00) X R) du probleme :

{ du(t, z) + b(z)dpu(t, z) =0, ¢ >0,z €R (2.4.13)

u(0,7) = g()

Démonstration. L’équation de transport est une équation d’évolution, la variable ¢ pour
le temps et la variable x pour 'espace. Pour utiliser (2.4.1]), on va remplacer ¢ par z, et

x par x;. L’équation ([2.4.13]) devient :

{ Opott(xg, 1) + b(21) 0z, u(0, 1) =0, 29> 0,21 €R

w(0, 1) = g(z1) (2.4.14)

Sion pose Q = {(xg, 1) € R : 1y > 0} et F : QxRxR?* — R définie par F(xq, 1, u, po, 1) =
po + b(x1)p1. On remarque que 'équation (2.4.14]) est un cas particulier de (2.4.1)).
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Unicité : Soit v une solution de (2.4.14)). Les équations différentielles caractéristiques
pour ce cas sont :
2'70(8) =1
i1(s) = b(x1(s)),
£(s) = po(s) +b(x1(s))p1(s) = 0
La derniere égalité résulte de la définition de z et du fait que u soit solution de
(2.4.14). Comme le probleme est linéaire, il suffit de résoudre ces trois équations

différentielles qui sont indépendantes des équations différentielles pour p; et p;. Pour
les données initiales z((0) = 0,21(0) =z € R, 2(0) = u(0,z) = g(x) on obtient :

zo(s) = s,

2(s) = 2(0) = g(x).

En particulier, on sait que toute solution u est constante sur toute courbe caracté-
ristique. En utilisant la théorie des équations différentielles (théoreme de Cauchy-
Lipschitz, existence d’une solution maximale), pour 1'équation i4(s) = b(x1(s)), on
sait que cette équation différentielle admet pour donnée initiale z1(0) =z € R une
solution unique définie pour tout s € R. (b est localement lipshitzienne et globale-
ment bornée). Le méme argument montre que pour tout point (x, z1) du demi plan
(), il existe une courbe caractéristique unique qui traverse a la fois le point (zg, x1)
et un point unique de la forme (0,x) pour un x € R. On utilise que zy(s) = s et
que x1 est définie globalement. Comme la solution u est constante sur toute courbe
caractéristique, u(xg,z1) est alors déterminée par la valeur de u en (0,z), c’est a
dire par g(x). Ce qui montre I'unicité de la solution u de I’équation de transport.

Existence : Pour définir un candidat de solution on utilise les équations caractéristiques :
Pour tout point (xg, 1) du demi-plan 2 il existe une courbe caractéristique unique
qui traverse a la fois le point (xg,z1) et un point unique de la forme (0, z) pour
un z € R. Donc, étant donné un point t, ¢t = (g, 1) € €2, on prend cette courbe
caractéristique et le point (0;z) sur cette courbe et on définit

u(xo, 1) = g(x)

On peut montrer facilement que la fonction u ainsi définie est de classe G et qu’elle
est solution de I’équation de transport.

Remarque 2.4.4 On peut montrer de la méme maniére que pour tout g, b, f € C*(R) tel
que sup |b(z)| < oo, le probléme non-homogene suivant admet une solution unique :
z€R

(0, 2) = g(x) (2.4.15)

Exemple 2.4.2 Le cas de coefficients constants
pour tout g € C!(R) et tout b € R, I'équation de transport linéaire & coefficients constants :

{ Owu(t,x) + b(x)0u(t,z) = f(t,x), t >0,z €R

{ Opu(t, x) + bdyu(t,x) =0 t >0,z €R (2.4.16)

u(0,z) = g(x)
admet une solution unique, donnée par :

u(t,z) = g(x — tb) (2.4.17)
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Les équations différentielles caractéristiques sont ici particulierement simples :

1'0(8) = 1,
.fl(S) = b,
2(s)=0

Comme dans la démonstration du théoreme on fait l'identification zo <+t et x; < x.
On peut donc conclure :

Proposition 2.4.1 Plus généralement, le probleme :

Owu(t, ) + b(x)d,u(t,x) = f(t,z) t>0,z€R (2.4.18)
u(0,7) = g()
admet la solution unique donnée par :
t
u(t,z) = g(x — bt) +/ f(r,x — bt + br)dr.
0
2.5 L’équation des ondes en une dimension
2.5.1 L’équation des ondes sur R
Elle est de la forme :
U (t, ) — Uge(t,2) =0, t>0,2 €R,
u(0,z) = up(x), r €R, (2.5.1)

u(0,2) = up (), r €R.

Les fonctions u,,u; : R —— R sont données. L’équation des ondes est une équation
a dérivées du second ordre, mais on peut la réecrire comme un systeme d’équations a
dérivées partielles du premier ordre. On peut la factoriser :

g 0.0 0
9 9N 9w, — . =0, 2.5.2
(G T o) ~ g = e e =0 (25.2)
Si on pose v(t, ) = (& — 2)u(t, z), alors on obtient un systéme d’équations de transport
pour les fonctions u, v :
vp+v,=0 t>0,r €R,
Up — Uy = V, t>0,z€eR,
(0, 2) = ur(z) — u(z), = €R, (2.5.3)
u(0, ) = up(x), r €R.

Comme dans 'exemple (2.4.2)), on obtient comme solution :
v(t,z) =a(z —t)

ot a(x) =v(0,2) = u(0, ) — uy(0,2) = uy —up(z), * €R

wt,z) = uole+1)+ /Oty(T,:c +t—7)dr (2.5.4)
= up(x+1t)+ /Ot a(x +t—27)dr (2.5.5)
— up(z 1) + ; / x:ta(T)dT. (2.5.6)
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Par définition donc la solution u de I'équation des ondes par la formule de d’Alembert :

1 1 patt
u(t,z) = i(uo(:v +1t) +uo(z —1t)) + 5 uy (7)dT. (2.5.7)
r—t
Théoréme 2.5.1 Pour tout uy € €3(R) et tout u; € €'(R) 1'équation des ondes (2.5.1]) ad-
met une solution v € €2(R, x R) unique. Celle-ci est donnée par la formule de d’Alembert
(2.5.7)).

2.5.2 L’équation des ondes sur un intervalle borné

Soit maintenant ’équation des ondes sur un intervalle borné avec conditions au bord
de Dirichlet :
U (t, ) — Uge(t,2) =0, t>0,2 € (0,L),
u(t,0) = u(t, L) = 0; t >0,
U(O,l‘) = UO(‘I); T € (OaL)a
u(0,2) = uy (), z € (0,L).

Ici, les fonctions wg, uy : [0, L] — R sont données. Le probleme est aussi I’équation
d’une corde vibrante. L’intervalle (0, L) représente la corde, la valeur u(¢, x) le déplacement
(en direction orthogonale) en temps (¢ > 0) d’un point x de la corde. La condition au bord
de Dirichlet veut dire que les deux extrémités de la corde sont fixées (pas de déplacement
possible). La fonction ug est le déplacement initial de la corde, la fonction u; est la vitesse
initiale de la corde.

(2.5.8)

Théoréme 2.5.2 Pour tout ug € C%*([0, L]) tel que ug(0) = uo(L) = 0 et pour tout
uy € CY([0, L]) il existe une solution u € €%(R, x [0, L]) unique du probleme ({2.5.8)).

Définition 2.5.1 Unicité : Par linéarité, il suffit de montrer que si u est une solution de
pour les données initiales ug = u; = 0, alors u = 0. Soit donc u une solution
pour ces données initiales. On prolonge la solution u en une fonction impaire (par
rapport a la variable x) sur R, X [—L, +L] et puis en u une fonction 2L— périodique
(par rapport a la variable z) sur R, x R. La fonction ainsi obtenue est une solution
de I’équation sur R (probleme ) pour les données initiales uy = u; = 0. Par
unicité (Théoréme ona:u=0.

Existence : On prolonge les fonctions wug,u; en des fonctions impaires sur l'intervalle
[— L, +L] et puis en des fonctions 2L— périodiques sur tout R. Les fonctions qu’on ob-
tient ainsi seront aussi appelées ug, u1. On définit © comme dans la formule d’Alem-
bert, alors on montre facilement que la restriction de cette fonction u a I’ensemble
R, X [0; L] est une solution du probleme

2.6 Etude d’un systeme différentiel

On étudie dans cette section un systeme différentiel de la forme :

dx _dy _da

P-Q R (2.6.1)

Ou P, @, R sont des fonctions définies dans (2.6.1]).
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2.6.1 Définitions et généralités

Dans l'espace R® rapporté & un repere orthonormé direct, on désigne par M(x,y,z)
un point de l'espace et on note soit f(M) ou f(x,y,z) la valeur d’une fonction f au
point M. Soient P,Q,R trois fonctions supposées de classe G, des variables x,y,z.
On s’intéresse a la résolution du systeme différentiel suivant :

dv_dy _ dz
P @Q R

(8)

Remarque 2.6.1 Le systeme (8) peut se mettre sous la forme :

Définition 2.6.1 On appelle solution du systéme (§) une courbe (C), dont la tangente
en tout point M de coordonnées (z,y, z) en lequel P, @, R ne s’annulent pas simultané-
ment, est dirigé par le vecteur de coordonnées (P(M), Q(M), R(M)).

Rechercher une solution du systeme (8) revient a trouver une repésentation paramé-

trique t — M(t) = (z(t), y(t), z(t)) de la courbe (€), telle que en tout point de parametre

t on ait :
dx
dM di P
=] 2=k | Q (2:3)
dz R
dt M(t)

On déduit donc la coliéarité du vecteur tangent a (€) au point M(¢) et du vecteur de
composantes (P, Q, R)m)- Si P, Q et R en s’annulent pas en M(t), alors

dx dy dz
dt . dt .t (2.4)
PM(t))  QM(t))  R(M())
Si P (respQ,respR) nes’annule pasen M(#) alors il en est de méme pour % (resp( %, 4 ))

On supposera dans la suite que P, Q, R non simultanément nuls.

Remarque 2.6.2 Quand la solution existe, la résolution directe du systeme donne
une repésentation paramétrique d’une courbe solution de (8). Puisque le probleme est
posé dans R3, une technique alternative pour caractériser une courbe est de la définir
comme intersection de deux surfaces.
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2.6.2 Intégrales premieres

Définition 2.6.2 On appelle intégrale premiere du systeme (2.3) une fonction f de
classe @' des trois variables x,y, z non constante, et telle que, pour toute solution (€) :
t— (x(t),y(t)), 2(t)) de (8), la fonction t — f(x(t),y(t),2(t)) soit constante.

Théoréme 2.6.1 Une fonction f de classe G des trois variables x, v, z est une intégrale
premiére de (8) si et seulement si, dans tout domaine ou les solutions de (8) sont définies
elle vérifie :

of of of
P(X7 Yy, Z)&(Xa y, Z) + Q(X7 Yy, Z)g(xa Yy, Z) + R(X7 Yy, Z)&(Xa Yy, Z) =0 (8)

Démonstration. Soit ¢t — M(t) = (x(t),y(t), z(t)) une solution de (8), et f une intégrale
premiere ; par dérivation composée on a :

d dx, of of of

—f(M(t)) = —(t)=—M(t —(M(t —(M(t 2.5

SEEOM(E) = GHOF M) + 5-(M(V) + (V1) (25
Le membre de gauche est nul. (car %’ %}7 % sont respectivement proportionnels a P,Q),

R, et que la fonction ¢t — f(x(t),y(t), 2(t)) est constante). Géométriquement I’équation
(€) correspond a I'orthogonalité du gradient de la fonction décrivant la surface Yy, et
du vecteur tangent a la courbe € en My, avec :

> = {MeRY/ (M) = (M)} (2.6)

;Mo

Comme le gradient est normal au plan tangent a la surface. € est tracée sur >y, son
vecteur tangent appartient donc au plan tangent a la surface. D’autre part | si fi, fo sont
deux intégrales premieres de (8), et si My est un point de la courbe solution €, alors les
surfaces : 3¢ w, @ f1 (M) = £1(Mo) et Xg, ap, : f2(M) = £5(Myp) contiennent toutes les
deux courbes C.

Déterminer si > v, N> s, M, Permet de définir € et si d’autres intégrales pre-
mieres contenant C peuvent étre définies. C’est I'objet de la section suivante.

Définition 2.6.3 Trois fonctions f, g, h de classe @' sur un ouvert Q0 de R? sont dites
fonctionnellement indépendantes si les seules fonctions différentiables H telles que
la fonction (x,y, z) — H(f(x,y, 2),9(x,y, 2), h(z,y, z)) soit constante, sont les fonctions
constantes.

Théoréme 2.6.2 Soient f, g, h trois fonctions de classe €' sur un ouvert 2 de R3. Si le

jacobien
of of of
1%} 0 1o}
> o 2| Digh .
or Oy 0z ’
oxr Oy Oz

ne s’annule pas dans €2, alors f, g, h sont fonctionnellement indépendantes.

Démonstration. La fonction

(X’ y7 Z) )_> H(f(x7 Y’ Z)? g(X7 y7 Z)7 h(X7 y? Z))
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de la définition précédente est constante si et seulement si sa différentielle est nulle. Avec

les formules de changement de variable et de la différentielle on a :

OH OH 0OH % 60 oo
0=dH = (Gr 5o ) | & 5 dy |, V(dz,dy,dz)
on oh on |\ g
oxr Oy Oz
Si
of of of
ox Oy Oz
g dg O
det | 52 a—z 2| #0
oh  Oh  oh
oxr Oy Oz
Le systeme admet seulement la solution triviale (%—?, %—’Z, %—IZ) = 0 correspond a une
fonction H constante. O

Théoréeme 2.6.3 Soient f, g deux fonctions de classe C' sur un ouvert Q de R3. Si la

of of of
or Ody 0z
99 99 Og

oxr Oy 0z

matrice

est de rang 2, alors f, g sont fonctionnellement indépendantes.

Démonstration. En considérant une fonction (z,y,z2) — H(f(z,y,2),9(x,y,2))) on

obtient :

dx
oH om (% U U
0=dH = (;5}?7 ?5;7) (: gg g% gg ijy ) \7(d1%(1y7(12)
z
OH 0H

Si la matrice centrale est de rang 2, seule la solution triviale ( T ) = 0 est possible.

Théoréme 2.6.4 Soient f,g deux intégrales premieres indépendantes du systeme diffé-
rentiel :

dv_dy _ dz
P @ R

Toute intégrale premiere de ce systeme s’exprime alors en fonction de f et de g.

(8)

Démonstration. Soient f, g, h trois intégrales premieres du systeme différentiel (8) avec
f et g indépendantes. En utilisant le théoreme ([2.6.1]) :

af af af of of of
g g g _ g g g9 _
Pg—l—Qg%—R% = (0 ou encore g g % Q |=0

Comme P, ), R ne sont pas simultanément nuls, la matrice du systeme ne peut pas
étre de rang 3 (sinon la seule solution serait la solution triviale).
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D’apres le théoreme (2.6.2)), les trois fonctions ne sont pas indépendantes. Il existe
donc une fonction H non constante telle que :

H(f(z,y,2),9(z,y,2), h(z,y,2)) =0
ce qui nous amene a :

of of of
or Oy 0z
on on om0 5 G
of  0g  Oh o o oh
or Jdy 0z

comme f et g sont indépendantes, d’apres le théoréme (2.6.3)) les deux premieres lignes
sont indépendantes et donc et %—IZ ne peut donc étre nul sans que %—? et %—IZ le soient, ce

qui est impossible (H non constante). Finalement %—IZ =% 0; le théoreme sur les fonctions
implicites permet d’exprimer h en fonction de f et g.

D’ou on arrive au résultat suivant :

Théoréme 2.6.5 Soient f et g deux intégrales premieres indépendantes du systeme diffé-

rentiel :
dr _dy _d:

= 8
Alors, pour tout couple de réels (a, b), les courbes C, intersection des surfaces f(x,y, z) =
a et g(z,y,z) = b sont solutions du systeme (8).

Proposition 2.6.1 (Mécanisme pour une nouvelle intégrale premiere) On dispose d’un mé-
canisme simple pour construire une nouvelle intégrale premiere contenant Cg.

Démonstration. Si F est une fonction telle que F(a) = b alors la courbe €, appartient
a la surface d’équations h(z,y,z) = 0 avec :

h(&l,y,Z) = ?(f(a:,y,z)) - g(x7y72)) (28>
O

2.6.3 Méthode de résolution

Pour résoudre le systeme (8), il faut donc déterminer deux intégrales premieres indé-
pendantes.

Toute intégrale premiere du systeme différentiel (8) doit satisfaire (&), donc :

{ df = §Ldx + SLdy + 5Lz 2.9)
P(z,y, z)% + Q(z,y, 2’)% + R(x,y, 2’)% =0
En posant :

% = A(z,y,2)

& = B(z,y,2)

% =C(x,y,2)

On aboutit au résultat.
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Proposition 2.6.2 Pour obtenir une intégrale premiere f du systeme différentiel :
dx dy dz
P Q R

il suffit de déterminer trois fonctions A, B, C' telles que :

df = A(.’lﬁ,y,Z)d%+B<$,y72)dy+0($’y, Z)dZ (2 10)
0=A(z,y,2)P(z,y,2) + B(z,y,2)Q(z,y, 2) + C(z,y,2)R(z, y, 2) '
Remarque 2.6.3 la relation :
a_7
B0
peut s’exprimer :
a7
JANER, - ===
€R, 375
Donc, pour tout couple de réels (a, b) tels que af + bd # 0 :
ac +by  alB+ b0 a7
af+bs  aB+b5 B9
Pour trouver les intégrales premieres on utilise la propriété suivante :
d d d d Adx + Bd
o _ o AT OW G oap .y BQ £0) (2.11)

= e e
P Q P Q AP+ BQ
Exemple 2.6.1 Soit a résoudre le systeme suivant :
dx dy dz

aly—=2) ylz—2z) 2z-y)
P($7ya Z) = ‘T(y - Z),Q(I’,y,Z) = y<Z - l’),R(fL’,y7Z) = Z(l’ - y)

df = A(z,y,2)dx + B(x,y, z)dy + C(x,y, z)dz
0= A(r,y,2)z(y — 2) + B(z,y,2)y(z — z) + C(z,y, 2)2(x — y)

On sait aussi que df = g—idx + g—;dy + %dz.
P(a,y.2) 5 + Q(a,y,2) 5 + R(z,y,2) 5 = 0.
Dans cet exemple P+Q+ R =0 (car zy —xz+yz—yr+zx—zy = 0), on trouve A = B =
C' = 1. La premiere intégrale : df; = de+dy+dz f1: (x,y,z) — o +y+ 2+ Constante.
On a de plus :
yzP +22Q) + zyR =0
donc :
A(z,y,z) =yz, B(x,y,z)=xz, C(x,y,2)=uzy
convient, ce qui conduit a une deuxieme intégrale premiere :

dfs = yzdz + xzdy + vydz = fo: (v,y,2) — xyz + Constante.

Les fonctions (z,y, z) — x+y+z et (x,y, z) — xyz étant indépendantes, les solutions
du systeme considéré sont donc les intersections des surfaces z +y + 2z = a et xyz = b,
(a,b) € R
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2.7 EDP quasi-linéaires du premier ordre

Définition 2.7.1 Soient u,v,w trois fonctions supposées de classe €' dans un ouvert de
R3, on appelle équation aux dérivées partielles quasi-linéaires du premier ordre,
d’inconnue f, une équation de la forme :

(v, 0, )) 5+ VO ) 5 = Wiy y) (©)

2.7.1 Recherche de solutions

Une solution f de & peut étre vue comme une fonction associant & un point (x,y)
du plan une altitude z = f(z,y)), et peut étre interprétée comme une surface de R3.
On choisit donc les solutions de € sous forme implicite, i.e. des fonctions ¢ définissant
implicitement f comme solution de € :

o(x,y, z) = Constante = z = f(x,y)

En utilisant le théoreme des fonctions implicites, en tout point ou g—f #0:

dp v
@Z_g% ot @:_g% (2.1)
ox o2 dy 52
f est alors solution de € si :
I dp do _
11(X7 Yy, f(X7 y))aix + V(X7 Y, f<X7 y))aiy + W(X7 Yy, f(X7 y))g =0 (22)

¢ est donc une intégrale premiere du systeme :

dx dy dz
= = (8)

u(x7y7 Z) V<X7 Y7Z) W(X7y7z)

Le systeme (8) est appelé systéme caractéristique de (€).

Théoréme 2.7.1 Les solutions de (&) sont les intégrales premieres du systéme caractéris-
tique (8). Si pet ¢ sont deux intégrales premieres indépendantes et F' une fonction de
deux variables non constantes, alors les solutions s’écrivent sous forme implicite :

F(6(x,y, £(x,y)), $(xy, £(x,y))) = Constante (2.7.3)
Exemple 2.7.1
of of

Le systéme caractéristique de (€1) est donné par :

b _dy
Y x S
{ 0= dz ($1)
On voit que (z,y, z) — ¢(z,y, z) = z est une intégrale premiere. De plus :

0 = zdz + ydy = d(2* + )
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Autrement dit, (z,y, 2) — p(z,y,2) = 22 + y? est également une intégrale premiere.
Toutes les solutions sont donc définies implicitement sous la forme :

(z,y) — F(2® +9°, f(z,y)) = Constante

ce qui conduit a
flz,y) = g(2* +y*)

—

les solutions sont les surfaces de révolution d’axe (O, 2)

2.7.2 Les courbes caractéristiques

Définition 2.7.2 u;v;w étant trois fonctions supposées de classe €' dans un ouvert de
R3, on appelle courbes caractéristiques de I’équation aux dérivées partielles du premier
ordre :

. S ) G+ vl o) 5 = (o, flow) (©)

Les solutions de son systeme caractéristique

dx dy dz (S)

u(z,y, z) N v(x,y, 2) N w(z,y, z)

Théoréme 2.7.2 En utilisant la proposition [2.6.1] une infinité de surfaces solutions passe
par courbe caractéristique.

Définition 2.7.3 Avec les notations et les hypotheses de la définition suivante, une courbe
Ne est dite caractéristique en aucun point, s’il n’existe aucun point M de Ne ou le vecteur
tangent soit colinéaire au vecteur de composantes (u(M), v(M), w(M)).

Définition 2.7.4 On appelle pied de la caractéristique passant par le point de coor-
données (z,y) le point d’intersection de la caractéristique et de la ligne sur laquelle les
conditions initiales sont données (en général I’axe des abscisses).

2.7.3 Probleme de Cauchy

Définition 2.7.5 u,v,w étant trois fonctions supposées de classe €' dans un ouvert de
R3, fo une fonction également analytique définie sur une courbe réguliere Ny donnée sous
forme paramétrique t — (xo(t),40(t)); on appelle probleme de Cauchy le systeme

suivant :

{u(as,y,f(x,y))zi+v<x,y,f<a:,y>>§;j = w(e.y. f(z.y)) 2.4)

f(wo(t), yo(t)) = fo(t)sur Ny

Il s’agit donc d'une équation aux dérivées partielles assortie d’une condition aux limites
donnée sur une courbe.
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2.7.4 Etude du probleme de Cauchy

Si I'on dispose d'une fonction fy donnée le long d'une courbe paramétrée, peut-on
obtenir la solution au voisinage de celle-ci? Et si, oui, peut-on ainsi de proche en proche
obtenir la solution dans un plus grand.

Les hypotheses d’analycité conduisent a chercher la solution sous la forme d’un développe-
ment en série autour de la courbe Ny ot f est connue. Quand la solution existe (condition
nécessaire), un développement limité a 'ordre 1 de f autour de (o, yo)-

0 0
[(xo + dz, yo + dy) = fo(zo,y0) + dfcajj(wo? Yo) + dy(.;;)(xoa Yo) + o(y/dx? + dy?)

% et %—’;’ sont supposées connues.
— La courbe Ny étant réguliere, on peut définir une tangente en tout point, et donc
supposer que fq est donnée en fonction de 'abscisse curviligne s (qui rend le vecteur
tangent f(s) unitaire). On suppose, en tout point de Ny, la valeur de f est donnée

par :

F(xo(5), 4o(s)) = fo(s)

Ceci nous permet d’obtenir la valeur de la dérivée tangentionnelle de f.

= = G = S (M()ils) (2.5)

La condition aux limites donne donc une premiere équation linéaire sur les dérivées
partielles du premier ordre.

— Est-ce que 'EDP écrite sur Ny permet-elle d’obtenir une deuxieme équation indé-
pendante 7 Comme par hypothese :

u(zo, Yo, f(%,yo))gi + v(o, Yo, f(xmyo))gi = w(wo, Yo, f (70, Y0))

on a donc le systéeme matriciel suivant :

u(zo, Yo, f(%0,90)) (T, Yo, [ (0, Yo)) % _
dzq feilh) of
Js 0s dy

w(xo, Yo, f (20, Yo))

dfo
ds

Avec la condition du déterminant :

, ,f y ) 7f )
u(zo yoaxo@o Yo)) v(xo yoayo(xo vo)) #£0 (2.6)

Js Js
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On peut donc obtenir le long de Ny, % et %’ ce qui permet grace aux formules de

Taylor a l'ordre 1, d’obtenir de la solution f, un développement limité au voisinage
de la courbe. La condition est donc que le déterminant ne s’annule pas sur
N, on dit alors que Ny ne doit pas étre dans la projection dans le plan (x,y) d’une
courbe caractéristique. Cette condition est suffisante :

Théoréme 2.7.3 (Théoréme de Cauchy-Kowalewski) u, v, w étant trois fonctions ana-
lytiques dans un ouvert de R, on considere I’équation aux dérivées partielles :

of of
U(SL’, Y, f(‘rv y)>7 + U(ﬂj‘, Y, f(xv y))i = w(x, Y, f(x7 y)) (8)
ox dy
Alors la donnée d'une condition initiale analytique sur une courbe réguliere Ny, qui
n’est caractéristique en aucun point, définit une unique solution analytique de (),
appelée solution du Probleme de Cauchy relatif a la courbe Nj.

Remarque 2.7.1 Ce théoreme donne un résultat local d’existence et d’unicité de la so-
lution analytique autour de la courbe de condition initiale. Il ne donne pas a priori d’in-
formation sur la taille du domaine d’existence de la solution. De méme des solutions
non-analytiques sont susceptibles de coexister.

2.7.5 Meéthode des caractéristiques

Un probleme est bien posé si la condition limite n’est pas donnée le long d’une ca-
ractéristique. Considérons un probleme de Cauchy bien posé, ou la courbe de condition
limite Ny n’est pas une caractéristique et déterminons comment construire la courbe ca-
ractéristique qui passe par le point (zg, yo) de Ny correspondant & ’abscisse curviligne s.
Cette courbe caractéristique € dont une représentation paramétrique est donnée par :

b= (e(t), ye(t), 2e(1))

est solution de :

e = w(@e(t), ye(t), 2(t))
Be = p(ze(t), ye(t), z(t) (2.7)
W = w(we(t), ye(t), (1))

IC(O) = Xo, yc(o) = Yo, Zc(o) = fo(so)- (2-8)

Donc on voit que la courbe caractéristique est solution d’un systeme d’équations différen-
tiel ordinaires. La courbe caractéristique étant tracée sur la surface solution, z.(t) est la
valeur de la fonction cherchée au point (x.(t),y.(t)) :

ze(t) = f(@e(t), ye(t))

Remarque 2.7.2 Il est donc relalivement simple d’obtenir la solution de ’équation aux
dérivées partielles le long d’une caractéristique.
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2.8 Exercices corrigés

Exercice 2.8.1 Soit I’équation (EDP) suivante, déterminer si cette EDP est linéaire ou
non linéaire :

ou ou
(o —ug =0

ox dy
Solution : Cette EDP est non linéaire. L’opérateur L associé est non linéaire du fait que
L(au) = o®L(u). O
Exercice 2.8.2 Résoudre I'équation suivante :

ou du
u(0, z) = z°

Solution : C’est une équation de transport. En utilisant ’exemple et 1’équation
(2.4.17) la solution est u(t,z) = (z + 3)3. O

Exercice 2.8.3 a) Résoudre :

u(t=0,2) = -

{ U + 22Uy =0
241

b) Evaluer u(3, ).

Solution : a) C’est une équation de transport. u(t,z) = g(xz — 2t), donc :

(t0) = —,
u(t,r) = ————F——
’ (x —2t)2+1
Exercice 2.8.4 Soit a résoudre 1’équation suivante :
Owu(t,x) — 40,u(t,x) =0
u(t,0) = 2.
Solution : Il s’agit d’'une équation de transport. La solution est u(t,z) = g(t — zb)
—49,u(z,t) + dyu(z,t) = 0 et u(0,t) = ¢ La solution est donc u(z,t) = (t + ).
O

Exercice 2.8.5 Soit I’équation (E) suivante :
dz
z— = V1 — 72 (E)
dx
Solution : y ne figure pas dans 1’équation donc dy = 0. On peut déduire y = C'te = (.
dx dy  dz
z 0 J1-—z2

zdz
d$:ﬁ:>$+V1—Z2:CQ

Une autre intégrale premiere. Géométriquement ce sont les cercles dans le plan d’équations
y=C et 224 (Cy—a)*=1. -



CHAPITRE 2 : Les EDPs du premier ordre 32

Exercice 2.8.6 Soit 1’équation différentielle

0z 0z 0
et el
T oy
Trouver la solution qui passe par lellipse v d’équations z = my et 22+ (y — 1)? = R2.

Solution : Le systeme différentiel associé :

de _ _dy
y  x
rdr +ydy =0

x? 4 y? est une intégrale premicre. Toutes les solutions sont de la forme z = F(2? + y?),
ol I est de classe C. On pose U = z et V = 22 + 2, nous savons que des intégrales
premieres, la courbe v a pour équation 2? = R? — (t — 1)2, y = ¢, z = mt. En éliminant ¢
entre mt = a et R?>+t*—(t—1)> = b, ce qui impose m # 0 et donne b—RQ—%’—l =0.

Donc H(u,v) = %” —V + R? — 1 et la solution est la paraboloide de révolution 2z =
m[z? +y? — R* — 1]. O
Exercice 2.8.7 Résoudre I’équation aux dérivées partielles suivante :
of
f—=+v1-12
ox
Solution : i) /1 — f?2 = 0 définit les deux solutions f; : (z,y) — +1 et fo :
(x,y) — —1.
ii) Dans le cas ou|f| < 1: Le systeme caractéristique de (8;) est donné par :
dy= 0
{ e __ds (81)
z T V1-22

La premiere équation donne l'intégrale premiere ¢ :

¢1 : (Qf,y,Z) —y

La seconde permet de déduire l'intégrale premiere ¢ :

z
d.T = 7,1_—Z2d2' = —d( V 1-— 2'2>

0=dzr+d(V1-22)
et donc, finalement :
¢2: (fE,y,Z) —> T+ vV 1— 22
Les deux fonctions étant indépendantes, toute solution est donc définie implicitement
par
F(y,x + /1 — f?(z,y)) = Constante

r+4/1 = [z, y) =¥(y)

¢ étant une fonction de classe C!, le domaine d’existence de la solution est alors
I'ensemble des (z,y) tels que |z — ¢ (y)| < 1. Donc :

Fa,y) = 1= (z—1p(y))’

On parle de tuyau dont la section circulaire de rayon 1 reste orthogonale a la ligne
des centres d’équation y — (¢(y),y,0).

ce qui implique que :

|
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Exercice 2.8.8 Chercher la solution de ’équation aux dérivées partielles suivante :

ou, ou, ou,
y(x—l—y)ai%—x(x—l—y)g%—z(x%—y) 5 =0

Solution : On peut transformer 1’équation en :

de dy  dz
y@+y) zlzt+y)  zty)
nous avons :
rdr = ydy
ce qui donne :
xdx —ydy =0
d’ou en intégrant :
2 2
@ v
2 2

co = /22 — y2. De plus I’équation initiale peut se transformer en :
de dz dy

Yy z x
En multipliant par z on a :

de = Ealy =dz

Y x
Soient P(z,y,2) = y(z +y), Qz,y,2) = x(x +y), R(z,y,2) = 2(x +y). Soit & chercher
P, Qq, Ry pour que PP, + Q@1 + RR; = 0. Si on prend P, = (1 = % on peut par un

(w+y

petit calcul montrer que Ry = . On peut déduire :

(x,y,2 /Pldm+/Q1dy+/R1dz

o= [ 2[5

Soit .
T z
ul(I,y,Z):*—f—y—f- y:CI
z oz z
2(:L’—|-y) =C,=2Cz=x+y
z

Le résultat final est :
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2.8.9 Résoudre 'EDP suivante :

Exercice
dx dy @ dz
X y+x2 y+4z
Solution : Le systeme correspondant est :
dv  dy dy Y+ 22
r  y+ a2 de
d’ou y’:%:%—l—x
Par ailleurs nous avons : . .
dyy_ry=y_ v _y
dr x x2 r X
dy, _ 1., y
—(Z) = = —Z2)Y=1
)= =)
Gy=1="Y=z+0.
x x
D’ou
y=a"+C
Si on considere la premiere équation et la troisieme on a :
dr  dz
T y+z
dz + z z
A _y+e_y, 2
dx T r x
Donc : p
z z
—=Z=z4+C1+-
dx x
2! C z
=1t —
x r x
d z ' —z 2 z 4 z z 4
—(2) = =SS =lt ot - =14
dm< ) x2 A [ I x
d  z C
L) =1+
de x x

E:x—i—C’Q%—C’llnsv:>z:x2—|—C’2x—i—C’1aU1n:U

x
Les deux courbes intégrales : y = Ciz + 2?; 2z = Cixlnz + Cox + 22 sont les solutions
O

du systeme.
Exercice 2.8.10 Déterminer la surface z = f(z,y) vérifiant I’équation :

en passant par la circonférence : 22 4 y? = 16, z = 3.
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Solution : Le systeme différentiel associé est :

dr dy  dz
yz  xz  —2xy

La résolution du systeme

d d
R = zzdr = yzdy
yz Tz
donne :
LUZ - y2 — Cl
De méme p p
N 2xydr = —yzdz
yz  2xy
2
2 Z
0
T+ 5 2

La solution générale est : ®(z? — % 2% + %) = 0. Dol

@ est une fonction arbitraire.

1.
2+t =16,z =3 = 2* = 16 — 3
2

16—y2+%=90(:r2—y2)

2p0(2* —y?) =32 — y* + 22
2. En remplacant z = 3, il vient : 2p(16 — 2y*) = 41 — y?. Si on pose u = 16 — 2y?, on

obtient p(u) = 22+, En utilisant on obtient :

25+x2—y2 2

2 _ .2y _ _ 2~
p(z® —y°) 5 g

25 4+ 2% — y? = 22% + 22
D’ou
224+ +22=25

C’est une sphere de centre 0 et de rayon 5.
On peut également trouver la solution en résolvant le systeme avec z = 3 :

22 —y?=C)
12_1_%:02

C1 =16 —2y2, Cy = 431 —y? et 2C, — C; = 25 donne la solution précédente.

Exercice 2.8.11 Déterminer la surface z = f(x,y) vérifiant I’équation :

102, 102
x0x yoy

et passant par la parabole : y?2 =z, x = 0.
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Solution : Le systeme caractéristique est :
dz
dr = ydy = —.
vdz = ydy = —

On a
vdr = ydy = 2*>—y* =C,
dz z
zdz = — -5 9

La solution générale s’écrit :

d’ou
22— C =
2 90

(z* — )

Ot ¢ est une fonction arbitraire. Comme y? = 2,z = 0, alors

2201

2 —
x? —

En remplacant O}, Cs, on obtient z = 2 + g2

ol

Exercice 2.8.12 Soit a intégrer :

N —z = C2? :>g
—5 =0 2

- Cg.

appelée paraboloide de révolution.

of of
2 2
X“+y' ) t+2xy—=0
(x*+y%) 5 +2xy Jy
Solution : Le systeme différentiel correspondant est :
dv  dy  dz
w2 +y2 2wy 0
On a :
dv  dy dr+dy  dx—dy
24y 2y 2?2 +y? + 220y 22+ y? — 2ay
dlz+y) _ dz—y)
(z+y)?  (z—y)?
On a :
1 1
— = - + Constante.
r+y r—vy
ou y
22 — 42 = Cu.

Par ailleurs

dz=0=—= z = (5.

La solution générale est :

o(—2

S5.2) =0
x2_y2 Z>

Dot z = ¢(;z%z), ¢ est une fonction arbitraire.

36
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Exercice 2.8.13 Déterminer la solution générale u = f(z,y, z) de I’équation :

of of of

Solution : Le systeme correspondant est :

dr _dy _ dz
yz  xz  —xy

les deux intégrales premieres
=yt =0, P42 =0

On trouve u = ®(z% — 3%, y* + 2?). O



Chapitre 3

Transformations intégrales

3.1 Transformation de Laplace

Définition 3.1.1 Etant donnée une fonction f de la variable réelle t pour ¢t > 0. On sup-
pose f(t) continue par tranches. Pour assurer 'existence de certaines intégrales, on impose
des restrictions complémentaires a la fonction f. On suppose qu’il existe des constantes
réelles positives M et sy tels que :

[f()] < Me™! (3.1)
pour toute valeur arbitraire de ¢ dans [0, +o0].

Soit maintenant p € C, oup = a+ib (a > 0), e "' f(t) est une fonction de la variable
réelle ¢ :

eTPLF(t) = e @O f (1) = e f(t)e ™ = e f(t) cos bt — ie” f(t) sin bt

Si on considere l'intégrale impropre :
/Oo e P F(t))dt = /OO cos bt dt — i/oo e~ ™ f(t) sin bt dt. (3.2)
0 0 0

Proposition 3.1.1 Si f(t) vérifie la condition (3.1)) et a > sg, alors les intégrales de la
partie de droite de (3.2)) existent et la convergence de ces intégrales est absolue.

Démonstration.

7 ey costtar] < [ et (e) cost| e <
0 0

M

a— sy

o o
< M/ e tesoldt < M/ e~ (ams0)tqp —
0 0
De méme on estime la seconde intégrale, donc Uintégrale [5° e ' f(t)dt existe.

On définit donc une fonction F(p).

Définition 3.1.2 On appelle transformée de Laplace ou image L image de f(t) la fonction
F(p) définie par :

Fp) = [ ety (3.3)

0
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f(t) est appelée I'original ou fonction objet.

Notation 3.1.1
F(p) 2 f(1)
De méme on note L(f(t)) = F(p).

Remarque 3.1.1 Comme nous le verrons dans la suite les transformées de Laplace sont
utilisées dans la résolution des équations différentielles ordinaires. Connaissant I'image on
peut trouver l'original soit au moyen des tables (cf. Table ci-dessous) soit par des
méthodes exposées plus bas.

Proposition 3.1.2 Si deux fonctions continues () et ¥ (t) possedent une méme image
L(F(p))alors ces fonctions sont identiquement égales.

3.2 Images des différentes fonctions standards

I. Soit la fonction oy(t) la fonction unité de Heaviside définie par :

f(t)= 1 pourt >0, (3.1)
f(t)= 0 pourt<0 '
L’image de la fonction og(t) :
L) = [~ erar =~ =
’ 0 p " p
On notera :
0%
. -
olt) 35
La représentation de la fonction oy(t) :
II. Soit f(t) =sint. On calcule la transformée de Laplace de f(t).
o0 “P(—psint — cost 1
L(sint) :/ e P sintdt = © (=psint — cos )|8° = (3.2)
0 p?+1 p?+1
Donc : ]
sint < il
III. Soit f(t) = cost,
o0 “Ph(sint — t
L(cost) :/ e P costdt = © (sint = pcos )]80 =_P
0 p?+1 p?+1
cost <% P (3.3)

p*+1
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3.3 Images des fonctions sinat,cosat,a > 0

Considérons I'image de la fonction f(at) avec a > 0.

Proposition 3.3.1 Si F(p) <% f(t) alors

Lr®) & fat). (3.1)

En effet : On pose z = at dz = adt, on obtient :

P

L(fGat) =+ [T e f(z)dz

a

D’ot le résultat obtenu.
Exemple 3.3.1 D’apres la formule (3.2)) et en utilisant (3.1]) on a :

sin at <~ l;
*a(®)2+1
ou . 4
sinat <~ P (3.2)
Exemple 3.3.2 D’apres les formules et :
1 P
PR

a

[ ]
cosat <+
[ ]

o p
cos at f m
3.3.1 Diverses Propriétés

Théoréme 3.3.1 Si F(p) est 'image de la fonction f(t), alors F(p + a) est 'image de

la fonction e f(t),
S P> 1)
alors F(p+a) — e f(t).

(3.4)

on suppose que Re(p + a) > sq.

Preuve 3.3.1

L' f(0) = [T e (b,

Donc
L(e™™f(t)) = F(p+ a) (3.5)
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3.3.2 Images des fonctions et shat,chat,e “tsinat,

e “*sinat,e **cosat

Comme 1 %> % et la formule |) alors :
pia 2 ot (3.6)
de méme )
D a = e, (3.7)
et donnent , ) ,

)5 S(e =)

L

2 pP—« B p+a’ e 2
en faisant la somme des deux formules :
PR ~» chat. (3.9)
De la formule (3.2)) et de la formule (3.4)) :
a ° —at :
m T> e sin at. (3].0)
De la formule (3.3)) et (3.4)) on a :
pto = e cosat. (3.11)

(p+a)?2+a® o
Exemple 3.3.3 Trouver l'original F'(p) dont l'image est donnée par :

7
T PP+ 10p+41°

F(p)

Solution : Transformons F(p) :

7 _ ’ T4
p?+10p+41  (p+5)2+16 4 (p+5)>+4>
Donc, . A
HC i T ey
F(p) %) 471€5t sin 4¢.
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3.3.3 Dérivation de 'image

Théoréme 3.3.2 Si F(p) %) f(t), alors
dr .
7P pe 5 e 12)

Démonstration. Si f(t) vérifie la condition (3.1)) alors l'intégrale
/fﬂ%ﬂwwﬁ<m (3.13)
0

En effet : |f(t)] < Me®', a > sp; deplus a >0 et sy > 0. On sait qu'il existe un
nombre € > 0 tel que a < so + ¢, et que [5° e~ P=I|f(¢)| dt est finie. Par ailleurs :

/ e £ ()| dt = / e~ mtemetyn £ (1) dt.
0 0
La fonction e~ “¢™f(t) étant bornée par un nombre N pour tout ¢ >0, on a :
/‘WWWM&<N/ VWﬁﬂMﬁ:N/fﬂ%mwmw<m.
0 0 0

Ainsi l'intégrale (3.13)) existe. Or elle peut étre considérée comme la dérivée du n-ieme
ordre par rapport au parametre p de I'intégrale. O
Donc de F(p) = [;° e P f(t)dt on obtient :
o0 d" 00
e PH(—t)" f(t)dt = —/ e P f(t)dt.
f, et = 30 [T e

ces deux égalités nous donnent :
(1) F(p) = [ e

D’oula formule (3.12]) du théoréme énoncé. O

n 4"
dp™

Proposition 3.3.2 Pour n quelconque on a :

n! o
v, -t (3.14)

Démonstration. Du fait que % %> lona:

d 1.,
—1)—(5) D¢
(D503
ou
=

EM‘H

De méme :

| no

o .2
50

i

et donc pour n quelconque et par récurrence la formule ([3.14))

n!
anrl

%> .
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Exemples 3.3.1 1. En utilisant la proposition précédente on peut déduire de la formule :

a © .
ﬁ:/ e P sinatdt
p°+a 0
Puis en dérivant par rapport au parametre p les premier et second membres :

2pa o .
5 5 = tsin at.
(P*+a? *

2. On peut également déduire de cos at % }ﬁ et de la formule (3.12)) la formule :

at

I . _
— €
pta e
et de la proposition précédente on peut déduire :

1 i —at
(p+ay + '

3.3.4 Image des dérivées
Théoréme 3.3.3 Si F(p) %> f(t) alors

PE(p) — F(0) = f'(2). (3.15)
Démonstration. o
LUf@) = [~ e pat (3.16)
0
On suppose que toutes les dérivées f(t), f/(t),..., f™(t), satisfont la condition (3.1)) et
donc l'intégrale (3.16]). Effectuant I'intégration par parties de cette derniere nous trouvons :
LW) [~ e @de=e 0 4 [ e foat
0 0
en utilisant la condition (3.1)) nous avons :

lim e f(¢) = 0, /0 T e ()t = F(p),

t—o0
D’ou
L(f'(t)) = —f(0) + pF(p).
Proposition 3.3.3

plpF(p) — £(0)] = f/(0) = f"(t)
p*F(p) = pf(0) = f/(0) = f'(t). (3.17)

De maniere plus générale I'image de la dérivée d’ordre n :

PUF(p) = " F0) +p" 2 (0) 4+ A+ pfTR(0) + FV0)] 2 ). (3.18)
Remarque 3.3.1 Dans le cas ou f(0) = f/(0) = f(0) = ... = f®=1(0) = 0 nous avons :

F(p) - f(t),
PE(p) > F1(1),
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3.3.5 Tableau récapitulatif

TABLE 3.1 — Dictionnaire d’images

n F(p) f(t)
1 1 1
p
2 ﬁ sin at
3 I# cos at
1 —at
4 P e
5 1)2%@2 ShC(t
6 W ChOét
7 m €_at Sin at
8 @Jf’;ﬁ e~ cosat
9 # tm
10 (1’222% tsin at
11 — ﬁ tcosat
1 —at
]_2 W i te
13 m 7.3 (sinat — at cos at)
15 | Fi(p)Fa(p) fi1(t) * fa(t)

44
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3.4 Transformée de Laplace et équations différentielles

Etant donnée une équation différentielle linéaire du n-ieme ordre aux coefficients
constants ag, ay, ..., Gp_1, Gy :

d" d"1x dx
an +ay e +...F an-1 gy + anx(t) = f(t) (3.1)

ap

On cherche une solution de cette équation = x(t) pour ¢ > 0, vérifiant les conditions
initiales :
x(0) = %o, X'(0) = x4, ..., x®D(0) = x{". (3.2)

La méthode

La méthode est la méthode du calcul opérationnel. On notera par Z(p) l'image de
z(t); z(p) %> x(t). On pose p = a+ib et prenons 'image de part et d’autre de I’équation
différentielle ((3.1])

%) d" 9] dn—l 9] o0
ao/ L a / e P dt + ...+ an/ e Px(t)dt = / e P f(t)dt. (3.3)
0 dtn 0 dtn—1 0 0
qui devient :
n— _ [n—1 n—2_./ n—3 ./ (n=1)
ao(p T(p) — [p"wo + Py + P 0g 4 L+ @ ])
n—1— [P 2 n—3,./ (n—2)
+a1<p Z(p) — [P “xo+p" Ty ++ ...+ 1y ])+ ......... +
tn-1 (PT(p) — [w0]) + anT(p) = F(p). (3.4)

Cette équation est appelée équation image d’inconnue Z(p). En isolant T(p) on obtient :

Z(p) [aop™ + "™ + ..+ auap + a,] =

= ag [pnfl% +p" R 5’7(()”71)} +
+ @n g [po + 0] + @n1 [v0] + F(p) (3.5)

Il s’ensuit que Z(p) est ainsi défini. On notera par ¢, (p) 'expression :
en(p) = aop” + a1p" ' + ...+ ap_1p + an. (3.6)

Donc :
_ o ¢n—1<p) F<p)
) =" 0 T el

O ¥,,_1(p) est le premier terme du second membre de (3.5). Si les conditions initiales

(3.7)

sont @ xg=x) =) =...= 2 =0, le terme ¥,_1(p) = 0, donc :
F(p)
) en(p) 39
ou Fio)
_ p
z(p) = (3.9)
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Exemple 3.4.1 Soit a résoudre I’équation :

d*x dx
Cr L 3 o=
az v T

vérifiant les conditions initiales : zop = z{;, = 0 pour ¢t = 0.

Solution : L’équation s’écrit :

1
T(p)(p* +3p+2) = 2

ou
1 1

1
Y e PR R RS Y
11 31 1 1
T2 4p p+l Apt2)
En utilisant les formules du tableau (Table on trouve :

1 3 1
.I(t) = §t — Z + e_t — Ze_%.

z(p)

3.4.1 Théoreme de décomposition

On suppose que 'image L d’une certaine fonction est une fraction rationnelle réguliere

de p : (cf. équation(3.7)))

¢n—1(p)
n(p)
Toute fraction rationnelle peut se mettre sous forme de fractions élémentaires de quatre
types suivants :

1. A
S
A
2 Gy
3. ]ﬂ% , olles racines du dénominateur sont complexes, c’est a dire % —as < 0,
4. Wﬁizig)k ou k > 2, les racines du dénominateur sont complexes.
Pour les fractions du type 1. on a en utilisant le tableau
A,
2 Ae™
p—a *
Pour les fractions du type 2. les formules (9) et (4) du tableau (J3.1)
A 1
= A thte 3.10
VA 210
Pour les fractions de type 3. on a :
Ap+ B Ap+ B

PP+ aptay (p+%)2+( ag—%)Q
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— A Pty
e+ (o)
+< _AQCLl) 1

On note par M le premier terme et N le second on a :

af
M—>Ae Tl cost ag——
. A 1 /
NT> (B al) e~ lsint Qg — —.
Ay —

en définitive :

Ap"—B ° _%14
——>6 2 "X
P> +aip+ay *

2 Aal
Acost\/as — smt as — (3.11)

Les équations du type 4 sont plus comphquees et comportent des calculs fastidieux qui se
résolvent a l'aide du tableau ({3.1)).

3.4.2 Application aux circuits électriques

Une application principale de la transformation de Laplace est la résolution des équa-
tions différentielles. On étudie la charge d'un condensateur dans un circuit RLC, soit le
montage suivant : A U'instant ¢ = 0, i(t = 0) = 0, ¢(t = 0) = 0. La tension v(¢) aux bornes

est :
di(t) q(t)
t L—— +Ri — 3.12
vit) =LY R 1 96 (3.12)
La charge ¢(t) du condensateur est liée a I'intensité du courant i(t).
) dq(t) t t
it) = —= = q(t) = / i(u)du + q(0) = / i(u)du
dt 0 0
L’équation ([3.12)) devient :
di(t 1t
v@:L“)+m@+/xwm (3.13)
dt C Jo

Soient V' (p) et I(p) les transformés de Laplace des tensions et intensité respectivement.
Calculons la transformation de I’équation différentielle :

Vip) = LipI(p) —i(0)] + RI(p) + 5—— (3.14)
On pose Z(p) = R+ Lp + c%ﬂ qu’on appelle impédance opérationnelle, on a donc :

V(p) = Z(p)I(p); avec Z(p) = R+ Lp + Cl’p (3.15)
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Comme I(p) = % on va déduire par inversion i(t). De plus le basculement de

Iinverseur a t = 0, est équivalent a appliquer aux bornes du circuit une différence de
potentiel de la forme :

v(t) =V H(t) (3.16)
Sa transformée de Laplace est : .
Vip)=V- (3.17)
p
1 V V V 1
Ip)=—"——= = — 3.18
») R+Lp+gp LpPP+Rp+&  Lp+ip+ 15 (3.18)
— Recherche des poles de cette fraction :
R 1
2 —_ _— =
p°+ P + IC 0
— Calcul du discriminant :
R? 4 R*—4%
L2 LC L2
L
A=0 <:>R—Rc—2\/; (3.19)
1" cas : R = R,., le dénominateur admet une racine double : r = —%.
Vv 1
I(p) =+ —=&v
L (p+ 3;)?
Le tableau des originaux (Table (3.1)), page nous donne :
Vv R 1
Z(t) = fte_ktH(t) avec \ = i = ﬁ
2¢me Cas : R > R,, le dénominateur admet deux racines réelles :
—R+,/R?>— R?
r=4 <
2L
Comme ces deux racines sont négatives, notons :
r+ = _)\i
Donc : v . v )
R Ay T R AE v e B
On peut décomposer en fractions simples :
1 A B
= + (3.21)

P+A)+A)  (+A)  (+A)
De p = £\, il vient :
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On a donc :

v 1 1 vV, o1 1
Ip) = (p+A__p+A+):§<p+A__p+)\+) (3:22)

On peut déduire du tableau des originaux (Table (3.1)), page I’expression
de i(t) :

Vv

i(t) = ﬁ(e—kft — e M H(1) (3.23)

3®me cas : R < R., le dénominateur admet deux racines complexes conjuguées
—R+j\/R?— R?
T+
2L
On pose
ry =\t jw
avec
A=
\/m
W= "or
la transformée du courant :
Vv 1 Vv 1
I(p) = — , — = 3.24
Q L(p+A+jw)(p+A—jw) L (p+A)?+w? (3:24)

De la Table ((3.1]), page [44)), on déduit I'expression de i(t).

it) = ‘[//jje ! sinwtH(E). (3.25)

3.4.3 Systemes d’équations différentielles par la méthode du cal-
cul opérationnel

On peut considérer des systemes d’équations a résoudre

1

dz d
{ 3% +2r + %
0

dzx d
54‘4 y+3y

vérifiant les conditions initiales : z(0) = 0,y(0) =0 pour t = 0.

Solution : Désignons x() <% Z(p), y(t) % 7(p) le systeme des équations auxilliaires :

{ (3p +2)Z(p + py(p) = &,
px(p) + (4p + 3)y(p) =
En résolvant le systéeme, nous trouvons :
— 4p+3 1 1 1
(D) = Soriipr®) = 2 ~ 5eF) 00156
_ 1 1(_1 11
y(p) = T pt6)(prl) E(E T 11p+6 )
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6
—11t

G

Avec le tableau des images nous trouvons les solutions cherchées :
_ 1.t
=€
t__

(i

Avec cet exemple, on peut illustrer la méthode des systemes linéaires d’ordre supérieur.

_ 3
10¢

_ 64

e~ t).

3.4.4 Théoréme de convolution

Théoréme 3.4.1 Si Fi(p)et F»(p) sont les images des fonctions fi,et fy c’est a dire si
Fip) 2 fult) et Bo(p) 5 fo(t)

alors F(p) x Fy(p) est 'image de la fonction

[ 50 pate = 7y

Autrement dit .
Rp)Rp) 2 [ At —r)dr (3.26)

Démonstration. Cherchons 'image de la fonction :

[ opte =y
Nous avons :
L(/Ot R falt — 7)dr) = /0°° e [/Ot A falt — T)dT] dt

L’intégrale double est prise dans le domaine limité par les droites 7 = 0,7 = ¢.

I( [/Ot et —ydr]) = L[ [16) [T e pate = r)d]

Posonsz =t — 7 dans l'intégrale précédente on obtient :
/ e P fo(t — 7)dt = / e_p(ZJFT)fg(z)dz =
T 0

= e_pT/ e P fo(2)dz = e PT F5(p).
0
Donc,

L( [ finpate=yar) = [ hioe Rapir

) [ e hi(n)dr = B)Fp).
On déduit donc : .
| A@)nE =1 & Rp)RE)
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Remarque 3.4.1 1. [} fi(7)fo(t —7)dT est appelée convolution (ou produit de compo-
sition) des deux fonctions fi(t) et f»(t). On a de plus par changement de variables
t—17==2":

[ finnte =y = [ fie =) pr

2. Si F(p) %> f(t), alors
;F(p) KN /0 " F(r)dr (3.27)

En effet : Si fi(t) = f(t), fo(t) =1, alors Fi(p) = F(p), Fa(p) = %. On remplace
dans la formule (3.26)) on obtient la formule (3.27)).

Exemple 3.4.2 Soit a résoudre :

d*z
e = f(t)
Avec les conditions initiales :xo(0) = x4(0) = 0 pour t = 0. L’équation donnant la

solution :
#(p)(p* +1) = F(p)
ott F(p) est I'image de la fonction f(t). Donc Z(p) = —=F(p). On pose : Fy(p) =

ITH p2+1
F(p) = Fi(p), de plus ' — sint. On obtient :

o(t) = [ " f(r) sin(t — 7)dr. (3.28)

3.5 Exercices corrigés

Exercice 3.5.1 Trouver l'original de F'(p) = ( , avec a, b sont deux réels distincts.

1
p—a)(p—b)
(F est la transformée de Laplace).

Solution : Pour aetb distincts, on a

F(m:aib[pia_pib]

L’original f(t) est donc :
_ 1 —at bt
f(t)—a_b[e —e}

Exercice 3.5.2 Utiliser le produit de convolution pour trouver I'original de :

B p
T R

avec a # b, a, b € R
Solution : On peut écrire F'(p) comme :

_p ><1 b
S op24a?’ bp?+ b2

F(p)
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mL)COSClt
p as *
1 b x1i>1 in bt
— - — sin
P+ PR b b

L’original est par conséquent :

1
f(t) = cosat * b sin bt

x désigne la convolution des deux fonctions.

Exercice 3.5.3 Calculer la transformée de Laplace suivante :

(t* +t — e 3 U(t)). Calculer loriginal suivant : L‘l[%]

Solution : U(t) est la fonction qui vaut 1 pour ¢t > 0 et 0 ailleurs. En utilisant :

n! e
pn+1 T>t
2 1 1
F<p):73 o T A
p’p* pt3
Pour calculer L‘l(%) on a :
p+2 1 2
=+
(p+3)p+4) p+3 p+4
Donc : )
_ P _ _
L (——r)=—e 3 4 27
APEErERL

Exercice 3.5.4 1. Trouver la solution de I’équation :
2" + 5z’ + 6x = 12 avec z(0) = 2/(0) = 0.

2. Déterminer la solution des équations suivantes :
"+ 32" +2x =1t avec z(0) = 2/(0) = 0.

3. Mémes questions avec I'équation : 2" + 22’ + 5z =sint avec z(0) = 2, 2/(0) = 1.

Solution : 1. Si on considere les transformées de Laplace de part et d’autre de I’équa-
tionet on note par F(p) celle de z(t) la fonction inconnue. En utilisant ((3.3.3) il
vient :

pF(p) — (0) > 2'(t)

p* —pa'(0) > a"(t)

On a:
12 12 12
2
p +5p+6)F(p) = — = F(p) = = :
JFo) p ) p(P*+5p+6  plp+2)(p+3)
Une décomposition en éléments simples donne :
2 6 4
Fp)=>—

p pt+2 p+3
Nous déduisons par le tableau dictionnaire des originaux (Table (3.1) page

z(t) =2 — 6e % + e,
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2. Avec la méme méthode on a pour I'équation :
2" +32"+2x=1t, z(0)=2'(0)=0
De méme on note par F'(p) la transformé de Laplace de x(t) on trouve :

1
P*(p* +3p +2)
1 3 1 1
Flp)= — — >4 —
W) =5~ o1 A
On déduit Pexpression de z(t) (cf. dictionnaire ([3.1)) page [44]) :

F(p) =

I‘(t) = §t — Z + e_t — 16_21:.

3. Pour l'équationz” + 22’ 4+ bz = sint avec x(0) = 2,2/(0) = 1. On note par F(p)
la transformée de Laplace :

Fp) = p+4 1
P P2 42p+5 (PP 1D)(p?+2p+5)
WP T4 Pt
PP+2p+5 p?+1
11 p+1 29 2 1 p 1

1
1T)<((p+1)2+22)>Jr 10-2((p+1)2+22) 10 % (p2 + 1) +S(p2+1)

(t) —f(n 2t+29 in 2t) ! t+1 nt
T =€ — COS — SIn — — COS — Stnt.
10 20 10 5

3.6 Transformation de Fourier

3.6.1 Transformée de Fourier d’une fonction d’une variable

Définition 3.6.1 Soit f(z) une fonction a valeurs réelles ou complexes de la variable ¢.
On appelle transformée de Fourier de f(¢) la fonction complexe de la variable réelle s,
F(f) : R — C définie par :

Fls)=F(fl(s) = [ e p(yar (3.1)

—00

Remarque 3.6.1 1. Cette intégrale n’existe pas toujours.

2. En physique, la variable concernée est, soit une longueur, soit un temps. La notation
s représente une longueur. La variable s a alors les dimensions de l'inverse d'une
longueur. Elle est appelée le vecteur d’onde. Si f(t) dépend du temps ¢, alors la
transformée de Fourier va étre définie par :

FI(0) (@) = Flo)= [ :)O F(t) exp 2imwtdt (3.2)

ol la variable w, qui a les dimensions de I'inverse d'un temps, est la fréquence angu-
laire.
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Définition 3.6.2 Une fonction f appartient & I'espace £'(R) des fonctions sommables
(intégrables dans R) si son intégrale est absolument convergente (intégrales impropres de
Riemann) c’est a dire si :

+o0o
/_OO ()] dt < +o0 (3.3)

Remarque 3.6.2 1.

e HmE ()] = |£(1)
2. La courbe d’équation y = |F(f)(s)| est appelée spectre de f.
On démontre que lim |F(f)(s)| =

|s|—ro0

Théoréme 3.6.1 Toute fonction f(x) de Z1(R) (intégrable) a une transformée de Fourier
continue et bornée, et tend vers 0 lorsque |s| — oco.

Proposition 3.6.1 1. Si f est paire, I'intégrale de Fourier s’écrit :

+o00o
F(f)(s) = / f(t)(cos2mst — isin2wst)dt (3.4)
En écrivant € = cosf + isinf. Or les fonctions ¢ —— f(t)cos2mwst et t —

f(t)sin2wst sont respectivement paire et impaire. Donc :

+oo

f( ) cos 2mstdt = 2 / f(t) cos 2mstdt

+oo
/ f(t)sin2wstdt =0

—00

En résumé si f est paire, F(f)(s) est un nombre réel et
+o00
=2 / ) cos 2mstdt

2. Si f est impaire alors on a :

+0o0

F(f)(s) = —22'/0 f(t) sin 2wstdt

3.6.2 Exemples de transformées

1. La fonction "Porte” ou signal notée Il; est définie pour 7" > 0 par :

sit € [—3;+2]  Ip(t) =1
sit ¢ -5+ 15 =0
T est un nombre strictement positif. En posant u = %, on obtient :
sin wsT'
F(I1 =
(1T (s) = 2207
On sait que
. sinwsT
lim =1
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Lorsque T — 0, on admet que la fonction II tend vers une limite, appelée distri-
bution de Dirac et sera notée 0. on a donc : F(J) = 1. Si on calcule la transformée
de Laplace on a : Z(J) = 1.

La représentation graphique de ¢ par une “impulsion unité” est justifié par le fait :

/+°° My (t)dt = 1

— 0o
Fonctions exponentielles :

poura >0, f:t — e

f étant paire on a :
+oo
F(f)(s) = 2/ e~ cos 2mstdt
0

Le calcul nous conduit :
2a
a? + 4r2s2

F()(s) =

3.6.3 Propriétés de la transformation de Fourier

1

F est linéaire : V f, g deux fonctions de Z'(R), A, complexes :
FS + ng) = AF(f) + pnF(9)
Transformée d’une dérivée : Si [ est continue et si % € ZY(R) alorsona:

?(Z) s — 2imsF(f)(s)

La multiplication par ¢ : Si la fonction ¢t — ¢f(t) appartient & £(R) alors on
a:

d

T (F() 5 — —2im F(Ef(1))(s)

. Image d’une translatée (Formule du retard si a > 0) Pour a réel, on pose :

VieR g(t) = f(t —a)
g est la translatée de f ou le signal f "retardé’de a ( a > 0). Pour tout réel a on a :
F(g) = s —> e "™ F(f)(s)
Translation de I'image. Soit a un réel
F(*™f (1) + s — F(f)(s — a)

Changement d’échelle. Pour w > 0

»

F(f(wt)) : s — ~T()()

w W
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7. Produit de convolution. Soient f, g deux fonctions de .Z*(R) alors fxg appar-
tient & ZYR) et F(f*g)=F(f)*F(g). (f *g désigne le produit de convolution
de f et de g).

+oo

(f9)t) = [ Flw)glt — u)du (3.5)

o0

8. Parseval-Plancherel. Si f est dans L*(R) alors F(f) € L*(R) et

1FCHy = W Fll5 -

Si de plus g € L*(R) alors

< f,9>=<3(f),F(g) >

De méme si (f,)nen est une suite de L?(R) qui converge vers f alors la suite
(F(f))new converge vers F(f) dans L2(R).

3.6.4 Inversion de la transformation de Fourier

Définition 3.6.3 Soit f une fonction de £ L(R) . On appelle transformée de fourier inverse
ou conjuguée de f la fonction notée F(f) et définie

C g / 217rstf

On peut en général obtenir f(t) a partir de F'(s) par la transformation dite de Fourier

mverse :
oo

£(t) = / F(F)(s) exp 2imstds (3.6)

—0o0

Théoréme 3.6.2 (Formule d’inversion) Si f et F(f) sont dans Z!(R) alors :

F(F ) = 57 +0)+ 7~ 0)

Ou f(t+0)et f(t—0) représentent la limite a droite et & gauche en ¢. Si f est continue
en ¢t alors :

F(Z () = f@).
Donc on peut écrire :
+oo

St () = [ F()(s)ds

—00

3.6.5 Lien avec la transformation de Laplace

Pour f appartenant & Z1(R), on définit les fonctions fT et f~ telle que :

Vi <0, fR(t)=0, f(t)=
Ve >0, fT) = f1t), f(t) = f(—t)
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TABLE 3.2 — Transformées de Fourier des fonctions usuelles

! F
Ma(t) =1_a 4(t), A>0 sin Ay
sm at (a > 0) 7TCL(1 — ﬂ-%l]l(hj‘ﬁg)
e—altl (a > 0) m
2 2

e—at2 (CL > 0) \/ge_(ﬂau )

|t] 2 sin? %TI’AV
1 =254 A

T2 Av?

—at 1
€ ]ltZO (CL > 0) a+2imv
1 —27|v|
sint 1 |
¢ (IvI<37)

Théoréme 3.6.3
VseR F(f)(s)=ZL(f)(2inms) + ZL(f7)(—2ims)
£ dénote la transformée de Laplace (cf. 3.1.1])

Démonstration. D’apres la relation de Chasles, on a :

F()s) = [ e gy = [ OOO e+ [ e

—00

On pose u = —t dans la premiere intégrale on obtient :

FE) = [T cudus [ e

F) = [t dut [ e g
Or +oo
2N = [ e
D’ou

L(f)(~2ims)

O\
+
8
»
3
w0
S
-
N
I

+o0 .
/ =Tt (1)t = L (F)(2ims)
0
On déduit le résultat :

F(f)(s) = Z(f7)2ims) + L (f7)(=2ims).



CHAPITRE 3 : Transformations intégrales 58

3.6.6 Exercices corrigés

Exercice 3.6.1 Déterminer les transformées de Fourier des fonctions réelles (¢ € R)
sulvantes :

a)

t— ]l[,T’JrT] (t), T e RT*
b)

sint

c)

t— exp VT T e RT

d)
11
Tl 4+12

Solution : a) Si

1 -T<t<T
frtr— Lryn(t) = { 0 sinon
En calculant la transformée de Fourier on a :
400 . +7T ) e—2i7rut
9& — / 7217rut]1 3 t dt — / 7227rutdt — +T
(N = [ e = [ e ~S 11
}f(f> (U) _ 1 [_62i7ruT + GZiWUT}
20U

at

On pose o = 2muT’, nous avons : e — e~ = 2¢sin . Donc

F(f)u) =

sin 27uT’
TU

b) Pour la fonction f:t+—— S‘Tnt Par définition :

F()wy= [ e g

— 00

Par la formule inverse :

0 = [ F )

De plus
+oo 9 +o0o +oo %
F(u) = / o2t £ () 0 = / F(t)dt = / AT o (£)dt
D’ou o T
F(u) _ Sl 2Z7TU
U

Comme f(t) = L_pp(t)dt alors :
too sin 2mul’| o
t) = 227rutd .
o= [ e

Quand on pose T = 2L alors
s

O e TR R S G TR TR 1))

—00 U T J—0 U 2727
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c) La fonction f:t+— exp —% est définie par :

T sit>0

e _tT: t
P H {eT sit <0

Donc :
0 t

+ 9% +oo + %
eTe ”sdt+/ e Te 2t
0 0

e—2i7rse% 0 67%6_2“‘—8 +oo
T 2 9irs + —ims — L
T —00 T10
T T
=t —
1 —2irs 1+ 2ims
2T
F (e T () =
(e )¥) 1+ 4m2027?
d) Chercher la transformée de Fourier de la fonction : f : t — f(t) = m . En utilisant
la formule d’inversion (|3.6|)

+o00 2T .
=1t/T _ Y 7/ ¢ % 1
¢ _[m1+m%wf dv.

En choisissant T = i

1 1
w1+ 72

o-2rltl — /+OO #e%”"Tdy =7 )(=1)

—00 ].+V2

—27|t|

Comme la fonction e est paire on a alors :

1 1
ml4 22

7(

() = e,

Exercice 3.6.2 a) Trouver les transformations de Fourier des fonctions définies :

_ =l 2 <

et

() = -2z O0<z<1
g\ = 0 rz>1
b) Calculer lintégrale [, Sig%dx.

Solution : a) La fonction f peut étre écrite dans son triangle :

l+z size]—1,0]
fx)=< 1—x siz€]0,1],
0 sinon.
Par une intégration par parties on a :
eliﬂf
47T2£2'

0 . 7} 1
1 —27,7r§:cd - T2
/71( +a)e v 2m€ + 47?25
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De méme on trouve :
1 , —i 1 e~ 2
1 — —2z7r£$d — _
/0 (1=w)e v 2m€ * 4282 4282

b) La transformée de Fourier-Plancherel est une isométrie de L?(R) sur lui-méme. En
utilisant cette isométrie (relation de Parseval), on déduit

+o0 +oo gin
/ f(m)de — / de.
0 0

mizd

En posant y = mx, la premiere intégrale donne :

/+°° sin 7z T
0

2 $:§

x
Exercice 3.6.3 Trouver une fonction f: R +—— Csur Rtelle que :
d*f 2

Solution : On prend la transformée de Fourier de part et d’autre de I’équation :

f(%)(u) b FW) = F(e ), LeR
De plus ,
f(cfit{)(u) = — 47U’ F (u)
F(u)(1+47%u?) = F(e") = F(u) = i (Z;QZQ =F(e ) x F(e M)

D’ouen utilisant 1’exercice 1 on déduit :
ft)=eMse
* étant la convolution de deux fonctions définie dans 1’équation ((3.5))

Exercice 3.6.4 Soit a résoudre ’équation (E’) :

Pe 0% B
de plus
y >0, %—>0, ¢ — 0.
ox

l(z,y)|| — +o0, ¢(z,0) =1, pourlz| < letp(x,0) =0, pour|z| > 1.
On notera par gg(l/, y) la transformée de Fourier par rapport a x de ¢(x,y).
1. Calculer la transformée de Fourier de giyi’ en fonction de QAS(V, Y).

2. Calculer en intégrant par parties (en prenant en compte les conditions citées) 'inté-
grale :
6—2i7rl/xdx

/+°° PP(r,y)

—00 81'2
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3. En considérant la transformée de Fourier de équation (E’), déduire ¢(v, y) puis ¢(z, ).

Solution : R ‘
Sry) = [ olw.y)e ™ da
1.
+oo 82¢ x,y —2iTvxT 62 +oo —2iTve
/_OO 8(yz )e HTVE o = 8y2(/—oo o(z,y)e dm)
9%
= aiyg(yv Y)

2. En intégrant par parties I'intégrale

+o0 92 .
I = / a ¢($7y) e—2z7ruzdx

—00 8!E2
On pose :

82¢(.§L’, y) —2iTrvx

dv = Wda:, u=e>
¢
v = %([E, y)
Donec : 5 oo §
¢ ¢([E, y)e—inuzd:p

—2imya| T -
I= (%(x,y)e 2 >7OO+2@7wx/_oo 9z

en deux fois par parties

0 )
dv = —¢; w=e 2" 4 = iry
ox
. +0o0 )
I = 2imp |(w, y)e ™" + 22’7?1// B, y)e 2™
+oo

2imy [(b(x, y)e’%’”’} i 47r2y2/ Bz, y)e ™ dx
oo -
= _47‘-2”2&(%7 y)
3. En opérant par la transformée de Fourier F I’équation différentielle :

/+oo (82¢ 82¢)6—2de =0

—00 @ 8y2
-
gyf(v, y) — 47 (v,y) = 0

QAS — 0, y grand

- 9%
ATV (v, y) = 873/2(1/’ Y)

b(y) — AT22P(y) =0 = @(v,y) = Ce 2™
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+00 +oo

~ . + .
C == Qb(l/, 0) = / e—Qlﬂdel, — L Cb(l', 0)6—227rya:d$

— 00

o(z,0)e 2™ dy = /

—00

qui est égal a :

e21'7r nu __ e—2i7r1/ _ sin27r1/
AXe% v
Donc ] .
- sin 2wy o &(y, y) = sin 27w€72ﬂy|y
% %
Oron a: .
—2rlv|ly __ Yy
€ ‘Iy_gj(;tQ_‘_yg)(V)
et -
sin 27y
=F 0
ST 0, 0)()
On sait que :
F(F) - F(G) = F(F * Q)
Donc :
y [+ dr 1 x—1 x+1
o(x,y) = ;/_1 m = ;(arctan( y ) + arctan( ) ))

Exercice 3.6.5 Soit f:R%?+—— R la solution générale de I’équation :

o*fr _*r_
or2 o2

Chercher la solution qui satisfait les conditions :

f(z,0) =sinz, a—(:c,O) = —CosZ.

ot
Solution : 1. On fait un changement d’opérateur et on pose :
910 0
ou 2'0x Ot
o 1 0 0
ov 2 Ox Ot

OF 19f 10f

ou = 200 20t 38)
OF  19f 10f
o0 = 200 2an 39)
PF 10%f  10%f
pudv — d0u2 T dor (3.10)

Donc pour que f satisfasse ’équation de départ, il faut et il suffit que F' satisfasse
I’équation précédente.

2. Si F satisfait I’équation précédente alors la fonction g—i est une fonction de la variable
u appelée h; et la fonction %—’Z une fonction de variable v appelée hsy. Nous avons

donc :
F(u,v) = g1(u) + go(v) avecg; = hy; gy = ho.
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3. La solution générale s’écrit alors :
f(z,t) = g1(u) + g2(v) = g1(z + 1) + go(t — ).

La fonction ¢; décrit une onde qui se déplace vers la droite et la fonction gy décrit une
onde qui se déplace vers la gauche. Pour trouver la solution finale avec les conditions
initiales nous avons :

f(z,0) = gi(z) + g2(—2) =sinzx (3.11)
of
3 g1(z) — gy(—x) = cosw (3.12)
0
8]; = gy(z) + go(—x) = —cosx (3.13)
Donc g; =0 et gh(—z) = —cosx, clest a dire go(z) = sin(—=x). Par conséquent, la

solution unique cherchée fs’écrit :

f(z,t) = sin(z — ).



Chapitre 4

Equations aux dérivées partielles du
second ordre

4.1 Généralités

On va considérer des EDP du second ordre car elle interviennent dans les plus courants
phénomenes physiques. L’inconnue u est une fonction réelle de deux variables réelles définie
sur un ouvert  de R2.

Définition 4.1.1 Une EDP quasi-linéaire du second ordre est une EDP de la forme :
2 2 92u

0“u u
a(X7 Y)@ + 2b(X7 Y) axay + C(Xv Y)aiyz - F(Xa y.u,p, q) (41)

L’inconnue est la fonction u(z,y). On pose p = %, q = %Z' a, b, c, F' sont des fonctions

définies dans un domaine {2 par hypotheses.

Exemples 4.1.1 1.
Pu 0%
oz~ * Bar
Cette équation appelée équation des ondes est a considérer pour étudier les processus
des vibrations transversales d’une corde, ou des vibrations longitudinales d'une tige

ou des oscillations du courant électrique.

(4.2)

2. On s’intéresse a la propagation des ondes dans une ligne électrique. Le voltage E a
un point x et a l'instant ¢ est solution de I’équation

0’E 0’E OE

— =LC— + (RC+ LG)— + RGE 4.3

a2 gz T RCTLG)Fo+ (4.3)
R désigne la résistance par unité de longueur de la ligne électrique, L la self par
unité de longueur, C' la capacité et G la conductivité.

4.2 Courbes caractéristiques

4.2.1 Le probleme de Cauchy
Soit (E) I'équation :
0%u d0%u d0%u

a(X7 Y)@ + 2b(X7 Y) 8X3y + C(X7 y)aiyz

=F(x,y,u,p,q). (4.1)



CHAPITRE 4 : Equations aux dérivées partielles du second ordre 65

Soit v : t — (x = ¢(t),y = 9(t)) une courbe de R? dont tout point est régulier c’est

a dire tel que (%2)2 + (2£)2 > 0. On cherche une solution de (E) (4.1) qui vérifie des

conditions supplémentaires sur la courbe v : On suppose connue la valeur de u sur

ainsi que celle de ses dérivées g“ du

Rappels 4.2.1 a) Soient z(t),y(t) les coordonnées du point M (t) parcourant la courbe

v(t). On appelle abscisse curviligne une primitive de \/ ('(t))%2 + (y'(t))?; c’est une

fonction s telle que (ds) (%)2 + (%)2.

b) Soit
ds ds T ds dt dt
avec H?H = 1. Le vecteur ? est tangent a la courbe 7, de plus le vecteur normal
N) = —@? + 3 d’”_) . N s’obtient a partir du vecteur tangent ? par une rotation de
Définition 4.2.1 1. On appelle dérivée normale la grandeur Z—Z =< gradu, ﬁ >
2. ¢ une fonction de classe G, hm0 {gp(M + hﬁ M)} = %(M)

On pose maintenant
H(t) = ulp(t), ¥(0)
U(t) = 2 [p(t), (1)
V() = 2 [p(t), ()]
W(t) = % [p(t), (1)

nous avons alors :

du ou dy  Ou dy
du _ Ou o), 0(t) 2 =< gradu, N
e (P, 1(0) = = (o) G+ S el0). 0(e) G =< gradu. X >
Donc ) p
¥
) = — okl
W(t) = - + V(D)
dH dy dyp
o = VWG PV,
Remarque 4.2.1 1. Si on connait U,V et H on connait W et H, réciproquement si
on connait W et H on connait W et 2. Le systeme linéaire précédent permet de

déterminer U et V' car tout point de est régulier ((££)? + %) > ().

ds
2. Si on suppose H, U,V connues, c’est a dire u, %, %Z sur 7. Si u est completement

déterminée, ses dérivées secondes doivent étre déterminés sur +.
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En dérivant le systeme précédent on a :

U'(t) = 53((8), p(£)@' (1) + 2oy (0(D),
VI(t) = s (p(0), 0 ()@ () + 55 (e

Fp(t),0(t), H(1),U(t), V(1)) = a(p(?),
2b(ip(t), (1)) gy ((8), (1)) + (o (8), (1)) G (0(£), (1)),

Le déterminant A est :

A

I
e}
)
=
<

A = c[¢/(t))]* — 2by/ ()9 (t) + aly/(t)]
En résumé si A # 0 les dérivées secondes sur v sont déterminées de fagon unique. Si
A =0 le systeme précédent a soit aucune, soit une infinité de solutions.

Définition 4.2.2 1. Les courbes caractéristiques sont les courbes v qui annulent A(¢) :
A(t) = c(p(t), w7 = 20(p(t), (1)) [ ()Y (1)]+
a(p(t), ¥ () [ (1)),
2. On dit que 7 n’est caractéristique en aucun point si V¢ A(t) # 0.

Théoréme 4.2.1 a) Sia # 0, les courbes caractéristiques sont les solutions de I’équation
différentielle :

dy ., dy
—)*—2b — =0 4.2
a(x,y) () (x,¥) 3, +elxy) (4.2)
b) Si ¢ # 0, les courbes caractéristiques sont les solutions de ’équation différentielle :
d d
ctey)(gy)? ~2bey) g +aloy) =0 (4.3)
c) Sia=c =0, les solutions sont les droites x = constante et y = constante.

Remarque 4.2.2 Si pour A = 0 alors lorqu’on divise par (¢/(¢))? on obtient :
V(1) (W (1)*
(' (1))? ((1))?

Comme y = f(x) on pose f'(z) = ,8, il vient :

c—2b =0

+ a(z,y)

ax,y) (D)7~ 2b(xy) T +elxy) =0
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Démonstration. Soit 7 : z = (), y(t) = ¥ (t)) une courbe caractéristique.

Supposons a(p(t),(t)) # 0 au voisinage de to. Si ¢'(t) = 0 alors ¢'(t) doit étre aussi nul.
De plus en remplacant on a : A(t) = 0 donc ¢/(t) = 0. Cela ne peut pas définir une courbe,
donc dans un domaine ou a(z,y) # 0, ¢'(t) # 0. La tangente a - n’est pas verticale, -y
est définie par une fonction y = f(x) c’est a dire x =z, y = f(x) et z:gg = f'(z), A=0
est alors équivalente a

d d
alay) (52) = 2(a.y) 5 + cla,y) = 0

Pour b) si ¢ # 0, les courbes caractéristiques sont les solutions de I’équation différentielle

d d
c(m,y)(dz)2 — 2b(a, y)d‘; +a(z,y) =0
On raisonne de la méme fagon qu’en a. |

4.3 Classification des équations

Définition 4.3.1 1. Une équation (4.1) (E) telle que b?(x,y) — a(x,y)c(x,y) > 0 dans
un domaine D est dite hyperbolique dans ce domaine. Elle admet alors 2 familles de
courbes caractéristiques dans ce domaine

2. Une équation telle que b?(x,y) = a(x,y)c(x,y) dans un domaine D est dite parabo-
lique dans D. Elle n’admet dans D qu’une famille de courbes caractéristiques.

3. Une équation telle que b?(x,y) < a(x,y)c(x,y) dans un domaine D est dite elliptique
dans D. Elle n’admet pas de courbes caractéristique (réelles).

Les termes hyperbolique, parabolique, elliptique représentent le type, le genre ou la
nature de I’équation (F) en question.

Exemples 4.3.1 1. Dans I’équation des ondes :

P*u  ,0%u

e e (4.1)

a(t,x) =1,b =0, c(t,x) = —a?; b*> — ac = a®. L’équation est de nature hyperbo-
lique.
2. L’équation de la chaleur ou équation de Fourier définie par :
0 0?
9T a2l (4.2)
ot 0x2

Cette équation est liée a des problemes posés par les processus de diffusion de la
chaleur, de la filtration de liquide ou de gaz dans un milieu poreux (exemple du
pétrole dans les gres sous couverture).

(t,x) € R?, a(x,y) =0, b(x,y) =0, c(x,y) = —a®, b? —ac=0.

L’équation est du type parabolique.
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3. L’équation de Laplace est définie par :

J*u  0%*u

Cette équation est liée aux problemes posés par les champs électriques et magné-
tiques.

a(x,y)=1, b(x,y) =0, c(x,y) =1.
b?—ac=0-1<0

L’équation est donc elliptique.

4.4 Réduction a la forme standard
4.4.1 Changement de variable

Soit le changement de variables X7 = £(z,y) et Xo = n(x,y), deux nouvelles variables,

on suppose que J(x,y) = g((izg #0.

[N
J(x,y) = Z: Z: # 0,Vx,y dans un ouvert de 2 de R. (4.1)
oz dy

Avec ce changement de variables, nous allons déterminer la forme de I’équation avec
ces nouvelles variables X et Xy. u(z,y) = u(X1, Xs) avec le fait que J(x,y) # 0. Nous
avons donc :

8711_ ou 6X1 i ou 8X2
ox 0X; 0x = 0Xy 0x

De méme pour y :
ou . ou aXl Ju 8X2

oy 0X, 0y 09X, 0
ou

ou : ou
et ax; e fonction de ae et de 5y

ou

Si J # 0 on peut calculer 73

Pu 09X, l 9% 09X, d0*u 8X2] ou 92X,

02 ox |0X2 ox | 0X,0X, Ox | | 0X, 0x?

+8X2 8211 8X1 i 0211 8X2 ou 82X2
8X 8X16X2 8x 8X% aX aXQ 8x2

En réduisant les termes et les simplifiant :

8211 8211 3X1 2 12 8211 8X1 8X2 8211 8X2

_ 2
o X2 ox ) T lox,0%, ox ox T ox3lox )

ou 82X1 i ou 82X2
0X, 0x2? X, Ox2
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Pour la variable y on a :
(92u . 32u (8X1)2 + 8211 8X1 8X2 i 8211 (0X2
dy?  0X2' Oy 0X,0Xy dy Oy  0X2' Oy
ou 82X1 i ou 82X2
0X1 0y2 0X2 8}’2 .
Pour les deux variables x et y on a :
6211 . (9211 (8X1 8X1 4 82u (8X1 6X2 8X1 8X2)
oxdy 0X2' 0x Oy 0X,10X, " dy 0Ox ox Oy
+82u 8X2 8X2 4 ou 82X1 4 ou 82X2
0X2Z2 0x 0y 0X,0xdy 0X30xdy

Nous allons exprimer 1’équation initiale (4.1]) sous forme :

)+

0%u 0%u 0%u
A—— +2B +C
0X2 0X10X2 00Xy
e X 0X, 90X, 0X
2 2
A 1 op 221 921 1
a( 8x) * ox Oy +C( 8y)
8X1 6X2 8X1 0X2 8X1 8X2 8X1 8X2
B=a ( + ) c
ox 0x dy Ox ox Oy dy Oy
00Xz 2 0X4 0Xo 0Xz\2
C=al— 2b .
a( (‘9x) ox Oy —|—c( 5)y>
Proposition 4.4.1 Le type de I’équation est conservé par le changement de variables.
B? - AC = J?(b? — ac) (4.2)

Démonstration. La démonstration est calculatoire.

Si on choisit un changement de variables de telle sorte que 'un des termes A, B, C
s’annule, (par exemple A = 0). Supposons a # 0 et soit un couple (X, X3) de telle sorte
que A =0. Donc :

0= a(%)zmb%}; 85;1 +c(a;;1)2.

Comme a # 0 alors 88—)‘;7&0 car si aa—);:O alors%zo et J =0, %}#O. De plus :

ox1 ox
0 9 _
a( %) + (g% ) +e=0
oy oy
Soit donc X (z,y) = constante, la fonction implicite d’une courbe 7, comme
ox;
86—);1 #0: g—g = —E,Zi nous avons alors :
Yy
dy~ 2 d
a(—y> — 2b—y + ¢ =0. 7yest une courbe caractéristique
dx dy

En résumé : Soit ¢(z,y) = k I’équation d’une courbe caractéristique. Si on pose X; =
@(x,y) I'équation obtenue par ce changement de variables aura un coefficient nul pour
g%. Dans le cas de deux familles de courbes caractéristiques, si ¢(x,y) = 1 est I'équation
de la seconde famille et si I'on pose Xy = ¥ (x,y) '"équation obtenue aura un coefficient

9%u 9%u
nul pour X2 et X3
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4.5 Formes standards

4.5.1 Equations hyperboliques

Théoréme 4.5.1 Soient ¢1(x,y) = Cy et pao(x,y) = Cy les deux familles de courbes
caractéristiques d’une équation hyperbolique si on pose X7 = ¢1(z,y) et Xo = po(z, )
I’équation hyperbolique deviendra :

0%*u ou Ou
0X10Xo 00Xy’ 3X2

SionposeY; =X+ Xy, Yo=X;— X5 ona:

J*u  0%u ou Ou
g2 _ Y7 H(
Y2 Y2 Y1 OYs'

= G5 e 0. X1, Xz) (4.1)

u, Y, Yz) (4.2)

G, H sont des fonctions dépendant des équations en question.

Démonstration. La premiere partie découle des calculs précédents. Pour le changement
de variables (Y7, Y5) :

8u_8u+8u 0u_8u_8u
0X, 0y, 0Yy, 90X, 9Y; 0Y,
Pu  u 0*u 0*u 0%u
0X,0X, OYE  oV,0Y, | ovioY,  ove
Pu  Pu u
0X10X, OYE OY?

Des exemples sont traités a titre d’exercice dans la section (4.6)).

4.5.2 Equations paraboliques

Théoréme 4.5.2 Soit (x,y) = C la famille de courbes caractéristiques d'une équation
parabolique. Soit X; = ¢(x,y) et Xy une fonction indépendante de X, (Dggi’z(f) # O).
L’équation (E) (4.1))devient :

0%u :G( ou Ou

8X% aXl 8X2 , X]_,XQ) (43)

Démonstration. X; annule le terme en X2 B coefficient de est aussi nul. L’équa-

0 8X 8X

tion des caractéristiques est :

(20)° _ 2

d d b
dx z C_Oza(iy_i)Q

d
car b = ac.
Soit alors ¢4 (z,y) = C, I'équation d’une caractéristique qui définit implicitement y comme
fonction de =z :

dy b Opy  dydp,

" d ox dioy
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Si on pose X = ¢1(z,y) : % + 288);1 = 0. De plus :
0X, 00X, 0X,0Xy, 00X, 0X, 0X, 0X5
B=a——=+%b
a@x 8x+(8y 8x+83: 8y>+cay oy

e boxiJ(ox,  bXy
B Jdr a Oy or  ady

Pour un exemple voir section des exercices.

4.5.3 Equations elliptiques

L’équation des caractéristiques est

a(i};)z—Zbi};+c:0

Les solutions étant complexes sont écrites sous la forme :

dy b L b2
Y = 1
dx a a2

Xy =mxy) +ivi(x,y) =M A €C
Xg =n2(x,y) —ih2(X,y) = A2 A2 € C
Le changement de variables est : Y1 = n1; Y, = 4.

Théoréme 4.5.3 Soient ¢1(x,y) = C1, pa(x,y) = Cs, les solutions complexes de :

dy b Ly ac — b2
- - 1
dx a a2

On pose :
Y +iYe = p1(x,y) Y2 —iYs = pa(x,y)

(E) devient
?u  Pu G( ou Ou

gu oM (9 9 Ny
ovz T ov2 oy, oy, W YrYs)

La démonstration est assez simple, un exemple est traité en exercice (cf. section (4.6

Exercice 3.e)).

4.6 Exercices corrigés

Exercice 4.6.1 Soit ’équation aux dérivées partielles du second ordre suivante :

5, 0%u 0*u 6 50U +87u
T og2 xyaxay J dy?>  Ox

=0

1) Donner sa nature. 2) Déterminer les courbes caractéristiques et la forme standard.

Solution : 1. b —ac = %3”2 — 22(—6y?) = # + 62%y? = %. Quantité positive

pour x # 0 et y # 0, donc I’équation est de type hyperbolique pour x # 0 et y # 0.
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2. Les équations des courbes caractéristiques sont solutions de ’équation :

9, Ay o

dx) +ay—= —6y* =0

z*( e

Les solutions sont :

dy b+ Vb — 4aca _ (mwy) +V252%y® 2y

dr 2 N 272 o
dy b—b>—dac (—wy) —V252%y* 3y
dr 2a N 222 oz

On résoud ces équations carctéristiques par la méthode de séparation de variables :

dy 2y dy dx
dx_a::>2y_x

1
5 In(y) = In(z) + constante.

On déduit :
7*C =y

C est une constante réelle I'intégration. D’ott €y = %. Pour la seconde solution :
Blnz=lny =y = Chr > = Cy = y2°.

On prendra donc :

X1 = 01 et X2 = CQ.

3. La forme standard
Nous effectuons le changement de variables :

Xl = %, XQISUs’y
T

Nous avons donc :

0X4 30Xy 5
- - — _2 _—
Ox TV Tag Y
0X: 10X _
oy a2’ oy
La regle de dérivation des fonctions composées donne :
@ ~ Ou 0X, N Ou 0Xy -3 432 ou
0~ 0X; 0z | 0X, v Yox, " Vaxy
Pu 6 Ou 4 0% X, u 00X,
02 = Vo~ 2 (5 T )
ox 470X 0X{ Ox 0X,0X, Oz
82u 8X1 82?,6 (9X2
6 3
"”an +3% (3595 oa *oxz o)
0%u 0%u , 0%u ou ou
ST | PR S S 62~ Yy~ + 6
T e T g 9 e 6y Gry
d%u ou *u X, Pu 00X, ou
=208 — —2 32—
oxoy ¢ ox, U (aX2 oy T 9X,0X, 0y )+ X,
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2 X 2u 0X.
3:(;23/( 8 u (‘3 1 i (‘3 u28 2)
8X18X2 8y (9X2 Gy
0?u 2 2u ou ou
—277° 3z° — 2278 —— 4 32°
T Vaxz TVaxox, T Vaxz T ax, T ax,

2 2u 0X 2 0X. 2 0X 0%u 0X
Pu_ o ndhs Tu 0y Pu 0% ooy
0y? 0X7 0y  0X10X, Oy 0X10Xy Oy  0X35 Oy

@ 1 0%u L9 0%u L 0*u
o2 wtoX? 0X,0X, 0X3
En remplacant dans I’équation initiale on a :

2

_ 2y U
(—=25zy ) ox,0%,

ou
+ (827%y — 207%y)

ou
3 3 =0
8X1+(:c’y+ y) 2

0X5
Donc :
0*u 24z —1) du  3x(x+1) Ou 0
0X,0X, 25zdy  0X, 25y 0Xy

Comme 2° = X5/X; et y° = X?X2. La forme standard est donnée par :

0%u (4X,"° — X17%)) ou 3(X1/5+X1/5) Ou _
0X10X, 25X6/5 0X, 25X1X1/5 0Xy
Exercice 4.6.2 Soit (E'1) I'équation (EDP) suivante :

5, 0% , 0%
Vo a0 (£1)

1. Déterminer la nature de (E£1), ainsi que les caractéristiques.

2. Réduisez a la forme standard.
3. Meémes questions pour les équations :
0%u 0%u 0%u
&) 2 2

—+2 =0
T o * xy(?&:(?y Ty 0y?

o%*u 9%*u
207U, 07U
bz o2 7 0y?

0*u 0*u *u  Ou
207U 2 _ou _
) 0x? xy@:v@y +y oy? O 0
0*u 0%u 0*u
- +2
0x? 0xdy 0y?
(92u 5 0%u

d)
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Solution : 1. Pour I’équation (E1), b = 0,a = y?,c = —22, 0> — ac = 0 — y*(—2?) =
22 - y? > 0. L’équation est de type hyperbolique pour z # Oet y # 0. Les courbes
caractéristiques sont obtenues par le biais du polynome caractéristique :

9, Ay o

2
=0
v -
dy _ oy _ @
de y dx Y

Les courbes caractéristiques s’obtiennent en résolvant les deux équations précédentes
soit :

Xi=9y*—2% Xo=9*+2°
De plus :
oX 94 —2x, 2y
3(?)?2 a%?z |:|2$ 7 2 ‘:—8l‘y7é0, Vm;«éO,y%O
ozr oy 3 Y
U(ZL’, y) = U(Xla X2) - u(y2 - xza y2 + ZE2)
ou ou 0X; ou X, ou ou
T ) 22 9 (9
5~ ox, ar t x5~ ox 20+ ax, (20
ou ou 0X, ou Xy ou ou
— = C22 2 I8 (9y) + 2 (2y).
o~ ox, oy Tax, oy ax, W+ ax, )
D’ou P P 9
u u
o2 2
o aX1< y) + 8X2( y)
0X1 0,45 o 00Xy
Te T oaV TR Gy T
Pu 0 ,0u 0 | ou ou
Pr or'on) ~or |ox 2 T ax, )
En développant on obtient :
0*u , 0%u 0*u ) , 0%u ou  Ou
gu - 4 —2
o~ axe T laxax, M) Y ke ~ tax, o,
De méme :
0%u , 0%u 0%u 0%u ou ou
— =4y’ 4a® 2 2
o =W oxa V¥ oxax, T ax T 2ax, T 2ax,
(E1) devient :
0%u 5 o 5 o du , ou
- (- - 090 270 (y? — 2?).
0 8X18X2( 8x%y” — 827y") aXl(:v +y?) + aXQ(y %)
De plus on a : X3 — X7 = 4z?y®. (E1) redevient :
Pu X, ou X5 Ou
0X,0X, 2(X3—X}) 00X, 2(X3-X}) 90X,
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Soient Y7 = X7 + X5 et Yo = X7 — X5. Avec ce changement de variables on a :

8u_8u+6u_ 8u_8u ou ou
X, 0Y; Y, 90X, 0X, 09Y; Y,

Pu  Pu B 0%u
0X10X,  OYP OY%

o Pu 0 1 o 0 o 0
u u u u u u
- = X = Xjo — Xgoe — Xy
Y2 OYE  2(XE—X?) l Yoy, oy, TPoyy oy,

Soit X3 — X? = —Y1Y5. La forme standard de (E1) devient :

[3211 azul 1 Ou 1 Ou

ovy oy Y;0Y, Y 0Yr

2. Pour I'équation a) a(z,y) = z%; b(x,y)=xy, c(z,y) = y>. L’équation est du type
parabolique car b*> — ac = 2%y* — 2%y?> = 0. Le polyndme caractéristique des courbes
caractéristiques :

dy dy
2 2 2
—=)° = 2xy—— =0
v ) 2wy +y
donne la solution double % = 2 dott y = Cz. Pour la forme standard on pose
X1=% et Xy=y. Deplus:

%’ 90Xy _y 1 x+y

‘gg . ’:‘oﬁ ’f’:‘ 2 70 VeRhyFl
ox Oy ’

8X1 y 8X1_1

o T oy x
ou ou 0X, ou 0X, ou Y ou .

95 " oX 0r T ox, or _ox,\ 12

car % = 0. D’ou
T

Ju y Ou

dr 220X,

par ailleurs

ou ou 0X; ou 0X,  Ou 1 ou

1

oy 00X, 0y ToxX, 0y 00X, z  0xX,
ou_ou 1 ou
Gy_aXl T 8X2

1.

/ 2 . .
En évaluant %, il vient :

Pu_ 0 0w -y, _
or2  Or 0X; a2’

—Y Q(ﬂ) +6u{2y}
22 |0z 0X, 0X; La3

Pu oy [Pu 3X1+ 0%u 0X5 2y Ju
8X12 ox 8X18X2 ox 3 6X1

0x? 2
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ox? z2

car: 25 — L ot X2
i T ox

Pu_ y[1 0] o
72 0X? 30X,

v _oufou
oydox Oy |0X, a2

d%u _ﬂ<_i)_£ 0%u 0X, N Pu 00X,
oyor  0X:  x2’ 22 |0X? Oy = 0X.0X: Oy
0%u 1 ou Y lazu Y 0%u
oydr 220X, a2 |z 0X? 22 0X,0X,
Pu_0ou 0 o ou,
oy2 Oy 0y’ Oy 0X; 0X,

On sait que :

Ju  Ou 1+ﬁ
0X,

dy 09X, ©

Donc :
@_l 0%u 1+ 0%u +l 0%u +62u
oy x |0X? x  0X,0X,| 20X,0X, 0X3

En remplagant dans 1’équation a) :

0%u 0%u 0%u

2 2
— +2 =0
¥ o * xy@x(?y tY oy?
on trouve : 92
U 2
5 =0, V 0
Donc en intégrant 224 (X2) =0, (X, = y) on a :

ox2
u(Xy, Xo) = f(X1)Xo + g(X1)

et en remplacant on a : u(x,y) = yf(%) + g(¥). fetg sont des fonctions arbitraires.

3. Pour I"équation b) :
ZO'u 0%
el
0x? Oy?
a(z,y) = 2% b =0, c(x,y) = —y* b* —ac = v*y*> > 0. Cette équation est de type
hyperbolique. Le polynome caractéristique :

0.

dy dy y?
2 2 2 2
(dx) (dx) 2
Ona: =t =2
y_le) yx_OQ
Xi=zy, Xo=-
car
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Iny=Clhzr < y=_Cx
d d d
dy _ y  dy_ du

dx x Y T
d d
Y x

Iny+Inzx =C <= yxr = (5.

C1, Cs sont des constantes réelles. De plus on a :

%, 8x, Y T 2y
S5 X =17, T 1| =40, Va#0,y#£0.
oz ? Oy 2 )z z
0X1_ . 8X1_ . 8X2_ y 8X2_1
o oy TV or T a2 oy @

du _ du i ﬁ(_ﬂ)
or  0X,” 09X, z2)
Pu_0 0w you 0 0w 20wy o
o2 0 Vox, 220X, Jor ox,  Yi3oX, 220z 0X,
Pu oy 0% y ou y® 0% y? 0%u
=Yy - 23 -3 +73
8X12 3 8X2 2 8X18X2 x3 8X22

22 0X50X,
Pu 0, Ou 1 Ou 0, Ou 10, 0u
o~ oy'ax, Trax,) " aylax,) T raylox)
0 ou 0X, 0  Ou 0X,
= xlaxl ox,) ay | ox, 9x, 83/]
1[8 ou 90Xy, D u aXQ]
X, \ox,) oy’ T ox,\ox,) oy

X

. 0*u . Pu 1] 1] Pu - Pu 1
, 0% 0?u 1 0%u

9 Bl
Tox? T Pax,0X, | 2 0X3

, en rajoutant et en remplacant :

ou ou ou 1

o ax, o,

En multipliant par —?

La forme standard devient :

o %u 2y Ju

W T L ax,
Puis :

0%u 1 Ou 0

0X10Xy 2X; Xy

4. Pour I"équation c) :
R T
0x? 0xy oy?  Ox

a(z,y) =22, b(z,y) = —xy, c(z,y) =y b*—ac=0.Léquation est du type parabo-
lique. Le polynome caractéristique :
dy dy

2/79\2 2 - 2:()'
x(d:c) + :Eydx—i—y
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qui s’écrit :
dy 2
T— + =0
( O Y)
dy _ Yy
dx T
On trouve :

De plus on a :

0X1 09Xy y T
88)?27 & |:|1 ’ 0‘:—337&0, vx%oﬂ/#()
ozx oy ’
ou ou 0X; ou 0X, ou ou
= + = y+ -1
ox 8X1 ox 8X2 ox 8X1 8X2
@_ ou 8X1+ Ju 0X,  Ou o ou -O—ﬂx
5’3/ N (9X1 (91/ 8X2 83/ N 8X1 8X2 N 0X1
32u @210 8X1 82u 0X2 82U 8X1 82’& an
— = Y5 + + + 2o a)
0x? 0X7 Or 0X20X, Ox 0X20X, Ox 0X35 Ox
L, 0% 49 0*u N 0*u
—Yax2 T Yax,0x, T axe
0%*u ou 0*u 0X; Pu 00X, 0%*u 9%*u ou

ooy~ ox, Yo ar Taxex, or )~ Woxe Trax,0x, T ax,
0%u 9*u 0X, ’u 00X, , 0%u

a2~ "axi oy Taxex, oy )~ axe
En substituant dans 'EDP :

o 0%u ou  Ou

—(2 T S
Coxz PR~ o, 0

On divise par z%(z # 0) :

Pu  (2x+1) Ju _iﬂ_o
0X32 20X, 20X,

Comme z = Xy et y= % la forme standard devient :

Pu  (2Xp+1) du 1 Ju
0X?3 X2 0X, X30X,

5. Pour le cas d)
02U 0*U 0*U
-2 + 2
0x? 0xdy Oy?

Le polynome caractéristique :

dy ., dy
— 2—=+2=0
(da:))+ dm+
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Les solutions sont :
Cg =x + Yy + iz

Les courbes caractéristiques sont :

{ Xi(z,y)=2+y

XQ(may>:x
De plus :
oL, o 1,1
LA ) |:|1 : 0‘:_17&0, Va, Vy.
ozx y ’

Les formules des fonctions composées nous permettent d’écrire :

Ou 0U 0X, 0oU 90X, 0U = oU

9r  OX, 0r | 0X, 0x _ OX, | 0X,

= ox, " ox,

0 _ 0 ou_ 0 [oU  oU
ox2  Oxr 0z’ Oz

0*u 0 ,0U 0X, 0 ,0U  0X, 0 ,0U 0X, 0 ,0U  0X,

922~ ox.\ox,) or T ox,'ox ) or T ax, \ox,) 0z T ox, \ox,
_PU . PU_ PU U
C0X?  0X.0X,  0X,0X,0X3

De méme pour y :
@: 3U8X1+ (9U3X2: oU
dy 0X; Oy 0Xy Oy 0X,
Pu 8<8U 0 ,0U 8X1+ 0 ,0U 0Xs
oy?2 Oy 0X; 0X1 0X:" Oy 0X5 0X:1" Oy
PPu  *U
dyr  oxt

De plus
0%u 0 Ou a9 ,0U

rdy ~ on\oy) " 02'ox,)
Fu _ 9 U 0Xy 09U O
Oordy 0X; 0X; Oz 0X, 00X, Ox
Pu PU U
Dxoy — 0XZ T 0X,0X,

En remplagant dans I’équation d) la forme standard est :

0*U  0*U

~ - 222 0
ox? " oxz

ox

79
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6. Pour I'équation e) on a : b =0,a = 1,c = 2%, b* — ac = —2%; Vo # 0. L’équation est
donc elliptique.
Pour les courbes caractéristiques :

dy ., 2 _ dyz_ 2 _ 2.2
@—m- @——ix
de 7 dx

Donc :
2y — iz + Ky, 2y +iz? = K,

On déduit les courbes Y7 = 2y; Y, = —a?.

ou ou  Ou 5 ou 0*u 402u
— = —2r— - = —
Ox Y, Oy oY, 0y? oY

0*u ou 0*u

— =2 42

02~ oy, T avz

L’équation devient :
ou Pu 0%
2 442 + =) =
oY, + 4z (8Y12 +8Y22) 0

ou

Fu  Pu_ 1 ou
oYZ OYP  2Y,0Y;

Exercice 4.6.3 Etant donnée I’équation de type suivant :

Pu  0%u Ou

Yoz " dy? Oz

Déterminer le type de I’équation, donner la forme standard.

Solution :

b —ac =zt

alz,y) =z blx,y) =0 c(z,y) = —2°.

L’équation donnée est hyperbolique pour x # 0. Les courbes caractéristiques sont données
par :

x(ﬁf — 22 =0
dy — dy .
de U dz
On a donc :
1 1

§$2+?JZC’1; C’2:§a:2—y.

1 1
Yoy) €R? X =o'~y Xp= a4y
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On a donc :

of _ 09X, 9f 09X, 9f

ox n ox 8X1 ox 8X2
_Lof o
ToX, T OX,
8l 00X, of +8X2 of
dy Oy 0Xy dy 0X,
or o
0X: 0X,
0 f of of
81’2 N 8X1 + 8X2 +
02f  O*f o0 f
2
. (8X12 T oxz +2axlax2)
o0 f B o0 f n 0*f 5 o0 f
oy 0XE  0XZ T0X,0X,
En remplacant dans I’équation de départ on a :
0 f
4 ——— =
oxox,
Donc
ﬂ—o = f(X1,X2) = g(X1) + h(X?) (4.1)
OX10X, 1,A2) = glAl 2) .

ou g¢g,h sont des fonctions arbitraires. On a donc :

flzy) = g(lsv2 —y)+ h(le +y)

2 2
Exercice 4.6.4 Donner la forme d’une corde vibrante au moment ¢ = - si son mouve-
, . , . 2 2 .. ey
ment est défini par ’équation %TQU = a2?97[2] et par les conditions initiales :
89U = g2 89U
ot? - - Ox?
U(z,t)|i=o = sinz (4.2)
oU
(@ = = 1

Solution : Quand on écrit 'équation précédente pour (t,z) € R? :

027U _ a2827U =0

ot? 0x?
b’ —ac = 0—1x(—a?) = a® > 0, DPéquation est hyperbolique. Le polynéme caractéristique
()2 —a’>=0= %L =q; et % =—qa Don

r=at+ Ci, x =at+ Cy

La forme standard s’obtient en posant : X; = x —at et Xy = x+at. % =1; % = —a,
A Xy _ 1 0X1 _
de méme G2 =1, G =a.
ou ou 00X, ou 0X, ou ou

o ox o Tox, o —ox.UYTox, @
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Pu 82“(_ )+827u‘ +
oz~ “laxzV Y T ax,0x, ¢
0%u 0%u
“Gxox, Y T oxg)
Pu 0 ou ou

oz o ax, T ax,)
0  Ou 0 Ou

o ax,) T o ox;,)

Pu [6% 0%u 1 a*d*u , 0%u

o~ oxz T 00X, | T oxox, ¢ ox?
5 0%u , 0% L 0*u
=a —2a
Xz axox, ¢ oxz

\ , . . , . 2 2
D’apres ’équation 1' I'expression précédente vaut a?2-%. On calcule 2712‘.

822"

0%u 0  Ou ou

722~ 0s'ax, T oxy
0 0X; 0  Ou  0X, 0  Ou  0X, 0

0%*u d%*u J*u
+

ox.or Tox,'ox) or T ax,ox,) ar T ax,\ox,

T X2 T 0X,0X, | ox2
Donc
0% B 0%u Lo 0%u N 0%u
0x2  0X? T0X,0X, O0X?3
9%u 0% 0% 0% 9%
2 —2 = 2 9
“oxr " 2oxox, Tox, ~ “ o Tlaxox, T ox
9%u 0*u
42— 2% _ou
P ) )
On déduit :
u( X1, Xo) = 11(Xa) + ¥a(X7)
Donc

w( Xy, Xo) = Y1 (z + at) + Yoz — at)

82

(4.3)

1,19 sont des fonctions arbitraires calculées plus loin. Pour ¢ = 0 et en utilisant les

conditions initiales de (4.2) on a :
Y1(x) + Po(x) = sinz
at () — agh(x) = 1
En dérivant par rapport a t la premiere équation :

1 1 K
Pi(x) = acozz+ = 1 (r) =sinz + % + 71

On déduit de méme
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On déduit la solution
u(z,t) = ; [sin(x 4 at) + sin(x — at)]
En utilisant les formules trigonométriques il vient :
u(x,t) = sin(z) cos(at) + t
Sit= 5-alors u(z, 5-) = o-.

Exercice 4.6.5 En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver la solution
u(z,t) de I'équation de la chaleur suivante :

ou 0%
— =a"—,1t>0,0<2 <
ot Ox? -
avec les conditions aux limites : 2%[,_o =0, 2%,y = 0et wu(z,t)limo = f(z). f est une

fonction développable en série de Fourier dans U'intervalle 0 < x <, ( [ > 0). Un exemple
de fonction de f avec | =7 :

Ja(r—z) 0<z<n7
f(x)_{o z>metz <0

Solution : Soit u(z,t) = f(x) - ¢g(t), on trouve :

f(z) = Acoswx + Bsinwz
g(t) = Ke ™" on choisit K=1

On applique les conditions aux limites :

0
i“’xzo = —Awsinwzr + Bwcoswr =0= B =0
x

De méme 3 )
£|x:l = —Awsinwl=0= A#0etwl =kr = w = TF

La solution est

k 2.2
z,t) =Y uy(x,t) =D Ajcos Tﬂxe_kz’é’ !

k>1 k>1
k
Comme u(z,0) = Y Ay cos Tﬂx = f(z). Les coefficients de Fourier A; sont déterminés
par k>1
=7 / f(z) cos —xd:v
Dans le cas de f définie ci-dessus : [ =7
2 7 k 2 7 3-(=1)k -1
A = ;/0 x(m — ) cos Tﬂxdx = ;/0 x(m —x) coskxdr = (kQ)

(1) — )
u(z,t) =Y [W] cos kxe F1.



Chapitre 5

Les équations fondamentales de la
physique mathématique

5.1 Equation de la chaleur

Elle est de la forme :
ou  ,0%u

ot~ " our
Elles sont utilisées dans I'étude de problemes posés par les processus de diffusion de
la chaleur, de la filtration de liquides ou de gaz dans un milieu poreux (exemple de la
filtration du pétrole et des gaz dans le gres sous couverture). C’est une équation de type

parabolique (cf. [£.3.1] 22]).

(5.1)

5.1.1 Equation de la propagation de la chaleur dans une barre

Soit une barre homogene de longueur [. On veut étudier le processus de la propagation
de la chaleur dans la barre. Notons par u(z,t) la température dans la section de la barre
d’abscisse = a l'instant ¢. Expérimentalement on a établi que la vitesse de propogation
de la chaleur pénétrant par la section d’abscisse x dans un intervalle de temps unité, est
donnée par la formule :

ou

S désigne la surface de la section de la barre considérée, k est le coefficient de conduc-
tion thermique. Par ailleurs on sait que la vitesse du flux de chaleur est égale a ¢ =
lim %Cf. AQ est la quantité de chaleur, passant par la section S au cours du temps At.
Soit 1’élément de la barre, compris entre les sections d’abscisse z1 et xg, (o — 7). La
quantité de chaleur, passant par la section d’abscisse x1 au cours du temps At sera :

ou
AQy = —k— At :
Ql 8x T=T1 S ’ (5 3>
De méme pour x5 :
AOy = k2 sA (5.4)
2 — aaj w1y . .
L’apport de chaleur au cours du temps sera :
ou ou 0%u
AQ1 — AQy = |—k— At — [—k— At ~ k—Axz SA :
Q1 Qs = | k&x] . SAt] — | kax s SAt] k@xQ x SAt (5.5)




CHAPITRE 5 : Les équations fondamentales de la physique mathématique 85

La formule a été obtenue en utilisant le théoreme de Lagrange. On a de plus :
AR — AQy = cpAxS Au (5.6)
Au est I'élévation de la température au cours du temps At.

du

AQ — AQsy =~ cpAxS 5

At, (5.7)

c est la capacité calorifique de la substance de la barre, p est la densité de la substance
de la barre (p Az S est la masse de I’élément de la barre). En utilisant les équations ((5.5)

et (5.7) on obtient :

0%u ou
/{;@ AxS At = CPAISE At
ou
ou_ kit
ot cpOx?
On pose i = a2, et on obtient
ou 0%

Cette derniere équation est appelée équation de la chaleur dans une barre ho-
mogene. Pour qu’elle soit complétement déterminée, la fonction u(z,t) doit vérifier les
conditions initiales qui correspondent aux conditions physiques du probleme. Les condi-
tions initiales correspondent au premier probleme aux limites pour 0 < ¢t < T sont les
suivantes :

u(z,0) = o) (5.9)
w(0,8) = () (5.10)
u(l,t) = a(t) (5.11)

On démontre que sous ces conditions I’équation (5.8) admet une solution unique dans le
domaine 0 < x <[, 0 <t <T.

5.1.2 Propagation de la chaleur dans une barre infinie

On suppose qu’a 'instant initial la température de diverses sections d’une barre infinie
soit fixée. Si la barre coincide avec I'axe Ox, le probleme mathématique s’énonce de la
maniere suivante : )

aa‘tl:azg;, —c0<x<00 t>0 (5.12)
avec la condition initiale wu(x,0) = ¢(z). Pour la résolution appliquons la méthode de
séparation des variables.

u(z,t) = X(x) - T(t)
X(x)-T'(t) = a®X"(x) - T(t)
T/ B X// B
2T X

T’ 2
a?T A
!
S

—)\2
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Ce systeme est équivalent a :
T + a?\*T =0
X"+ XX =0

La solution est :

X = Acos A\x + Bsin \x
Comme u(z,t) = X(z)-T(t) on a :

{ T = Ce @Vt

uy(z,t) = X(z) - T(t)

— e “M!A(N) cos Az + B(\) sin Az

la constante C' est incluse dans A(A) et B(\). La solution u(x,t) est par conséquent :
u(z,t) = /0 T VAN cos Az + B(A) sin Aa]dA (5.13)

Avec les conditions initiales : t =0, wu(x,0) = ¢(x). Donc :
b(z) = /0 TTA(N) cos Az + B(A) sin Az]dA (5.14)

peut étre représentee par une intégrale de Fourier.

1 [too 1 [too
AN = —/ o(a) cos Aada, sB(\) = —/ ¢(a) sin Aada
T J—c0 mw J—00
En reportant dans ((5.13)), on obtient :
1 o0 _ 2/\2t +oo too . .
u(z,t) = —/ e ? [(/ ¢(a) cos Aada) cos A + (/ o() sin Aada) sin Az|dA
s 0 —00 — 00
(5.15)
1 252 +oo
=—e t[/ o(a) cos A(a — x)da)dA (5.16)
™ —00
On inverse l'ordre d’intégration :
1 jtoo 22
u(z,t) = —/ [¢(a)/ e cos A(a — x)dN] da (5.17)
™ J—00 0
On pose [ = 3—\_/%’; a\/t = z dans l'intégrale :
o0 252 1 o0 2
/ e Meos Ma — x)d\ = ——= e * cos fzdz (5.18)
0 av't Jo
dK(ﬁ) g _ /+oo —22_ _ 1 —22 . 00 B > —2?
T K'(8) = €7 zsin fzdz = 5[6 sin f3 2] 5 ), € cos Bzdz
vy B
K(8) = -0 K(9)
K(f)=Ce 't
o0 2 t
KO)= [ e de="T"
0 2
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K(8) = YT (5.19)

o0 a—xz)2
/ Peos Ma — z)d\ = oa \/> T (5.20)
0

En définitive I’équation suivante appelée Intégrale de Poisson.

(a—z)

u(zx,t) 2a\/_t/ Tt do (5.21)
5.2 Equation des ondes
Elle est de la forme : o2 o2
u 2 0%u

On est conduit a considérer dans les processus de vibrations transversales d'une corde
les vibrations longitudinales d’une tige, des oscillations du courant électrique dans un fil.
Cette équation est du type hyperbolique.

Dans le cas de I’équation des vibrations de la corde (a? = %, p ¢étant la densité linéaire
de la corde et T étant la tension), et pour déterminer completement le mouvement de la
corde I'équation ne suffit pas. Des conditions initiales sont nécessaires aux extrémités
de la corde (x =0, x =1[) au temps ¢t =0 :

(5.2)

De plus au temps t = 0, la forme de la corde est donnée par la fonction :
u(z,0) = |4=0 = f(x). De plus on doit fixer la vitesse au moment initial en chaque point
de la corde, déterminée par la fonction ¢(x).

ou
Eh:o = () (5.3)

5.2.1 Oscillations électriques dans les conducteurs

Le courant électrique dans un conducteur est caractérisé par la grandeur i(z,t)et la
tension v(z,t) qui dépendent de la coordonnée x du point du conducteur et du temps t.
En partant des équations du télégraphe :

ov ot

- L— = A4
B + iR+ BT 0 (5.4)
o1 ov

P O@t +Av = 0 (5.5)

En dérivant par rapport a ¢t la premiere équation et par rapport a x la seconde équation on
obtient :

0%v 82 8
2 2
i ot (cryan? al + ARi (5.7)

Ox? ot? ot
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R est la résistance et L est le coefficient d’autoinduction, A le coefficient de fuite de la
chaleur dans le conducteur. Si 'on veut négliger la fuite de courant par l'isolation (A=0)
et la résistance (R=0) les équations précédentes se ramenent a des équationsd’ondes :

, 0% 0% ,0% 0%

% Yor T or (5:8)

a —_— =
0x?

a? = & Les conditions initiales et aux limites sont formulées pour le probleme en tenant

compte des conditions physiques.

5.2.2 Résolution de I’équation des cordes vibrantes par la mé-
thode de séparation des variables

Soit donc le systeme a résoudre :

Pu _ 28%u

otz Oz2

u(0,t) =0

u(l,t) =0 (5.9)
u(z,0) = f(x)

%h:o = ()

On cherche une solution non nulle telle que : u(x,t) = X(x) - T(t) dans (5.9)

Ju ,
o = X(@) - T'()
82“’ U
57 = X(z)-T"(t)
X(z)-T"(t) = a* X" (1)
T/l B X//<CC>
T X(z)

Deux quantités indépendantes de = et de ¢ respectivement qu’on pose égal a —A. On
aura donc :

T// _X/l_
a?T X
{X”+)\X:0

—-A

T// + CL2/\T _ O (510)

Les solutions sont :

{ X (z) = AcosV\x + Bsinsin vz (5.11)

T(z) = Ccosav Az + Dsinav/\t
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A, B,C,; D sont des constantes réelles arbitraires. La solution s’obtient donc :
u(z,t) = (Acos vV Az + Bsin VAz)(C cos VAL + Dsin VAt) (5.12)
En allant vers les conditions initiales on a :
u(0,t) =0, u(l,t)=0
Pourx =0, 0=A-0+ Bsin0=A=— A=0
0= Acos VAl + Bsin VAl = 0 = Bsin VA =0

B#0 (car si B=0, X =0,u=0),doncsinVAN =0 = VA="" n=12...
Donc X () = Bsin "Fx. Les valeursde A sont appelées valeurs propres pour le probleme
aux limites. Les fonctlons X (z) correspondantes sont appelées les fonctions propres.

Remarque 5.2.1 Au lieu de —\ on aurait pu prendre \? = k2.
X"— kX =0

La solution générale X (x) = Ae* + Be ™. La solution générale la solution autre que
zéro dans le cas d’une équation de cette forme ne peut pas vérifier les conditions aux
limites.

Connaissant v/A nous pouvons écrire :

T(t) = (n=1,2,3,..)
On aura : nr o
up(z,t) = sin Tx( ' l ;i )
= Z u.
Z C,, co , Sin %t) sin ?w (5.13)

La solution ([5.13)) doit satisfaire aux conditions initiales suivantes :

u(z,0) = f(z) (5.14)
0
Sz = p(@) (5.15)
dans ent=0
=> C,sin nl—ﬂa: (5.16)
=1

Si f(z) est développable en série de Fourier dans [0,1], la condition (5.16|) sera vérifiée
si 'on pose

C, = l/ ) sin —dac (5.17)

On dérive par rapport a t, puisent =0 on a :

:ZD —sm?az‘



CHAPITRE 5 : Les équations fondamentales de la physique mathématique 90

Les coefficients de Fourier de cette série satisfont
n 2
DnaT7T = 7/ o(x) sin nlidx (5.18)
0

Donc : 5
D, = / @(x) sin " da. (5.19)
0

anT l

5.3 Les équations de Laplace

Ces équations sont utilisées dans la résolution de problemes posés par les champs
électriques et magnétiques. Deux types d’équations sont connues, le premier cas est le cas
de deux variables, I’équation est de la forme :

Gu  Pu _
ox  oy?

Elle est du type elliptique (cf. définition Bl). Le deuxieme cas est & trois variables
indépendantes :

0 (5.1)

Pu  Pu  u
5 T oyt T g2 =0 (5.2)

5.3.1 Equation de Laplace en coordonnées cylindriques

Soit u(x,y, z) une fonction harmonique de 3 variables :

0*u 0w 82u_

=0 5.3
0x? + 0y? * 022 (53)

Soient les coordonnées cylindriques (r, ¢, 2)
T=Trcos¢ y=rsing z=2=z (5.4)

r=/x%+ y? ¢:arctan% z=2z (5.5)

On notera par u*(r, ¢, z) la solution en coordonnées sphériques :
ou_ouor  ow o
dr  Or 0xr  0¢ Ox
Pu_ 0 0w or oo
0z2 Oz Or Ox  0¢ Oz
B 82u*(g)2 0*u ﬁ%+82u*<@)2 ou* 09
- 0r? \ox orog 0x 0x ~ O0¢? “Ox 0¢p Ox?

De maniere analogue :

O*u Ordp  O*u* 0¢ ou* 0%¢

Ou _ 0*u* Or orog (222 o'
orop oy oy~ 092 Oy 0¢ Oy?’

2
S 249
oy? or? (ay) +

En outre :
0%u B d*u*

022 922
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En remplagant dans I’équation ({5.3) on obtient :

d*u* N 10u* N i82u* N d%*u*
or? r Or r2 0¢? 022

C’est I’équation de Laplace en coordonnées cylindriques (cf. (1.10.7))). Dans le plan I’équa-

tion devient :

=0 (5.6)

d*u* N 10u* N l@Qu*
or? r Or r2 0¢?

(r,¢) étant les coordonnées polaires dans le plan.

~0 (5.7)

5.3.2 Le probleme de Dirichlet pour un anneau

Dans le domaine D ( anneau ) limité par les cercles centrés C d’équations z2+y? = R?
et z?+y®>= R3 prenant les valeurs limites :

ule, = w (5.8)

ule, = ug (5.

© oo
~—

uq,us sont des constantes réelles. L’équation va prendre la forme suivante :

*u  10u

—+—=0 5.10

or2  ror ( )
La solution :

u=Cylnr+C2 (5.11)

uy = Cllan +CQ
Ug = CllnR2+C2

Les valeurs de C; et de (5 sont :

Uy — U InR
Clz% OQ:U,l—(UQ—U/l)l R21
DRy DRy
La solution u est de la forme :
lnRL
uU=1u + lnR—;<U2 — U1> (512)

Ry
5.3.3 La résolution du probleme de Dirichlet pour le cercle

Soit I’équation :
0%u u
oat ¥ oyr =0 (5.13)
ul,=r = f()

f(¢) est une fonction donnée sur le cercle (¢ est I'angle polaire). On cherche a trouver
une fonction u(r, ¢) continue dans le cercle (y compris sur la frontiere), vérifiant 1’équation
de Laplace avec les conditions :

u|r:R = f(%o)



CHAPITRE 5 : Les équations fondamentales de la physique mathématique 92

En coordonnées polaires on a :

ou
r’=—+r—+-=5=0 (5.15)

Par la méthode de séparation de la variable :
u=®(p) - R(r)

Portant dans (5.15]) on a :
r* (@) R (r) +r®(p) R/ (r) + () R(r) = 0

Don D" () rR"(r)+rR(r)
= - = —k? (5.16)
() R(r)
Le premier terme ne dépend pas de r. On a donc :
() 2
=—k 5.17
3(e) 17
ou
D"(p) + k*®(p) = 0 (5.18)
r*R'(r) +rR(r) — K*R(r) =0 (5.19)
La solution générale de ({5.18]) est :
® = Acosky + Bsinkyp (5.20)

On cherche une solution sous la forme R = r™ dans (5.19)) on obtient :
r*m(m — 1)r™ 2 +rmr™ !t — k2™ =0 (5.21)

ou
m2—k>=0

k

qui possedent deux solutions linéairement indépendantes 7%, et r=*. La solution générale

de (5.19) sera :
R=Cr*+ Dr (5.22)
En portant la solution dans (5.20)) et dans ((5.22)) on a :
up = (Ag cos ki + By sin k) (Crr® + Dyr™) (5.23)

Si k=0 les équations ([5.18) et (5.19) donnent
®"=0; rR'"+R =0

Uy = (AO + Bog0)<00 + DO In 7”)

A oo
u(r, p) = ?0 + Y (A, cosnp) + B, sinng)r" (5.24)

n=1
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La constante C' est incluse dans A,, et B,. La condition initiale u|,—r = f(y) donne
pour r =R
Ao

5 T > (A, cosng) + B, sinnp)R" (5.25)

n=1

flp) =

La fonction f doit admettre un développement en série de Fourier dans [—m, +7]et A, R"

et B,R"™ soient ses coefficients :

A, = = T f(t) cosnitdt

(5.26)
B, = —= [T f(t)sinntdt
La solution finale :
u(r )—1/+ Bt + = Z/ 1) cosn(t — ) (= )de (5.27)
1 g+
u(r,p) = o / 142 Z "cosn(t — p)|dt (5.28)
mw J—7
Car : N
142 Z meosn(t — ) =1+ Z(%)n[em“—@ +emin(t=9)) =
1+ Z elt=eyn 4 (1e—z‘(t—w>)n]
R
e
1 e ¥ 1-— ﬁe t ¥
1— (%)2 B RZ . 742
1—2%cos(t — ) + (5)>  R?>—2Rrcos(t — ) + 12
La formule finale de la solution :
+ R2 — 2
= t dt 5.29
ulr, ) /4 I )R2 — 2rRcos(t — @) + 12 (5:29)

Remarque 5.3.1 Comme f(¢) est continue, la fonction wu(r, ) définie par ((5.29)) vérifie
(5.15) et quand r —— R on aura u(r,¢) — f(p); et u(r, ) est bien la solution du
probleme de Dirichlet posé pour le cercle.

5.4 Exercices corrigés

Exercice 5.4.1 Résoudre par la méthode de séparation des variables 1’équation de la
chaleur suivante :

%u(x,t) —%%(x,t) = 0
u(z,0) = h(z), >0

u(0,1) = u(L,t)=0, t>0

Ou wu(z,t) est définie sur [0,L] x [0,00], h € [0,L](L,D étant deux réels positifs non
nuls).
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Solution : L’équation peut se mettre sous la forme :

0%u ou

On pose D = a?. Cette équation est parabolique du fait que b = 0,c = 0,b> —ac =0
On écrit la solution sous la forme :

u(z,t) = f(x) x g(t)

x,t sont deux variables indépendantes.

T = (0 (@) = @)l
g0 _ oS
a0~ )

Du fait que les deux variables z, t sont indépendantes, le rapport étant constant, soit —w?

cette constante,
g@) _ 2

g@az — ¥

)
g ) +wa’g(t) = 0 (5.1)
(@) +w’f(z) = 0 (5.2)

Les solutions sont :
{ f(z) = Acoszwz + Bsinwz
g

(t) = C exp(—a’w?t)

La solution est donc :
u(z,t) = C(Acoswr + Bsinwz) exp(—a*w?t) (5.3)

On peut prendre C' =1 car A(w)et B(w) sont également des constantes.

En utilisant les conditions initiales : u(0,¢) = 0 on remplace dans ’équation on
trouve A = 0.

On remplace u(L,t) = 0 dans I’équation ([5.3))

u(L,t) = (AcoswL + Bsinwl) exp —(a’w?L) = 0 = BsinwL = 0

k
SinwL:0:></.JL:k7r:>w:f7T

pour la derniere équation u(z,0) = h(x)
h(z) = (Bsinwz) exp —(a’w? x 0)

Z B,, sin n—[jrx

n=1
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Les coefficients B,, sont ceux du développement en série de Fourier de la fonction impaire
de période 2L égale a h(z) pour 0 < x < L.

B, =7 / ) sin —sds

Donc

s a’n’m?t. | nrx L . nTs
Z exp(— 73 ) sin ) h(s)sdes (5.4)

La tempéature u(z,t) est la somme harmonique sinusoidaux en z et exponentielle en

t(D = a).
Remarque 5.4.1 Dans le cas ol a = 1, I’équation de la chaleur devient :

ou  O%*u
—=— 0<z< l t 0
ot 0x2? . -

satisfaisant aux conditions aux limites.

u(m7t)|z=o = u(l‘7t)’x:l =0

et aux conditions initiales :

T si0 <z <t
B B >3
u(x,t)\t:o—§0($)_{ l—x 317< <l
On trouve 1 2 2 1
_@nt?r% n+
i O § [ ——— Tl
2 712::1( ) (2n+1)e I sin( ;i )T

Exercice 5.4.2 On donne une corde fixée aux extrémités x = 0, x = [. Supposons
qu’initialement la corde occupe la position en ligne brisée, représentée par la ligne brisée
OAB. Trouver la forme de la corde a tout moment ¢ si les vitesses initiales sont nulles.

Solution : Soit I’équation de la corde :

Pu 0%

oz = o

La résolution se fait par la méthode de séparation des variables :

u(z,t) = f(z) - g(t)

On a:
w0, t) =u(l,t) = 0 (1)
2h o, sio<z<ti
u(z,0) = p(z) = {QIh(l—x) 5112352?
5 <
%hzozw(@ =0
On a

u(z,t) = f(x) - g(t) = (Acoswa + Bsinwz) - (C coswat + D sinwat)
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Les conditions de (1) nous ameénent a A =0, w = an On fixe B =1 la solution serait
de la forme :
k>1
u(z,t) =Y [Ck Ccos k—ﬂat + Dy sin kﬁx] sin k—ﬂx

5 [ l l

2| [Y22h k L 2h(l — k
Cr = - / —x sin ixd:c —i—/ (7@ sin lxd;z:

[ 1o 1 [ /2 l l

l / ) sin —xda:

k
D,=0= Z/ (z) sin wadx
0

La solution est donc :

1 /mr km km
— Z — sin — sin —x cos ——at.
T k>1 l l

Exercice 5.4.3 Quelle méthode proposez-vous pour résoudre 1’équation de Laplace sui-
vante ?

0%u N 0%u

ox?  Oy?
Dans la zone 0 <z < M, 0 <y < N, vérifiant les conditions : u(z,0) =0
u(z, N) =0, gz (0,y) =0, gZ(M y) =0, (M, N étant deux réels positifs).

=0

Solution : On cherche une solution du type u(z,y) = X(z)Y(y) avec les conditions
initiales :

u(z,0) =0

u(x N)=0
5:(0,y) =0

8“(M y) =0

Avec les dérivées successives I’équation devient :
X"(@)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0
X'(@)Y (y) = =X (2)Y"(y)

X// Y//
XY
X" o
{ Xyl/_
—2 =0

On obtient pour la premiere : X (z) = A; + By
Pour le deuxieme Y (y) = C1y+D;. Ay, By, Cy, Dy sont des constantes a déterminer.
u(z,0) =X(2)Y(0)=0=Y(0)=0
u(z,N)=X(2)Y(N)=0=Y(N)=0
Y(0) =D =0Y(N)=0=C1=0=C, =0
D’ott u(x,y) = 0. Par ailleurs, indépendamment du cas K =0 on a :

ou

5y = X@Y W0y = X(OY' () =0 = X(0) =0
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K < 0: On pose K = —1? on obtient :
Y(y) = Aexp(vy) + Bexp(—vy)

Y0)=A+B=0 = B=-A
Y(N)=AexpvN + Bexp(—vN) =0
Y(N) = A(expvN —exp(—vN) =0 = A =0

On déduit
u(z,t) =0

K >0: On pose K = 1/?
Vi) 42 () =0
X"(x) — 12X (z) =0

qui devient
Y"(y) + *Y (y) = 0
Y(0)=0,Y(N)=0

{ X"(x) — 12X (z) =0
X(0) =0

u(r,y) = X (2)Y (y)
Y(y) = Acosvy+ Bsinvy
(

0) = A=0
Y(N) = 0xcosvN + BsinvN =0

B # 0 car sinon u(z,y) serait nulle.

sinl/N:O:>VN:k7r:>1/k:W7r.
. Ny nmw
Y, = By SIH(W). Vi = (W)Q Y(0)=Y(N)=0

De méme pour X (z) :

X(z) =Cexp(vx)+ Dexp(—vz) X(0)=C+D=0= D =-C

nim
—T

X(x) = Clexp(vx) — exp(—vz)) = 2Csinh(vz) = 2Csinh( N

—eT

sinh(a) = < 5— pour a € R, est le sinus hyperbolique.
Donc :

kmx

X(z) = Xy(x) = 2Cksinh(7)
Pour chaque £ € N,n > 1

(%) X By, sin(@)

up(r,y) = Xp(2)Ye(y) = 2Cysinh N

> kry . kwx
u(z,y) = > sin ——sinh(——)
bt N N

)

97
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@(M,y) = f(y)

En dérivant terme & terme :

ou i kr kmy L (km:)
o 2y a CO8 — sin N
8u i X cos ar’ sz'nh(lmM)
8y "N N N
o - k krM
7ry 7r T
= 5 / ) cos(—=)dy / )sinh( N ).
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Exercice 5.4.4 En utilisant la transformée de Fourier, déterminer la solution u(z,t) de

I’équation de la chaleur :
ou 0%u

e _ Y 0
o Yo 7

avec la condition initiale : u(z,0) = ¢(x), ou p(z) est la température a U'instant ¢.

Solution : L’exercice se résoud en trois étapes :

1 : Notons par .# la transformée de Fourier d’une fonction f.

F(ult,0)w) = | T eimery () da

De plus
F(T ) = Qinv)"# (ult, )
Pour n=2on a :
#(200) = @imF uft, )
ap2) (V) = (2imv u(t,x
Donc
ﬁ(fp—u)(u) = 47 F (u(t, v))
0x? ’
2 5 N 9
7“ _ * —2imzy 7“
F(GHW) = [ e St a)d
8’& a oo —2imxv
J(at)( &/700 exp u(t, z)dx
D’ou

On note par :
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Si on pose y = f(u(t,z))(v) alors et comme elle est fonction de ¢ on a :
= 4%

—4am?v?t

y=Cexp

Nous avons donc :

— e~

ult, 2)(v) = p(2) (1) x exp~ ™t = 5(z) x §(1)) (V).

Cherchons la fonction g(t) telle que g(t) = exp 49",

v

Sachant que .Z (exp™®’)(v) = \/gexp_ o .

2
On trouve : g(t) = ﬁ exp” .
Si f(t) =exp~™, a >0 alors f'(t) = —2taexp™™ = —2at f(t)

d’ou
f'(t)+2taf(t) =0
F(f'()(v) +2a(F(tf(t)(v) =0
(2imv) f(v) + 2a(F (Lf(1)))(v) = 0
Donc on a :

o~

car

du fait que la densité de la loi normale .#7(0,02) a une intégrale égale & un.
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