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Avant-Propos

Ce cours introduit les fondements et les bases de la logique formelle pour l'intelligence ar-
tificielle. Il s’adresse aux étudiants de master 1 informatique du département Informatique de
I’USTO-MB, spécialités : SID, RSID et TAA. Le but de ce cours est d’étudier en détails les fon-
dements de la logique qui peuvent étre trés utile pour automatiser les taches de raisonnement

rencontrées lors de la construction ou analyse de modéles et de programmes.

Avec l'article de Turing, 'intelligence artificielle a vu le jour comme une finalité de la for-
malisation de la logique humaine afin de la simuler sur les machines. La machine de Turing,
les systémes formels, les systémes experts, et toute autre machine abstraite sont basés sur des

principes liés aux logiques de différents ordres.

Dans ce cours, on présentera les notions et les outils logiques de base qui, dans I'univers
concret de 'informatique, permettent de comprendre en quoi la logique est nécessaire a la pra-
tique de l'informatique et par suite leurs domaines d’application tels que les fondements des

langages de programmation et des bases de données, I'intelligence artificielle ou le génie logiciel.

Ce cours est divisé en six chapitres a savoir :

— Introduction et rappels : Ce chapitre introduit une courte histoire de I'Intelligence Ar-
tificielle (IA), les différentes fagons de voir 1'(IA) avec des exemples illustrant son état
de Tart aujourd’hui. L’TA face au test de Turing, permet de vérifier la capacité d’une
machine a faire preuve de signes d’intelligence humaine.

— Reécursivité et décidabilité : Ce chapitre traite la notion de calculabilité qui cherche
d’une part a identifier la classe des fonctions qui peuvent étre calculées & l'aide d’un
algorithme et d’autre part a appliquer ces concepts a des questions fondamentales des
mathématiques. La notion de décidabilité et celle de calculabilité sont semblables. Toutes

les fonctions ne sont pas calculables, le probléme de 'arrét en est un exemple.



— Les systémes formels : Dans ce chapitre on définira un systéme formel comme étant une
modélisation mathématique d'un langage en général spécialisé, pour fournir une descrip-
tion générique a partir d’un noyau minimal et de régles d’extension. En effet, les systémes
formels sont apparus en logique mathématique afin de représenter mathématiquement
le langage et le raisonnement mathématique.

— Le calcul propositionnel : Est un premier modéle logique limité a des raisonnements sans
variables. Les principes de la démonstration automatique sont fournis dans ce chapitre.

— Le calcul des prédicats : Etend le chapitre précédent a des individus et & des propriétés
sur ces individus.

— Applications et résolution : Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la preuve par ré-
solution. Nous montrerons aussi que la méthode de résolution étendue au calcul des pré-
dicats est plus complexe que sa version en calcul propositionnel puisqu’elle doit prendre

en compte l'existence des variables. Elle sert de base au langage Prolog.

Les chapitres sont composés de définitions, de propriétés et d’illustrations par des exemples.
Leur connaissance est indispensable pour la réalisation des exercices. Les chapitres sont systéma-
tiquement accompagnés d’exercices. Quelques démonstrations sont proposées comme exercices
qui, ensuite corrigées. Les corrigées sont assez détaillés pour que I'étudiant puisse acquérir les

notions essentielles par la pratique.
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1.1 L’intelligence artificielle et ses applications

L’intelligence artificielle fait référence aux technologies logicielles qui permettent a un robot
ou a un ordinateur d’agir et de penser comme un humain. Certains ingénieurs en logiciel disent
que l'intelligence artificielle n’est valable que si elle fonctionne aussi bien ou mieux qu’un étre
humain. Cependant depuis une soixantaine d’années des hommes de science s’évertuent a rendre
ce défi possible! Créer une Intelligence Artificielle ! L’intelligence artificielle est donc un concept
assez difficile a définir, elle englobe plusieurs disciplines. On peut la définir comme étant une
théorie de développement de systémes informatiques capables d’effectuer des taches nécessitant
normalement une intelligence humaine. Ce qui est certain, ¢’est que quand on parle des progrés
récents en intelligence artificielle, on parle principalement des avancées extraordinaires réalisées
dans un des domaines de l'intelligence artificielle, & savoir La reconnaissance vocale, la prise
de décision, la perception visuelle, par exemple, sont des caractéristiques de l'intelligence hu-
maine que peut posséder I'intelligence artificielle. La traduction entre les langues est une autre

caractéristique.

1.2 Définitions

L’Intelligence Artificielle (IA) regroupe les sciences et technologies qui permettent d’imiter,
d’étendre et/ou d’augmenter l'intelligence humaine avec des machines. L’IA fait partie de ce
que l'on appelle aussi les sciences cognitives. Depuis toujours, I’homme cherche & concevoir
des machines pouvant exécuter des taches manuelles puis intellectuelles semblables a celles de
I’étre humain. On peut dire que les automates, sont une toute premiere forme d’intelligence
artificielle. Grace aux progrés techniques et aux nombreuses expositions universelles, les auto-
mates deviennent accessibles au public. Partant d'une simple calculatrice et en allant jusqu’a
la robotique et I'informatique. Ces inventions témoignent de la volonté de ’lhomme de créer des
objets capables de reproduire 'action de I’'Homme. Aujourd’hui, I'intelligence artificielle fait
donc partie intégrante de notre culture comme en témoigne 1'existence de nombreux articles,
livres, ou films sur ce sujet! L’intelligence artificielle (IA) fait référence a la simulation de 1'in-
telligence humaine dans des machines programmeées pour penser comme les humains et imiter
leurs actions. Le (IA) terme peut également s’appliquer a toute machine présentant des carac-
téristiques associées a l’esprit humain, telles que 'apprentissage et la résolution de problémes.
La caractéristique idéale de I'intelligence artificielle est sa capacité a rationaliser et & prendre

des mesures offrant les meilleures chances d’atteindre un objectif spécifique.



Il n’est pas aisé de donner une définition de l'intelligence artificielle. Intéressons nous d’abord
a la D'intelligence : l'intelligence est la faculté de comprendre, de connaitre, de penser, de rai-
sonner, de s’adapter et d’étre conscient de ses facultés. Définissons ensuite le mot artificiel :
ce terme fait référence a ce qui a été produit par la technique, par 'activité humaine et non
par la nature. . On peut donc définir I'intelligence artificielle comme une discipline scientifique
relative au traitement des connaissances et au raisonnement, dans le but de permettre a une
machine d’exécuter des fonctions normalement associées a l'intelligence humaine ; compréhen-

sion, raisonnement, dialogue, adaptation, apprentissage...

Définition (Marvin Lee Minsky 1956) L’intelligence artificielle est la construction de pro-
grammes informatiques qui s’adonnerait & des taches qui sont, pour l'instant accomplies de
facon plus satisfaisante par des étres humains car elles demandent des processus mentaux de

haut niveau.

Définition(John McCarthy 1955) Le but de intelligence artificielle est I’étude de la struc-
ture de I'information et de la structure des processus de résolution de problémes, indépendam-

ment des applications et indépendamment d’une réalisation.

L’intelligence artificielle n’a pas d’objet de recherche académique bien défini & part I'intérét
porté au "mental" et aux représentations de connaissances. Elle s’est divisée en de nombreuses
sous-disciplines focalisant sur des problémes bien distincts (tel que la vision, la résolution de
problémes, la compréhension du langage, 'apprentissage,...). Il n’existe pas de paradigme unifié
de recherche et certaines branches de I'TA sont devenues des terrains d’échanges multidiscipli-
naires ot se cotoient philosophes, psychologues, informaticiens et autres qui s’intéressent aux
divers problématiques de 'intelligence. Ainsi les branches fondamentales de I'TA font partie des
sciences cognitives. Forcément, il existe une multitude de fagons de concevoir recherche fonda-

mentale et recherche appliquée.

Le but de l'intelligence artificielle étant la modélisation de l'intelligence humaine, afin de
concevoir des systémes capables de reproduire le comportement de ’humain dans 'activité du
raisonnement, tout comme d’autres domaines tels que la physique, la chimie ou la biologie qui

ont pour but la modélisation d’autres phénoménes.



1.3 Histoire de l'intelligence artificielle

L’histoire de l'intelligence artificielle (IA) a commencé dans I’antiquité, avec des mythes, des
histoires et des rumeurs d’étres artificiels dotés d’intelligence ou de conscience par des maitres
artisans. Les graines de I'IA moderne ont été plantées par des philosophes classiques qui ont
tenté de décrire le processus de la pensée humaine comme une manipulation mécanique des
symboles. Ce travail a abouti a I'invention du calculateur numérique programmable dans les
années 1940, une machine basée sur I’essence abstraite du raisonnement mathématique. Cet ap-
pareil et les idées qu’il a inspirées ont incité une poignée de scientifiques & commencer a discuter
sérieusement de la possibilité de créer un cerveau électronique. Le domaine de la recherche sur
I'TA a été créé lors d'un atelier qui s’est tenu sur le campus du Dartmouth College au cours
de I'été 1956. Ceux qui y ont participé deviendraient les chefs de file de la recherche sur I'TA
pendant des décennies. Nombre d’entre eux ont prédit qu'une machine aussi intelligente que
I’étre humain n’existerait pas avant une génération et on leur a donné des millions de dollars
pour concrétiser cette vision. Finalement, il devint évident qu’ils avaient largement sous-estimé
la difficulté du projet. En 1973, en réponse aux critiques de James Lighthill (pionnier dans le
domaine) et aux pressions incessantes du Congrés, les gouvernements américain et britannique
arrétérent de financer des recherches non dirigées sur l'intelligence artificielle. Les années diffi-
ciles qui suivirent furent connues plus tard sous le nom d’« hiver de I'TA ». Sept ans plus tard,
une initiative visionnaire du gouvernement japonais a incité les gouvernements et 'industrie a
fournir & I'TA des milliards de dollars, mais & la fin des années 80, les investisseurs ont été dégus
par I'absence de la puissance informatique nécessaire (matériel informatique) et ont & nouveau

retiré des fonds.

Quelques dates :

e Jusqu’'a la premiére moitié¢ du XXiéme siecle : il s’agit avant tout de construire les bases
philosophiques et mathématiques sur lesquelles pourra se développer I'IA. A noter, quelques
projets de « machines & penser » , qui sont essentiellement des « machines a calculer » tels que
le projet de machine & calculer de Pascal au XVIIéme siecle, le projet « d’automate rationnel

» de Leibnitz au début du XVIII éme et la machine de Babbage au XXiéme.

eAnnées 1940 / 1950 : Naissance de I'TA.
— Modéles mathématiques de Pitts et MacColloch en 1943 ; machine de Tiiring en 1950 ;
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théorie de I'information de Shannon;

— probléme de représentation et d’extraction de connaissances et probléme de rédaction
générique ;

— Intelligence artificielle dans la litérature et le cinéma de la science fiction (Film : Odysée
2001 de Kubrick, TA de Spielberg)

— Apparition du mor robot pour la premiére fois en 1923 dans la piéce de théatre « R.U.R

» (Rossum’s Universal Robots) écrite par Karel Capek.

eAnnées 1950 - 1960 : Essor de I'TA : conférence de Darmouth en 1956 consacrant le terme
d’Intelligence Artificielle ; développement des ordinateurs, des langages informatiques de type
Lisp, ...

— En 1950, Isaac Asimov (auteur de science fiction avec un background scientifique) pro-
pose ses trois lois de la robotique (Film I.Robot avec Will Smith 2004) : - Un robot ne
doit pas attenter a la vie d’'un humain. - Un robot doit obéir aux ordres d’un humain
sauf si cela contredit la premiére loi. - Un robot doit préserver sa propre existence sauf
si cela contredit les deux premieéres lois.

— Le terme intelligence artificielle est apparu en 1956 & la rencontre de Minsky, McCar-
thy, Newell et Simon au collége de Darmouth (New Hampshire, USA). C’était 1’époque
de I'enthousiasme absolu (Simon en 1958 : Simon regoit le prix nobel en économie en
1978), et développement de travaux de jeux d’échec, et démonstration de théorémes en
géométrie : - Un programme d’échec arrivera au niveau d’un champion du monde. - Un
programme de démonstration automatique de théoréme découvrira un théoréme mathé-
matique. - Apparition du premier programme le LOGIC THEORIST (démonstration
automatique de théoréme) en 1956 et du langage IPL1.

— Apparition du langage LISP en 1960 par MarCarthy, et PROLOG en 1971 par Alan
Colmerauer

— ELIZA est construit au MIT en 1965, un systéme intelligent qui dialogue en anglais et

qui joue au psychothérapiste.

eAnnées 70 : Apparition de nouveaux modeéles de représentation et de traitement des
connaissances. Systémes experts, création du langage Prolog orienté vers le traitement de la
langue naturelle en France au début des années 70, Les systémes experts parmi lesquels :

— 1969 : DENDRAL : analyse des résultats d’une spectrographie de masse;

— 1967 : MACSYMA (logiciel de calcul formel);

11



1977 : MYCIN (maladies infectieurses) ;
PROSPECTOR : en géologie et - HEARSAY-II en compréhension de la parole.

eAnnées 80 : Phase d’'industrialisation et diffusion d’applications industrielles, commercia-

lisation de progiciels.

L'TA est le carrefour de plusieurs disciplines : informatique, logique, linguistique, neuro-
logie et psychologie ;

Naissance du langage Smalltalk en 1980 ;

Des techniques spécifiques a 'informatique ont été développées a partir des années 1980,
les plus connues sont les réseaux de neurones qui simulent ’architecture du cerveau
humain, les algorithmes génétiques qui simulent le processus de sélection naturel des
individus, la programmation logique inductive et le processu de déduction, les réseaux
bayésiens qui se fondent sur la théorie de probabilités pour choisir parmi plusieurs hy-
pothéses la plus satisfaisante ;

Apparition du champ I'TA distribué ou « Systémes multiagents » qui simule 'intelligence
collective trouvée dans la nature, comme les étres multicellulaires simples, les colonies
d’insectes sociaux, les sociétés humaines. Ces sources d’inspirations montrent que I'acti-

vité corrélée d’entités plus simples peut donner une forme d’intelligence supérieure.

e 1990 - 2000 : retour a des projets plus réalistes.

Nouveaux concepts (ex. Agents intelligents), développement des applications liées a la
recherche de l'information (parallélement au développement d’Internet), résurgence des
concepts de réseaux neuronaux et d’algorithmes génétiques;

L’avénement d’Internet a ouvert la voie au partage et a la communication de connais-
sances ;

Organisation et traitement de grandes masses d’information ;

Extraction de connaissances pertinentes (DATAMINING) ;

Intégration de moteurs de recherche comme Google ;

En 1995 : Le systéme automatique de vision ALVINN de Carnegie Mellon University
a permis la conduite automatique d’un véhicule appelé Navlab5 de Pittsburgh a San
Diego;

En 1997 : a Philadelphie, le champion du monde aux échecs, GarryKasparov a été battu
par Deep Blue (un ordinateur IBM) ;

En 1997 : RoboCup, a eu le championnat des robot qui jouent au football, lors d’une

12



conférence en IJCAI-97 & Nag.

1.4 Différents types d’Intelligence Artificielle

Les experts en informatique distinguent plusieurs types d’intelligence artificielle :

— Systémes qui pensent comme des humains : automatisent des activités telles que la prise
de décision, la résolution de problémes et ’apprentissage. Un exemple est les réseaux de
neurones artificiels.

— Systémes agissant comme des humains : ce sont des ordinateurs qui effectuent des taches
similaires a celles des utilisateurs. C’est le cas des robots.

— Les systémes qui pensent de maniére rationnelle : ils essaient d’imiter la pensée logique
rationnelle de 'homme, c’est-a-dire étudient comment faire en sorte que les machines
puissent percevoir, raisonner et agir en conséquence. Les systémes experts sont inclus
dans ce groupe.

— Les systémes qui agissent de maniére rationnelle : idéalement, ce sont ceux qui tentent

de rationaliser le comportement humain, tels que les agents intelligents.

Les progres de I'TA stimulent déja I'utilisation du big data en raison de sa capacité a traiter
d’énormes quantités de données et a fournir des avantages en matiére de communication, com-
merciaux et commerciaux, qui lui ont permis de se positionner comme la technologie essentielle
des prochaines décennies. Transports, éducation, santé, culture... aucun secteur ne résistera a

ses charmes.

1.5 De I'l.A Faible a I’'l.A Forte

L’TA s’inscrit dans une longue tradition humaine d’innovations s’appuyant d’abord sur la
force mécanique puis sur la force intellectuelle toutes deux artificielles. Certains scientifiques

visent & atteindre dans un premier temps l'intelligence humaine.

Avec le développement de I'ordinateur et des réseaux informatiques, on constate que le réve
de construire des machines «intelligentes» se concrétise lentement. L’ordinateur est largement

supérieur a I’étre humain pour calculer, mémoriser, classer et recouvrer des informations. Ce-
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pendant, pour des opérations cérébrales comme raisonner, analyser son environnement (voir) et
communiquer, I’étre humain le déclasse complétement. L’intelligence artificielle est un domaine
trés vaste, dont les utilisations sont aussi nombreuses que différentes. Il faut distinguer deux

principales catégories d’intelligence artificielle :

1.5.1 Intelligence artificielle forte

L’intelligence artificielle forte, ou ascendante, est ’approche la plus similaire du comporte-
ment humain, puisqu’elle fait commencer le programme avec des choses simples pour arriver au
final & des choses compliquées. nous fait tout de suite penser a I’apprentissage logique d’un en-
fant, qui s’adapte et apprend seul face a des situations, tout comme le programme qui assemble
plusieurs éléments simples entre eux pour avoir une idée complexe. L’automate serait alors doté
d’une réelle conscience de lui méme et pourrait éprouverait des sentiments ; il serait capable de
penser et son raisonnement serait donc le méme que celui d’un étre humain. Le grand avantage
de l'intelligence artificielle ascendante, c’est qu’elle peut apprendre ou s’adapter trés facilement

et enfin d’agir pour répondre au mieux aux besoins pour lesquels elle a été congue.

1.5.2 Intelligence artificielle faible

L’TA faible, ou descendante, vise principalement & reproduire le plus fidélement possible,
a 'aide d’un programme informatique, le résultat d’'un comportement spécifique observé a
I’avance et ne donnant pas d’application non prévue. Les programmes de type descendants
ne visent pas a évoluer, ils effectuent leurs taches et uniquement ce pour quoi ils ont été
programmés. On peut citer les ordinateurs ou les calculatrices comme exemples de figures

d’intelligence artificielle faible.

1.6 Domaines d’applications de I'l.A

La diversité des domaines d’application de I'TA est un principe qui évolue sans cesse puisque
c’est un sujet de recherche scientifique et de fiction exploité dans le monde entier et tous
les secteurs seront concernés par ’émergence de I'Intelligence Artificielle dans les décennies
qui viennent. Les nombreux domaines d’applications en sont la preuve incluants la robo-
tique, les programmes informatiques, le diagnostic médical, la vision par ordinateur, la clas-
sification naturelle, la planification des taches pour des prédictions financiéres, ’architecture

(CAO),l’éducation, les centrales nucléaires, et les jeux vidéos.
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1.6.1 Application de I'I.A dans le traitement d’images et de vidéos

Les programmes de traitement de I'image et de la vidéo sont les technologies de I'Intelligence
Artificielle les plus connues et seront peut-étre les plus utilisées & trés court terme. Partant du
principe que I'TA tente d’imiter ’homme, il est normal que les chercheurs se soient rapidement
concentrés sur la notion de perception (du monde qui nous entoure). La vue et la reconnais-
sance de ce qui est vu par la machine (reconnaissance d’images) sont donc des fondamentaux
de I'TA. De plus ou moins jeunes sociétés en ont d’ailleurs fait leur coeur de métier ou leur prin-
cipal axe stratégique de développement : Cortica, Deepomatic, Facebook, etc. Le systéme de
reconnaissance d’images fonctionne généralement avec le machine learning, une technique d’ap-
prentissage automatique. Toutefois d’autres techniques basées sur de la statistique bayésienne

existent comme celle de la société Gamalon.

1.6.2 Applications liées au langage

Les programmes de reconnaissance vocale ou de parole, les agents conversationnels (ou
chat bots) et les autres applications liées au langage naturel sont des technologies du domaine
appelé « traitement du langage naturel langage », une branche de I'Intelligence Artificielle.
Ces outils utilisent généralement des méthodes innovantes comme le machine learning et les
réseaux de neurones convolutifs pour accélérer le traitement du langage dans différents domaines
(défense militaire, renseignements généraux, justice, communication entre particuliers a travers
le téléphone portable, ... bref, tout ce qui peut nécessiter 1'usage de la parole et des mots!). De
nombreuses applications permettent cependant aujourd’hui, grace a I'IA, d’effectuer aisément
et rapidement des taches jadis fastidieuses, telles que résumer des textes, structurer ou ordonner
un document volumineux, traduire un texte une conversation en plusieurs langues et en temps

réel, rédiger des contenus ou répondre aux questions « classiques » ou récurrentes de sa clientéle.

1.6.3 Application dans la vie quotidienne
Reconnaissance vocale sur Apple : SIRI

SIRI est un assistant personnel intelligent lancé en 2011 et compatible avec tous les télé-
phones d’Apple a partir de I'iPhone 4S. C’est un systéme de reconnaissance vocale couplé a
une intelligence artificielle, qui permet a son utilisateur de parler a son mobile afin d’exécuter
des taches (Envoyer un message, S’informer de la météo, etc...) ou d’accéder a des informations

(Restaurant le plus proche, séance de cinéma, etc...) plus efficacement et rapidement, seulement
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en utilisant la voix. Siri se classe dans la catégorie des IA forte, car ce logiciel a la capacité
d’évoluer au cours du temps. Il est capable de s’habituer a votre articulation, votre accent et
méme & un cheveu sur la langue! Néanmoins, Il n’est pas disponible dans toutes les langues ni

dans tous les pays.

Les Jeux Vidéos

Depuis peu, les développeurs de jeux vidéo ont réussi a créer une IA dites plus « flexible »
capable d’apprentissage et d’interactions au fil du temps, afin d’améliorer ’expérience de jeu.
Fréquemment utilisé dans les jeux de sport, cette IA a été retravaillé et est maintenant plus
abouti , le résultat est constaté dans le jeu FIFA 12 ou I'TA prend des décisions diverses en fonc-
tion de la situation et s’adapte plus aisément a votre style de jeu. (Offensives, stratégies, etc...).
L’intelligence artificielle est également trés présente dans les jeux de combat. Les machines sont
aujourd’hui capables d’affronter et de battre les humains sur le terrain des jeux. Dotés d’algo-
rithmes performants, elles se comportent comme de véritables compétitrices & ’approche a la
fois trés stratégique et parfois surprenante d’apres les experts. Récemment, des champions du
monde du jeu de Go se sont inclinés devant AlfaGo, un logiciel d’Intelligence Artificielle congu

par Google.

L’TA Depuis quelques années 'intelligence artificielle est de plus en plus présente dans le
domaine militaire, notamment dans les robots. Ce robot est une drone d’espionnage et de des-
truction de cibles militaires. Il est principalement utilisé par I’armée américaine en Afghanistan.
Cet avion sans pilote raméne, de ses vols au-dessus des territoires ennemis, des informations
précieuses comme par exemple des photos montrant la configuration de terrain et de la position
des troupes adverses. De plus, il est capable de diffuser un rayonnement électromagnétique qui
brouille les radars, les instruments de communication. .. Enfin, le Predator peut aussi tirer des

missiles sur les cibles désignées par ses pilotes au sol.

L’ Automatisation intelligente

Le premier niveau d’usage du cerveau par I’homme est lié & son aptitude a la répétition. Or,
ce qui est répétitif a été rapidement considéré comme automatisable industriellement. Demain
I'Intelligence Artificielle rendra I'automatisation encore plus intelligente. Cette tendance va
encore plus propulser I’économie mondiale dans ’ére de 'automate, bien que l'on craigne de

nombreuses pertes d’emplois dans tous les secteurs d’activité. Aujourd’hui L’automatisation
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intelligente des taches gagne le transport, les médias, la finance, la santé, la restauration et bien
d’autres activités. Les ordinateurs sont désormais capables de planifier et d’ordonnancer des

travaux vraiment complexes, qui ne pouvaient étre réalisés jusqu’a présent que par 'homme.

BiGDoG Evolution

Le Big Dog est un robot spécialisé dans le transport de matériel. Le créateur et fabricant,
Boston Dynamics (Cambridge, USA). Ce projet est financé par la Drapa, I’agence de recherche
de la défense des Etats-Unis. Pour I'instant, personne n’utilise ce robot car il est encore en
développement. Il équipera prochainement les militaires américains. Ce robot de 75 kg et dont
le nom signifie « grand chien » en anglais, est garanti tout-terrain. Il avance aussi bien sur sol
humide que sec, sur un terrain boueux ou enneigé, méme sur des rochers. En cas de choc, il
conserve son équilibre. Il peut soulever 150 kg et est utilisé pour transporter le paquetage des
troupes (nourriture, médicaments, etc...).

BiGDoG
L’apparition de réalisations cinématographiques mettant en scéne des robots intelligents (Ex :

Star Wars 1977).

La santé, la Bio-Informatique

Les géants de I'informatique et du Web (IBM, Google et autres) ont investi le juteux domaine
de la santé pour proposer des solutions d’Intelligence Artificielle qui permettent de répondre
a certains besoins médicaux. Diagnostiquer (avec un taux de réussite supérieur a ’homme)
et traiter efficacement des pathologies graves comme le cancer devient maintenant plus aisé.
Des entreprises proposent également des applications mobiles pour le diagnostic et pour I'auto-

traitement de certaines pathologies par les patients eux-mémes.

1.7 Les grands acteurs de l’intelligence artificielle

Google, Apple, Facebook et Amazon ne pouvaient pas ne pas s’investir fortement dans 'in-
telligence artificielle alors qu’ils possédent des données en énorme quantité. En voici quelques

exemples.

a) Google :
Google, trés impliqué dans 'intelligence artificielle, procéde habituellement par rachat. En 2014,

Google a acheté la société anglaise DeepMind, qui avait développé des réseaux de neurones pour
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http://www.youtube.com/watch?v=xqMVg5ixhd0

jouer aux jeux vidéo. Mais 'objectif avoué de DeepMind est actuellement de « comprendre ce
qu’est 'intelligence ». DeepMind est célébre pour son programme AlphaGo, qui a battu le cham-
pion du monde de go. En octobre 2017, le programme a franchi une étape supplémentaire : en
jouant contre lui-méme, non seulement son apprentissage a été plus court, mais surtout il est
devenu plus fort que la version précédente 22. Nous avons ici un premier exemple d’appren-
tissage non supervisé, facilité par le fait que le contexte, a savoir les régles du jeu de go, est
parfaitement mathématisable. Google a aussi son propre moteur de recommandation nommé

Google Home, un haut-parleur et un assistant vocal disponible en trois versions différentes.

b) Amazon :
Amazon utilise de I'intelligence artificielle dans son moteur de recommandation, nommé Echo,
et dans ses assistants basés sur son systéme de reconnaissance (Voir « AlphaGoZero : Learning
from scratch »,)
deepmind.com/blog/alphago-zero-learning-scratch
Via son offre de services dans le cloud, Amazon propose également des services fondés sur
I'intelligence artificielle, comme la reconnaissance de la parole ou des robots de discussion, les

fameux chatbot.

c) Facebook :
Facebook est un énorme utilisateur d’intelligence artificielle. Il choisit les messages qu’il affiche
en utilisant un moteur de type moteur de recommandation. Récemment, Facebook a mis en
place un moteur d’intelligence artificielle pour détecter les tendances suicidaires. Comme le
dit Joaquin Candela, directeur du département d’intelligence artificielle appliquée, « Facebook

n’existerait pas sans intelligence artificielley.

d) Apple :
Apple investit énormément dans I'intelligence artificielle et propose méme un blog ot sont ex-
pliquées ses recherches. Siri en est ’expression la plus évidente : ce systéme de reconnaissance
de la parole trés performant utilise des réseaux de neurones de derniére génération qui per-
mettent de comprendre des commandes méme dans des environnements trés bruyants, comme
dans la rue. Apple va également bientdt lancer son propre moteur de recommandation, nommé

HomePod, un haut-parleur connecté avec Apple Music.
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e) IBM :
IBM a créé Watson, un systéme d’intelligence artificielle pour jouer, a ses débuts, au jeu Jeo-
pardy, ’équivalent américain de ’émission frangaise Questions pour un champion. Watson a
analysé 200 millions de pages pour finalement battre les anciens champions et ainsi gagner
le premier prix. Maintenant, Watson est proposé par IBM dans d’autres domaines, comme la
médecine ou le droit. IBM présente aussi un blog sur le sujet de l'intelligence artificielle. La
question majeure est le degré d’ouverture de ces systémes. IBM propose des interfaces de pro-
grammation & Watson qui sont ouvertes, tout comme Amazon propose des interfaces sur son
systéme d’apprentissage profond. Donc tout le monde peut, a peu de frais, se connecter a ces
systémes et en bénéficier. Facebook, en revanche, ne partage pas la plupart de ses recherches, ne
propose pas encore d’interfaces de programmation permettant de les utiliser, mais a récemment

mis en acceés libre son environnement d’apprentissage, Caffe2.

1.8 Le Test de Turing et L’Intelligence Artificielle

Comment reconnaitre une machine intelligente d’'une machine moins intelligente ?
Le premier qui s’est posé la question ou qui a sérieusement essayé de répondre est le mathéma-
ticien britannique nommé « Alain Turing ». Le test de Turing est un test permettant de vérifier

la capacité d’une machine a faire preuve de signes d’intelligence humaine.

— | J

= = T

fest

En 1950, le mathématicien britannique Alan Turing publie, dans le journal philosophique
Mind, un article intitulé Computing Machinery and Intelligence. Considéré par beaucoup comme
I'un des fondateurs de l'informatique, Turing est également un des pionniers de I'Intelligence
Artificielle. Dans cet article, il explore le probléme de 'intelligence artificielle peu défini jus-

qu’a lors. Il propose également une expérience connue sous le nom de test de Turing dans une

19



tentative de qualifier une machine de « consciente ». La tache est loin d’étre évidente !

VoL pix. No. 234.] [Cetober, 1950

MIND

A QUARTERLY REVIEW

I

PSYCHOLOGY AND PHILOSOFPHY

IL—COMPUTING MACHIMERY AMD
INTELLIGENCE

By A M Tumixg

FIGURE 1.1 — Extrait du journal Mind

L’article de Turing commence par cette phrase : « Je propose de réfléchir a la question : Les

machines peuvent-elles penser 7 »
Et comme la tache est impossible (pas claire), Turing propose de remplacer la question par

un procédé expérimental moins ambigu. Turing écrit un jeu qu’il appelle « jeu de limitation »,

ce jeu simple comporte 3 joueurs. 2 joueurs dans une piéce, et un interrogateur dans une autre

?

piece.

%
e

it}

X2 ?

C

FIGURE 1.2 — Test Turing
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— Le joueur A est un homme.
— Le joueur B est une femme.

— Le joueur C communique avec A et B par écrit et A et B lui répondent par écrit aussi.

En gros, des échanges e-mails 30 ans qu’on les invente. Le but de ce jeu pour 'interrogateur
c’est de réussir de déterminer dans un temps (5 mns que Turing & décrit dans son article), qui

est ’homme et qui est la femme ?

Turing propose alors un autre jeu en remplagant I’lhomme par une machine. Est-ce que le
juge (interrogateur que ¢a soit homme ou femme) parviendra-t-il plus facilement de distinguer

l'ordinateur de '’humain (que I'homme ou la femme).

Autrement dit, telle est la question : Si le comportement de la machine est indispensable de

celui d'un étre humain alors pourra- on conclure que la machine est intelligente ?

L’article se poursuit par un dialogue imaginaire entre I'interrogateur et la machine essayant
de passer pour un humain sous/forme (questions-réponse), et pour des questions mathéma-
tiques de somme ou produit de grand chiffres, ’ordinateur fait volontairement des erreurs pour

tromper l'interrogateur.

C’était la période ou sont apparus les premiers ordinateurs, qu’on appelait les « cerveaux
électroniques ». les ordinateurs étaient a la mode, et ils étaient le futur (remarque, il n’y avait
pas d’informaticien a I’époque, il existait juste des mathématiciens et des électroniciens). Et
tout le monde voulaient savoir si ces ordinateurs étaient capable de penser et atteignent le
niveau du cerveau. Donc ils ont créé des logiciels qu’on parlera par la suite, et si 'interrogateur
échoue au test cela implique que la machine a gagné le test. Mais passer ou gagner le test n’est

pas la méme chose que penser (disait Turing).

Les chercheurs aprés Turing ont essayé de construire réellement des machines intelligentes
et vont se répartir en 2 groupes :

— IA forte -> humain et machine identiques (science fictions existait depuis longtemps).

— IA faible->point de vue limité (ie analogie entre procédure mécanique humain et ma-

chine).
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Dans une émission de radio en 1952, Turing a dit qu’il faut au moins un siécle pour que la
machine réussit au test (ie 2052), car il était conscient de la difficulté du probléme. Dans son
article, on voyait 2 niveaux de I'TA, un niveau ou il défend sa théorie en TA et 2éme niveau ou
il réclame que la machine et le cerveau humain ne peuvent pas étre la méme chose pour des
raisons théoriques profondes, du fait qu'une machine est déterministe, mais le cerveau ne l’es
pas. (une simulation informatique arrive toujours au méme résultat, alors qu'une expérience

dans le monde réel ne peut jamais étre reproduite parfaitement a 'identique).

Il n’existe aujourd’hui aucun ordinateur capable de passer le test de Turing et il n’y aura

pas dans le futur proche car la tache est si difficile.

En juin 2014 les journaux du monde entier déclarait qu’'une créature baptisée par « Eugene
Goostman » pour passer le test de Turing a I'université Readind en Angleterre. Et 33%0 de
juges ont cru discuter avec un adolescent Ukranier de 13 ans alors qu’Eugéne est un programme

développé en Russie.
Mais Eugéne n’est que le dernier Avantar d’une longue liste de programmes qui commencent
en 1966 avec « ELIZA » (un logiciel basique simple) d’une centaine de ligne qui réussissait pour-

tant a faire illusion en quelque minute et se fait passer pour un psychothérapeute.

En Septemble 2011, & Guawahati en Inde, le programme Cleverbot parvient a convaincre la

majorité des participants qu’il est humain et il gagne le test a 59%o.
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1.9 Machine de Turing

1.9.1 Introduction

Alain Turing est un mathématicien britannique né en 1912, aprés ses études a I'université

a Cambridge, il a publié en 1936 un article intitulé :

Sur les nombres calculables
avec application au problémes de décision

- Alain Turing - 1936

Cet article se veut une réponse a un probléme posé quelques années auparavant par « David
Hilbert » : « Existe-t-il une méthode effectivement calculable pour décider si une proposition

mathématique est valide ou non? »

Pour répondre a ces questions, Alain Turing va imaginer une machine trés simple, mais qui

est totalement programmable et qui permet de tester tout sorte d’algorithme.

En informatique théorique, une machine de Turing est un modéle abstrait du fonctionne-
ment des appareils mécaniques de calcul, tel un ordinateur. Ce modéle a été imaginé par Alan
Turing en 1936, en vue de donner une définition précise au concept d’algorithme ou de « pro-
cédure mécanique ». Il est toujours largement utilisé en informatique théorique, en particulier

dans les domaines de la complexité algorithmique et de la calculabilité.
Et ce qu’on appelle la machine universelle de Turing, c¢’est ce modéle de machine de Turing
auquel on a rajouté un systéme permettant d’enregistrer les programmes de la méme fagon que

les données.

Aujourd’hui, on considére que tous les ordinateurs actuels grands, petits, visibles ou invi-

sibles ont tous le méme ancétre : Machine de Turing.
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1.9.2 Deéfinition

Une machine de Turing est un concept abstrait, c¢’est-a-dire un objet mathématique. Par sa

forme canonique simplifiée, Une machine de Turing comporte les éléments suivants :

— 1. Un ruban infini divisé en cases consécutives. Chaque case contient un symbole parmi
un alphabet fini (comme des lettres, des chiffres , des ponctuations. ... Mais une chose
importante, c’est que cette table contient un symbole spécial appelé « symbole blanc
» (marqué ’0’ ou un ‘B’ ou rien tout dépend des exemples que 'on rencontre dans la
littérature : pour dire qu'un moment donnée sur le ruban il n’y a rien).

— 2. Une téte de lecture/écriture qui peut lire et écrire les symboles sur le ruban, et se
déplacer sur le ruban a gauche ou a droite.

— 3. Un registre d’état qui mémorise 1’état courant de la machine de Turing. Le nombre
d’états possibles est toujours fini, et il existe un état spécial appelé « état de départ »
qui est ’état initial de la machine avant son exécution.

— 4. Une table d’actions (ou table de transitions) qui va permettre de dire a cette machine
si elle doit lire/écrire/se déplacer/changer d’état. Si aucune action n’existe pour une

combinaison donnée d’un symbole lu et d’un état courant, la machine s’arréte.

1.9.3 Principe

Dans la table d’actions ou de transitions, la procédure est formulée en termes d’étapes élé-

mentaires du type. Chacune de ces transitions est en fait une association de la forme :

(e,a) —> (€’,a’) : La signification est la suivante : « si la téte de lecture & un instant donné
est dans I’état e et que le symbole contenu sur la case que vous regardez est a, alors remplacer
ce symbole par un a’, passer dans l'état e’ et la téte de lecture va se déplacer sur une autre

case. Cette table de transition représente en fait le programme de la machine de Turing.

24



1.9.4 Exemple 1 : Incrémentation d’un nombre de 1 : n— n-+1

J’ai n fois le nombre 1 et je veux ajouter un 1. Une maniére de représenter le nombre n dans

le contexte de cet exemple : 11 — 111

FIGURE 1.3 — Incrémentation de 1

La table de transition ici sera composée exactement de deux transitions ou deux régles
suivantes :
— La premiére association est : (0,1)-> (0,1).
— Initialement la téte de lecture se pointera sur la valeur la plus & gauche et sera dans
I’état 0.
— La seconde régle est : (0,0)-> (1,1).

R1 : L’idée dans ce cas est : si la téte de lecture a un instant donné est & ’état 0 et devant elle

il y’a I’élément 1, alors elle ne change pas son état

R2 : si la téte de lecture arrive en face d’une case qui contient le 0 et si elle-méme elle est
dans I’état 0, et bien alors, elle va transformer son état a 1 et elle transforme le contenu de la

case qu’elle vient de lire a 1.

En résumé :

On avait initialement :

FIGURE 1.4 — Représentation du nombre a incrémenter
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On a 2 regles :
R1:(0,1) — (0,1)
R2:(0,0) — (1,1)

On passe de la case 1 a la case 2 en exécutant R1. Ensuite de la case 2 a la case 3 en
exécutant R2. Et quand on arrivera a la 3éme case qui contient le 0, on va transformer ce 0 en
1 et la machine va passer a I'étatl et elle va s’arréter parcequ’il n’y a aucune régle qui prend

comme état initial 1.

1 |1 Q1|00 |.....[0

0-=0-01

FIGURE 1.5 — Déroulement de I'incrémentation

Représentation graphique

On peut représentation les transitions sous forme d’'une représentation graphique suivante :

/
N, —..

1/1

FIGURE 1.6 — Représentation graphique

1.9.5 Exemple 2 : Doubler le nombre de ’1’ en intercalant un ’0’ entre

deux séries

La machine de Turing qui suit posséde un alphabet ’0’, ’1’, '0’ étant le « blanc ». On suppose
que le ruban contient une série de '1’, et que la téte de lecture/écriture se trouve initialement
au-dessus du 1’ le plus a gauche. Cette machine a pour effet de doubler le nombre de ‘1’, en
intercalant un ‘0’ entre les deux séries. Par exemple, « 111 » devient « 1110111 ». L’ensemble
d’états possibles de la machine est el, e2, e3, ed, eb et I’état initial est el. La table d’actions

est la suivante :
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Ancien état Symbole lu Symbole écrit Mouvement MNouvel état

e

e2

ed

ed

e5

0
1

(Arréf)

Droite
Droite
Droite
Droite
Gauche
Gauche
Gauche
Gauche

Droite

e2
el
el
el
ed
ed
ed
e5

el

FIGURE 1.7 — Table de transition pour ’exemple 2

L’exécution de cette machine pour une série de deux ’1’ serait (la position de la téte de

lecture/écriture sur le ruban est inscrite en caractéres gras et rouges) :

Etape Etat Ruban

1

2
3
4

el
a2
e2
el

11
01
010
0100

Etape Etat Ruban

5

6
7
8

ad
eb
eb

el

0101
0101
0101
1101

Etape Etat Ruban

9
10
1"
12

e2 1001
e3 1001
e3 10010
ed4 10011

Etape Etat Ruban
13 e4 10011
14 e5 10011
15 e1 11011

(Arrét)

FIGURE 1.8 — Déroulement de I'exemple 2

Le comportement de cette machine peut étre décrit comme une boucle :

Elle démarre son exécution dans I’état el, remplace le premier 1 par un 0.

Puis elle utilise I’état 2 pour se déplacer vers la droite, en sautant les 1 (un seul dans

cet exemple) jusqu’a rencontrer un 0 (ou un blanc), et passer dans I’état e3.

L’¢tat e3 est alors utilisé pour sauter la séquence suivante de 1 (initialement aucun) et

remplacer le premier 0 rencontré par un 1.

L’état e4d permet de revenir vers la gauche jusqu’a trouver un 0, et passer dans 1’état eb.

L’état eb permet ensuite a nouveau de se déplacer vers la gauche jusqu’a trouver un 0,

écrit au départ par ’état el.

La machine remplace alors ce 0 par un 1, se déplace d’une case vers la droite et passe a

nouveau dans 1’état el pour une nouvelle itération de la boucle.
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Ce processus se répéte jusqu’a ce que el tombe sur un 0 (c’est le 0 du milieu entre les deux

séquences de 1); a ce moment, la machine s’arréte.

1.9.6 Exemple 3 : Machine a additionner

Dans cet exemple, tout nombre sera codé sur le ruban par une série de "1’ (3 sera codé '111’
, 4 par '1111°, etc. .. chacun de ces nombres étant délimité par un séparateur #. Une addition

tel que « 24+4=6 » pour cette machine peut donc étre représentée par :

2+ # [#(# [ 1|# |1 |11 |1 |#

6 |[# [# [# |1 |1 |1 |1 |1 |1 |#|#

FIGURE 1.9 - Additionner deux nombre

On supposant que la téte de lecture/écriture se trouve initialement au-dessus du "1’ le plus
a gauche. Pour effectuer cette opération, la machine de Turing doit posséder au moins trois

états q0,ql et q2, et appliquer les régles suivantes :

Situation de départ Situation de 1" étape suivante
Etats interne Symbole lu Symbole écrit | Décalage du ruban | Nouvel état
1 q0 1 1 Droite q0
2 q0 = 1 Droite ql
3 gl 1 1 Droite ql
4 gl = # Gauche q2
5 q2 1 # Stop q2
6 ql = # Stop a2

FIGURE 1.10 — Table de transition pour ’exemple 3

La programmation avec des machines de Turing est extrémement bas niveau. On peut
toutefois programmer réellement beaucoup de choses avec ce modéle. La premiére étape est
de se convaincre que plein de problémes simples peuvent se programmer. A vrai dire, la seule
facon de s’en convaincre est d’essayer soit méme de programmer avec des machines de Turing,

c’est-a-dire de faire les exercices qui suivent.

28



1.10 Exercices

Exercice 1 :
Construire une machine de Turing acceptant le langage { ucu |ue {ab}*}
Solution :

Le mot miroir contenant des caractéeres a et b dont le séparateur est le caractere c. Le prin-

cipe est le suivant :

— Lire le premier caractére a ou b du ruban l'effacer (avec un blanc) et conserver sa valeur
dans I'état g, ou gp.
— Aller a la derniére case non vide (blanc) du ruban.
— vérifier que le caractére qui s’y trouve est bien le méme et 'effacer.
— Revenir (état gq) au premier caractére non blanc du ruban et recommencer tant que ce ca-
ractére est a ou b.
— Lorsque le premier caractére est ¢ (état g.) vérifier que la case suivante est bien vide et a

cette condition entrer dans I’état final.

a.b,e. D

!
|
|

e' 0,.G e

\D G
o, D -
start — o(_ Dabe G

!I)_.J'JE. D
e, D b/O,G
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Exercice 2 :

Soit X' = {a,b}.
a) Construire une machine de Turing qui prend un mot w sur son ruban d’entrée et écrit uu
sur un ruban de sortie.

b) Construire une machine de Turing qui décide le langage L = {w € 2* | w = w® }.
Exercice 3 :
a) Construire une machine de Turing qui :

1- permet de Concaténer deux chaines de caractéres.

2- Permet d’inverser une chaine de caracteres.
b) Construire une machine de Turing qui convertit en unaire un entier entré en binaire.
c¢) Construire une machine de Turing qui convertit en binaire un entier entré en unaire.
Solutions :

a)

1- Concaténer deux chaines de caractéres :

Concaténer deux chaines de caractéres
Etat Lecture | Ecriture | Déplacement | Nouvel état

b Gauche 2
1 0 Gauche

1 Gauche

b F
2 0 b Droite 3

1 b Draoite 4

b 0 Gauche 1
3 0

.1

b 1 Gauche 1
4 0

1
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2- Inverser une chaine de caractéres :

Etat Lecture | Ecriture | Déplacement | Nouvel état
b Gauche 6
1 0 Droite 2
1 Droite 4
b Gauche 8
2 0 1
1 0 Gauche 3
b
3 0 1 Droite 1
1
b Gauche (<1
4 0 1 Gauche 5
1 1
b
5 0
1 0 Droite 1
b F
B 0 b Droite 7
1 b Droite g8
b 0 Gauche 9
7 0
1
b 1 Gauche 9
8 0
1
b Gauche 10
g 0
1
b Droite 1
10 0 Gauche
1 Gauche
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b) Ecriture d’un unaire en binaire :

Ecriture d'un unaire en binaire
Etat Lecture | Ecriture | Déplacement | Nouvel état

b F
1 0

1 b Gauche 2

b Gauche 3
2 0

1 Gauche

b 1 Droite 4
3 0 1 Droite 4

1 0 Gauche

b Droite 5
4 0 Droite

1 Droite

b Gauche 1
5 0

1 Droite
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13:G] Parcours unaire
vers la gauche

0;:D
Aller sur le Aller surle 1;:
chiffre de chiffre de
droite de gauche de
I'unaire l'unaire

c¢) Ecriture d’un binaire en unaire :

Binaire en unaire

Etat Lecture | Ecriture | Déplacement | Nouvel état

F

1 Gauche

0 auche

Droite

Droite

Droite

b Droite

Droite

) f | o e | o | | D

Droite

Droite

Droite

1 Gauche 6

Droite

Gauche 1

=0 =0r=00r|=00 =IOl =0T

Gauche
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Suppression
0 muet

Aller sur le chiffre de Ecrit les 1
droite du binaire de I'unaire

Exercice 4 :

Concevez une machine de Turing (MT) qui calcule la somme binaire de deux entiers positifs.

Solution :

Faire la somme de deux nombres binaires M et N est généralisation simple du cas du suc-
cesseur binaire et du prédécesseur binaire déja corrigés. Par exemple, I’addition de M = 110 a
N = 100 peut s’effectuer en supprimant 1 de N et en ajoutant 1 & M jusqu’a ce que N devient

0 et la somme est N. L’exemple suivant montre le principe :

M + N = 110 + 100
= 111 + 011
= 1000 + 010
= 1001 + 001
= 1010 + 000
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On suppose que la MT a lire la bande ci-dessus & l'extréme droite. L’algorithme suivant

explique le déroulement de la machine.

Tant que N contient des 1.
Supprimer 1 de N
Aller sous le chiffre de droite de M
Ajouter 1 a M
Aller sous le chiffre de gauche de N
Parcourir N vers la droite
Si la téte trouve 1
Passage a I'état b et poursuivre
Sinon
Sortie de tant que et aller a I’état final qF
Aller sous le chiffre de droite de N et repasser a 1’état q0

Fin tant que

La liste des configurations de la machine est donnée par le tableau suivant :

Etat Lecture Ecriture Déplacement | Nouvel Etat
qo #
0 1 gauche
1 0 gauche ql
ql # gauche q2
0 gauche
1 gauche
q2 # 1 droite q3
0 1 droite q3
1 0 gauche
q3 # droite qd
0 droite
1 droite
q4 # qF
0 droite
1 droite qs
qs # gauche q0
0 droite
1 droite
FIGURE 1.11

Cependant on pourra penser & supprimer les 0 restants de N.
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2.1 Introduction

Le calcul mathématique peut se réduire & une succession d’opérations élémentaires (songez a
la multiplication entiére comme une série d’additions). Les nombres calculables sont les nombres
qui sont générables en un nombre fini d’opérations élémentaires. De la méme maniére, une
fonction mathématique sera dite calculable s’il existe une suite finie d’opérations élémentaires
permettant de passer d'un nombre x & son image f(x).

On retrouve cette notion d’opérations élémentaires dans les machines de Turing. Cette
machine (théorique) permet de simuler tout ce qu'un programme informatique (une suite d’ins-
tructions) est capable d’exécuter. Un algorithme peut se réduire a une suite d’opérations éle-
mentaires, comme une fonction mathématique peut se réduire a une suite de calculs. Dés lors,
on pourra considérer un algorithme comme une fonction.

Turing a démontré que ’ensemble des fonctions calculables, au sens de Church, était équi-
valent & I’ensemble des fonctions programmables sur sa machine. Certaines fonctions peuvent
étre calculables, ou ne pas l’étre : c¢’est notamment le cas de notre fonction du probléme de
I’arrét.

La notion de calculabilité jette un pont entre les mathématiques (la vision de Church, pour

schématiser) et I'informatique (la vision de Turing) n’est pas simple a définir!

2.2 Rappel sur les ensembles

2.2.1 Les ensembles finis
a- Généralités :

Un ensemble peut s’apparenter a une liste d’objet ayant des propriétés communes. Par
exemple, 1’ensemble des nombres entiers pairs (ensemble infini), ou encore l’ensemble des
nombres entiers de 0 & 100, I’ensemble des fonctions du second degré. . .

Un ensemble est entiérement défini par les éléments qui le constituent. Par convention, on
note les éléments d’un ensemble entre accolades : A = {1;3;5;7;11;13}.

L’ensemble ne contenant aucun élément est appelé ensemble vide et est noté ¢.

b- Union et intersection de deux ensembles :

Notation :

() se lit « inter » et représente 'intersection de deux ensembles.
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|J se lit « union » et représente la réunion de deux ensembles.

Soient A et B deux ensembles :

A (N B est 'ensemble contenant tous les éléments qui sont dans A ou dans B.

A | B est 'ensemble contenant tous les éléments qui sont dans A et dans B.

B

FIGURE 2.1 — Union et intersection de deux ensembles
Soit ’élément e :
-e € AlJ B si et seulement si e € A ou e € B.

-e € A Bsiet seulement sie € A et e € B.

Remarque :si A et B n’ont aucun élément en commun, on a A (| B = ¢.

c- Inclusion :

Un ensemble A est inclus dans un ensemble B (On note A CB ) si tous les éléments de A

appartiennent a B.
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FIGURE 2.2 — Inclusion

d- Propriétés de relations :

Une relation R sur un ensemble F peut avoir les propriétés suivantes :

— Réflexivité : Ve € E (z,2) € R

— Symétrie : Vz,y € E(z,y) € R= (y,x) €

— Transitivité : Vz,y,z € E, (z,y) € RA(y,2) € R= (x,2) € R

— Antisymétrie : Vo,y € E, (z,y) € RA(y,2) e R=>x=1y

— Relation d’équivalence : Une relation réflexive, symétrique et transitive est une relation
d’équivalence.

— Relation d’ordre : Une relation R réflexive, antisymétrique et transitive est une relation

d’ordre.

e- Cardinal d’un ensemble fini :

Le cardinal d’un ensemble fini E est le nombre d’éléments contenu dans cet ensemble. On

le note Card(E).

2.2.2 Les ensembles infinis

En mathématiques, nous travaillons avec cing grands ensembles de base, qui permettent
de manipuler les nombres. Ces ensembles sont parfois complémentaires et peuvent aussi se
distinguer par les types de nombres qu’ils contiennent. Une étude, du plus petit au plus grand
de ces cinq grands ensembles de base (il en existe d’autres), nous permet non seulement de
définir et de présenter chaque ensemble, mais aussi de ressortir avec des exemples a ’appui sur
leurs différences. Ces ensembles sont :

— N : Ensemble des entiers naturels.
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— 7 : Ensemble des entiers relatifs.
— D : Ensemble des nombres décimaux.
— Q : Ensemble des nombres rationnels.

— R : Ensemble des nombres réels.

L’ensemble N :
C’est 'ensemble des nombres entiers naturels. Un entier naturel est un nombre positif ou

nul, permettant de compter des objets. Exemples : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc.

L’ensemble Z :
C’est I’ensemble des nombres entiers relatifs. Un entier relatif est, non seulement, un entier
naturel, mais se présente aussi comme un entier naturel muni d’un signe positif ou négatif.

Exemples : ....-5, -4, -3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, +4, +5, +6, +7, +8, etc.

L’ensemble D :

C’est 'ensemble des nombres décimaux relatifs. Un nombre décimal relatif est, non seule-
ment, un nombre entier relatif, mais peut aussi étre un nombre & virgule flottante, positif ou
négatif. Exemples : ... .-5,-4,-4.2, -3, -2, -1.5,-1, 0, +0.7, +1, +2, +2.4, +-3, +4, +5, +6, +6.75
+7, +8, etc.

L’ensemble Q :

C’est 'ensemble des nombres rationnels. Un nombre rationnel est, non seulement, un nombre
décimal relatif, mais peut aussi étre un nombre qui peut s’exprimer avec le quotient de deux
entiers relatifs. Le dénominateur étant non nul. Exemples : ....-5/4, -4, -4.2, -3, -2, -1.5, -1/2,

0, +0.7, +1, +2, +2.4, +3, +4/5, +5, +6, +6.75, +7/2, +8.

L’ensemble R :

C’est ’ensemble des nombres réels. Un nombre réel est non seulement un nombre rationnel,
mais peut aussi étre un nombre dont le développement décimal est infini, et non périodique.
Exemples : ....-5/4, -4, -4.2, -3, -2, -1.524, -1/2, 0, +0.7, +1, +2, +2.41, +3, +4/5, +5, +6,
+6.75, +7/2, +8...

N est inclus dans Z.

Z, est inclus dansD.
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D est inclus dans Q.
Q est inclus dansR.

Exprimé mathématiquement cela donne :

NCcZcDcCcQcCcR

FIGURE 2.3 — Ensembles infinis

Les ensembles infinis suivants sont aussi utilisés sans cesse :

IN = ensemble des entiers naturels: 0,1,2, ...
IN* = ensemble des entiers naturels non nuls: 1,2, ...
Z =ensemble des entiers relatifs: ...,—2,—1,0,1,2,...

) = ensemble des rationnels

IR = ensemble des réels = | — co, 0o

IR = gspace euclidien réel de dimension d (donc IR! = IR)
IR = [-0co,00]

Ry = [0,c0]

ﬂ_?-l- [D,Dﬂ]

' = ensemble des nombres complexes.
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2.3 Fonctions injectives, surjectives et bijectives

2.3.1 Injection

Une fonction g est dite injective si et seulement si tout réel de I'image correspond au plus

a un seul réel du domaine de définition. En notation mathématique, on a :

Val,x2 € dom(g) : g(zl) = g(22) = 21 = 22

}5_5_.. %

i=lg

FIGURE 2.4 — Injection

Exemples de fonctions injectives :

— La fonction f: R — R : x — 2% n’est pas injective. En effet, f(—1) =1 = f(1) mais
141

— La fonction f: R — R : x — 2z est injective. En effet, si 2z = 2y alors x = .

— La fonction f : R* — R* : 2 — 22 est injective. En effet, si 22 = y? avec z,y € RT,

alors x = y.

2.3.2 Surjection

Une fonction f est dite surjective si et seulement si tout réel de I'image correspond & au

moins un réel du domaine de définition. En notation mathématique, on a :

vy € im(f) (3| f(z) = y)
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1 A
20 =0 B
3o c
4

FIGURE 2.5 — Surjection

Exemples de fonctions surjectives :

— La fonction f: R — R : z —— 2z est surjective. En effet, tout z € R est I'image par f

d'un réel : f(5) = .

— La fonction f : R — R : 2 — 2 nest pas surjective. En effet, # x€ R tel que :

flz) = -1
— La fonction f : Z — Z : z —> 2z n’est pas surjective. En effet, 3 z€ Z tel que :
f()=1.

2.3.3 Bijection

Une fonction h est dite bijective si et seulement si elle est et injective et surjective. En

notation mathématique, on a :

Val, 22 € dom(h) : h(zl) = h(22) = 21 = 22 ET Yy € im(h) (3z|h(z) =y)

~h vy

FIGURE 2.6 — Bijection

Exemples de fonctions bijectives :

— fla)=u
— f(x) = 2% (a impair)
— f@)=vE
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2.4 Dénombrabilité

2.4.1 Dénombrement des ensembles finis

Afin de comparer la taille des différents ensembles, on dispose en mathématique de la notion
de cardinalité. Par exemple un ensemble de 3 pommes aura une cardinalité de 3. Et un ensemble
de 3 ballons aura une cardinalité de 3 aussi. Mais on peut aussi par exemple associer la pomme
verte au ballon foot, la pomme rouge au ballon basket et la pomme jaune au ballon de rugby.
Ainsi chaque élément des 2 ensembles est associé un et un seul élément de 'autre ensemble.
C’est ce qu’on appelle en mathématique une bijectivité.

A partir de cette correspondance, on peut conclure que deux ensembles possédent la méme
cardinalité, donc ils sont de la méme taille. Un ensemble est dénombrable si on peut le lister.
D’une fagon général, un ensemble A est dénombrable, si on peut lister les éléments de A en

mettant en correspondance compléte avec les entiers naturels N comme suit :

A N
a0 &€= 0
al €—=2>1
a2 €«—2>2
al €—23

on dit que A est en en bijection avec N.

2.4.2 Dénombrement des ensembles infinis

Tout ensemble fini est dénombrable, et c’est en comparant différents ensembles, cette fois-ci
de grands tailles que Cantor, un mathématicien Allemand, s’est apergu que certains ensembles

sont plus grands que d’autres. Il a résolu d’une maniére rigoureuse la notion de I'infini.

Cantor s’est posé la question suivante : Etant donné un ensemble A infini, et un ensemble B
infini. Est-ce qu’un de ces ensembles pouvait étre supérieur a ’autre ? autrement dit le nombre

d’éléments de A peut étre supérieur au nombre d’éléments de B, d’'une maniére mathématique :
Al > [BJ?

Avant Cantor, la question n’avait aucun sens, mais en fait ce qu’a fait le mathématicien,
c’est de définir une relation entre les ensembles infinis de la maniére suivante : il a pris comme

référence ’ensemble des entiers naturels N! pourquoi N, parceque c’est I’ensemble qui nous
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permet de compter les choses, c¢’est pourquoi c¢’est I’ensemble le plus naturel pour ’étre humain
(ce qui est intéressant c’est qu’on peut lister ou énumeérer les éléments de N) et c’est cette
nature intrinséque des entiers naturelles, qu’on va essayer en mathématique de la généraliser a
des ensembles plus infinis et dire qu’un ensemble est dénombrable si on peut le lister, comme

on peut le faire pour N .

D’une maniére général, un ensemble A est dénombrable, si on peut lister les éléments de A

en mettant en correspondance compléte avec N.

On dit qu'un ensemble infini A a la méme cardinalité que N est dénombrable, s’il existe une

bijection de N vers A.

Dénombrement des entiers relatifs 7Z :

L’ensemble Z est constitué de nombres positifs et des nombres négatifs. ................... -4
3-2-101234

La maniére la plus facile de dénombrer I'ensemble Z, c’est de redisposer les éléments de Z
comme suit :

N:0123456.............

Z:01-12-23-3.............

Un ensemble Z sera selon la définition de cantor dénombrable, s’il existe une bijection de N
vers Z (qui associe & N un seul élément de Z et inversement). On peut facilement trouver une
fonction F' qui correspond & ce qu’on appelle un « dénombrement de Z ». La relation bijective

F' est de la maniére suivante :
F(z)=  —x/2 si x est pair
(x+1)/2 six est impair
On peut conclure que : |Z|=|N]
Ezxemple :
L’ensemble des nombres pairs 2N est-t-il dénombrable ?

Autrement dit : Est-ce que ces 2 ensembles (N et 2N) ont la la méme cardinalité. Ou encore,

dans la terminologie de cantor, est-ce-qu’il existe une fonction bijective de N vers 2N.
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De la méme maniére, on représente les éléments deN et 2N comme suit :
N:0123456................
2N:024681012 ............. ...
Et on essaye de trouver une fonction bijective de N vers 2N.
La fonction F(x) = 2z, permet d’associer & chaque nombre de N, un et un seul nombre de
2N. Donc de la méme maniére que Z, I’ensemble des nombres pairs 2N, a le méme nombre

d’éléments que 'ensemble N. On conclue que : |2N|=|N]|

Dénombrement des nombres rationnels Q :

Pour pouvoir voir la dénombrabilité de Q, il faut se rappeler de cette définition :

Q :p/q avec pe Z et qe N*

En d’autre terme, : Q : peut étre mis en correspondance avec ZxNx : Prendre un rationnel,

revient & prendre un couple (entier relatif, entier naturel non nul).

Cette correspondance peut étre représentée graphiquement comme suit :

!

A chaque nombre entier naturel n écrit en bleu sur I'image, on associe un et un seul élément

de ZxNx de maniére bijective. Ce dessin est infini et recouvre tous les couples de points. On
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parcourt ainsi ’ensemble ZxNx en zigzag, et on associe un numéro a chacun de ses éléments.

Donc Q est dénombrable : |Q| = |N|

L’ensemble des nombres réels R est-il dénombrable 7

Une question qui se pose : est-ce que tous les ensembles infinis ont le méme nombre d’élé-
ments que 'ensemble N7

En fait, cantor a montré que ce n’était pas le cas, et en particulier ’ensemble des réels R.
L’ensemble des réels contient plus d’éléments que N : |R| > |N|. Juste l'intervalle [0,1] contient

plus d’éléments que N : |[0,1]| > |NJ|, imaginez alors tous les intervalles des nombres réels.

Démonstration :

Pour montrer que ’ensemble des réels de 'intervalle |0,1] est non dénombrable. Chaque
nombre réel compris entre 0 et 1 posséde un développement décimal illimité ou deux. Les
nombres non décimaux en ont un seul, les nombres décimaux possédent deux développements :

Par exemple : 0,95=0,95000=0,94999. . .

L’un comporte des 9 indéfiniment, on ’appelle développement impropre, I’autre, qu’on appelle
développement propre, comporte seulement un nombre fini de chiffres non nuls apres la virgule.
Si on convient de n’utiliser que des développements propres, chaque nombre réel est donc asso-
cié & un unique développement propre; si deux développements propres différent en un chiffre,

ils sont les développements de nombres réels distincts.

On suppose que les nombres réels de 'intervalle |0,1| peuvent étre rangés en une suite
A0,A1,A2,... et on écrit les développements décimaux propres de ces nombres :

A0=0,a00a01a02a03a04- - -

A1:O,a10a11a12a13a14. ..

AQ:O,a20a21a22a23a24. ..

A3:0,a30a31a32a33a34. ..

An:oaanoanlan2an3an4- ..

ou les a;; sont des chiffres .

Le procédé diagonal de Cantor : Le principe de la démonstration est de montrer qu’au

moins un nombre réel échappe a ce classement et donc qu’il y a une contradiction.
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On fabrique un nombre réel B par un procédé appelé procédé diagonal en prenant B =
0, bob1babs. .. en imposant byagy, b1ay1, boage, etc- -+ et que de plus les b; ne soient pas égaux a

des 9 indéfiniment.

Comme on ne travaille qu’avec des développements propres, il est stir que By car le premier
chiffre aprés la virgule de ces deux nombres différe, B; car le deuxiéme chiffre apreés la virgule
de ces deux nombres différe, B, car le troisiéme chiffre aprés la virgule de ces deux nombres
différe, etc--- Le nombre B n’a pas été classé et on a obtenu une contradiction. On ne peut

donc pas ranger les nombres réels de l'intervalle |0,1] en une suite.

Cet ensemble n’est pas dénombrable. On en déduit immeédiatement que '’ensemble des

nombres réels R est non dénombrable : |R| > |NJ.

La méthode la plus efficace pour convaincre la communauté mathématique c’est de fournir
une preuve de consistance (des axiomes : i.e une preuve formelle dont ses axiomes ne sont pas

contradictoire).

2.5 Calculabilité

La calculabilité (ou récursivité) cherche d’une part a identifier la classe des fonctions qui
peuvent étre calculées a 'aide d’un algorithme et a appliquer ces concepts a des questions
fondamentales des mathématiques. Une bonne appréhension de ce qui est calculcable et de ce
qui ne 'est pas permet de voir les limites des problémes que peuvent résoudre les ordinateurs .
Parmi les modeéles de calcul utilisés en calculabilité, on peut citer les machines de Turing. Dans
le chapitre dans lequel on a décrit la machine de Turing avec des exemples simples qu’on a
résolus ; on peut penser que seuls les programmes simples peuvent étre exécutés par la machine
de Turing, en fait, c’est faux. La thése de Church/Turing stipule la chose suivante : Pour tout
probléme pour lequel il existe un algorithme qui résoud ce probléme P, alors il existe une

machine de turing qui résoud le probléme P :
VP 3A tel que A resoud(P) = 3M tel que M resoud(P)

Grace a cette thése, la notion de calculabilité posséde désormais une signification précise.

Une fonction f Calculable, signifie qu’il existe un algorithme au sens de la machine de
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Turing qui permet de la calculer. Méme la notion d’algorithme pour la premiére fois dans
I’histoire des maths a une signification. Un algorithme est une table de transition au sens de
la machine de Turing. Parmi les généralisation possibles de la machine Turing, il existe une
machine particuliérement intéressante qui est la machine de Turing universelle notée : Machine
U. En informatique théorique, une machine de Turing universelle est une machine de Turing
qui peut simuler n’importe quelle machine de Turing sur n’importe quelle entrée. Une machine
universelle prend en entrée la description de la machine & simuler et ’entrée de cette derniére.

En 1936, Alan Turing a proposé le concept de machine universelle. Il montrait alors com-
ment un systéme logique minimum permettait de déterminer toutes fonctions calculables. Ce
travail a donné lieu a la thése de Church-Turing, qui est a 'origine de 'ordinateur qu’on utilise
aujourd’hui qui n’est rien d’autre qu'une machine universelle de Turing finie. Dans sa version
de base, elle énonce que toute fonction calculable ’est par une machine de Turing. Cette thése
a été élargie dans ce que 'on qualifie de « version physique » selon laquelle une machine de
Turing peut réaliser toute opération de traitement de I'information réalisable par un systéme
physique.

L’idée est la méme, quand on veut exécuter un programme on va passer comme parametres
pour la machine universelle U, d’abord la table de transition, ensuite le nombre en entrée (ou
en lecture : voir 'exemple incrementer(n) dans le contexte de la machine de Turing). Ainsi,
I’entrée pour la machine U est une table de transition et un élément en entrée. La thése de

Church-Turing devient encore plus simple :
VP 3A tel que A resoud(P) = U resoud(P)

On vient de voir les principaux fondamentaux des ordinateurs d’aujourd’hui : - La notion
de registre — Etat - La notion de configuration — téte de lecture - La notion de programme
— table de transition qu’on passe comme paramétre - Cycle d’instruction (ce qu’on exécute a
un instant donné)— déplacement case par case

Tous ces éléments sont les fondements des ordinateurs d’aujourd’hui et se sont aussi les

fondements de I'informatique théorique : calculabilité, décidabilité, complexité.

2.6 Deécidabilité

Bien avant 'existence des ordinateurs, les mathématiciens et les logiciens se sont intéressés

aux méthodes de résolution des problémes. La question était la suivante : « Chaque probléme
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a-t-il une méthode de résolution ? Tout probléme peut-il étre résolu par une méthode systéma-
tique, par un algorithme ? ». La réponse est NON.

En théorie de la calculabilité, on dit qu'un ensemble est décidable s’il existe un algorithme
qui, étant donné un élément x, détermine en un nombre fini d’étapes si x appartient ou non
a l’ensemble. Un ensemble est récursivement énumérable s’il existe un algorithme qui, étant
donné un élément, répond oui en un nombre fini d’étapes si I’élément appartient a I’ensemble.
Si ’élément n’appartient pas a l'ensemble, 'algorithme peut répondre non, ou bien tourner
sans s’arréter. De facon équivalente, un ensemble est récursivement énumérable s’il existe un

algorithme qui liste tous les éléments de l’ensemble.

Un sens précis au mot "algorithme" peut étre donné dans les définitions précédentes. Cela
peut étre par exemple les machines de Tiiring. On montre qu’il existe des ensembles qui sont
récursivement énumérables, mais qui ne sont pas récursifs, un ensemble étant récursif si lui,

ainsi que son complémentaire, sont récursivement énumérables.

Un probléme est décidable si I’ensemble de ses solutions est récursif. Il est dit semi-décidable
si ’ensemble de ses solutions est récursivement énumérable. Les problémes décidables sont donc
ceux que 'on sait résoudre a ’aide d’un algorithme en un temps fini. L’étude de 'indécidabilité

des théories mathématiques reléve de la théorie des fonctions récursives.

Un probléme est caractérisé par les trois propriétés suivantes :

1. Le probléme est une question générique qui s’applique & un ensemble d’éléments.

FExemple : « Déterminer si un nombre entier positif est pair ou impair » est un probléme
qui s’applique sur I’ensemble des entiers positifs.

2. Chaque instance du probléme a une réponse.

Exemple : Si on considére le probléme précédent, chaque entier positif a une réponse : on
peut dire s’il est pair ou impair.

3. Le probléme n’est pas défini par un algorithme ou par un programme.

FExemple : Le probléme précédent ne dépend pas directement d’'un algorithme, mais de la

définition de ce qu’est un nombre pair.

Un probléme est décidable si on peut le résoudre avec une méthode systématique, c’est-a-dire
si chacune de ses instances sont résolubles par le méme algorithme.

FEzxemple : Le probléme « Déterminer si un nombre entier positif est pair ou impair » est
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décidable car, si on considére un nombre entier positif quelconque, il suffit d’observer son chiffre
des unités pour déterminer s’il est pair ou impair. Si ce chiffre est égal 4 0, 2, 4, 6 ou 8, le nombre

est pair, il est impair sinon.

Il existe des problémes indécidables. Cela ne signifie pas simplement que nous ne savons pas

les résoudre, mais qu’il n’existe aucune méthode systématique pour les résoudre.

Généralement, les démonstrations de décidabilité ou d’indécidabilité sont complexes & éta-

blir et sont hors programme.

Exemple : Un probléme célébre est celui du pavage du plan par des polygones. Paver le plan
avec des polygones signifie recouvrir le plan avec ces polygones sans qu’ils ne se chevauchent et
sans qu’il y ait d’espace entre eux. Le probléme se pose de la maniére suivante : « Déterminer

si une collection de polygones peut paver le plan ou non. »

Ce probléme est indécidable. Il n’existe pas d’algorithme, pas de méthode systématique qui
détermine si une collection de polygones peut paver le plan ou non. Cette indécidabilité a été

démontrée dans les années 1960.

Connaitre I'indécidabilité d’un probléme a les deux avantages suivants :
a- Savoir qu’il est inutile de chercher un algorithme de résolution du probléeme.
b- Orienter 1’étude du probléme vers des sous-problémes qui pourraient, quant a eux, étre dé-
cidables.
FExemple : Si on réduit le probléme du pavage a des carrés, qui sont des polygones particuliers

(méme de dimensions différentes), le sous-probléme ainsi obtenu est décidable.

Un probléme P est dit décidable s’il existe un algorithme A, une procédure qui termine en
un nombre fini d’étapes, qui le décide, ¢’est-a-dire qui réponde par oui (ou vrai) ou par non(ou
faux) a la question posée par le probléme. S’il n’existe pas de tels algorithmes, le probléme est

dit indécidable.

Decidabilité(P) < 3 A / A résoud (P)
On peut résumer la notion de décidabilité algorithmique d’'un probléme P d’une maniére
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générale comme suit :
— P est décidable < il existe un algorithme pour P (c’est a dire une procédure qui s’arréte
et répond oui si P est vrai, et répond par Non si P est faux).
— P est indécidable < il n’existe pas d’algorithme pour P.
— P est semi-décidable <il existe un semi-algorithme pour P (c’est a dire une procédure
qui s’arréte et répond oui si P est vrai, et ne donne pas de réponse si P est faux).

Il est clair qu'un probléme décidable est aussi semi-décidable.

Remarque : Pour montrer qu'un probléme est décidable, il suffit de trouver un algorithme
(un suffit, et ceci peut se faire sans utiliser la théorie de calculabilité). Par contre, pour montrer
qu'un probléme est non-décidable, il faut considérer tous les algorithmes possibles et montrer
qu’aucun d’eux ne résout le probléme, ce qui est plus difficile voir impossible sans la notion

rigoureuse d’algorithme.

Apair(x) vrai sif€Z

faux si $¢ Z

Le probléme qui permet de savoir si le nombre est pair ou pas est décidable. Pourquoi :
parcequ’il est facile de présenter un algorithme qu’on appelle Apair(x), qui pour chaque élément

X, permet de savoir s’il est pair ou pas. On suppose que la fonction Apair est de type booléenne.

2.7 Reécursivité et probléme d’arrét

Partant des notions de décidabilité et calculabilité précédentes, nous pouvons tirer les points
clés suivants :

— Tout probléme n’a pas forcément une méthode systématique de résolution. On parle de
probléme indécidable.

— A contrario, les problémes qui ont au moins une méthode systématique de résolution
sont dits décidables.

— Le probléme de l'arrét est indécidable : il n’existe pas de méthode systématique pour
démontrer qu’'un programme s’arréte ou non.

— Les notions de calculabilité et de décidabilité sont équivalentes.

Maintenant, une question reste : « Toutes les fonctions sont-elles calculables 7 » La réponse fut

tranchée dans les années 1930. Toutes les fonctions ne sont pas calculables.
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Etant donné un programme, peut-on savoir si, une fois démarré, il finira par s’arréter, ou
s’il tournera indéfiniment ? la réponse est non. Aucun programme ne peut exister pour cela :

Le probléme de ’arrét en est un exemple.

Certaines informations sont spécifiques au monde mathématique (c.a.d qu’on ne peut pas les
résoudre par un simple algorithme). En effet, Alain turing était le premier & montrer qu’une suite
peut étre mathématiquement parfaitement définie et pourtant non calculable par programme.
Pour cela, il considére le probléme d’arrét d’un programme (ou pb d’arrét d’une machine de

Turing, ce qui revient au méme).

Le probléme de 'arrét s’énonce de la maniére suivante :

« Déterminer si un algorithme s’arréte ».

Probléme de ’arrét :

Le probléme est ici de déterminer s’il existe une méthode systématique pour prouver qu'un

algorithme se termine ou non.

Démonstration par ’absurde :

Le probléme de I'arrét est indécidable. Cela se démontre par I’absurde. On suppose que ce

probléme est décidable. On montre ensuite qu’il y a une incohérence.

On suppose qu’il existe une fonction arrét(A) qui a tout algorithme A associe Vrai si l'al-

gorithme A se termine et Faux sinon.

Pour tout entier naturel n, on définit un algorithme Turing(n) de la maniére suivante :

— Lister les algorithmes qui s’écrivent avec au plus n caractéres, qui prennent en entrée un
entier et qui retournent un entier.

— Avec la fonction arrét, sélectionner les algorithmes qui se terminent si I’entrée est n.

— Déterminer les nombres que chacun de ces algorithmes renvoie.

— Renvoyer le plus grand de ces nombres + 1.
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On étudie le cas ot k est le nombre de caractéres de I’algorithme Turing(n). Si on teste Turing(k),
on a alors :
— Turing fait lui méme partie de la liste des algorithmes qui s’écrivent avec au plus k
caracteéres prenant en entrée un entier et retournant un entier.
— Turing est sélectionné car cet algorithme s’arréte.
— Si Turing(k) renvoie my, alors my fait partie des nombres que les algorithmes sélectionnés
renvoient.
— Il y a deux possibilités :
— Si my est le plus grand des nombres, alors Turing(k) renvoie mqy + 1. C’est absurde car
Turing(k) renvoie my.
— Si le plus grand des nombres est py > myg, alors Turing(k) renvoie py + 1 > mg + 1.

C’est absurde car Turing(k) renvoie my.

Ainsi la supposition initiale est fausse.

Donc le probléme de I’arrét est indécidable.

2.8 Exercices

1) Soit £ C N un ensemble récursivement énumérable, énuméré par une fonction calculable

f strictement croissante. Montrer que E est décidable.

2) En déduire que tout sous-ensemble récursivement énumérable infini de N contient un

ensemble décidable infini.

3) Montrez que les fonctions suivantes sont primitives récursives :
a) la fonction factorielle(n)
b) la fonction pged(m, n)

c) le prédicat premier(n) qui vaut 1 si n est un nombre premier, 0 sinon.
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3.1 Théories axiomatiques

Une théorie axiomatique est un systéme logique qui représente une théorie mathématique,
c’est-a-dire un ensemble de résultats se rapportant tous & un méme type d’objet. Une théorie
axiomatique est fondée sur un ensemble d’axiomes qui sont des formules définissant les objets et
relations de base de la théorie ; & partir de ces axiomes et en utilisant les regles de raisonnement
on dérive les théorémes de la théorie. Par exemple, la théorie des ensembles est un systéeme
formel dont les axiomes définissent la notion d’ensemble. Un axiome est donc une proposition
non démontrée qui sert de point de départ a un raisonnement : par exemple « par deux points

il passe une et une seule droite » est un axiome de la géométrie euclidienne.

La vérité des axiomes ou des formules est définie relativement & un modéle, un univers

possible, dans lequel les formules sont interprétées.

3.2 Problématiques

Un des paradoxes les plus célébres est sans doute celui de Russell. Russell considére 1’en-
semble E de tous les ensembles qui ne se contiennent pas eux-mémes. La question que pose
alors Russell est la suivante : E se contient-il lui-méme ? Examinons successivement les deux

possibilités :

Si E se contient lui méme, alors par définition il ne se contient pas lui-méme, ce qui est
contradictoire. Si E ne se contient pas lui-méme, alors par définition il doit appartenir a E,
ce qui est une fois de plus contradictoire. Ce type de paradoxes découle du flou laissé par
Cantor autour de sa définition d’ensemble. Il fut nécessaire de reformaliser sa théorie, en fait
de construire une axiomatique formelle des ensembles abstraits. Zermelo, dés 1908, fut le pre-
mier & proposer de construire un tel systéme pour réduire la notion intuitive d’ensemble & une
notion formelle. Une excellente axiomatique formelle des ensembles fut fournie par Godel en
1940. Cette classe de paradoxes est souvent désignée sous le nom de paradoxes logiques, dans

la mesure o ils sont liés a la logique de la théorie en cause.

Les paradoxes sémantiques forment une toute autre classe de paradoxes. Un des plus cé-
lebres est le paradoxe de Berry. On considére le nombre naturel défini par « le plus petit nombre

entier ne pouvant étre exprimé en moins de quinze mots ». On sait qu’il existe un ensemble
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des nombres naturels qu’on ne peut définir en moins de quinze mots. En raison des propriétés
des sous-ensembles de N, cet ensemble admet une borne inférieure I. Il semble méme que ce
nombre [ soit 1297297 (un million deux cent quatre-vingt-dix-sept mille deux cent quatre-vingt-
dix-sept, soit exactement quinze mots). Mais ce nombre [ est aussi défini par 'expression «
le plus petit nombre entier ne pouvant étre exprimé en moins de quinze mots ». Or cette ex-
pression comporte quatorze mots. Il y a donc contradiction. Ce type de paradoxe est d’origine

sémantique, c’est-a-dire lié¢ au langage dans lequel nous exprimons la définition.

La théorie des types de Russell a précisément été créée dans le but de formaliser correctement
ce type de problémes. Le but initial de Russell est la réduction des mathématiques a la théorie
logique. Les Principia Mathematica publiés avec Whitehead de 1910 & 1913 constituent le travail
qui fondera la logique moderne.

L’ensemble des problémes rencontrés par les mathématiques que nous venons de décrire,
semblait montrer qu’il était temps de renoncer aux mathématiques « intuitives » pour en venir
a des constructions formelles pures, bien que la tentative logiciste formelle de Russell ait déja
montré quelques faiblesses. C’est dans ces conditions qu’éclata la controverse entre formalistes

et Intuitionnistes.

3.3 Introduction

Un systéme formel est une modélisation mathématique d’un langage en général spécialisé.
Les éléments linguistiques, mots, phrases, discours, etc., sont représentés par des objets finis
(entiers, suites, arbres ou graphes finis. .. ). Le propre d’un systéme formel est que la correction
au sens grammatical de ses éléments est vérifiable algorithmiquement, c¢’est-a-dire que ceux-ci

forment un ensemble récursif.

Les systémes formels s’opposent aux langues naturelles pour lesquels les algorithmes de trai-
tement sont extrémement complexes et surtout doivent évoluer dans le temps pour s’adapter

aux transformations du langage.
Les systémes formels sont apparus en logique mathématique afin de représenter mathémati-

quement le langage et le raisonnement mathématique, mais peuvent se trouver également dans

d’autres contextes : informatique, chimie. ..
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La réalisation d’un systéme formel fournit un cadre de représentation d'une réalité donnée
ou des regles automatiques produisant tous les éléments vrais. Le but est d’avoir un petits
nombre de vérités initiales (ce sont les axiomes) et de disposer de mécanismes de raisonnement

(ce sont des régles de production) pour révéler des vérités cachées.

Exemples de systémes formels :
- un systéme expert, est constitué d’une base de faits et de régles permettent d’inférer de
nouvelles connaissances, constitue un systéme formel.
- Le calcul des prédicats, systéme logique modélisant le langage mathématique.
- Le lambda-calcul, langage de programmation théorique utilisé pour étudier les liens entre
logique et informatique ; plus généralement tout langage de programmation est par définition
un systéme formel.
- La théorie des ensembles, systéme formel dont les axiomes définissent la notion d’ensemble.

- La nomenclature des molécules organiques est un systéme formel.

3.4 Définition et composants

Pour construire une langue naturelle (par exemple le frangais) , on a besoin des quatres
points suivants :
- un alphabet (a, b, ..., z, blanc, virgule, parenthése ouvrante, ...),

un procédé de formation des mots, qui est la concaténation,

un dictionnaire, qui permet de savoir que "chat" est anglais, alors que "cat" ne 'est pas,
- des régles de grammaire, qui permettent de savoir que "chattes" est francais, alors qu’il n’est

pas dans le dictionnaire.

Pour construire un systéme formel, nous aurons besoin de quatre choses analogues :
- un alphabet, ensemble de symboles pas nécessairement réduit a des carateres,
- un procédé de formation des expressions, pas nécessairement la concaténation,
- un ensemble d’axiomes, c¢’est-a-dire d’expressions obéissant aux deux premiers points ci-dessus,
et dont on décide arbitrairement qu’ils appartiennent au systéme,
- des régles de dérivation qui, a partir des axiomes, permettent de produire des théorémes (c’est-
a~dire des expressions appartenant au systéme), et peuvent ensuite s’appliquer aux théorémes

pour en produire d’autres.
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Langage, Axiomes, Régles Inférences

Un systéme formel S est compose d'un quadruplet S = ( A, v, Ax, R) ou :

— A est le langage, il est composé d’un vocabulaire ou alphabet fini de symboles,

— v est un procédé de construction de mots (formules bien formées fbf),

— Ax est un ensemble fini ou dénombrable de mots particuliers appelés axiomes,

— R est un ensemble fini de régles d’inférences, dites encore régles de déduction ou de

dérivation.

Remarques : 11 y a deux types de régles d’inférence :
- les régles de production, qui produisent de nouveaux mots a partir des mots initiaux, et

- les régles de réécriture, qui fournissent une nouvelle forme pour le méme mot.

3.5 Systémes de déduction

Un systéme de déduction (ou systéme déductif, ou systéme d’inférence, ou encore un calcul)
comprend un ensemble de formules prises comme point de départ (des axiomes), et un ensemble
de régles (qu’on appelle régles d’inférence) qui permettent de déduire (ou prouver) des formules,
a partir d'un ensemble de formules bien formées (fbf). Une formule prouvable a partir de (fbf)
s’appelle un théoréme. Parmi les systémes déductifs les plus classiques, on trouve la méthode
des tableaux sémantiques, la résolution, les systémes a la Hilbert, la déduction naturelle, et le
calcul des séquents :

— La méthode des tableaux a été inventée en 1955 par le philosophe et logicien hollandais
Evert Willhem Beth (1908-1964), et la résolution est en grande partie due au mathé-
maticien et informaticien John Alan Robinson (1930-2016). Ces deux systémes sont
parfois appelés systémes de réfutation (plutot que de déduction), car leur principe gé-
néral consiste & prouver une formule F' en justifiant que la formule —F' (la réfutation de
F') conduit a une contradiction.

— Les systémes a la Hilbert (il y a de nombreuses variantes) sont des systémes de déduction
qui suivent un modéle proposé par le mathématicien allemand David Hilbert (1862-1943).

— La déduction naturelle est un systéme proposé par le mathématicien et logicien alle-
mand Gerhard Gentzen (1909-1945) en 1934, proche de la maniére de raisonner des
mathématiciens.

— Le calcul des séquents a été créé par Gerhard Gentzen a partir de son systéme de déduc-
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tion naturelle, pour des raisons techniques en rapport avec la métathéorie des systémes
déductifs (son calcul des séquents lui permettait de démontrer des propriétés intéres-

santes du systéme déductif, qu’il ne pouvait justifier avec le systéme de déduction natu-

relle).

Les systémes de déduction précédents sont tous équivalents, dans la mesure ou ils permettent

de démontrer exactement les mémes théorémes (de logique classique).

Les systémes a la Hilbert sont des systémes simples, permettant aussi de justifier rapidement
certaines propriétés de la logique. Leur principal défaut est le fait de ne pas pouvoir poser
d’hypothése, ce qui peut alourdir les démonstrations. La déduction naturelle est le systéme
formel le plus proche du raisonnement naturel des mathématiciens. Il corrige certains défauts
des systémes a la Hilbert, en permettant en particulier de poser des hypothéses. Les autres
systémes sont principalement utilisés en logique pure ou en informatique (en particulier pour

des techniques de démonstration automatique).

3.6 Exemples de systémes formels

Quelques exemples pouvant servir d’introduction aux systémes formels :

3.6.1 Systéme (G.P.)

*

Le systéme (G.P.), encore appelé "axiomatique de Peano" : - alphabet : x, y, * - mots :

*x

S1 * S2 ou S1 et S2 sont des suites quelconques de symboles x ou y - un unique axiome : x
- une seule régle, qui est une régle de production : wl * w2 y wl * y w2 ot wl, w2 sont des

mots.

3.6.2 Systéme (D.H.)

Le systéme (D.H.) di & Douglas Hoffstadter : - alphabet : M, I, U - mots : toute suite
de lettres de l'alphabet - axiome : M I - regles de déduction : 1- w I w I U oul w est un
mot (production) 2-Mw M ww ot w est un mot (production) 3- III U (réécriture) 4- UU

(réécriture)
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3.6.3 Systéme (p q -)

Le systéme (p q -) : - alphabet : p, q, - - mots : suites finies de symboles de I’alphabet -
axiomes : les mots X p - q X - ol x est formé uniquement de - - une seule régle de déduction
(production) : si x, y et z sont des mots formés uniquement de -, du mot x p y q z on peut

déduire le mot x py-qz-.

3.7 Notion de démonstration

Dans un systéme formel S, une preuve (ou une démonstration) est une suite finie de mots
(ou fbf) wl w2...wk ot chaque wi (1 < i< n) est :
e soit un axiome de S,
e soit se déduit de wj, j<i par application d’'une Régle d’inférence Ri.

I’entier k est appelé la longueur de la preuve.

3.8 Notion de théoréme

Une formule d’un systéme formel est dite un théoréme si cette formule est :
- Soit un axiome,

- Soit la formule est obtenue par application d'une régle d’inférence & un théoréme.

Un théoréme est un mot ¢ tel qu’il existe une démonstration wl w2 ...wk avec t = wk. On
note alors : - ¢. Un axiome est un théoréme, sa démonstration est de longueur 1. Nous avons

donc :

{aziomes} C {theoremes} C {mots} C {fbf}

3.8.1 Exemples
Systéme "peu"

Considérons le systéme "peu" :

- alphabet = I’ensemble des trois symboles "p" ;| "e" , et "u",
- p.f.e. = concaténation,
- axiome = upueuu,

- régles :
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— RI1 : si une expression de la forme AeB est un théoréme (ou "A" désigne n’importe quelle
suite de "u", de "p", et de "e", et B de méme), alors I'expression uAeBu est aussi un

théoréme.

— R2 : si une expression de la forme AeB est un théoréme, alors I'expression AueuB est

aussi un théoréme.

Questions :
1. Q1 = uupuueuuuu est-il un théoréme ?
2. Q2 = upuueuuuu ?

3. Q3 = upupueuuu ?
Réponses : Pour démontrer qu’'une expression est un théoréme, nous avons une procédure
(développer I'arbre) infaillible, qui répond en 2n/2, n étant la longueur de la chaine, donc en

temps fini.

1. Q1, oui. Preuve? On développe 'arbre :

u]]ueuu
V Nz
lmpue.uuu upumemn
- / Q
LULRLEY LIRLERI L 'l.'l'llP o éumuon

2. Q2, non : il y a un nombre impair de "u", ce qui n’est pas possible.

nn

3. Q3, non : il y a deux "p".

Systéme "BAB"

Soit le systéme « BAB » :
1. alphabet = les trois symboles A, B et C,
2. mots = toute suite finie de symboles de l'alphabet. Par exemple ""(chaine vide), "A",
"AAAAB", "BABBCA", etc ...
3. axiome unique : "A"/

4. régles de déduction : soient n et m deux mots quelconques :
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— a) mAn ==> BmAnB
— b) mAn ==> CmAnC

Ceci peut se traduire par un graphe, aussi appelé arbre de dérivation :
(a) (b)

BAB CAC
(a) () (a) (b)

[BBABB | |[CBABC| [BCACB| [CCACC |
(..) (..) () (..

Remarque : pour démontrer un théoréme il n’est pas nécessaire de savoir ce qu’il veut dire.

3.9 Déduction naturelle

En logique mathématique, la déduction naturelle est un systéme formel ou les régles de
déduction des démonstrations sont proches des fagons naturelles de raisonner. C’est une étape

importante de 'histoire de la théorie de la démonstration pour plusieurs raisons :

— contrairement aux systémes a la Hilbert fondés sur des listes d’axiomes logiques plus ou
moins ad hoc, la déduction naturelle repose sur un principe systématique de symétrie :
pour chaque connecteur, on donne une paire de régles duales (introduction/élimination) ;

— elle a conduit Gentzen a inventer un autre formalisme trés important en théorie de la
démonstration, encore plus « symétrique » : le calcul des séquents;

— elle a permis dans les années 1960 d’identifier la premiére instancel de l'isomorphisme

de Curry-Howard.

La terminologie « déduction naturelle » a été suggérée, par Gentzen, eu égard a l'aspect peu

intuitif des systémes a la Hilbert.

La déduction naturelle, dans sa forme actuelle, est un systéme formel proposé par Gerhard

Gentzen en 1934.

De nombreux logiciens, & commencer par Gottlob Frege et David Hilbert, mais également
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Bertrand Russell et Alfred North Whitehead avec leurs Principia Mathematica, ont développé
la logique sous une forme axiomatique inspirée par la méthode euclidienne : les lois logiques
sont déduites & partir d’axiomes en utilisant essentiellement la régle de modus ponens. Cette
méthode simple a révélé des difficultés liées au fait que les raisonnements sous hypothéses, pra-

tique pourtant courante en mathématiques, ne sont pas directement représentables.

Gerhard Gentzen est le premier a avoir développé des formalismes qui, en abandonnant
partiellement la méthode euclidienne, redonnent a la logique le caractére d’un cheminement
naturel, c’est-a-dire se rapprochant mieux de la pratique mathématique. La principale idée de
Gentzen était simple : remplacer les axiomes logiques nécessaires, mais peu naturels, des sys-
temes a la Hilbert4 par des régles de déduction comme l'introduction de la fleche qui code
formellement le fait de « poser une hypothése » dans le cours d’un raisonnement. Ce faisant,
Gentzen a développé pour la premiére fois une présentation trés symétrique de la logique dans
laquelle chaque connecteur est défini par une paire de régles duales : les introductions et les
éliminations. Il a également développé un formalisme dans lequel les déductions ne sont pas des
suites de phrases, mais des arbres (ou plus précisément des graphes orientés acycliques). Cette
méthode, trés suggestive pour I'intuition, a conduit Gentzen & faire de belles découvertesb, mais
elle nuit a I'idée originale qui était de reproduire les formes naturelles de raisonnement. Fitch
a modifié¢ la méthode de Gentzen en introduisant une notation fondée sur 'indentation pour
représenter astucieusement la structure arborescente des déductions. Cette représentation a la
fois formelle et plus naturelle n’est toutefois pas la mieux adaptée pour obtenir les résultats
principaux de la déduction naturelle comme la normalisation. Pour cette raison, on s’en tiendra
dans cet article a une présentation a la Gentzen, le lecteur intéressé pourra se reporter a l’article

dédié au style de Fitch.

Dans les années 1960, Dag Prawitz a poursuivi ’étude de la déduction naturelle et y a

démontré un théoréme d’élimination des coupures.

3.9.1 Notion de régle

La déduction naturelle est fondée sur des régles d’inférence qui permettent de déduire des
théorémes a partir d’autres. Par exemple la régle suivante, le modus ponens mais que 1’on

appelle élimination de la fleche dans ce contexte :
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P p—q

permet de déduire ¢ a partir d’'une démonstration de p et d’'une démonstration de p = g¢.
Les formules au-dessus de la barre s’appellent les prémisses et la formule sous la barre s’appelle

la conclusion. Dans I’exemple, p et p = ¢ sont les prémisses et ¢ est la conclusion.

3.9.2 Notion d’arbre de preuve

Une démonstration en déduction naturelle est un arbre de preuve. Voici un arbre de preuve
déduisant I’énoncé le sol est glissant des trois hypothéses : (1) il pleut, (2) s'il pleut alors le sol

est mouillé et (3) si le sol est mouillé alors le sol est glissant :

il pleut il pleut — so0l mouillé

sol mouillé — sol glissant
sol mouille

sol glissant

La régle d’élimination de la fleche y est appliquée deux fois.

3.9.3 Notion d’hypothése

La déduction naturelle fait des raisonnements sous des hypothéses. Une démonstration de

q sous 'hypotheése p a la forme :

ou les points de suspension verticaux représentent un arbre de preuve de conclusion ¢ et

dont certaines feuilles comportent ’hypothése p.

3.9.4 Notion d’hypothése déchargée

Il existe aussi des régles ot une hypothése est déchargée, c’est-a-dire que I’hypothése n’est
plus supposée a partir de ’application de la régle. Par exemple, & partir d’'une démonstration

de ¢ sous 'hypothése p, on peut construire une démonstration de I'implication ¢. On note :
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7
q
p—q

et les crochets dans [p] signifient que I'hypothése p est déchargée. Cette régle appelée in-
troduction de I'implication est une internalisation du théoréme de déduction des systémes a la

Hilbert.

3.10 Systémes formels a la Hilbert

L’école formaliste emmenée par le mathématicien David Hilbert choisit une voie totale-
ment différente de la voie intuitionniste. Constatant que les paradoxes venaient de systémes
d’axiomes insuffisamment formalisés, Hilbert proposa de rédiger une théorie purement formelle

des mathématiques et de démontrer sa consistance formelle.

En logique, les systémes a la Hilbert servent a définir les déductions formelles en suivant un
modéle proposé par David Hilbert au début du xxe siécle : un grand nombre d’axiomes logiques
exprimant les principales propriétés de la logique que ’on combine au moyen de quelques regles,
notamment la régle de modus ponens, pour dériver de nouveaux théorémes. Les systémes a
la Hilbert héritent du systeme défini par Gottlob Frege et constituent les premiers systémes
déductifs, avant ’apparition de la déduction naturelle ou du calcul des séquents, appelés parfois
par opposition systémes a la Gentzen. L’idée originelle de Hilbert était de construire un systéme
formel des mathématiques, ou tout au moins de I'analyse. Mais le probléme se révéla tellement
complexe que lui et ses éléves se limitérent & construire un systéme formel de 'arithmétique.

Le systéme formel H (pour Hilbert) prend un langage propositionnel ou figurent seulement
les deux connecteurs : = et =. La seule régle d’inférence est le Modus Ponens, et les axiomes

de H sont les schéma d’axiomes suivants :

al. @& — (v —= @)
a2. (=2 (v—=x))=2(le—=v) = (d—=x))

ad. ([~ — ) = (= @)
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Le systéme systéme formel "a la Hilbert" est composé de plusieurs axiomes et d’'un nombre
trés réduit de régles d’inférences. Comme conséquence, les systémes a la Hilbert peuvent étre
caractérisés comme synthétiques : pour trouver une preuve pour un énoncé, on part d'un en-
semble de vérités générales (les axiomes) et on voit si, et comment, un énoncé particulier peut
étre dérivé de cet ensemble. En pratique, pour tester si une formule est dérivable ou est un
théoréme, il faut partir des axiomes et “deviner” quelle est la bonne instance qui va nous per-
mettre de dériver ou prouver la formule. C’est donc trés difficile de construire une dérivation

ou une preuve pour une formule en utilisant ce type de systéme formel.

3.11 Interprétation d’un systéme formel

Une interprétation est l'attribution de certaines valeurs de vérité ou non vérité aux sym-
boles et aux formules d’un systéme formel. Un méme systéme formel peut recevoir plusieurs
interprétations différentes. On retiendra comme correctes, les interprétations qui associent a

tous les théorémes la seule valeur vraie.

e On appelle tautologie tout mot d’un systéme formel qui se traduit par un énoncé vrai
dans toutes les interprétations du systéme formel.
e Un systéeme est dit consistant lorsqu’il existe une interprétation transformant tout théo-

réme en énoncé vral.

Exemple :
Considérons le systeme formel suivant :

" legal ", "un " p.f.e. = concaténation

alphabet = l’ensemble des trois symboles "plus
axiome = un plus un egal un un regles :
— RI1 : si une expression de la forme A egal B est un théoréme (ot "A" désigne n’importe

" et de "egal ", et B de méme), alors I'expression un A

quelle suite de "un ", de "plus
egal B un est aussi un théoréme.
— R2 : si une expression de la forme A egal B est un théoréme, alors ’expression A un egal

un B est aussi un théoréme.

Questions :
1. Q1 = un un plus un un egal un un un un est-il un théoréme ?

2. Q2 = un plus un un egal un un un un?
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3. Q3 = un plus un plus un egal un un un?

Réponses :
1. oui
2. non

3. non
Remarque : les deux systémes sont isomorphes.
Interprétation :

Une interprétation est appelée modele.

! n

! par |l+l|7 Hegal n par :H7 et Hun !

Si nous remplacons "plus "par "1", axiome s’écrit :
141=2, en base 1 (les chiffres romains, concaténation = addition).

R1 se lit : si A=B, alors 14+A=B+1

R2 :si A=B, alors A+1=1+B

Q1 : 24+2=4 est un théoréme

Q2 : 14+2=4 est un non-théoréme

Q3 : 14141 =3 est-un non-théoréme !

Ce que nous venons de manipuler n’est pas un systéme formel : le symbole "2" ne fait pas
partie de 'alphabet. Ce que nous venons de manipuler est l'interprétation du systéme formel.

"14+1+1=3", dans l'interprétation, est vrai, bien que ce soit un non-théoréme.

3.12 Propriétés des systémes formels

3.12.1 Décidabilité

On dira qu’un systéeme formel est décidable lorsqu’il existe une procédure de décision unique
qui permet en un temps fini de décider si un mot quelconque du systéme est un théoréme ou

un non-théoréme (mot dont on peut prouver qu’il n’est pas un théoréme).
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Theoréme
Procédure
S.F. .

décision - Non théoréme

Réponse en
temps fini

Un systéme formel qui n’est pas décidable peut étre :

— semi-décidable : lorsqu’il existe une procédure qui, si une formule est démontrable, le
dira en un temps fini, mais qu’il n’existe pas de procédure capable de faire la méme
chose pour tous les non théoréemes.

— indécidable : dans les autres cas.

3.12.2 Cohérence

Un " bon " systéme formel S doit étre cohérent. S est cohérent s’il ne permet pas de
démontrer une contradiction (formellement : s’il n’existe pas de proposition A telle que S
démontre A et non A)

S’il n’est pas cohérent et le principe du raisonnement par ’absurde est accepté parmi les
régles de déduction logique alors toutes les formules sont prouvables. Un systéme qui prouve
tout et son contraire ne prouve rien du tout. Une théorie axiomatique est cohérente s’il existe
des formules qui ne sont pas conséquence de ses axiomes. Par exemple I'arithmétique de Peano
est cohérente car elle ne démontre pas la formule « 0 = 1 ». On peut équivalemment définir
la cohérence comme le fait de ne pas démontrer de contradiction. Kurt Goédel a montré que
toute théorie axiomatique suffisamment puissante pour représenter I’arithmétique ne pouvait

démontrer sa propre cohérence de maniére formelle.

Kurt Godel a montré au début du siécle que tout systéme formel un tant soit peu complexe
contenait des propositions vraies mais non démontrables (voir Théoréme d’incomplétude de

Godel).
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3.12.3 Cohérence sémantique

Un systéme S est sémantiquement cohérent si et seulement si toute formule dérivable du

systéme est une formule valide (tautologie).

3.12.4 Quelques autres propriétés des systémes formels

e On appelle tautologie tout mot d'un systéme formel qui se traduit par un énoncé vrai
dans toutes les interprétations du systéme formel.
e Un systéme formel dans lequel tout théoréme est une tautologie est dit correct.
e Un systéme formel dans lequel toute tautologie est un théoréme est dit complet.
e Un systéme est dit consistant lorsqu’il existe une interprétation transformant tout théoréeme

en énoncé vrai. Cette interprétation est appelée modéle.

Remarque : un systéme correct est consistant.

3.13 Systémes formels en logique

Les systémes formels ont été concus par les logiciens afin de poser et étudier mathéma-
tiquement certains problémes liés au langage mathématique. De ce point de vue on peut les

considérer comme des métathéories générales, des théories sur les théories (mathématiques).

Les systémes logiques visant a modéliser le langage mathématique résolvent trois problémes :
- Comment formalise-t-on les énoncés mathématiques (théorémes, lemmes, définitions, etc.),
c’est-a-dire comment définit-on la notion de formule ?
- Réciproquement, comment interpréte-t-on les objets formels que sont les formules de fagon a
les voir comme des énoncés mathématiques signifiants 7
- Comment prouve-t-on des formules, c¢’est-a-dire comment formalise-t-on les régles du raison-

nement mathématique ?

Les systémes formels ont permis I’émergence d’une épistémologie des mathématiques appelée
point de vue formaliste au terme de laquelle les mathématiques apparaissent comme un jeu de
manipulation de symboles suivant des régles rigoureuses mais a priori dépourvues de sens; le
sens des formules est reconstruit a posteriori par les interactions qu’elles entretiennent les unes

avec les autres au travers des regles de raisonnement.
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3.14 Les systémes formels en informatique

Les langages de programmation sont des systémes formels : comme les systémes logiques
servent a formaliser le langage mathématique (théoréme, démonstrations), les langages de pro-
grammation formalisent les algorithmes. Les langages de programmation sont formés d’au moins

deux constituants :

e les programmes qui sont représentés par des fichiers informatiques, c¢’est-a-dire des suites
finies de nombres ; pour 'affichage les nombres sont en général interprétés comme des codes de
caractéres de fagon a présenter le programme comme un texte. Mais ¢a n’est pas toujours le
cas : un programme en langage machine est une suite de codes d’instructions du processeur.
Bien entendu toute suite de nombres n’est pas un programme correct ; par contre on peut tester
algorithmiquement au moyen d’une analyse syntaxique si un fichier contient un programme qui

satisfait les contraintes syntaxiques du langage dans lequel il est écrit.

e une sémantique opérationnelle qui détermine la fagon dont un programme doit s’exécuter,
c’est-a-dire la facon dont 'ordinateur doit interpréter le programme comme une séquence d’ins-
tructions. La sémantique opérationnelle d'un langage est en général réalisée par un programme
(qui parfois est méme écrit dans le méme langage!) appelé compilateur ou interpréteur selon
son mode de fonctionnement ; dans le cas du langage machine la sémantique opérationnelle est

réalisée par le processeur lui-méme.

Auxquels on ajoute parfois un troisiéme constituant : e une sémantique dénotationnelle
qui détermine abstraitement le comportement du programme, typiquement en l'interprétant
comme une fonction : par exemple un programme de tri sera interprété par une fonction sur les

listes d’entiers et & valeurs dans les listes d’entiers.

En dehors des langages de programmation, I'informatique définit plusieurs autres types de
systémes formels : les langages de spécification qui servent a définir le comportement désiré
d’un programme de fagon & pouvoir ensuite tester, vérifier ou démontrer qu’une implantation
donnée satisfait la spécification ; les protocoles de communication qui définissent rigoureusement

les échanges d’informations entre ordinateurs (ou téléphones mobiles) sur un réseau, ...
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3.15 Exercices

Exercice 1 :
Soit le systéme formel S défini par :
- L’alphabet V={a,b,c}
- Les formules bien formées sont constituées de suites de lettres de V ne contenant qu’une
seule fois la lettre b et une seule fois la lettre ¢ (b doit se trouver avant ¢ dans la suite, pas
nécessairement immédiatement avant),
- [’axiome bc,
- Les deux régles d’'inférence R1 et R2 définies par :
R1: ¢ = aCa
R2: (= aba acd’a
avec (( = ab o' ¢ o une formule de S ol aa’a’ sont des suites quelconques de symboles a
éventuellement vides).
a. Quelle est I'incidence des régles s’inférence R1 et R2 sur la longueur des formules de S7 Que
peut-on déduire sur la longueur de tout théoréme de S?
b. Donner quatre théorémes de S.
c. Montrer que le théoréme abacaa de S admet deux démonstrations distinctes. Que peut-on-
dire du systéme formel S dans ce cas?
d. Donner deux formules bien formées de S qui sont des non-théorémes (des formules pour

lesquelles on peut affirmer qu’il n’existe pas de démonstration). Justifier votre choix ?

Solution :

a. Les deux régles d’inférence ajoutent deux symboles a a la chaine sur laquelle elles s’ap-
pliquent. Elles augmentent donc chacune la longueur de la chaine de 2. Or, I'axiome est de
longueur 2. Donc tout théoréme obtenu a partir de I’axiome par n application des régles R1 et
R2 sera de longueur 2 + 2 xn = 2% (n + 1) ; c’est-a-dire de longueur paire supérieure ou égale
a 2.

b. Donner quatre théorémes de S : aaaabcaaaa , aabacaaa , be , baaacaaa

c. bc  abca Fabacaa et be F baca - abacaa .

On dira que S est un systéme formel ambigu.
d. Pour qu’une formule bien formée de S soit un non-théoréme, il suffit qu’elle soit de longueur

impaire. Par exemple : aabcaaa et abcaa sont des non-théorémes.
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Exercice 2 :

Une grammaire G = (V, S, P) sur A est trés simple si elle vérifie les deux conditions sui-
vantes :
(i) pour toute régle x=-c, on a o € AV

(ii) pour toute lettre a € A, il existe exactement une régle dont le membre droit commence par a
1. Quelles sont les grammaires trés simples parmi les grammaires suivantes :
-8 = aSS|b

- S = aSbS|aSblabS|ab

2. Montrer qu’une grammaire tres simple est inambigué.
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4.1 Introduction

La logique sert a préciser ce qu’est un raisonnement correct, indépendamment du domaine
d’application. Un raisonnement est un moyen d’obtenir une conclusion & partir d’hypothéses
données. Un raisonnement correct ne dit rien sur la vérité des hypotheses, il dit seulement
qu’a partir de la vérité des hypothéses, nous pouvons déduire la vérité de la conclusion. Nous
commencons 'étude de la logique par les lois de la logique propositionnelle pour :

- modéliser les connaissances et les raisonnements.

- établir des déductions qui permettent d’aboutir a des conclusions.

Une proposition est une phrase susceptible d’étre vraie ou fausse. En francais, on parle
souvent de “phrase énonciative” ou « assertion ». Voici quelques exemples de propositions écrites
en langage naturel, en formalisme mathématique ou dans un mélange des deux.

— Un plus deux égalent trois

— 1+1 =3

— 238

— Je donne cours de logique propositionnelle le mardi

Considérons I'exemple :
si le feu est rouge ou orange et si je respecte le code de la route alors je ne passe pas.
le feu est rouge et je passe

je suis en infraction si et seulement si je ne respecte pas le code de la route.

donc je suis en infraction

Ce raisonnement et composé de trois énoncés (les hypothéses) et d’une conclusion. On sou-

haiterai savoir s’il existe une démonstration formelle de la conclusion & partir des hypothéses.

Dans la logique contemporaine on observe deux courants. L’un qui voit la logique comme
un langage interprété, une théorie qui traite des aspects les plus abstraits de la réalité, comme
par exemple, dans les travaux de Frege, de Russell, de Quine. L’autre voit la logique comme un
calcul, comme par exemple dans les travaux de Boole, de Skolem, de Hintikka, cette conception
permet de traiter les systémes axiomatiques formalisés, non pas comme des formules vraies
absolument, mais comme des collections de formules vraies relativement & un modéle, c’est a dire

relativement & un choix de domaine pour les variables et d’interprétation pour les constantes.

76



4.2 Deéfinition

Le calcul propositionnel est un systéme formel pour la représentation des propositions lo-
giques et des raisonnements tel que :
- Si je suis adulte ou vieux et si je suis riche alors j’achéte une voiture.
- Je suis adulte et je n’achete pas de voiture

- Je suis dans ennuie si et seulement si je n’achéte pas de voiture

- Donc je suis dans 'ennuie

Ce raisonnement est composé de trois hypothéses et d’une conclusion, on souhaiterait savoir

s’il existe une démonstration formelle de la conclusion a partir des hypothéses.

Dans la syntaxe du systéme formel du calcul propositionnel, les mots substituables appelés
variables propositionnelles sont remplacés par des symboles (je suis adulte est remplacé
par p), je suis dans l'ennuie (remplacé par q), ...) et sont en nombre illimité. Les mots non
substituables (soulignés) appelés connecteurs logiques constituent les articulations du rai-

sonnement et sont en nombre trés limité et sont binaires.

4.3 Le langage de la logique propositionnelle

Le langage propositionnel est construit a partir :
d’un ensemble dénombrable de variables propositionnelles (symboles ou lettres), qui peut prendre
I'une des deux valeurs suivantes : 0 (Faux) et 1 (Vrai) parfois notées (L) pour Faux et (T") pour
Vrai,
des connecteurs logiques de base en nombre de cinq qui sont :
V : la disjonction (ou) ,
A : la conjonction (et),
- : la negation (non)on I'appelle aussi connecteur unaire parcequ’il n’a qu’un seul opérande
= : 'implication (si . . . alors) et
& @ l'equivalence (Si et seulement si).

Et de parenthéses (,)
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4.4 Syntaxe et sémantique du calcul propositionnel

Le calcul propositionnel comporte deux aspects :
e Aspect syntaxique : qui concerne les formules par elles-méme.

e Aspect sémantique : qui donne un sens a ces formules grace & un formalisme mathématique.

4.4.1 Syntaxe du calcul propositionnel

A partir de propositions élémentaire ou atomiques, on peut construire grace aux connec-

teurs, des propositions plus complexes appelées formules.

On définit une formule bien formée (fbf) par :
e p, oll p est une variable propositionnelle
e (A VB)
e (A AB)
e (—A)
e (A= B):si Aalors B
e (A& B)

Ot A et B sont des variables propositionnelles ou des formules bien formées.

Exemple 1 :
s'il pleut et que je ne posséde pas de d’argent alors je prends mon parapluie

si je prends mon parapluie alors c¢’est I'hiver.

Ce probleme peut étre modélisé sous la forme suivante :
e variable propositionnelle b = il pleut
e variable propositionnelle s = je posséde de I'argent
e variable propositionnelle f = je prends mon parapluie

e variable propositionnelle p = c’est I’hiver

Representation syntazique :

La syntaxe du langage des propositions est donnée par ’ensemble de régles suivant :
o((b A(=s)) =— f)
o (f=p)
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En I'absence de parenthéses complet, les priorités sont les suivantes : =, A, V, =, < .

4.4.2 Sémantique du calcul propositionnel
Notion d’interprétation

Pour calculer la valeur de vérité de propositions logiques, il est nécessaire d’attribuer une
interprétation aux formules de ce systéme. Pour cela, on note par 1 la valeur vrai et 0 la valeur
faux. Toute formule du calcul propositionnel a une valeur de vérité égale a l'interprétation

qu’elle a dans ce systéme.

Valuation d’une formule propositionnelle :

On appelle valuation d'une proposition, toute attribution de valeur de vérité a chacun de
ses atomes. La valeur de vérité d’une proposition du calcul propositionnel dépend de la valeur
de vérité des atomes qui la composent. Ainsi, la valeur de vérité d’une proposition comportant
n atomes (ou variables) admet 2" interprétations qui sont donnée par une table appelé table
de vérité.

Les tables de vérité des opérations élémentaires sont données comme suit :

X —X X Y XAY [Xvy K=Y [ XY
1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

Propositions logiques composées :

Soit p,q,r trois propositions logiques :

P=((=g) AN(=pV q)) = p
Si p, q et r sont trois propositions logiques, alors P est aussi une proposition logique. La
valeur de vérité de P dépend des valeurs de vérité de p, q et r. Comment exactement montre le

tableau suivant (qui montre aussi des calculs de vérité intermédiaires) :
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P oq r|og pVr (-glA(pvr)|((~g)Aipvr))—p
VvV VV|F V F vV
V V F|F V F Vv
vV F V|V oV v vV
VF F|V V v Vv
F VV F V F v
F V F|F F F vV
F F V|V V v F
F F F|V F F Vv

En regardant la derniére colonne on se rend compte que P est faux si et seulement si p est
faux et q est faux et r est vraie, ou en formule que :
(=p) A((=g) A7) est vrai.
Ou que P est vraie si et seulement si : =((—p) A((—q) A 7)) est vraie.

Posons : Q := =((—p) A((=q) A r)) et calculons de nouveau ses valeurs de vérité :

Considérons aussi la proposition :
R=pV(qV(-r).

On peut aussi calculer son tableau.

-
=1 =

v
v
v
v
v
v

I I - I [~
=

ol o o

o= B R S

o I A R -

'\l?'

Conclusion :
les propositions composées P, et R ont la méme valeur de vérité,n’importe quelles les valeurs de

p,q,r. On dit que P,Q et R sont des propositions composées (ou formules logiques) logiquement
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équivalentes.

Calculons aussi les vérités de la proposition P<Q :

P Q|F
W
W
W
W
W
W
F
W

L=

w3
-
I

L

=l
-
-
=
o

e e I B B
b e e T e
= m = oo
ot e e e
= = wm a o

i
rry
-
-

On voit que la proposition logique composée P<Q est toujours vraie, pour tous les valeurs

de vérité de p,q et r. On dit P<(Q est une tautologie, notation P<Q.

Tautologie et contradiction

Définition 1 : Une proposition logique composée (ou une formule logique) qui est toujours
fausse, quelles que soient les valeurs de vérité des propositions qui la composent, est appelée
une contradiction. Notation : P < F.

Par exemple : pA(—p)< F.

Définition 2 : Deux formules logiques P et Q sont appelées logiquement équivalentes si la
proposition logique P < Q est une tautologie.
Notation : P < Q.

Par exemple : (p & q) < [(p = QA (q = p)].
Définition 8 : Si P = Q est une tautologie, ot P et Q sont deux formules logiques, on dit

que P = Q est une régle d’inférence. Notation P = Q.

Par exemple : (p A q) = q.
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4.5 Quelques propriétés importantes sur l’interprétation
sémantique des formules

- Deux propositions P et () sont équivalentes sémantiquement, si et seulement si, pour toute
valuation v, v(P)=v(Q).
- Une proposition P est satisfaisable (ou cohérente) si et seulement si il existe une valuation v,
v(P)=1.
- Une proposition P est réfutable si et seulement si il existe une valuation v, v(P)=0.
- Une proposition P est une tautologie si et seulement si elle n’est pas réfutable : pour toute
valuation v, v(P)=1. On la note 1. Exemple : P V = P est une tautologie.
- Une proposition P est une contradiction (ou inconsistante) si et seulement si elle n’est pas
satisfaisable : pour toute valuation v, v(P)=0. On la note 0. Exemple : P A =P est une contra-

dition.

Exemple :
-(ZANY) (XVY)et XV - X sont deux propositions équivalente sémantiquement et sont
toutes deux des tautologies.
- X =Y et =X V Y sont sémantiquement équivalentes mais ne sont pas des tautologies.

Il suffit pour s’en convaincre de vérifier leurs tables de vérité.

4.6 Tautologie et méthodes de démonstration

Pour signifier qu'une formule F est une tautologie, on écrira :+ F

4.6.1 Principales propriétés des connecteurs : A, V, =, <

On utilisera les mémes propriétés vues en algébre de Boole. La démonstration de ces pro-

priétés peut se faire par table de vérité et est laissée a vérifier.
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1. Commutativité de A etV :
FPAQ<> QAP
FPV Q<> QVP

2. Associativité de AetV:
FPA[QAR) <= HPAQ AR
FPV(QVR) <> HPWVQ)VR

3. Double distributivite
FPA(QVR) <> HPAQ)V(PAR)
FPV(QAR) < HPVQ AHPVR)

4, Idempotence de AetV:
FPAP<=P
FPVP <P

5. Principe de double négation :
F--P<=P

6. Lois de Morgan
F-(PAQ)&>+-PV-Q
F-(PVQ)&r+-PA-Q

4.6.2 Equivalences tautologiques

Les tautologies suivantes valident des techniques de démonstration.

F(P>Q)e-PVQ

k(P — Q) <> (-Q—>-P) (permetde remplacer la preuve du théoréme par sa contraposée)
F-(P>0Q)<PA-Q

F(P>QVR) <> (PA-Q>R)

FPVQ2>R)<>(P2>R)A(Q2R)

FP>QAR) <[P Q) A(P>R)

4.6.3 TImplications tautologiques (ou régles d’inférences)

Quelques tautologies importantes en termes d’implication (premiére partie avant I'implica-
tion est appelée hypothése, la deuxiéme aprés 'implication est appelée thése).Elles sont appelées

des régles d’inférences.

L. F-P3(P30Q)

2. F PA(P—=Q)—>Qicestlarégle de modus ponens : si P est vrai et P = Q est vrai alors Q est vrai)

3. k(P> Q) A0 = -P (cette ragle d'inférence fournit une démonstration par I'absurde ou par refutation.
Le sens intuitif est évident : 'il est vrai que la proposition P impligue O et gue I'on sait que Q est fausse,
alors P ne peut étre que fausse. En pratique, la proposition O est une anthologie, du genre t A L)

F (P = Q) A{Q = R) = (P = R) (justifie la transitivité de I'implication)

5 H(PvaQ)A(-PVR)>QVR

fa
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4.7 Systéme formel et aspect axiomatique de la logique
propositionnelle

Il convient maintenant de savoir qu’en calcul propositionnel qu’il existe deux maniéres d’éta-
blir qu'une proposition est une loi ou un théoréme de la logique propositionnelle. Nous pouvons
utiliser soit :

— Aspect sémantique : consiste a employer des procédures non axiomatisées tels que les

tables de vérités.

— Aspect syntaxique : Recourir & des procédures axiomatiques et démonstratives tels que

les déductions.

L’aspect axiomatique de la logique propositionnelle revient a définir un systéme formel dans
lequel les déductions que 1'on peut faire conduisent a des théorémes (des lois). Ces théorémes
sont les et seulement les tautologies du langage des propositions avec l'interprétation donnée

par les tables de vérité.

4.7.1 Systéme formel pour le calcul propositionnel

Pour construire un systéme formel pour le calcul propositionnel, on a besoin de :

1. Le langage propositionnel :

Le langage propositionnel est construit a partir d’'un ensemble dénombrable de variables pro-
positionnelles (symboles ou lettres), qui peut prendre I'une des deux valeurs suivantes : 0 et 1
et des connecteurs logiques tels que : V, A, =, = | < et de parenthéses ().

2. Les formules du calcul propositionnel. (Les formules sont tout simplement des expressions
logiques).

3. Un sous ensemble de formules formant les axiomes.

4. Une ou plusieurs régles d’inférence.

Une preuve dans T est une séquence de formules f1, f2,.... fn telles que chaque fi, est :
— soit un axiome,
— soit un théoreme déja démontré,

— soit soit obtenue a partir de 'application d’une des régles d’inférence.

Si une formule f admet une preuve, on dit que f est démontrable ou f est un théoréme et on

note  f.
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4.7.2 Les axiomes

Il existe divers systémes axiomatiques, chacun étant constitué d’'un certain nombre d’axiomes.
Le plus simple est le systéme de Lukasiewicz (1930), qui est basé sur les trois axiomes suivants
n’utilisant que les connecteurs — et = :
Al P—=(QQ—=D);

A2 (P iQ)Q—=R)—={P=0Q)—= (P —R):
A3 (P =)= () = P).

Avec P et QQ des formules quelconques. Dans le cadre de la théorie de la démonstration, on

revient au connecteur d’implication = appelé aussi parfois le "conditionnel" (si ... alors ....)

Nous partons donc de quelques axiomes dont la vérité est posée (et non démontrée). Nous
déterminerons des régles de déduction permettant de manipuler les axiomes ou toute expression
obtenue a partir de ceux-ci. L’enchainement de ces déductions est une démonstration qui conduit

a un théoréme, & une loi.

4.7.3 Les régles de déductions

Les régles de déduction ont pour objet la déduction de nouveaux théorémes a partir de
théorémes connus. Une régle de déduction n’est pas un axiome mais en quelque sorte un procédé
permettant d’obtenir de nouveaux théorémes.

Afin de pouvoir effectuer des déductions, des régles d’inférences sont définies qui sont (il
existe d’autres) :

- la substitution

- le modus ponens.

La régle de substitution

La régle de substitution permet de remplacer dans un théoréme une variable proposition-
nelle, partout ou elle figure, par une autre variable propositionnelle ou par une formule bien
formée. (Les formules sont tout simplement des expressions logiques).

La régle du modus ponens

La régle du modus ponens (ou de détachement, ou la régle de conclusion, souvent appelée

régle de dérivation aussi) est une régle primitive du raisonnement, elle est commune a toutes
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les théories. On 'écrit formellement (suivant le contexte) :
de F a, a = [, on déduit -
Cette régle peut étre formule ainsi :

Soit deux formules « et 3, telles o et a = [ sont deux théorémes, alors S est un théoréme.

On peut utiliser le schéma suivant pour illustrer cette régle :

Cette figure fait bien apparaitre pourquoi la régle s’appelle régle de détachement : elle per-
met de détacher le conséquent § de 'antécédent o dans I'implication o = [, pourvu que F «

et Fa= 0.

Quelgues tautologies : Régles d'élimination de =

Modus ponens

Modus ponens (P 0) AP} = O

(P—=Q)aP)—Q «5i P implique Q et P est vraie, alors Q est vraie. s
Modus tolens plal wp=mam—=a
((P=0Q)a-0Q)—=-P oflo
Modus barbara ke

(P—=Q)a(Q—R))—(P—R)

FIGURE 4.1 — Quelques Tautologies

4.7.4 Quelques équivalences logiques

Il est impossible de donner une liste compléte des théorémes du calcul des propositions car
elle est infinie. Néanmoins, on peut donner les plus utilisés.

Ces théorémes, combinés avec les régles de déduction ainsi que les régles dérivées, permettent
de démontrer les autres théorémes du calcul des propositions.

On peut donner la liste des théorémes les plus connus :
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pAY
pwvF
pvV
pAF
PV p
php
=(=p)
pig
PV
((pvg)vr)
((prg)ar)
(pvigrr))
(prlgyvr))

—(p A q)

—(p v q)

1S S | | S 1 S| S I | S S | S 1S | S | S | A |

p (Identité)

p (Identité)

V' (Domination)

F' {Domination)

p (Idempotence)

p (Idempotence)

p (Loi de la double négation)

g np {Commutativité)

g ¥ p (Commutativité)

(pW (gvr)) {Associativité)

p g ar)) (Associativite)
(pvg)a(pvr))) (Distributivite)
(pag)v (par))) (Distributivite)
(—p) v (—q)) (Loi de De Morgan)
(

(
(
(
(
((—p) A (—g) (Loi de De Morgan)

FIGURE 4.2 — Equivalences logiques

Exemples de preuve par tableau de vérité

Si P := pV(qAr) et Q := (pVg)A(pVr) on a :

o= |

I I e
o

o o e o

ghr PlpVg pVvr G
vV V)V vV v
F vV WV Vv
F vV WV Vv
F oV W Vv
Vvovov Vv
F F WV F F
F F F Vv F
F F F F F

FIGURE 4.3 — loi de la distributivité

D’aprés la table de vérité, on conclue que P < Q.
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Montrons =(pAq) < ((—p)V(—q)) (Loi de De Morgan).
Soit P = =(pAq) et Q = ((—-p)V(—q)). On a :

P g phg P -p —q
V V., V F F F
F

| 4D

v F O F V F VN

Vi F V|V
F| F V|V ¥

F
F

FIGURE 4.4 — Loi de De Morgan

D’aprés la table de vérité, on conclue que P < Q.

Preuve d’equivalences logiques par de ’algébre :

Remarquons tout d’abord que si P,Q et R sont trois formules logiques (ou propositions com-
posées) et P<Q et Q<R alors aussi P&R. (Et si P<Q alors aussi Q&P (c.-a.d., 'équivalence
logique est symmétrique), et on a toujours P<P.) Donc on peut enchainer des équivalences
logiques pour obtenir d’autres. Nous avons déja un certain nombre d’équivalence montrées, que
nous pouvons utiliser. A la place d’utiliser un tableau pour vérifier une équivalence logique, on
peut aussi utiliser les petites régles déja montrées, comme en algébre. Donnons un exemple. La

proposition soi-méme est sans importance.

Proposition 1.

Soit P := ((—q)A(pVr)) = p

et Q := (pV(qV(-r))).
On a P&Q.

Preuve. Nous allons utiliser une suite d’équivalences logiques (avec les raisons) :
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(=((~g) A lpvr))) v p (Car (p = q) < ((-p) V g))
(=(—g) v —ipvr))) v p (Selon De Morgan)
(g —=(pvr))) v p (Double négation)

(g ({=p) A (—r))) v p (Selon De Morgan)

g (pv {(-p) A(=r))) (Assoc. et comm. pour V)
gV {{pV (=p)) AlpV (—r))) (Distrib.)

gV (VA(pY(=r))) (Selon (pV(-p)) < V)

g (pv{-r)) (Selon comm. et (p A V) < p)

(S A | S T I I | T |

()} (Assoc. et commut. )

FIGURE 4.5

Reégles d’inference de base.

Les régles d’inference suivantes sont des équivalences logiques :

p = (pVq) (Addition)
phyg = p (Simplification)
[pAip—=q) = p(Modus ponens)
g A(p—q) = gAp (Modus tollens)
[(p—=q)nlg—=r)] = (p—=r) (Syllogisme par hypothése)
[(pv gl A—gl = p (Syllogisme disjonctif)

FIGURE 4.6 — Reégles d’inférence

Preuve. Aussi facile & montrer avec un tableau de vérité. Par exemple Modus ponens :

p = (pVq) (Addition)
phg = p (Simplification)
[pAilp—=q) = p (Modus ponens)
g hp—+ gl = gip (Modus tollens)
[(p—=qginlg—r)] = (p—r) (Syllogisme par hypothése)
[(pv gl A—gl = p (Syllogisme disjonctif)

FIGURE 4.7 — Modus ponens

La derniére colonne contient seulement des V | donc correspond a une tautologie.
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4.8 Exercices
Exercice 1 : 1. Soit le systéme de Hilbert-Ackerman formé de 4 axiomes suivants :

Les axiomes d'H. A sont :

1. (HA)y, (zvz)=z1;

2. (HA):; zz=zxzVy;

3. (HA); zVy=yVr;

4 (HA)Y; (r=y)=(zvVz=2zVy)

FIGURE 4.8 — systéme de Hilbert-Ackerman

Montrons le théoréme suivant :F —x Vz

Solution de la preuve :

D(zvz)=r (H.A),
Dr=xVy (H.A)2
B)r=zxvze sub y := r dans (2)
@(z=y=(=zVr=szVy) (H.A)y
B)(zvz=y) = ( VieVer)=2zVy) subzr:=zxVazrdans(4)
6)(zrvz=2)=(zV(zVzr)=2zVzr) suby:=zdans(5)
@ (zvi(zVve)==z v .r] Modus Ponens (1,6)
(8) (T Vv {IVJ:] = ZVr) sub z := 7 dans (7)
D(z=(zvr))= (2= 1) abréviation
(10) I:J" = (zva))=(zr=12) sub z := x dans (9)
(1) z= =z Modus Ponens (3,10)
(12)zve Définition de =- .

2. Soit a ,B ;v des formules, alors :

de - a = [ et F8 = ~ on déduit Fa = v

Solution de la preuve :
Ha=p Hypothése
()=~ Hypothése
(3) (z = y} = (zVz=2Vy) (H.A)y
@ B=yv=(@avi=aVvy) sub (r:= 3, y =7, z:=0a)
(5) {3 =7)= ((a= )= (o= 7)) Abréviation
(6) (o = ﬁ} = (a =) Modus Ponens (5, 2)
(7) ax = 7 Modus Ponens (6. 1) .

3. Soit o, ,y des formules, alors : de - o = S on déduit vV a= vV

Solution de la preuve :
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D=y =(zvVe=2zVy) (HA),

2(a=p)=(yVa=z9VP) sub(r:=a, y:=0, z:=%)
B)a=4 Hypothése
dyVa=s~yVea Modus Ponens (2. 3).

Exercice 2 : Soit la liste d’axiomes suivante :
l.a=(f=a)
2. (ra==p) = (B =a)
3. (a =(f=7)) = ((a=p)=(a=7))
4. m—a=«
5. o=«
6. (8 =a)=(-~a=—p).
ou «, B et v sont des formules quelconques.
Les axiomes 1-3 sont dus a Lukasiewicz, les axiomes de 4-6 sont dérivés des trois premiers et
sont ajoutés pour simplifier les preuves.

Sachant que la seule régle autorisée est le Modus Ponens :

Q1)- Prouver que : P+ Q = P.
Q2)- Prouver que : = Q F Q = P.
Q3)- Prouver le raisonnement pas contrapposée : P = Q, = Q F = P.

Q4)- Montrez que I'axiome 6 peut étre déduit des axiomes 1 et 3.
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Chapitre 5

Le calcul des prédicats
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5.1 Introduction

Le calcul des prédicats du premier ordre, ou calcul des relations, logique du premier ordre,
logique quantificationnelle, ou tout simplement calcul des prédicats, est une formalisation du
langage des mathématiques, proposée par Gottlob Frege, entre la fin du xixe siécle et le début
du xxe siecle. La logique du premier ordre comporte deux parties :

— la syntaxe définit le vocabulaire symbolique de base ainsi que les régles permettant de

construire des énoncés complexes,

— la sémantique interpréte ces énoncés comme exprimant des relations entre les éléments

d’un domaine, également appelé modéle.

Sur le plan syntaxique, les langages du premier ordre opposent deux grandes classes linguis-
tiques :

— les constituants servant a identifier ou nommer des éléments du domaine : variables,

symboles de constantes, termes;

— les constituants servant a exprimer des propriétés ou des relations entre ces éléments :

prédicats et formules.

La logique des prédicats a pour but de généraliser la logique des propositions. On peut
considérer un prédicat comme un énoncé général ot apparaissent des variables. Par exemple :
"X" est la soeur de "Y"
"si X est le pére de Y et Y le pére de Z alors X est le grand-pére de 7"
Si 'on remplace toutes les variables d'un prédicat par des valeurs définies on obtient une
proposition a laquelle on pourra associer une interprétation (vrai, faux).
Par exemple :
X = Lina et Y = Yanis, le premier énoncé donne : "Lina est la soeur de Yanis".
Un prédicat repésente donc potentiellement une classe de propositions. Par I'introduction de
quantificateurs on peut représenter le fait qu’un énoncé est vrai pour toutes les valeurs possibles
des variables ou qu’il existe au moins une valeur des variables qui rend 1’énoncé vrai. Par
exemple :
"quel que soit X si X est un homme alors X est mortel". Les variables pouvant prendre leur valeur
dans des ensembles infinis, les quantificateurs permettent donc d’énoncer des faits correspondant
a une infinité de propositions.

Un prédicat est une expression linguistique qui peut étre reliée a un ou plusieurs éléments

du domaine pour former une phrase. Par exemple, dans la phrase « Mars est une planéte »,
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I'expression « est une planéte » est un prédicat qui est relié au nom (symbole de constante)
« Mars » pour former une phrase. Et dans la phrase « Jupiter est plus grand que Mars »,
I’expression « est plus grand que » est un prédicat qui se relie aux deux noms, « Jupiter » et
« Mars », pour former une phrase.

En logique mathématique, lorsqu’un prédicat est lié a une expression, on dit qu’il exprime
une propriété (telle que la propriété d’étre une planéte), et lorsqu’il est lié & deux ou plusieurs
expressions, on dit qu’il exprime une relation (telle que la relation d’étre plus grand ou la relation
est la soeur de dans I'exemple en haut). Ainsi on peut raisonner sur des énoncés comme « Tout
x est gentil » et « Il existe un = tel que pour tout y, x est ami avec y », ce qui exprimé

symboliquement se traduit par la formule :
V x gentil(z) et 3 x V y amis(z,y)

Il convient de noter cependant que la logique du premier ordre ne contient aucune relation
spécifique (comme telle relation d’ordre, d’'inclusion ou d’égalité) ; en fait, il ne s’agit que d’étu-
dier la fagon dont on doit parler et raisonner avec les expressions du langage mathématique.

Les traits caractéristiques de la logique du premier ordre sont :

— ['utilisation de variables comme =z, y, etc. pour dénoter des éléments du domaine d’inter-

prétation ;

— T'utilisation de prédicats (ou relations) sur les éléments;

— lutilisation de connecteurs logiques (et, ou, implique etc.);

— lutilisation de deux quantificateurs, 'un universel (« Quel que soit », « pour tout » noté

V) et lautre existentiel (« il existe au moins un ... tel que », noté 3), appliqués aux

variables uniquement.

Le calcul des prédicats du premier ordre égalitaire adjoint au calcul des prédicats un symbole
de relation, 1’égalité, dont 'interprétation est 'affirmation que deux éléments sont les mémes,
et qui est axiomatisée en conséquence. Suivant le contexte, on peut parler simplement de calcul
des prédicats pour le calcul des prédicats égalitaire.

On parle de logique du premier ordre par opposition aux logiques d’ordre supérieur, ot ['on
peut aussi appliquer les quantificateurs et les prédicats aux prédicats ou aux fonctions, en plus
des variables. En outre, cet article ne traite que de la logique du premier ordre classique, mais

on notera qu’il existe aussi une logique du premier ordre intuitionniste.
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5.2 Histoire

Emmanuel Kant croyait a tort que la logique de son temps, celle d’Aristote, était une science
compléte et définitivement achevée (préface de la seconde édition de la critique de la raison pure,
17871). Les logiciens2 du xixe siécle se sont rendu compte que la théorie d’Aristote ne dit rien
ou presque sur la logique des relations. Gottlob Frege et beaucoup d’autres ont comblé cette
lacune en définissant le calcul des prédicats au premier ordre.

Kurt Godel a démontré en 1929 (dans sa thése de doctorat) que le calcul des prédicats est
complet, au sens ot on peut donner un nombre fini de principes (axiomes logiques, schémas
d’axiomes logiques et régles de déduction3) qui suffisent pour déduire de fagon mécanique
toutes les lois logiques (voir le théoréme de complétude de Godel). 11 y a équivalence entre
la présentation sémantique et la présentation syntaxique du calcul des prédicats. Tout énoncé
universellement valide (c’est-a-dire vrai dans tout modeéle du langage utilisé) est un théoréme
(c’est-a-dire qu’il peut étre déduit d’un calcul, un systéme de régles logiques et d’axiomes, de
fagon équivalente un systéme a la Hilbert, la déduction naturelle, ou le calcul des séquents),
et réciproquement. La logique du premier ordre est donc achevée au sens ou le probléme de
la correction logique des démonstrations y est résolu. Elle continue cependant a faire 1’'objet
d’importantes recherches : théorie des modéles, théorie de la démonstration, mécanisation du

raisonnement. . .

5.3 Rappels

Alors que la logique propositionnelle traite des propositions déclaratives simples, la logique
du premier ordre couvre en plus les prédicats et la quantification.

Un prédicat prend en entrée une ou plusieurs entités du domaine du discours et en sortie,
il est soit Vrai, soit Faux. Considérons les deux phrases "Socrate est un philosophe" et "Pla-
ton est un philosophe". En logique propositionnelle, ces phrases sont considérées comme non
lices et peuvent étre désignées, par exemple, par des variables telles que p et q. Le prédicat
"est un philosophe" apparait dans les deux phrases, dont la structure commune est "a est un
philosophe". La variable a est instanciée en tant que "Socrate" dans la premiére phrase, et
est instanciée en tant que "Platon" dans la deuxiéme phrase. Alors que la logique du premier
ordre permet 'utilisation de prédicats, tels que "est un philosophe" dans cet exemple, la logique
propositionnelle ne le permet pas.

es relations entre les prédicats peuvent étre énoncées a 'aide de connecteurs logiques.
L lat tre 1 dicat t &t l'aide d t 1
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Considérons, par exemple, la formule du premier ordre "si a est un philosophe, alors a est un
savant". Cette formule est un énoncé conditionnel dont I’hypothése est " a est un philosophe "
et la conclusion " a est un savant ". La vérité de cette formule dépend de I'objet désigné par a,
et des interprétations des prédicats "est un philosophe" et "est un savant".

Les quantificateurs peuvent étre appliqués aux variables d’'une formule. La variable a de la
formule précédente peut étre quantifiée universellement, par exemple avec la phrase du premier
ordre "Pour tout a, si a est un philosophe, alors a est un savant". Le quantificateur universel
"pour chaque" dans cette phrase exprime 'idée que 'affirmation "si a est un philosophe, alors
a est un savant" est valable pour tous les choix de a.

La négation de la phrase "Pour tout a, si a est un philosophe, alors a est un savant" est
logiquement équivalente & la phrase "Il existe a tel que a est un philosophe et a n’est pas
un savant". Le quantificateur existentiel "il existe" exprime I'idée que I'affirmation "a est un
philosophe et a n’est pas un savant" est valable pour un certain choix de a.

Les prédicats "est un philosophe" et "est un savant" prennent chacun une seule variable.
En général, les prédicats peuvent prendre plusieurs variables. Dans la phrase du premier ordre
"Socrate est le professeur de Platon", le prédicat "est le professeur de" prend deux variables.

En logique des prédicats, les éléments de base du langage ne sont plus des propositions mais
des prédicats.

Ex : la mer est bleue

sujet prédicat

Le langage des prédicats du premier ordre se démarque du calcul propositionnel par 1'uti-
lisation de variables pouvant représenter des individus (des constantes ou des termes). Ces
variables sont incluses dans des prédicats ou relations dont l'interprétation dépend des indivi-
dus que représentent ces variables.

Ex : le prédicat IL Pleut(x) : signifie il pleut le jour x. si 'on substitue une constante a la

variable x, le prédicat devient par exemple, IL Pleut(Lundi) et signifie alors il pleut lundi.

Un prédicat peut étre vu comme une fonction propositionnelle bleu(x) qui prend la valeur

vraie lorsque x est la mer et fausse lorsque x est le soleil. bleu(mer)=vrai; bleu(soleil)=faux

Le prédicat Pére prend deux arguments : le pére et 'enfant. Ex : la relation ou le prédicat

x est le pére de y est définie par : Pére(x,y)

On appellé arité d’'un prédicat, le nombre d’argument qu’il requiert. Ex : le prédicat bleu
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est d’arité 1 (fonction a 1 paramétre) Le prédicat Pére est d’arité 2 (fonction & 2 paramétres)

Il faut noter que les prédicats ne sont jamais des variables, afin de rester en logique du

premier ordre.

Remarque : De la méme facon que pour le langage propositionnel, on peut donner une
grammaire du langage des prédicats. Le langage propositionnel est un sous-ensemble du calcul

des prédicats ol tous les prédicats sont d’arité 0.

5.4 Le langage des prédicats du premier ordre

Le vocabulaire de la logique des prédicats est constitué des classes de symboles :

— de connecteurs : -, A, V, =, < qui se lisent respectivement non, et, ou, implique et
équivalent. (NB : on retrouve les opérateurs de I’algébre de Boole : (non), (et), (ou))

— de délimiteurs : les parenthéses ()

— des deux constantes propositionelles V (vrai) et I (faux)

— de constantes (minuscules de I'alphabet latin et les concaténations de telles lettres) C =
a, b, c,...z, aa,...

— de variables (majuscules de 'alphabet latin, et les concaténations de telles lettres) V =
A, B, Z, AA..

— de prédicats (majuscules P)
L’arité d’'un prédicat est le nombre d’argument du prédicat. C’est un nombre positif
Si le prédicat est d’arité 0, il correspond a la notion de proposition de la logique des
propositions

— de fonctions (en minuscules : f, g sucesseur). Chaque symbole de fonction a une arité
fixée.
L’arité d’une fonction est le nombre d’argument de la fonction. C’est un nombre positif.
Si la fonction est d’arité 0, elle correspond a la notion de constante.

— de quantificateurs
3 prononcé "il existe" est le quantificateur existentiel

V prononcé "quel que soit" est le quantificateur universel
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5.5 Les termes

Par définition, tout terme est engendré par application des deux lois suivantes :
— Les constantes et les variables sont des termes,
— si f est un symbole de fonction d’arité n (n>=1) et si tl,..,tn sont des termes alors

f(t1,..,tn) est un terme.

Exemple :
- successeur(X) est un terme
- poids(b) est un terme
- successeur (poids(b)) est un terme
- P(X, bleu) n’est pas un terme

- poids(P (X)) n’est pas un terme

5.6 Les atomes

Par définition, tout atome est engendré par application des deux lois suivantes :
— propositions sont des atomes,
— si P est un prédicat d’arité n (n >=1) et si tl..tn sont des termes alors P(t1..tn) est un

atome.

Exemple : - P(X, bleu) est un atome

- VIDE est un atome

- ENTRE(table,X, appui(fenetre)) est un atome
- successeur(X) n’est pas un atome

appui(fenetre) n’est pas un atome

- Un littéral est soit :

un atome,

soit un atome précédé du symbole de négation —.
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5.7 Les formules bien formées

Le langage est constitué de l’ensemble des Formules Bien Formées (appelées aussi : FBFs
ou Well Formed-Formula WFF) ou expressions bien formées défini comme suit :

— atomes sont des fbfs,

— si F et G sont des fbfs alors (=G), (F A G), (FV G), (F = G) et (F < G) sont des fbfs,

— si G est une fbf et X une variable alors (3X)G et (VX)G sont des fbfs,

— toutes les fbfs sont obtenues par application des 3 régles ci-dessus.

Priorité des connecteurs et quantificateurs :

-, N\, VY, O =, s

Relation entre les quantificateurs universel et existentiel :

dro:

=]
=
=

-

5.8 Variables libres et liées

Les variables qui apparaissent dans une formule sont dites libres ou liées, selon le principe
suivant :
e toutes les variables d’une formule sans quantificateurs sont libres.

e si x est libre dans une formule , x est liée dans x. et dans x.

Exemple : Dans les prédicats suivants :
P(z,f(x)); x et z sont libres
Vo Vz P(z,f(x)); x et z sont liées.
Exemples
A=VXFYPX Y)AQX,7Z) ARX)
B=VX(3YQX YY) APXY,7Z)
Une variable est libre (respectivement liée) si au moins une de ses occurences est libre
(respectivement liée).

Dans les exemples précédents :

- Variables libres de A = {Z, X}
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- Variables lices de A = {X, Y}
- Variables libres de B = {Z, Y}
- Variables liées de B = {X, Y}
Exemple
Dans ¥V y ((p(x) V 3 x p(x)) A q(y)) , la premiére occurrence de x est libre, tandis que la

deuxieme occurrence est liée. L'occurrence de y est liée.

5.9 Formule fermée / Ouverte

Une formule dont toutes les variables sont liées est dite fermée (close). Par exemple :

=V.P(x) = (J.Qx,y))

Si ce n’est pas le cas, la formule est dite ouverte. Pour une formule ouverte dont les variables x, vy,

et z sont libres on notera (X, y, z) lorsqu’on désirera indiquer quelles sont les variables libres de .

(x,2z) = P(x) = (3 y.Qx, vy, 2))

Est une formule ouverte ou x et z sont libres.

Exemples de formules fermées et ouvertes :

La formule A = Vy ((p(x) V 3 x p(x)) A q(y)) est ouverte, car il y a une occurrence de variable
libre.

La formule Vx ¥V y ((p(x) V 3 x p(x)) q(y)) est fermée (c’est la fermeture universelle de A).
La formule 3 x Vy ((p(x) V I x p(x)) A q(y)) est également fermée (c’est la fermeture existen-
tielle de A).

5.10 Substitution et instantiation

L’opération de substitution consiste a remplacer (purement syntaxiquement) certaines va-
riables libres d’une formule w par des termes.
Si w est une formule ou x1, ..., xn sont des variables libres, et ¢ est la substitution (t1/x1,.. .,
tn/xn), w¢ dénote la formule obtenue en remplagant toutes les occurences de xi dans w par ti
(pouri=1an).

Exemples :

Soit la formule F(x) donnée par :
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F(x) = ((R{cx) A —=x=c) A(Fyg(y,y)=x))
Le résultat de substitution du terme f(z) a la variable x :
F(f(z)/x) = ((R(c, f(z)) A = {(z)=c) A (3 yg(vy)= f(2)))
Exemples de substitutions :
p(x) V a(xy){x/2} = p(z) V q(zy)
p(x) V a(xy){x/y} = p(y) V a(yy)
v x q(oy)){x/z} =V x q(xy)
q(xy){x/zy/2} = p(2) V q(z2)
a(xy){x/f(x)} = p(f(x)) V q(f(x).y)
a(oy)ix/vy/at = ply) V aly.a)
q(oy){x/vy/x} = p(y) V a(yx)

N.B. : les trois derniéres substitutions sont particuliéres :
dans {x/f(x)}, la variable substituée apparait dans le terme, et n’est donc pas éliminé lors de
I’application de la substitution;
dans {x/y,y/a} et {x/y,y/x}, la variable y apparait et comme variable a substituer et dans le

terme remplagant x, et n’est donc également pas éliminé lors de ’application de la substitution.

5.11 Sémantique du calcul des prédicats

5.11.1 Introduction

La sémantique attribue une signification aux expressions. Cette signification est composi-
tionnelle, c’est-a-dire qu’elle est en fonction de ses constituants. Les constituants d’une formule
en langage des prédicats sont : - les constantes, - fonctions et les prédicats. Et le sens d’une
formule fermée prendra I'une des valeurs (Vrai ou Faux), qui sera calculée de a partir des in-
terprétations des constantes, fonctions et prédicats et par application des régles propres aux
connecteurs logiques et aux quantificateurs.

Le sens d'une formule fermée sera I'une des valeurs t ou f de 'anneau booléen. Cette valeur
sera calculée & partir des interprétations des constantes, fonctions et prédicats et par application
des régles propres aux connecteurs logiques et aux quantificateurs. La présence de variables

nécessite l'introduction d’opérations de substitutions.
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5.11.2 Interprétations

Pour évaluer la formule V x F(x) il faut connaitre I’ensemble des valeurs que peut prendre
la variable x. Cet ensemble est appelé le domaine de discours, noté D.
Une interprétation d’une fbf F est définie par les cinq étapes suivantes :
1. Choix d’un domaine d’interprétation non vide D
2. Assignation a chaque constante de F d’un élément de D
3. Assignation a chaque proposition de F d’un élément de {V,F}
4. Assignation a chaque prédicat d’arité n (n>=1) d’une application de Dn dans {V,F}
5. Assignation a chaque fonction d’arité (n>>=1) d’une application de D™ dans D.
on dit alors qu’on a une interprétation I de F sur D. et I’ensemble d’un domaine de discours
et une fonction d’interprétation constituent un modéle M. La présence de variables nécessite
I'introduction d’opérations de substitutions dans D.
L’évaluation d’une formule F nécessite donc la spécification de :
e Un modele M.
e Une fonction d’assignation ou de substitution.
Exemples :
1- Soit la fbf : F1 : (V X) P(X)
Soit une interprétation 11 de F1
il : D1 =1,2o0u
il[P(1)] = F
ilP(2)| =V

2- Soit la fbf : F2: (VX) (3Y) Q(X,Y)
Soit une interprétation 12 de F2
i2: D2 =1, 3 o0u

3- Soit la fbf : F3 : (V X) (R(X) AT(f(X), a))
Soit une interprétation 13 de F3
i3:D1=4,5a=4f1(4)=>51(5) =14
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i3[R(
i3[R(
i3[T(4, 4)] = V
i3[T(5, 4)] = V

T(f(X),a) = VsiX =4eta=4.

5.11.3 Valeur selon une interprétation

Soit une interprétation I de domaine D d’une fbf F :

— 1. Si F est une proposition alors la valeur qui lui est assignée par définition de I est
appelée valeur de F selon I.

— 2. Si F est un littéral non propositionnel alors pour chaque choix de valeurs dans D pour
les variables de F (s’il en existe) on obtiendra une valeur V ou F en suivant la définition
de I. Cette valeur est dite valeur de F selon I pour le choix des valeurs de variables.
Exemple : pour F3; T(f(X),a) = VsiX =4eta =4

— Si F est de la forme (V X)F’, la valeur de F sera Vraie, si la valeur de F’ selon I pour
toutes les valeurs de la variable (dans D) est Vraie sinon la valeur de F sera Fausse.

Ex : Soit la fbf : F1: (V X) P(X)

Soit une interprétation il de F1

il : D1 = {1,2} ou

il[P(1)] = F

ilP(2)] =V

F1 est Fausse selon l'interprétation il car i1[P(1)] = F

— Si F est de la forme (3 X) F’, la valeur de F sera Vraie si la valeur de F’ selon I pour au
moins une valeur de X (dans D) est Vraie sinon la valeur de F sera Fausse.
Exemple : Soit la tbf : F2 : (V X) (3Y) Q(X,Y)
Soit une interprétation 12 de F2
i2: D2 = {1, 3} ou
i2[Q(1, 1]
i2(Q(1, 3)]
i2(Q(3, 1]

F
\Y
F
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2Q(3, 3)| = F

Valeur de Q(X, Y) dans 12 est V quand X = 1 et Y = 3 donc Y Q(X, Y) est V selon
I2 quand X=1.

— Si F est de la forme (=F’) ou (F” A F") ou (F’ V F") ou (F’ = F") ou (F’ & F"),
les connecteurs gardent la méme sémantique qu’en calcul propositionnel. On définira la
valeur de F selon I (quand les valeurs F’ et F" selon I seront définies) au moyen des
tables de vérité.

Remarques :

e Il y a une infinité d’interprétations pour F.

Gl=VX3JYPXY)

SiD=N

il : P(X,Y) est équivalent &4 X > Y Gl est V dans il i2 : P(X, Y) est équivalent & X > Y G1
est F dans i2 si X=0 il n’existe pas Y<0 dans N

e On ne peut pas interpréter une fbf contenant des variables libres.
G4 : Q(Y) Y libre dans G4
Soit I : D ou Q : D élément de {V,F}
Quel sens attribuer a la variable libre ?
- soit constante 7
- soit variable parcourant D7 ==> V

==> On se limitera aux fbfs fermées.

Exercice :

On considére les formules suivantes dans le L={R2, =
pl:VXVY (3Z(R(X,Z) AR(Z,Y)) = R(X,Y))
$2 vV X VY (R(X,Y) AR(Y, X) & Y=X)

Déterminer la validité de ces formules dans les interprétations suivantes :
D1=N et R(X,Y) est vraie ssi X <Y
et R(X,Y) est fausse sinon

(le prédicat = a l'interprétation standard)

104



D2=N* et R(X,Y) est vraie ssi X Y et X divise Y
et R(X,Y) est fausse sinon

(le prédicat = a l'interprétation standard)

Solution :

Les formules proposées sont closes, elles sont valides ou non satisfaisables dans les domaines
proposées. Lorsque la formule est valide, nous donnons les valuations correspondantes des va-

riables liées.

-9l :¥VXVY (3Z (R(X,Z) AR(Z,Y)) = R(X, Y))
Cette formule est valide dans D1 et D2 en raison de la transitivité de ces deux relations d’ordre.
2- 92 VX VY (R(X,Y) AR(Y, X) & Y=X)

Cette formule est valide dans D1 et D2 en raison de ’antisymétrie de ces deux relations d’ordre.

Exercice :

On considére un sous-ensemble du calcul des prédicats avec :
a et b comme symboles de constantes
f comme symbole de fonction unaire
P comme symbole de prédicat binaire
Soit i une interprétation de ce langage définie par son domaine D={1,2} par :
ila] = 1;
ijb] = 2;
if(1)] 2
if(2)] = 1;
i|lP(U, V)| = V si et seulement si U = 1

Etablir la valeur de vérité des formules suivantes :

P(a,f(a))

)
b) P(b,f(b))
) VXVY PXY)

AV XYY (PXY) = PEX),(Y)))
¢) IX VY (P(X,Y) = P(E(X),E(Y)))

a
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5.12 Quelques propriétés

5.12.1 Validité

Une fbf A est une tautologie (valide) si et seulement si elle est vraie dans toute interpréta-
tion; on écrit alors : F A
Exemple :
— A V A est une formule valide.
Une fbf est invalide si et seulement si elle n’est pas valide.
Exemple :

A A Bet AV B sont deux formules invalides il suffit que A et B soient fausses.

Exercice :

Etablir la validité des formules suivantes :
a) VXIYPX Y)=3FXIYPXY))
b) (3XVY -P(X,Y) =3 X P(XX)).

5.12.2 Insatisfaisabilité

Une fbf est inconsistante ou insatisfiable si et seulement si elle est fausse dans toute inter-
prétation.
Exemple :
—=A A A est une formule inconsistante.
Une fbf A est consistante ou satisfiable :
- si et seulement si elle n’est pas inconsistante.
- si il existe une interprétation i telle que i[A| = V.
- si elle admet un modéle.
Exemple :

A A Bet AV B sont deux formules consistantes il suffit que A et B soient vraies.

5.12.3 Conséquence logique

A est une conséquence logique de E si et seulement si toutes les interprétations qui rendent
vraies toutes les formules de E rendent vraie la formule A. On écrit alors E F A.
On dit qu’'une formule C est une conséquence logique de H1.. Hn :

- s1 et seulement si tout modeéle de H1...Hn est un modéle de C
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- sl et seulement si H1 H2A ... A Hn = C est valide.

Dans ce contexte les formule Hi sont les hypothéses et C est la conclusion.

5.12.4 Indécidabilité et semi-décidabilité de la logique des prédicats

Lorsqu’une formule ne contient pas de variable, on peut, comme en calcul propositionnel,
en utilisant les tables de vérité, déterminer en un nombre fini d’opérations si cette formule est
valide ou non inconsistante ou non. La situation est plus complexe en présence de variables et
donc de quantificateurs car il y a une infinité d’interprétations. On montre qu’il est impossible
de proposer un algorithme général capable de décider en un nombre fini d’opérations de la
validité ou de la non validité de n’importe quelle formule de la logique des prédicats du pre-
mier ordre.On dit que la logique des prédicats est indécidable. (Théoréme d’indécidabilité de
Church) Cependant, on peut proposer des algorithmes généraux pour décider de la validité de
certaines familles de fbfs :

- si la fbf est valide ils s’arréteront

- si la fbf est non valide ils risquent de ne pas s’arréter
La logique des prédicats est semi-décidable

Les principales techniques proposées sont :

- le théoréeme d’Herbrant

- la méthode de Davis et Putman

- le principe de résolution

5.13 Exercices

Exercice 1 :
Dans le langage L = { R, =}, on considére les formules suivantes : (le prédicat = a l'interpré-

tation standard).

Iy : Vo Jy R(z,vy)
[y : Vo Yy (32 (R(z, 2)A R(z,y)) = R(z,y))
Is : Vo vy (R(z,y)A R(y,z) &y =x))
[y :VaVy (32 =R(z,2)V = R(z,y) V . =y)
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Déterminer la validité de ces formules dans les interprétations suivantes :
- Dy = Net R(z,y) est vraie si et seulement si x<y et R(x,y) est fausse sinon.

- Dy = N* et R(x,y) est vraie si et seulement si x et x divise y et R(x,y) est fausse sinon.

Solution :
Les formules proposés étant closes, elles sont valides et non satisfaisables dans les domaines pro-
posées. Lorsque la formule est valide, nous donnons les valuations correspondantes des variables
liées.

Iy Vo Jy R(z,vy)
Cette formule est valide dans D;. Pour toute assignation de xy a x, I’assignation de z( a y rend

I'; vraie. Il est en de méme pour dans Dy avec 'assignation de 2 X zy a y.

Ty : Vo Yy (32 (R(z, 2)A R(z,y)) = R(z,y))

Cette formule est valide dans D; et D, en raison de la transitivité de ces deux relations d’ordre.

Iy : Vo vy (R(z,y)A R(y,z) &y =x))

Cette formule est valide dans D; et D5 en raison de I'antisymétrie de ces deux relations d’ordre.

[y Ve Vy (3z 2R(z,2)V - R(z,y) V. =1y)
Cette formule est valide dans D; et D,. Détaillons les valuations des variables liées qui auto-
risent cette assertion :
- Dans D, et D,, toute valuation de z convient pour les valuations dans lesquelles x et y sont
égaux.
- Dans Dy, dans le cas ou z est inférieur & y et ol x et y ont pour valuations zq et yq, 1’assi-
gnation de yy & 2z rend la formule vraie (et 1’assignation de xy & z dans le cas contraire).
- Dans D», dans le cas ou x divise y, I’assignation de yo & z rend la formule vraie, I’assignation
de zy a z dans le cas ou y divise . N'importe laquelle de ces deux assignations convient si x et

y ne sont pas dans une relation de divisibilité.
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Exercice 2 :
Dans le langage L = {=,#}, on considére les formules suivantes :
TEYNYyF2z2NzF#x
r=yVx=zVX=tVy=zVy=tVz=t
Vi(xZyANyF#zANzZaxAN{t=aVt=yVt=z))

Déterminer la validité des ces formules dans les cinq interprétations données par les cing
domaines d’interprétation suivants. L'interprétation du prédicat x = y (resp. x) est vraie (resp.

fausse) si et seulement si x et y sont égaux et fausse (resp. vraie) sinon.

D= {0}
Dy= {0,1}
Ds;= {0,1,2}
D, {0,1,2,3}
Ds;= N

Solution :

TFYNyF2z2NzF#x

Cette formule n’est pas satisfaisable dans D; et D, car on ne peut pas trouver une valua-
tion pour x, y et z telle que la formule soit vraie. Cette formule est satisfaisable dans les trois
autres domaines, une valuation assignant 0, 1,2 respectivement & x,y et z convient. Elle n’est
pas valide dans ces trois domaines car la valuation assignant 0 aux trois variables x, y et z rend

la formule fausse.

r=yVx—=—zVX=tVy—=—zVy—=tVz—t

Cette formule est valide dans D;, car la seule valuation possible pour x,y, zet t est 0 et
rend la formule vraie. Cette formule est satisfaisable mains non valide dans les quatres autres
domaines, car elle est vraie pour cette méme valuation, mais elle est fausse, par exemple, pour
une valuation assignant 0 atet 1 & z,y et 2.

Vi(x#yANy#zAzF£axzA({t=azvVt=yVt=z))
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L’interprétation d’une formule ne dépend que des valuations de ses variables libres qui
sont, ici, les variables x,y et z. Cette formule est satisfaisable si et seulement si le domaine
d’interprétation a trois valeurs. Donc elle est satisfaisable dans Ds et non satisfaisable dans
les quatres autres domaines. Cependant, dans Dj3 la formule n’est pas valide, car la valuation

assignant 0 a x,y et z rend la formule fausse.
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Chapitre 6

Applications et résolution
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6.1 Introduction

La méthode de résolution étendue au calcul des prédicats est plus complexe que sa version
en calcul propositionnel puisqu’elle doit prendre en compte 'existence des variables. Elle sert
de base au langage Prolog, mais ce langage se limite a un type particulier de propositions et de
conséquents sans en réstreindre la portée. Le démonstrateur implanté dans le langage Prolog
réalise la démonstration automatique de théoréme en appliquant systématiquement la méthode

de résolution et en reportant les valuations ayant conduit aux succés de la démonstration.

6.2 Equivalence des formules bien formées

6.2.1 Formules équivalentes

Deux formules sont équivalentes quand elles ont méme valeur dans toutes interprétation
(notation : A = B). Soient A(z) et B(z) deux formules atomiques bien formées. Les formules

équivalentes de la logique des propositions demeurent équivalentes en logique des prédicats :

Ve A(x)A\ VeB(z) = Ve (A(x)A B(x))
JrA(z)veedxB(x) = Jx(A(x)V B(x))
—(VzA(z)) = 3-A(x)

—(JzA(z)) = V-A(x)

Remarques :
Ve A(z)V VaB(z) 2 Vz(A(x)V B(x))
JrA(z)A JxB(x) 2 Jx(A(x)A B(x))

6.2.2 Forme prénexe

Elle consiste & accumuler les quantificateurs au début de la formule. L’utilit é de cette forme
est qu’elle permet de mettre en évidence certaines relations logiques qui ne sont pas évidentes
a voir sous les formes habituelles des formules.

- Une matrice est une formule du calcul des prédicats ne contenant aucun quantificateur.
- Toute formule admet une forme prénexe équivalente.

- Une forme prénexe est une formule du calcul des prédicats de la forme Q1z1 ::: QnanM, ou
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() désigne s ou V et Mest une matrice.

Théoréme :
Toute formule du calcul des prédicats peut étre transformée en une formule équivalente sous

forme normale prénexe conjonctive.

Définition :
Une formule est dite sous forme normale prénexe conjonctive si elle est de la forme :
(Qv1)(Qva)...(Qua) [A11 VA2 . VALV.. V[Am1 AA V.. VA,

Ou @ est soit le quantificateur V ou soit le quantificateur 3, les v; sont des variables distinctes
qui ont une occurrence libre dans les A4;; . Chaque A;; est une formule atomique ou une négation

d’une formule atomique.

Algorithme de construction

Pour construire la forme prénexe, il faut :
1. Supprimer les connecteurs d’équivalence et d’implication.
2. Renommer certaines variables liées de maniére a n’avoir plus de variable quantifiée deux fois.
3. Supprimer les quantificateurs inutiles (dont la variable quantifiée n’apparait pas dans leur
portée) s’il y en a.
4. Transférer toutes les occurrences de la négation devant les atomes en utilisant les régles de
réécriture vues pour la logique des propositions et les régles supplémentaires suivantes :
—(VzA) = 3-A
—(dzA) =V-A
5. Faire passer les quanticateurs en téte en utilisant les régles de réécriture suivantes (et en
utilisant I’associativité, la commutativité ou le renommage de variable si nécessaire) :
-(Vax AN B) =Yz (AA B)si B ne contient pas z;
-(3z AN B) =3 x(A A B) si B ne contient pas x;
-(Vxz AV B) =V x (AV B) si B ne contient pas z.
-(3z AV B)

J (A V B) si B ne contient pas x;
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6.2.3 Forme de Skolem

La forme Skolem est constituée que des quantications universelles. La procédure de construc-
tion est comme suit :
1. Prendre la fermeture existentielle de D (c.a.d quantifier les variables libres de D par le quan-
tificateur 3) ;
2. Eliminer dans D tous les quantificateurs redondants ;
3. Renommer chaque variable quantifiée dans D plus d’une fois;
4. Eliminer les occurrences des connecteurs autres que : ~, Vet A.
5. Pousser a droite tous les connecteurs en remplacant :
(Vx A) par 3(—A)
(3x A) par ¥V x (0A)
(AVB) par A A —-B
—(AAB) par =A vV —-B
—(—=A) par A

—

J

J

Jusqu’a ce que toutes les occurrences de — précéde immédiatement une formule atomique.

6. Pousser les quanticateurs a droite en remplacant :

3 (AVB) par :

- A Vv 3B si x n’est pas libre dans A ;

- 3 AVB si x n’est pas libre dans B.

3 (AAB) par :

- A A 3B si x n’est pas libre dans A ;

-4 AAB si x n’est pas libre dans B.

vV (AAB) par :

- A AV x B si x n'est pas libre dans A ;

-V AAB si x n’est pas libre dans B

7. Eliminer les quantificateurs existentiels. Prendre la formule la plus & gauche de la forme (y)
et la remplacer par B(f(z1;:::;zn)) ou

- x1;::;;xn sont des variables distinctes de (y) quantifiées universellement a gauche de (y).

- f est fonction & n arguments qui n’occure pas dans la formule. Répéter ce processus jusqu’a
I’élimination compléte des tous les quantificateurs extensionnels. Dans le cas particulier n = 0,
remplacer (y) par B(a) ou a est une nouvelle constante qui n’occure pas dans la formule.

8. Déplacer les quantificateurs V a gauche;

9. Distribuer A et V;
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10. Simplifier en utilisant les régles préservant la satisfaction.

6.2.4 Forme Clausale

Définition :
Une formule est sous forme clausale si elle est sous forme de Skolem et si sa matrice est sous

forme normale conjonctive.

Une fois que la formule a été skolémisée, il ne reste que des variables quantifiées universel-
lement. On peut donc se passer de I’écriture explicite des quantificateurs. La formule restante
est composée d’atomes et de connecteurs logiques. On peut alors appliquer la méme technique
qu’en logique propositionnelle pour la mettre en forme normale conjonctive, puis sous forme
d’un ensemble de clauses.

Un littéral est défini comme étant une formule atomique ou une négation d’une formule
atomique. Une clause est une disjonction de plusieurs littéraux. Une formule du calcul des

prédicats est dite sous forme clausale si elle est sous la forme :
Vx1V:cn(C1 N C2 AN Ck)

Algorithme de construction : Pour construire la forme clausale, il faut :

1. Prendre la fermeture existentielle de D (c.a.d. quantifier les variables libres de D par le
quantificateur 3),

2. Eliminer dans D tous les quanticateurs redondants,

3. Renommer chaque variable quantiée dans D plus d’une fois,

4. Eliminer les occurrences des connecteurs autres que : =;V et A.

5. Pousser a droite tous les connecteurs en remplagant :

(Vx A) par 3(—A)
(3x A) par V x (—A)
(AVB) par =A A =B
(

(

—

—

J

—

AAB) par -A vV —-B
—A) par A

J

Lorsqu’une formule est sous forme clausale, on peut ensuite la décomposer en appliquant la

regle :

115



Ve (AAB)=(VzA) A (Y 2B)

Exemple :
Si on repart de la formule skolémisée :

Fg. =V a2vV y(P(z, f(z)) = (Q(f(r),y) AR(y,9(x,y)))

1. I’élimination des quantificateurs universels, donne :

= P, f(2) V(QUf(x),y) A Ry, 9(x,9)))

2. Vapplication de la transformation =, V, on obtient :

= Pz, f(2) v (Q(f(x),y) A R(y; 9(x,y)))

3. Puis par la distributivité, on obtient :

(=P(z, f(z)) V Q(f(x),y)) A (= Plz, f(z)) V R(y, 9(x,y)))
4. Nous obtenons a la fin les deux clauses :

(a) = P(z, f(2)) V Q(f(z),y)

(b) = P(z, f(z)) V R(y, g(z,y))

Théoréme
Soit S un ensemble de clauses résultant de la mise sous forme clausale d’une formule A. Alors,

A est insatisfiable si et seulement si S est insatisfiable.

Ce théoréme forme la base de nombreux démonstrateurs automatiques utilisant une re-
présentation des formules sous forme de clauses. Il établit que la recherche de I'insatisfiabilité
d’une formule A est équivalente a la recherche d’insatisfiabilité de sa représentation sous forme
clausale S. Cependant, A et S ne sont pas logiquement équivalentes : seule la satisfiabilité est
préservée.

Remarque : Toute formule est équivalente a une formule prénexe, Skolem et clausale.

6.3 Complétude et décidabilité

Théoréme 1
(Théoréeme de complétude de Godel) Le calcul des prédicats est complet : on peut donner un
nombre fini de principes (axiomes logiques, schémas d’axiomes logiques et régles de déduction)
qui suffisent pour déduire de facon mécanique toutes les formules universellement valide de la

logique du premier ordre.
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Théoréme 2

La logique du premier ordre n’est pas décidable, mais elle est semi-décidable.

6.4 Exercices

Exercice 1 :

Transformer la formule suivante sous forme prénexe :

Vapl)ANIyqly) =Yy () Aaly))

= (Vap(x) AJyaly) v Iy (p(y) A qly)) par suppression de = ;
- (Vazplx)ANJyqly) VI z(p(z) Aq(z)) par renommage des variables
3. (3 —plz) ANV y —qy) vV Iz (p(2) A q(2))

4. F3xVyIz(—plx)V-qy) VvV (p(z) Aqz))) par déplacement des quanticateurs.

par transfert de la négation;

Exercice 2

Transformer la formule suivante en forme prénexe conjonctive :
Va[Vyp(z)V Vzq(z;y)= —Vyr(z;y)]

L (Vz)[(p(z)A (V2)q(z;y))= ~(Vy)r(z;y)];
2.Vz[(p(@)A (V2)q(zy))= ~Vyr(z; )]
3. Va[=(p(z)A F2(2;9)) V Iy (z;91)] ;

4. Vr3z3y [-(p(x) A ~q(ziy)) V —r(x;yr)];
5. Vodz3y [-(p(x) V —r(x;5y10))A (ma(z;y) Vor(x;y)]-

Exercice 3 :

Transformer la formule suivante sous forme Skolem.

Va(p(x)= 3z(=Vy(q(z,y)= p(f(t))) A Yy(qe(z,y)= p(x))))

1. Prendre la fermeture existentielle de D et éliminer le quantificateur redondant 3z.

FtV 2(p(x) = (= VY yle(z,y) = p(f(t))) AV ylq(z,y) =p(2))))

2. Renommer la variable y, elle est quantifiée deux fois.

AtV 2(p(r) = (= Vyle(z,y) = p(f(1) AV 2(q(z, 2) =p(2))))

3. Eliminer toutes les occurrences de =.
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3V x(=ple) V (= Vy(oaz,y) v p(f(t) AV 2(mq(x, 2) Vp(x))))
4. Pousser les quantificateurs 3 y et V z a droite.

3tV (= ple) V B yla(z,y) A —p(f(1) AV 2(~q(z, 2) Vp(z))))
5. Eliminer les quantificateurs 3t et 3 y.

V(= p) vV ((axg(x) A =p(f(a)) A (Y 2(=q(z, 2) Vp(z))))

6. Déplacer le quantificateur V a gauche.

VaVz(=p) Vv ((axex) A -p(fa) A (mg(z, 2) Vp(z))))

8. Aprés distribution de V et A simplification.

Vo (= pl) v ((axgx) A =p(f(a))

Exercice 4 :

Soit F' la formule :
JdxVy R(x) = R(y)

1. Trouver un modéle pour F.
2. F est-elle valide ?
3. Donner la forme prénexe de F.

4. Donner la forme Skolem de F'.

Solution :
F=3zVyR(x)= R(y)
on a la variable x est liée et la variable y est libre.

1. On va trouver un modele pour la formule F'. Soit alors l'interprétation I de domaine de
base D = 2,6,20,40 et R(x) : "x est pair". Pour toutes les valuations possibles v(y) = 2; v(y)
= 6; v(y) = 20; v(y) = 40 de la variable libre y, on constate que F' est vraie, car :

Jx R(z) est vraie et 3 & R(z) = R(y) est vraie

Donc I est un modéle de F'

2. La forme prénexe de F est la suivante :
F =3z R(x) = R(y)
F=V 2 (R(z) = R(y))

Remarque : on a enlevé le quantificateur de y car la variable y est libre, elle n’est pas dans

le champs de ce quantificateur donc ¢a ne sert a rien de garder ce quantificateur.
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3. La forme prénexe de la négation de la formule F' c’est exactement la négation de la forme
prénexe de F, c’est a dire :
< F == (R) = Ry)
- F = x(Rx)= R(y))

4. La forme skolem de F' est exactement la forme prénexe de F' car il n’y a pas de quantifi-
cateur existentiel dans la forme prénexe de F', donc :

Fg. =V 2z (R(z)= Rly)) .

6.5 Conclusion

Bien qu’il existe un systéme de preuve correct et complet, le calcul des prédicats n’est pas
décidable. Si par exemple on considére le calcul des séquents, on ne va pas pouvoir déterminer
qu’'une formule n’est pas universellement valide car il y a un nombre non borné d’explorations

possibles.

Toutefois, puisqu'une preuve est un objets finis et que tous les objets considérés sont dé-
nombrables, et donc énumérables, il est possible d’énumérer toutes les preuves, et donc tous
les théorémes. Le calcul des prédicats est donc semi-décidable : si on veut déterminer si une
formule A est universellement valide, il suffit de la comparer avec chacun des théorémes : le
calcul se terminera si Aest effectivement un théoréme (mais dans un temps non borné), le calcul
peut ne pas se terminer mais dans ce cas, on n’a pas la certitude queA n’est pas un théoréme.
En effet, on ne sait pas si le calcul des théorémes n’a pas été mené assez loin pour identifier A

comme théoréme ou si ce calcul ne se terminera pas parce que A n’est pas un théoréme.
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