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Préface

Ces notes de cours sont destinées principalement aux étudiants inscrits en deuxieme année
Mathématiques L2 systeme LMD. Elles peuvent également étre utiles pour les filieres de phy-
sique et des sciences techniques. Ce cours est une introduction a la théorie d’analyse complexe,
portant essentiellement sur le calcul différentiel et intégrale des fonctions d’une variable com-
plexe ainsi que leurs applications. Chaque chapitre présenté dans ce polycopié est suivi d’'une
série d’exercices, dont certains sont résolus, servant a illustrer les nombreux résultats sur les
différentes notions abordées.
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Chapitre

Topologie dans le plan complexe C

1.1 L’ensemble des nombres complexes

1.1.1 Définitions et formules de base

Définition 1.1.1. 1. L’ensemble R? muni des opérations "+ et ”.”, définies par :
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b).(¢,d) = (ac — bd, ad + bc),
s’appelle C. Notons que
(a,b) = (a,0) + (0,1).(b,0)

(0,1).(0,1) = (—1,0)

(a,0).(b,0) = (ab,0);
ainsi, en écrivant ¢! pour (0,1) et en confondant a avec (a,0), on peut écrire chaque
élément de C simplement comme a +ib? avec i2 = —1. Il est évident que C est un espace
vectoriel de dimension 2, {1,i} étant une base. Il n’est pas tres difficile de vérifier que

C est un corps commutatif contenant R comme un sou-corps. Notons que si a + ib # 0
(cela veut dire qu’au moins un des nombres réels a, b est non nul) alors

1 a b
= —1 )
a+ib a4+ b2 a? + b?

2. Les éléments de C s’appellent les nombres complexes; un élément de C est de la forme
a+ 1b,Va,b € R.

3. L’espace R? vu comme C sera aussi appelé le plan complexe.

Définition 1.1.2. 1. Si z =x+ 1y, x,y réels, est un élément de C, on pose
r = Rez, y = Imz;

x s’appelle la partie réelle de z et y la partie imaginaire de 2.

Notation introduite par Euler en 1777.

Ecriture algébrique d’un nombre complexe.

IL’ensemble des nombres complexes et le plan complexe, ont le méme sens.
Le mot ”imaginaire” fut employé par Descartes en 1637.

Ll
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CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DANS LE PLAN COMPLEXE C

2. L’élément Z = = — iy s’appelle le conjugué complexe de z. Notons que, pour z € C,

1 1
Rez = 5(2 + %), Imz = Z(z - 2),

et le nombre positif (éventuellement nul)
|z| = V2Z = V22 + 2,

s’appelle le module de z = x 4 1y, x,y réels; si y = 0 on dit que z est réel et si x =0 on
dit que z est purement imaginaire ou que z € ¢R.

Propriété 1.1.1. Soient z,z; deux nombres complezes, on a alors :

1.
= o z z
Z=2zZ, 2+z21=2+2, 221 = Z Zy, (—) = —.
21 21
2. -
— Z z
2l = |zl [z21] = 2l |zl || = 75 si 20 # 0.
|21
3.

|Rez| < 2], [Imz| < |z].

Proposition 1.1.1. Soient z,z; deuxr nombres complexes, alors on a l'inégalité triangulaire
sutvante :

|24+ 21| < 2]+ |z,

avec ’égalité si et seulement si z =0 ou z1 =0 ou 21 #0 et z = Az, A > 0.

1.1.2 Forme exponentielle d’un nombre complexe

Définition 1.1.3. Soit z = = + iy, z,y réel, z # 0. Si r = |z|, on sait de la trigonométrie
élémentaire qu’il existe € € R tel que :

xr=rcosf, y=rsind,

donc z = r(cosf + isinf), est appelée représentation polaire de z. Rappelons que 6 n’est
déterminé qu’a un multiple de 27 pres. La valeur de 6 qui se trouve dans l'intervalle | — 7, 7|,
s’appelle la valeur principale de 'argument (ou 'amplitude) de z, qu’on note arg z. On dit aussi
que toutes les déterminations de 'argument de z sont données par 6 + 2n7w,Vn € Z ou 0 est
arg z.

Définition 1.1.4. 1. L’ensemble des nombres complexes de module 1, qu’on note U (intiale
de unité) est défini par :

U={2z€C/|z| =1}.

2. Pour tout réel 6 € R, on a :

cosf +isinf = %,

Remarque 1.1.1. 1. Comme |€i9| = 1,0 € R, I'’ensemble U/ sera défini par :

U={e"/0eR}.

Introduction a ’analyse complexe 5 BENNOUAR Abdelmadjid



CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DANS LE PLAN COMPLEXE C

y=|2]sinf¢=emmmmmmm e z=1x+iy

1
1
I
I
I
I
1
i

x = |z|cosf

F1GURE 1.1 — Représentation polaire.

2. Siz=uz+41y € C, alors e* est défini par :
e” = "W = "¢ = ¢”(cosy + isiny)
Proposition 1.1.2. 1. V0,6, € R, e = i0+01)
2.V0eR, e #£0, 45 — 10 = il
3. V0 eR,Vn €Z, ()" = e (Formule de Moivre).

On donne ci-apres quelques valeurs usuelles de la fonction 6 — e? ;

. .. . . .
=1, e?" =1, 2 =i, e 2 =—i, et la formule due & Euler, ™ = —1.

Fi1GURE 1.2 — Cercle trigonométrique.

Théoreme 1.1.1. 1. VO eR, ona :

1 . . 1 . ‘
cosf = 5(6’9 +e ), sinf = Z(e“9 — e,

2. V0 € R\{§ +7Z}, on a :
0 _ it

t 0 — T <
M= (e 1 e0)
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CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DANS LE PLAN COMPLEXE C

1.1.3 Racines n-iemes d’un nombre complexe

Soit n € N*| I’équation 2" admet une solution et une seule a savoir z = 0. On se donne
désormais un nombre complexe non nul ¢, et on cherche a résoudre I’équation

=¢=pe’ VneN" p>00cR (1.1.1)

On pose

z=re r>0acR,
donc

" =p
FkeZa=2+2% o4 k=0,1,..,n—1

n

Zn =c s T,neina :peié’ : {

Exemple 1.1.1. Trouvons les solutions de [’équation
23 = 8i. (1.1.2)
On pose z = re'®, on a alors :

r =

ap="T+2%% ouk=0,1,2

23 Q) s peide _ Qi H2kT) {
3

Ainsi, les solutions de l’équation (1.1.2) sont :

| =T . s . ;T .
21 =2 =3 —i, zp=2¢"2 =2, z3=2¢"06 = —3—1i.

1.2 Topologie de C

On a vu que C, en tant qu'un ensemble, s’identifie avec R?. La topologie de C sera donc
celle obtenue a partir de cette identification. Néaunmoins, nous rappelons dans cette section,
un certain nombre de notions de base pour fixer les notations.

Ensembles ouverts et fermés

Soient a € C et r > 0.
1. L’ensemble
D(a,r)=D,={2€C,|z—a| <7},
s’appelle le disque ouvert de centre a et de rayon r.
2. L’ensemble
D(a,r)=D,={2€C,|z—a| <1},
s’appelle le disque fermé centré en a et de rayon r.
3. L’ensemble
FrD(a,r)=D(0,1) ={2€C,|z—a|l =71},
s’appelle le cercle centré en a et de rayon r.

4. Une partie A de C est dite ouverte, si pour tout point a € A, il existe un disque ouvert
D(a,r) contenu dans A.

5. Une partie A de C est dite fermée, si A° est ouverte.

Introduction a ’analyse complexe 7 BENNOUAR Abdelmadjid



CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DANS LE PLAN COMPLEXE C

Points intérieurs, extérieurs et frontieres
Soit A une partie quelconque de C.
1. On dit que a est un point intérieur de A si Ir > 0 tel que D(a,r) C A.
2. On dit que a est extérieur de A si a est intérieur de A°.

3. Un point a s’appelle un point frontiere de A si 9r > 0, tels que :

D(a,r)NA# (et D(a,r)NA°# 0.

Ensemble compact et connexe

1. Un ensemble A de C est dit borné si A C D(0,r) pour un certain r > 0.
2. Un ensemble K de C est dit compact dans C, s’il est fermé borné dans C.

3. Un ensemble ouvert A de C est dit connexe s’il ne peut pas étre la réunion de deux
ouverts disjoints non vides.

1.3 Exercices

Exercice 1.3.1. Déterminer sous forme algébrique :
1. Les racines carrées de 11 + 4+/3i.

2. Les racines quatriemes de —7 + 244.
Exercice 1.3.2. Démontrer les égalités suivantes :
1 (14iv3)™ =28 (1—iv3).

2. (1+i)" +(1—4)" =2 cos (%), n € N,

Exercice 1.3.3. Soit z = \/2 +/3 + i\/2 — /3.

1. Calculer 22, puis déterminer son module et son argument. Ecrire z* sous forme trigo-
nométrique.

2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire cos (1”—2) et sin (1—”2) .

Exercice 1.3.4. Déterminer sous forme trigonométique :

1. Les racines siziemes de -27.
2. Les racines cubiques de 4 (1 + 2\/§) .

Exercice 1.3.5. En écrivant cos (56) en fonction de cos (0), calculer cos ().

Exercice 1.3.6. On considere l'application f définie par :

f: C — C
z — f(2)=

zZ
14|z

1. Démontrer que z et f(z) ayant le méme argument.
2. Démontrer que |f (2)| < 1, Vz € C. Déterminer f (C).

3. Démontrer que f est injective. f est-elle surjective ?
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CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DANS LE PLAN COMPLEXE C

4. Considérons les applications f,, n € N définies comme suit :

f[):[d, f1:f7f2:fof: '''' 7fn:fofn71'

Démontrer en utilisant le raisonnement par récurrence que f, est injective.

Introduction a ’analyse complexe 9 BENNOUAR Abdelmadjid



Chapitre

Fonctions analytiques d'une variable complexe

2.1 Série entiere a une variable complexe

2.1.1 Convergence des séries entieres

Définition 2.1.1. On appelle série entiere a une variable z, toute série de fonctions > f,, avec
n>0
fn (2) = a,2" ot les a,, € R ou C sont donnés. Une telle série est notée > a,2".
n>0

Théoréme 2.1.1. (Lemme d’Abel) On suppose qu’il existe un nombre complexe zy # 0 telle
que la suite (|anzy]), oy S0t majorée, alors :

a. La série entiére > a,z™ converge normalement sur tout disque fermé D, = {z € C,|z| < r},
n>0

avec 0 < 1 < |z].
b. Elle converge absolument sur le disque ouvert, Dy, = {z € C,|z| < |20|}=D (0, |20]).

Remarque 2.1.1. On rappelle que :

1. > fn converge absolument si la série ) |f,| converge.
n>0 n>0

2. Ondit que la série > f, est normalement convergente sur D s’il existe une série numérique
n>0
réelle a termes positifs > U, convergente telle que, Vn € N,Vz € D, |f, (2)| < U,.
n>0
Démonstration. La série Y a,z" converge normalement sur D,, donc elle converge absolu-
n>0
ment sur D,,V 0 <r < |z|. Or, D, = U D,, en effet :

0<r<|zo|

1. Soit 2 € Dy, |2| < |20], et alors Ir > 0/ |z| <7z, dotze U D,.
0<r<|zo|

2. Soit € |J D,,alors Ir > 0,7 < |2] tel que z € D, c’est & dire |z| < r < |z,

0<r<|zo|
.
d'ou z € Dy
Démontrons maintenant que » . a,z" est normalement convergente sur D,, on a :
n>0
n n n
— n | 2 z r
Vz € D,,Vn € N,|a,2"| = |ap 2| | —| < M|—| <M|—| ,
20 20 20
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CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

r Y 7z Ve . \ o . .
or, 1 < |z| <= |—| < let ) ¢ est une série géométrique a termes positifs de raison ¢
20 n>0

q

avec |g| < 1, donc convergente, et alors > a,2™ est normalement convergente sur D,, donc
n>0
absolument convergente. O

Proposition 2.1.1. (Réf.[1]) Soit > a,2" une série entiére. Alors [’ensemble
n>0
E = {r e Rt /(a,r") est bornée } C RT, est un intervalle de type [0, R] ou [0, R[ avec R € R

ou R = +o0.

Définition 2.1.2. On appelle rayon de convergence de la série entiere > a,2", le nombre réel
n>0
positif R (ou R = 400) défini par

R =sup {r € R"/(a,r") est bornée }

Théoréme 2.1.2. Soient Y a,2" et R le nombre (réel > 0) (éventuellement R = +00) défini
n>0

ci-dessus, alors :

1. La série entiére > a,z
n>0

disque ouvert Dg, 0 <r < R.

2. La série entiére ) anz™ converge absolument sur le disque ouvert Dg c’est a dire |z| < R.
n>0

3. La série ) apz" diverge Vz,|z| > R.

n>0

" converge normalement sur tout disque fermé D,., contenu dans le

Démonstration. Les deux premiers points découlent immédiatement du lemme d’Abel et la
remarque 2.1.2. Pour ce qui est du dernier point, si |z| > R, la suite n’est pas majorée et par
conséquent, elle n’admet pas 0 comme limite, et alors, la série > a,z" diverge. U
n>0

Définition 2.1.3. 1. Le nombre positif R (éventuellement + oo) defini ci-dessus est dit rayon
de convergence de la série entiere.

2. Le disque ouvert Dg = {z € C/ |z| < R} est appelé disque de convergence de la série entiere.
3. Le théoreme n’affirme rien si |z| = R.

Remarque 2.1.2. D’apres ce qui précede, on distingue trois cas :
ler cas :R=0

La série entiere converge uniquement en z = 0.

2éme cas :R = +o0

La série converge absolument sur C et normalement sur D,..

3 éme cas :R # 0, R # +00

La série converge absolument sur Dy et normalement sur D,.

2.1.2 Somme et produit par un scalaire
Proposition 2.1.2. (Réf.[1]) 1. Si > fn et Y g, sont deux séries de fonctions convergentes

n>0 n>0
sur D C C, et si \ est un scalaire (réel ou complexe), alors les séries > (fu + gn) €t > (Afn)

n>0 n>0
convergent sur D. De plus, > (fo +9n) = D fo + D n.
n>0 n>0 n>0
2.3 (Afu)=2 D0 fa

n>0 n>0

Introduction a ’analyse complexe 11 BENNOUAR Abdelmadjid



CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

Remarque 2.1.3. Si ) f, converge et > g, diverge, alors > (f, + g,) diverge. Par contre,
n>0 n>0 n>0

une série Y (f, + gn) peut converger méme si les séries Y f, et > g, divergent.
n>0 n>0 n>0

Exemple 2.1.1. Soient Y L et > (75 — 1) deua séries divergentes, mais ., (= 4+ (35 — %)) =>_ 5
n>1 n>0 n>0 n>0
converge. B B B B

Corollaire 2.1.1. Soient Y a,z" et Y b,z" deuz séries entiéres de rayons de convergences
n>0 n>0

respectifs Ry et Ry. Soit R le rayon de convergence de la série somme > (a, + by,) 2", alors si :

n>0
1. Ry # Ry, on a R =min (R, Ry).
2. Ry = Ry, on a R> Ry = R», de plus,

Vz, |z| < min (Ry, Rs) ,Z (an +by) 2" = Zanz” + Z b,2"

n>0 n>0 n>0

Démonstration. 1.Si Ry # Ry, pour |z| < min (Ry, Rs) alors > (a, + b,) 2" converge. Pour

n>0
|z| > min (Ry, Rs), on suppose que min (Ry, Ry) = Ry, donc Y a,z" diverge. Supposons que
n>0

> (an + by) 2™ converge, alors > b,z" diverge ce qui n’est pas vrai.

n>0 n>0

2. Ry = Ry, Vz,|z| < Ry = Ry, les séries Y a,z™ et > b,2" convergent, donc > (a, + by) 2"

n>0 n>0 n>0

converge et comme R est le rayon de convergence de »_ (a, + b,) 2", alors R > Ry = Ry. [

n>0

2.1.3 Continuité et principe des zéros isolés

Théoréme 2.1.3. Soit R # 0 (R > 0 ou R = +00) le rayon de convergence d’une série entiére

> a,z". La fonction somme de cette série, f(z) = > a,z", est une application définie et
n>0 n>0

continue sur Dp = {z € C/|z| < R}.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.1.2, pour tout r, 0 < r < R la série converge nor-
marlement donc uniformément sur D,. Comme chaque application z — a,z" est continue en
— n —
particulier sur D,., alors la fonction S, : 2 — > az2* est continue sur D,. Or, S, converge
k=0
vers S = f uniformément lorsque n — +oo et comme les S, sont continues, alors f qui est
la limite uniforme de fonctions continues, est aussi continue sur D, Vr, 0 < r < R. Comme

Dr= U D,, alors f est continue sur Dp. O
0<r<R

Remarque 2.1.4. Ce théoreme n’affirme rien pour ce qui est de I'existence de la somme f ni
de la continuité de f sur la frontiere de Dp.

2.1.4 Principe des zéros isolés pour les séries entieres
Théoreme 2.1.4. (Réf.[2]) Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R # 0. Si

n>0
les coefficients a, ne sont pas tous nuls, alors il existe v, 0 < r < R, telle que »_ a,z" # 0,

Wz € D0} (0 < |2] < 1). =

Introduction a ’analyse complexe 12 BENNOUAR Abdelmadjid



CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

Corollaire 2.1.2. S’il ezxiste un disque D, (r > 0), sur lequel deuz séries entiéres Y a,z" et

n>0
> byz" convergent et aient la méme somme, Y a,z" = > b,2",Vz € D,, alors Vn € N, a,, =
n>0 n>0 n>0
by,.
Démonstration. La série entiere Y (a, — b,) 2™ converge sur D, et sa somme est la fonction
n>0
nulle Y (a, —b,) 2" = > a,2™ — > b,z = 0,Vz € D, et d’apres le théoréme 2.1.4, tous les
n>0 n>0 n>0
coefficients (a,, — b,,) sont nuls, d’ou a,, = b,,,Vn € N. O

Définition 2.1.4. Une fonction f définie dans un voisinage de 0, est dite développement en
série entiere en 0, si f(2) = > an2", V]z| <ravecr >0et a, € RouC, Vn € N.

n>0
Remarque 2.1.5. Une fonction discontinue en 0 n’admet pas de développement en série entiere
en 0.

2.2 Multiplication et dérivation des séries entieres

Théoréeme 2.2.1. Soient Y a,2" et Y b,2" deux séries entiéres de rayons de convergences
n>0 n>0

respectifs non nuls Ry et Ry. Soit R le rayon de convergence de la série produit >, ¢, 2", définie
n>0
par :

00
Cp = Zakbn—kavn (- N
k=0

, alors R > min (Ry, Ry). De plus, ¥ |z| < min (Ry, Rs), on a :

Z 2"t = Z an2" Z b, 2"

n>0 n>0 n>0

Démonstration. On sait que pour les séries numériques, »_ U, et > V,, la série produit
n>0 n>0

n
> W, est définie par W,, = > UiV,,_x. Dans notre cas, pour U, = a,z" et V,, = b,2", Vn, on
k=0

n>0 =

obtient : .
W= agb,_4z",¥n € N,
k=0
OJ
Théoréme 2.2.2. Soit > a,2" une série entiére de rayon de convergence R # 0 et de somme
n>0
f, alors :
(1). La série entiére > na,z"~' a pour rayon de convergence R.
n>0

(2). f est dérivable sur Dg et vérifie :

f(z)= Znanz"_l,V|z| < R,

n>1
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CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

c’est a dire
d n d n
- (Zanz > :ZE(G"Z ).
n>0 n>0
Démonstration. Exercice. O
Remarque 2.2.1. 1. Dans (2),si z € Dg C Calors, f (2) = VlLl‘m w avec h = s+it
—0
ou s,t € R.
2. f"(2) = Yon(n—1)a,2"2,V¥|z| < R. On répete cela jusqu’a l'ordre n et on montre

n>2
par un raisonnement de récurrence qu’on ait :

n! _
fP)=> manzn P.VpeN,

n>p
d’on,
fr (O> = p!apavP €N,
ce qui entraine

_ /70 Vp € N.

P 9
p!

Définition 2.2.1. Soit f une fonction définie et de classe C'**° dans un voisinage de z = 0, alors
la série entiere fnn—(!o)z” existe et est appelée série de Taylor associée a f en 0.
n>0
Remarque 2.2.2. 1. D’apres ce qui précede, si f est développable en série entiere en 0,
alors f est de classe C'"*° dans un voisinage de 0.
2. Si f est développable en série entiere en 0 alors cette série entiere ne peut étre que sa
série de Taylor en 0.

3. La réciproque de (1) n’est pas vraie en général, en effet :
Soit la fonction f définie sur R par :

o e six #0
ro={

siz=0
f est de classe C* sur R\{0}, f(0) =0, f (0) = }Lﬂw = lim <2 =0, f(0) =

h=0 P
f7(0) =...= f"(0) = 0 et on montre que f**(0) =0, d’ott f*(0) =0,Vn € N.

Ainsi, f est de classe C*° sur R, pourtant elle n’est pas développable en série entiere
en 0, car celle-ci ne serait que sa série de Taylor qui est nulle pour tout x appartient au
voisinage de 0.

2.3 Fonctions analytiques d’une variable complexe

2.3.1 Définitions et exemples

Définition 2.3.1. Une fonction f définie au voisinage d’un point zy de C, est dite développable
en série entiere en zp, s’il existe r > 0 et une suite (an)neN de nombres a,, € R ou a, € C, tels
que :

f(2) :Zan(z—zo)n,w,z—zol <r

n>0
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CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

Définition 2.3.2. 1. Soit D un ouvert de R ou (C), une fonction f: D — R ou (C) est
dite analytique sur D si elle est développable en série entiere en tout point zy de D, c’est
a dire :

vZO € D,H?‘ZO,H (an (ZO)) €Rou C,f(Z) = Zan (ZO) (’Z - ZO)n ,V’Z - ZO’ < Tz-

n>0
2. Une fonction complexe analytique dans C tout entier, est appelée fonction entiere.

Propriété 2.3.1. (Réf.[2])
1. Une fonction analytique sur un ouvert D est continue et de classe C*™° sur D et ses
dérivées f', f", ..., f™ sont analytiques.

2. Si f et g sont analytiques sur D et si A € R ou C, alors f+ g et Af sont analytiques sur
D.

3. 8i D et Dy sont deux ouverts de C et f : D — Dy est analytique sur D et que g :
Dy — C est analytique sur Dy, alors go f: D — C est analytique sur D.

4. La série de Taylor associée a une fonction analytique f, est convergente et le développement
en série de Taylor associé en zy de D est :

f(z)= E —f (;ZO) (2 — 20)", pour |z — 2| assez petit.
n!
n>0

Exemple 2.3.1. La fonction polynomiale P(z) = ag+ a1z + ...+ a,z" est analytique sur C tout
entier donc c’est une fonction entieére car :

P(z) = Zakzk,Vz € C avec a, =0, pour k> n+ 1.
k>0

Exemple 2.3.2. La fonction z — % est analytique sur C\{0}, en effet :
Il suffit de démontrer que Vzy € C\{0} la fonction % est développable en série entiere au v0isi-
nage de zp, c’est a dire :

1
- = Z an (2 — 20)", pour |z — 2| assez petit.
z

n>0
On a
I B 1
z  z—z0+ 20 20 122 ’
or, on sait que HLU = > (=1)"up, pour |u| < 1, donc pour u = 222 on obtient :
n>0
1 1 Z—Z —Z
—=— (—1)"( — ) , pour ( 0) <1,
z 20 >0 20 20
ainsi,

1 1 1"
- = Z_Z Z"+>1 (z —20)", pour |z — 2| < |20/,
0,>0 ~0

d’ot, la fonction % est analytique sur C\{0}.
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CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

2.3.2 Analycité de la somme d’une série entiere

Soit f(z) = Y. a,2",Vz € Dg, alors fP(z) = > (nf—!p)!anz”*p,‘v’z € Dg. Or, on sait que le
n>0 n>p
seul développement de f en série entiere en zy de Dpg, est sa série de Taylor en 2y, ¢’est a dire :

17 (29 » n! nep ) (2 —2)"
Z ' >(Z—ZO) :Z(Zmanzo )%

p>0 P p>0 \n>p

On montre que cette derniere série converge absolument pour |z — 2| < R — 2] et que

2 n! n— z—20)P n
> %(Z_ZO)P: > (Z F’p)'anzo P) % = f(z) = > a,2™, pour |z — 2| < R—|z] .

p>0 p>0 \ n>p ' n>0
Dong, f est analytique sur Dg, pour plus de détail voir [2] .
On obtient alors le résultat suivant :
Théoréme 2.3.1. Soit > a,2" une série entiére de rayon de convergence R # 0 et de somme
n>0
f(z) = > apnz™,Vz € Dg. Alors [ est analytique sur Dg. De plus, si Ry est le rayon de
n>0

convergence de la série de Taylor associée a f en un point zg € Dg, alors Ry > R — |z].

Remarque 2.3.1. On peut avoir Ry > R — |zy|, voir par exemple l'exercice 1.5.3.

2.3.3 Prolongement des fonctions analytiques

Remarque 2.3.2. Soit f une fonction développable en série entiere en zy, f est alors de classe
C* dans un voisinage de zy et de plus on a :

f(z)= E f ('ZO) (z — 20)", pour |z — zo| assez petit.
n!
n>0

Donc la donnée des dérivées successives en 2y d'une fonction f de classe C"*° dans un voisinage
de zy, ne suffit pas a déterminer f avec exactitude dans un voisinage de 2y, mais uniquement
en zp.

Exemple 2.3.3. Soient les fonctions f et g définies par :

f(a:):{ 872 ziifg et g(x) =0,Vz € R.

On a f*(0) = g™ (0), Vn € N, pourtant f # g, f = g uniquement en x = 0.

Théoreme 2.3.2. (Réf.[1]) Soient D un ouvert connexe de C, zy un point de D et (an), oy
une suite de nombres réelles ou complezres. S’il existe une fonction analytique sur D telle que
f"(20) = an,Vn € N, alors f est unique sur D.

Autrement dit, si D un ouvert connexe de C, zy un point de D et f et g sont deux fonctions
analytiques sur D. Si f™ (z9) = g™ (20),Vn € N, alors f = g sur D.

Remarque 2.3.3. 1. Le théoreme ci-dessus ne donne pas une méthode de calcul de f(z)
a partir des f" () sur D, mais on le sait uniquement au voisinage de z;. En revanche,
il nous montre qu’une fonction analytique sur un ouvert connexe D est parfaitement
déterminée par ses dérivées successives en un point zy de D.
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CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

2. Le théoreme n’est plus vrai si D n’est pas connexe, en effet, Soient Dy et Dy des ouverts
non vides disjoints et D = Dy U Ds. On considere deux fonction f; et fo définies par :

|1 sur Dy | 2 sur Dy
fl_{O sur Dy eth_{O sur Do

Soit 29 € Dy, on a fip, = fap, = 0 donc f{'(2) = f3 (2) = 0,Vz € Dy et Vn € N, en
particulier f}' (z0) = f3 (20) = 0,Vn € N.
De plus f; est analytique, en effet, soit z; quelconque de D, on aura :

(a) Si z1 € Dy, fi(z1) = 1 sur Dy, donc fi(2) = 1, Vz € D et alors fi(2) =

S a, (2 — 20)" pour |z — zg| assez petit, avec ap = 1 et a,, = 0,Vn > 2.
n>0

(b) Si z1 € Dy, f1(z1) =0 sur Dy et alors f1(2) = > a, (2 — 2)" =0,¥n € N.
n>0
Ainsi, f; (z) est développable en série entiere en z;, donc elle est analytique sur D.
On fait de méme pour fs.
Donc on a prouvé que les deux fonctions f; et fy sont analytiques et que fi' (z9) =
fa(z0) = 0,Vn € N, pourtant f; # fo sur D.

Corollaire 2.3.1. (Principe du prolongement analytique) Si deuz fonctions analytiques sur un

ouvert connexe D de C coincident au voisinage d’un point zy de D, alors elles sont égales sur
D.

Remarque 2.3.4. Le corollaire 2.3.1 peut étre vu autrement, Soit f une fonction analytique
sur un ouvert connexe D de C. s’il existe zg € D telle que f = 0 dans un voisinage de zg, alors
f=0sur D.

Corollaire 2.3.2. (Principe des zéros isolés) Les zéros (racines) d’une fonction analytique non
identiquement nulle sur un ouvert connexe D de C, sont isolés. Autrement dit, Soit f une
fonction analytique sur un ouvert connexe D de C telle que f # 0 sur D. Soit zy un zéro de f,
alors zo est isolé, c’est a dire : Je > 0/f (z) # 0,Vz,0 < |z — 2| < €.

Démonstration. Soit D un ouvert connexe de C, comme f est analytique sur D, on suppose
que f(z0) =0et f # 0 sur D, alors d’apres la remarque 2.3.5, f n’est pas identiquement nulle
au voisinage 2y de D. On a alors :

f(z)= Zan (z—z0)" =ao+a1(z—2) +az (2 — 20)° +..,¥ |z — 2| <,
n>0

avec
f(Z()) =0<=ag=0.

Or, f # 0 au voisinage 2y, soit donc k le plus grand naturel strictement positif tel que a; # 0,

| f(z) = Zan (z—20)" = Zan (2 —20)" = Z tnar (2 — 20)" (2 — 20)F .

n>0 n>k n>0

Donc,
f(z) = (z—20)"g(2),¥ |z — 2| <7 etk eN,
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CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

avec
g(z) = Z k(2 — 20)", pour |z — z| < r.

n>0

Comme g(z) est continue, car analytique sur D(zy,r) en particulier en zy et g(z) # 0, on
obtient ainsi :
f(z) #0, pour |z — z| <e€, (¢ >0 assez petit).

Autrement dit, le point 2z, possede un voisinage dans lequel il est I'unique zéro de la fonction
f(2). O

Définition 2.3.3. Si g est analytique au voisinage d’un point zq et si f(z) = (z — zo)k g(z) avec
g (z0) # 0. L’entier k£ > 0 s’appelle 'ordre de multiplicité du zéro zy pour la fonction f. On dit
que zp est un zéro multiple de f d’ordre k. L’ordre de multiplicité est aussi caractérisé par :

/7

f(z0) = f (20) = ... = ¥ (z0) = 0 et f¥(20) #0

Corollaire 2.3.3. Si f et g sont analytiques sur un ouvert connexe de C, si pour une suite

(2n)psn, de points de D distincts deux a deur avec nginoo tn=2 €D, ona:Vn>ng f(z)=

g (zn), alors f =g sur D.
Démonstration. Exercice. OJ

Définition 2.3.4. Soit f une fonction analytique définie sur un ouvert U. S’il existe un ouvert
connexe D avec U C D et une fonction analytique g définie sur D telle que gy = f. Alors g est
dite prolongement analytique de f sur 'ouvert connexe D.

Remarque 2.3.5. On sait que si g existe, alors elle est unique, mais on ne sait rien sur son
existance.

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1. Démontrer que Y a,z" et Y. na,z""* ont le méme rayon de convergence R.
n>0 n>1

Exercice 2.4.2. Soient ) a,z™ une série entiére de rayon de convergence R # 0 et f(z) =
n>0

3 a,2", ¥z € Dg. Démontrer que f(2) est dérivable sur Dg et que f (2) = 3. na,z"'.

n>0 n>1

Exercice 2.4.3. 1. Soit la série entiére Y i"z", déterminer son rayon de convergence R et sa

n>0

somme f.

2. Donner la série de Taylor associée a f en un point zg = xg €] — 1, +1[ et comparer son rayon

avec de convergence Ry avec R — |xo|.

Exercice 2.4.4. Développer en série entiere, au voisinage de 0, les fonctions suivantes :

f(x)zln(l—l—x—2x2), g@)=In(a+z), a>0

Exercice 2.4.5. 1. Montrer que la fonction z — % est analytique sur C\{0}.
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2. En déduire que si f est analytique sur un ouvert D de C alors % est analytique sur un

owvert D' de C a préciser.

Exercice 2.4.6. 1. Soit f une fonction analytique sur un ouvert connexe D de C, conte-
nant un intervalle ouvert I de R. On suppose que f = 0 sur I, montrer que f = 0 sur
D.

2. En déduire que si f est une fonction entiere, nulle sur un intervalle ouvert de R, alors
elle est nulle sur C.

Exercice 2.4.7. Si f et g sont analytiques sur un ouvert connexe de C, si pour une suite

(2n)psn, de points de D distincts deuz @ deux avec lir}rl zn =2 € D, on suppose que f(2,) =
= n—-+0oo

g (zn),¥Yn > ng, démontrer que f = g sur D.

Exercice 2.4.8. Soit f une fonction définie sur R par :

COS T stz <0
f(z)= 0 six=0
sin x stx >0

f est-elle analytique sur R ¢

Exercice 2.4.9. Soit r > 0, existe-il une fonction analytique f sur B(0,r) telle que :

1 1 1
— ) = S ?
f (371) f (Bn 1) ) pour r assez grand

2.5 Indications et solutions des exercices

Exercice 2.4.1 Soit R le rayon de convergence de > a,2".

n>0
1. ler cas : R > 0. Soit 0 < |2] < R, alors la série > a,z" converge, lim a,z" =0, et
n>0 n—+00
on a : =
lan 2| < 1=¢€, pour n> N,
d’ou,
n . ’Z‘n—l
!nanz”_1’ =n|ay,| |z”_1| <n|—| |2|" <n ol ,Vn > N.
20
—Un(2)
Or, en appliquant le critere de d’Alambert sur > U,(z), on obtient :
n>0
U 1
’ n41(2) _nt ﬂ — ﬂ < 1, lorsque n — 400,
Un(2) n |zl EY

et alors, pour |z| < |z < 1, > U.(2) est convergente, d’ott > na,z""! converge pour
n>0 n>1
|z| < |20] <1, c’est a dire dans D)., donc converge absolument dans Dp.

D’autre part, si |z| > R, lim a,z" # 0, donc lim na,z""! # 0, et alors la série
n—-+00 n—-+00

3" na,z""! diverge, et par conséquent, le rayon de convergence de Y. na,z""! est R.

n>1 n>1

Introduction a ’analyse complexe 19 BENNOUAR Abdelmadjid



CHAPITRE 2. FONCTIONS ANALYTIQUES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

2. 2éme cas : R = 0. Trivial.

Exercice 2.4.2. Soit z fixé quelconque dans Dp, il suffit de prouver que :

A(h) = lim (% {f(z+h) = f(h)} — Znanz"_1> =0, ou }Llir(l) A(h) =0,

h—0
n>1

avec,
1
A(h) = 7 (Z an(z +h)" — Zam") — Znanznfl, ou |z+h| <R.
n>1 n>1 n>1
Exercice 2.4.3.

1. La série > i"z" est une série numérique de raison ¢ = iz et de premier terme 1. Elle
n>0

converge pour |q| < 1, i.e |iz| = |z| < 1, et diverge pour |z| > 1, donc R = 1. Sa somme
f est définie par :

1 1
= = Viz| <1, i.eVz € Dy.
f(2) 1—¢ 1-iz |2 1.e Vz 1
2. Déterminons la série de Toylor associée a f en zg = xg €]—1,1[,i.e zyg € DiN{aze des x}.
Comme,
1 1N N
f(z)= T :Zz 2" Vz € Dy,

n>0

f est donc analytique sur Dy, et Vzg € Dy, on a :

f(z) = Z /" (z0) (z — 20)", pour |z — zo| assez petit.

n!
n>0
Ici,
L 1 1 1
—120
_ i(z=20) : i(z—20) .
En posant u = ﬁ, on obtient pour ﬁ <1:
L—iz 1_2'2(]2“ a 1—iZOZ( 1 —iz ) _Z(l—izo)"(z )"

n>0 n>0 n>0

pour |z — zo| < |1 —izg| et Vzo € D;. Ainsi, le rayon de convergence de la série de Taylor
associée a f en zp € Dy est Ry = |1 —iz| et pour 2o € Dy NR, on a :

N
Z 5 _Zmo)n_(z — o))", qui converge pour |z — x| < |1 —ixgl.
n>0

Or, |1 —izg| = /1 + 2, pour | — 1,1[\{0}, on a:

R1:\/1+$3, €tR—|.170|:1—|I0|>0,

d’ott, R? > (R — |x¢|)? ce qui entraine que Ry > R — |zg].
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Exercice 2.4.4.

1. Onal+x—22% = (1 —x)(1+4 2z) donc la fonction est définie sur I =]5t, 1], et sur cet
intervalle elle s’écrit

In(14+2—22%) =In(1 —z)+In(1+ 2z).

Or, on sait que
n

T
1 — = — e
n(l—ux) g —, pour lz] < 1,
n>1
et

22)" 1
In(1+2x) = —1"—1(— -
n(1+20) =y (-1 pour o] < 3,

2
n>1

alors en effectuant la somme, on déduit que :

(=1)ntom —1 1
= < -
flx) =2 ", pour |z| < 3

n>1

2. D’une maniere similaire, pour a > 0, on trouve :

(_1 n+1

", pour |x| < a.

g(x) = lna—i—z

n>1

na”

Exercice 2.4.5.

1. 11 suffit de démontrer que la fonction g : z — g(2) = % est développable en série entiere
en zg,Vzo € C\{0}, c’est a dire

1 n :
- = Z a, (z — z0)", pour |z — z| assez petit.
z n>0

on suit le méme raisonnement que 1’exercice 2.4.3, on trouve :

1 _1)n .
02 =L = D pour |- 20l < Jaol,

d’ot, ¢ est analytique sur C\{0}

2. Soit la fonction analytique sur un ouvert D de C, alors

1 1
?:gof-ZHg(f(Z)):m,

ﬁ est donc analytique sur D' = {z € D/f(z) # 0} = DN f~'(C\{0}), ouvert de C.

Exercice 2.4.6.
1. f est anlytique sur un ouvert connexe D de C, I C D, avec I un intervalle de R, telle que
f =0.Montrons que f =0sur D.OnaVz € I, f(z) =0,donc f*(z) =0,Yn € N,Vz € I.
Ainsi, soit zg € I fixé, alors comme I C D, zg € D et comme zy € I, f"(29) = 0,Vn € N.
Or, la focntion ¢ : z — g(z) = 0 est analytique sur D et ¢g"(z) = 0,Vn € N,Vz € D, donc
en particulier, g"(z9) = 0,Vn € N et alors f"(z9) = ¢"(20) = 0,¥n € N, donc d’apres le
théoreme 2.3.2., f =g sur D ie f =0sur D.
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2. D’apres ce qui précede, en posant D = C, on en déduit que f = 0 sur C.

Exercice 2.4.7. On a f — g est analytique sur 'ouvert connexe D. Supposons que f —¢g # 0
sur D. On a :

(f=9)(=) = (f =) lim z,)= lim (f —g)(z) =0, car (f = g)(za) = 0,¥n > no.

n—-+40o n—-4o00

Donc, 2 est un zéro de la fonction (f — g) et d’apres le corollaire 2.3.2., il sera donc un zéro
isolé de (f — g), c’est a dire

Je > 0/Vz,0 < ‘z—z/ <e(f—9)(z)#£0,

or,
lim z,=2 € D<=Ve>0,IN. e N.Vn e N,n > N, =

n—-+0o

/
zn—z‘<e.

Soit N, = max(ng, N.), on a :

zm— 2| <e et (f—g)(z) =0,

Ve >0,IN. e N,Vn e N,n > N, =

d’ou, la contradiction ainsi, f — g = 0 sur D.

Remarque 2.5.1. ' € D est tres important, en effet : soit

f est analytique sur C\{0} qui est un ouvert connexe, z, € C\{0},Vn € N, les points de (z,)n
sont distincts deux a deux et lirf 2z, = 0 ¢ C\{0}. On a f(z,) = 1, on prend g = 1 sur
n—-—+0oo

D = C\{0} qui est analytique avec f(z,) = g(z,) pourtant f # g sur C\{0}.

Exercice 2.4.9. Il n’existe pas une fonction analytique f sur B(0,r) telle que :

f (S_n) =f (3n+ 1) = —, pour 1 assez grand.

Pour prouver cela, on peut appliquer le résultat démontré dans I'exercice 2.4.7., en considérant
la fonction h définie sur B(0,r) par, h: z — h(z) = f(z) — 3z,
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Chapitre

Fonctions élémentaires

3.1 Fonction exponentielle

Définition 3.1.1. La série entiere ';—T,L converge absolument Vz € C, on définit donc une

n>0
fonction entiere, qui est la somme d’une série entiere convergente sur C, par la formule :

G_Znu_H +§+ +—+ ,VzeC, (3.1.1)
n>0

et on dit que z — €* est la fonction exponentielle complexe.

Remarque 3.1.1. La fonction z — e* est dérivable par rapport a z sur C et on a

d
- () = e*,Vz € C,

en effet,

/

d Z" nz" 1 21 z
E(ez)=<25) = ol IZMZZazez-

n>0

Proposition 3.1.1. On a :
et = ¢*e® V2,2 € C. (3.1.2)

Démonstration. Pour démontrer cette formule sans calcul, on considére pour z € R fixé
quelconque, les fonctions suivantes :

fxiC%Cetgx:C%C
z = eFTE z = e%et

Les fonctions f, et g, sont analytiques sur C. De plus, si z € R, on obtient,

Jo(2) = €7 = €%e” = gu(2),

d’ou, f, = g, sur R, ainsi d’apres 'exercice 2.4. 3 ona f, = g SUT C.

En considérant ensuite les fonctions » —» e*+* et 2 3 e%e” pour un z complexe fixé quel-

conque, on déduit de ce qui précede que ce sont des fonctions entieres de z qui conicident pour
tout z réel et on obtient la formule (3.1.2) pour z et z' complexes quelconques 0
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Remarque 3.1.2. 1. Dans (3.1.2), on pose 2 = —z, on obtient alors

e =1=¢%"

d’ou, €* #£ 0,Vz € C, et
1
e *=—VzeC.

e?’

. En remplagant z par iz, avec x € R, dans la formule (3.1.1) et sachant que :

2n x2n+1

cosT = Z(—l)"% et sinx = Z(—l)”m,

n>0 n>0

on obtient la formule d’Euler, Vo € R

e = cosx + isinx. (3.1.3)

. La fonction z — €% est une fonction entiere dans C égale a

o — Z (2;')

n>0

,Vz e C,

d’ot1, 'on peut définir les fonctions cosinus et sinus trigonométriques complexes, en po-
sant, Vz € C

1 1z —iz\ __ n <
cosz = 5(6 +e %) —n§>0(—1) 2
et 1 2n+1
. . Pk
: — (o7 _ iE) 1)y
sinz = g7 (¢ =) ZM( ST
Ainsi, ‘
e'* = cosz +isinz. (3.1.4)

De la formule (3.1.4) on déduit la formule de Moivre :
(cosz +isinz)" = €™ = cosnz +isinnz,Vn € N,Vz € C.

On a aussi :
cosz? +sinz? =1,Vz € C.

Remarque 3.1.3. Les fonctions cos z et sin z dans la formule (3.1.4) ne sont pas respectivement
les parties réelles et imaginaires de e pour z € C.

Définition 3.1.2. On définit les fonctions cosinus et sinus hyperboliques complexes, en posant :

et

e + e~ ? 2n
coshz = =

V4
— Z—(2n>!,Vz€C,
n>0

e? — e * ZZnJrl
inhz = — = — ., Vz e C.
sinn z 5 ; (2n n 1)' z
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3.2 Fonction logarithme

Soient z = x4+ iy, w = a +1b = €%, Vx,y,a,b € R. Nous allons chercher les solutions dans C
de I’équation
e® = w,Yw € C\{0}.

On a:

w=a+ib=e" =" = %" = ¢” (cosy + isiny),
doll,
r=Inw|ety=argw, avec k € Z,w € C\{0}.

Ainsi les solutions, dans C, de I’équation e* = w, avec w € C\{0}, fixé, sont :
z=1In|w| +iarg(w).

Exemple 3.2.1. Résoudre dans C, sinz=2. On a :

sinz = 2 < 2% (eiz — e_iz) =2 = ¥ — 7% = 4.

Donec, ' ' '
% —die” —1=0<=2Z°>—-42—-1=0, ot Z = €”,

d’otl, |
Z =2i+1iV3, et e =i(2+ V3).
On trouve alors,
iz = In|2 £ V3| +i(5 + 2%m), kEZ,

Ainsi les solutions de ’équation proposée sont données par :
T

ke
2 e

2= +2k7r)—iln‘2:t\/§

Remarque 3.2.1. On constate que 'équation e* = w admet une infinité de solutions z =
In|w|+iarg (w) , Vw € C\{0}. Ainsi chaque élément de C\{0} possede une infinité de logarithmes
complexes. Si 'on veut pouvoir parler d’une fonction logarithme complexe, il faudrait alors
restreindre I'ensemble des valeurs de la variable et préciser quelle est la détermination choisie.

Définition 3.2.1. On définit sur Q@ = {w € C,w =a+ib} \{a +ib,a <0et b=0}=C\R_, la
fonction logarithme complexe, appelée détermination principale du logarithme complexe, par :

Log : Q —C
z +—  Log(z) =1In|z| +iarg(z), arg(z) €] — m, +7]

ol In désigne le logarithme népérien réel usuel.

Remarque 3.2.2. (Réf.[2]) La détermination principale du logarithme complexe, Log(z), est
analytique sur €.
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Propriété 3.2.1. (Réf.[1]) On a :
1. L(Logz)=1,¥z€Q

2. Log(e*) = z + 2inZ, deés que e* € ().
3. Log(z+1) = Y (=1)" 2 s |z| < 1.
n>1

Exemple 3.2.2. 1. Log(1+1i) =In|l +i| +iarg(l +1) = Inv2 + i%.
2. Log(—1) =In|—1]| +iarg(—1) = im.

3.3 Fonction puissance complexe

Définition 3.3.1. Soit z° € C, on appelle détermination principale de la fonction puissance
complexe, la fonction z* définie par :

C\{0} —C

/ !
> — P a— Logz

Remarque 3.3.1. La fonction #* est continue sur C\{0} et anlytique sur Q@ = C\R_.
Proposition 3.3.1. Soient 2 € C et z € Q. On a alors :
d / ’

E(zz )==z AL

Démonstration. On a:

d o d d

!/
E(Zz ) _ %(ez Logz) _ E<€U(Z))’ ol U(Z) = ZlLog,z7

or,

d o7 d Z, ’ z/ ’

(z)y U(z) _ z Logz __ z

—(e =—U(z)e = —e =—z

dz( ) dz (2) z z
c’est a dire, d%(zzl) = Z;lzzl, mais 27! = e10o97 = 6L+gz i,
ainsi,

d ! ’ !
E(zz y=z2712" .

D’autre part, on peut vérifier aisément qu’on ait :

/ 1"

! "
z +=z ’ "
2 27 = elod(®) V2,2 € C,Vz € Q,

! ’ ’

dol, 27 27 =27 "tet L(27) =22 "1V, € C,Vz € Q. O

« aLogx

Remarque 3.3.2. Pour z = x > 0et 2 = a € R, e
formule.

=e , coincide avec notre
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Exemple 3.3.1. 1. it = e'losi = 73,
2

_ . . 2 .
9. (_2)71' — 671’Log 2 _ 67r(Log2+z7r) _ eﬂLogQB'm — YT Im

Remarque 3.3.3. On a :
(2 =2"*VaeCkecZ

mais dans le cas général,

(2%)° # 2%%,¥a, B € C,

3.4 Exercices
Exercice 3.4.1. Résoudre dans C l’équation e* = —3, ¢* = 0 puis cosz = 4.
Exercice 3.4.2. Résoudre dans C [’équation cosh z = 0 puis sinh z = 0.
Exercice 3.4.3. Calculer |cos z|, |sinz|, |coshz|, ot z = + iy et x,y € R.
Exercice 3.4.4. Calculer les nombres complexes suivants :
o s
3 ' h—.

, cost, cosh 2
Exercice 3.4.5. Calculer les déterminations principales des logarithmes compleres suivants :

log 3, log(—1+1), log(—1+1)*.

Exercice 3.4.6. L’égalité suivante, entre les déterminations principales du logarithme com-
plexe, est-elle vraie 7 Justifier votre réponse ;

log(z2) = logz + logz, Vz,7z € C\{0}

Exercice 3.4.7. Calculer les déterminations principales des puissances suivantes, en mettant
en évidence le module et ['argument ;

(—4), (14+40)2, (1+1).

3.5 Indications et solutions des exercices

Exercice 3.4.1.

1. Résolvons I'équation

e” = —3.
On a:
e =—3=3(—1410) = 3(cosm +isinm),
d’ou,
e = -3 <= z=1In3+i(r+ 2kn),Vk € Z.
2. Facile.
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3. Résolvons I'équation

cosz = 4.
On a: .
1z e—ZZ
cos z = T,VZ e C,
d’ou,
¥ te P =8= e —8*4+1=0.
Posons Z = €*, léquation Z? — 8Z + 1 = 0 admet donc deux solutions & savoir

Z =4+15=¢€".
o Pour e =4+ \/1_5,
e = (44 V15)(1 +140) = (4 + V15)(cos O + isinh), ot § = 0 €] — m, +7].

D’ou,
iz =1n(4+ V15) + i2kn,Vk € Z,

ainsi,
z=2kr —iln (4 + V15),Vk € Z.
e Pour e =4 — \/1_57 et d'une maniere sémilaire, on trouve :
z=2km —iln (4 —V15),Vk € Z,
et par conséquent,
cosz =4 <= z=2kr —iln (4 +V15),Vk € Z.
Exercice 3.4.3. On a :
sin z = sin (z + 1y) = sinx cos iy + cos z sin iy = sin z cosh y + i cos x sinh y,
donc,
Isin z|* = sin 2% cosh 4 + cos 2% sinh y? = sin z%(sinh 4® + 1) 4 (1 — sin 2?) sinh 32,
Ainsi,
|sin z|* = sin 22 + sinh 3.
D’une maniere analogue, on trouve :
|cos z|* = cosa® + sinh y?, |cosh 2\2 = cosy® + sinh2? et |sinh 2\2 = siny? + sinh 22.

Exercice 3.4.4. On trouve :

Z‘£+1 1 \/3

=i, " =—1, et = 6(5 + 27), cosi = cosh 1 et coshig =0.
Exercice 3.4.5. On a :

Logz = In|z| +iarg(z), ou arg(z) €] —m, +m,
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donc si z = pe'?, avec p = |z| et § €] — 7, +7], alors
Logz =Inp+if, ou 6§ €] —m, +n|. (3.5.1)

Ainsi, en appliquant (3.5.1), on peut aisément trouver :

3
Log(3) =1n3, Log(—1+1i) =Inv2+ zzﬂ et Log(—1+i)* =In2 — Zg

Remarque 3.5.1. On a Vz € C\{0},

Log(2)? # 2Log(2).
Exercice 3.4.6. L’égalité entre les déterminations principales du logarithme complexe ;
log(zz/) = logz+ logz , ¥z, 2 € C\{0},
n’est pas vraie, en effet : Vz, 2" € C\{0}, 30,0 €] — 7, n], telles que :
Logz=1Inp+ib, et Logz =1Inp + 10 .
De plus, on a :

2z = pp/ei(“e ), avec —2r <0+ 9 < 2w,

donc si 0 + 6" €] — 7, 7], alors

log(22') =In(pp ) +i(0+60)=Inp+1Inp +1i0 +i0 = Logz + Logz .

™

Cependant, si par exemple 6 et  sont dans ]5, 7], alors

Logz =1Inp+ 10, et Logz = lnpl +40’, avec —27m <O+6 <2,
d’ou,
T <O+0 -2 <0, et 0+6 — 21 =arg(z2) €] — 7,7,

et alors
log(z2)=Inp+1np +i0+i0 — 2w = Logz + Logz — 2i.

Exercice 3.4.7. Soit 2z € C, la détermination principale de la fonction puissance est définie
par :

o Y ooz vy, e €\ {0l

Donc, en appliquant la définition, on trouve :

Njo

(—4)' = et (1410)F = (V2)3e'T, (1+4)' = e Teslo?,
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Chapitre I

Intégration complexe et théorie de Cauchy

4.1 Intégrales curvilignes

4.1.1 Formes différentielles de degré 1 sur un ouvert de R”

Définition 4.1.1. Soit U un ouvert de R™. On appelle forme différentielle de degré 1 (ou une
1-forme) de classe C*, une application de classe C* w de U dans L(R™ R)!. Cest & dire, il
existe des fonctions ai, as, ..., a, de classe C* de U & valeurs dans R, tel que Vo € U, on a :

w(z) = Z a;(x)dx; = aydxy + agdzy + ... + apdx,,
i=1

ou {dzy,dxs, ...,dz,} désigne la base duale de la base canonique de R™.

Remarque 4.1.1. 1. Pour i = {1,...,n}, on note

(xbx%"'?xn) = Z,

ainsi, pour € U on notera parfois w, au lieu de w(x) et pour u = (uy, ug, ..., u,) € R"

on a alors
n

wy(u) = Z a;(x)u;.

i=0
2. En dimension 2, on pourra noter (dz,dy) au lieu de (dzy,dzs), et pour (z,y) € R?, la
forme différentielle de degé 2 s’écrit alors comme suit :

Way) = Px,y)dr + Q(x,y)dy.

Exemple 4.1.1. Soit f une fonction de classe C* de U C R" a valeurs dans R, avec k > 1.
Pour tout x € U C R", la différentielle f au point x est donnée par :

V= (B ) € RO (D)) = 3

1=0

ou bien df =5 %dxi, ainsi df définit bien une 1-forme différentielle de C*~1 sur U.
i=0 °

1. Pensembles des formes linéaires sur R,
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Définition 4.1.2. Une 1-forme w sur U est dite exacte sil existe une fonction f de classe C!
sur U telle que df = w.

Exemple 4.1.2. La 1-forme w définie sur R? par :

W(zy) = xdx + ydy,
est ezacte car c’est la différenticlle de la fonction f : (z,y) — (2® + y?) sur R?,

4.1.2 Intégrale d’une 1-forme le long d’une courbe paramétrée

Définition 4.1.3. 1. Une courbe paramétrée de classe C*, est une application 7 de classe
C* d’un intervalle [a, b] & valeurs dans R™.

2. On dit que v est fermée si v(a) = (b), et qu’elle est simple si sa restriction a |a, b[ est
injective.
3. On appelle support de v, ’ensemble supp(y) = {~(t)/t € [a,b]} C R™.
Exemple 4.1.3. On considére la courbe v : t — (t) de [0,2n] dans R?* définie par :

rcost
v ={ Ty el

v est une courbe fermée puisque y(0) = v(2m) = (r,0), dont le support est le cercle de centre 0
est de rayon .

Définition 4.1.4. Soient w une 1-forme différentielle continue sur un ouvert U C R", I = [a, 0]
un segment de R et v : I — U une courbe de classe C'. On appelle intégrale curviligne,
I'intégrale de la 1-forme le long de la courbe ~ définie comme suit :

b
/w = Wry(t) (’yi (1)) dt.

Si on note w(z) = i a;(x)dx; et y(t) = (x1(t), z2(t), ..., x,(t)), on aura

v @ =1

Exemple 4.1.4. On considére l'arc de courbe d’équation y = e” entre les points (—1,¢e) et
(2,e1) et calculons fvw ot

W(ay) = Tydr + 3y2dy.

On définit la courbe v comme suit :

= (t) = (¢, et2).

D’ou,
2 / 2 2 2 2 1
/w = / W)y (t) dt = / te' dt +/ 6te®” dt = 5(64 —e)+ (e —¢&%).
Y -1 -

1 -1
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Théoreme 4.1.1. Soient U un ouvert de R™ et w une I-forme différentielle exacte sur U, alors
["intégrale curviligne fvw ne dépend que des extrémités y(a) et y(b) et non pas de .

Démonstration. Soit v : I — R™ une courbe continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. Comme
w est exacte, alors w = df ou f de classe C*. On a alors :

b b
/ w = / e / o' @)t = [ (For) (@)t = [ (o) (@) de = 560 -0 ()

O
Corollaire 4.1.1. Si la I-forme w est exacte, alors pour toute courbe fermée dans U, $ w =0
Exemple 4.1.5. Soit la 1-forme w définie sur R*\{(0,0)} par :
xdy — ydx
W) = T2ty
On considere le cercle unité paramétrisé par la courbe suivante :

v: [0,27] — R?
t = (t) = (cost,sint),

]{w = /0% Wy (7 (1)) dt = 2 £ 0

donc,

d’ou, w n’est pas exacte.

4.2 Chemins dans C

4.2.1 Définitions

Définition 4.2.1. 1. Soit I = [a,b] un intervalle fermé borné de R. On appelle chemin
dans C, une application 7 : [a,b] — C, continue sur |a,b] et contitiment dérivable par
morceaux sur |a, b], c’est a dire, " existe et continue sauf peut étre en un nombres fini de
points ¢ de [a, b] ou elle admet cependant une limite a droite et a gauche. On dit encore
que v est continue par morceaux sur [a,b]. Lorsque ¢ varie entre a et b, le point ~(t)
décrit donc dans C une trajectoire (1), qui admet une tangente de direction le vecteur
7' (t) (voir la figure 4.1). v(a) est dit origine du chemin + et ~(b) est dit extrémité du
chemin.

2. Un chemin est dit lacet dans C, si y(a) = v(b).
Définition 4.2.2. On apelle opposé de v (ou chemin opposé de 7y), qu'on note 7°, le chemin

~° :la,b] = C, t — ~°(t) = v(a+b—t). 7° est bien un chemin dans C, ayant pour origine ~(b)
et pour extrémité v(a).
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Tib)
L rp—1 T
FIGURE 4.1 — Chemin dans C
Définition 4.2.3. (Juxtaposition de chemins) Soient deux chemins v : I = [a,b] — C et

Y2+ J = [e,d] — C tels que 71(b) = 72(c). On appelle juxtaposition de 7, et v et on note
¥ =1V 72, le chemin v : [a,b+ d — ¢] — C défini comme suit (voir la figure 4.2 ) :

7 (t) sit € [a,b]
TN at—bte) sitebd+b—d

)

ol 71 V 72 a pour origine y;(a) et pour extrémité v,(d).

~ -
- -
-

FIGURE 4.2 — Juxtaposition de v; V s

4.2.2 Intégration le long d’un chemin

Définition 4.2.4. Soient v : [a,b] — C un chemin dans C, f une fonction complexe continue
dans v([a, b]). On appelle intégrale de f le long du chemin 7, le nombre complexe :

/ﬁ (2)dz = / N

on a, foy:[ab = v(a,b]) I, C est continue sur [a,b], 7' (t) est continue par morceaux sur
[a,b], (f o) .7 est continue par morceaux sur [a, b], donc intégrable au sens de Riemann.

Propriété 4.2.1. 1. fv f(2)dz = — fv" f(2)dz.
2. Siy =V, alors on a :

/V:71v72 f(2)dz = [yl f(2)dz + [72 F(2)dz.
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3. 51y =y Vy est un lacet dans C, v : [a,b] — C, alors f7 f(2)dz ne dépend pas de
l'origine de ce lacet. En effet :

[ o= [ s [ = [ s [ seri= [ s

4. Sty est un lacet constant, c’est a dire v : t — y(t) = 2,Vt € [a,b], alors pour toute
fonction compleze f continue sur (|a, b)), f7 f(z)dz = 0.

Exemple 4.2.1. 1. Soit la fonction compleze f(z) = L définie sur C\{0}. Calculons f% f(2)dz,

Tz

tel que le chemin 7y, est défini par :

v [0,27] — C
t = (t) = ret,

on a f est continue en particulier sur v([0,2x]), donc :

2m 1 ) 2w
/ f(z)dz = / —ire' dt = / idt = 2im,Vr > 0.
Yr o ret 0

2. Soit f(z) = Z qui est continue sur C. Nous allons intégrer la fonction f det =0 at = 3,
le long de la courbe définie par +,.(t) =t + 3it*. On a alors :

Lf(z)dz _ [y?dz _ /03@ — 3it2)(1 4 6it) dt = 171 + i54.

4.3 Primitives de fonctions analytiques

Remarque 4.3.1. Les séries enticres Y a,2" et > na,z""! ont le méme rayon de convergence

n>0 n>1
R. De méme, les séries > a,z" et > ﬁz”“ ont le méme rayon de convergence R. Donc si
n>0 n>0
f(2) = Y anz",Vz € D et F(2) = Y ;242" V2 € Dp, alors F' = f(2),Vz € Dg. Clest &
n>0 n>0

dire, F' est une primitive de f sur Dg, et toute autre primitive de G de f est donnée par :

G(z) = F(z) + cste e C

Soit D C C un ouvert connexe, il se peut que certaines fonctions analytiques dans D n’ad-
mettent pas de primitives dans D. L’intégrale le long d'un chemin permet de donner une condi-
tion nécessaire et suffusante pour qu’'une telle primitive exite :

Théoréme 4.3.1. Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe D de C. Alors,
f admet une primitive F' dans D < f7 f(2)dz =0, pour tout lacet contenu dans D.
Lorsqu’il en est ainsi, Toute primitive F' dans D s’obtient de la fagon suivante :

Vze D, F(z) = / flu)du + k,
B(z)

ou (z) est un chemin quelconque contenu dans D, d’origine un point fize (arbitraire) zy € D
et d’extrémité z, et k une constante dépendant de z.
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Démonstration.

1. Démontrons la nécessité de la condition : On suppose que f une fonction analytique dans
I'ouvert connexe D de C, on a F' = f(z),Vz € D. Soit 7 : [a,b] — D un lacet dans D,
donc,

[ 1z = [ en @i = [ Foen'®di= [ (Fonn 0= [ (For))ie)ar

Ainsi, comme 7 est un lacet, on obtient au final :
[ 1)z = Fo®) - Foa)) =0,
v

Cela nous montre également que si une primitive F' de f dans D existe, on aura :

flw)du = F(2) — F(2),Vz € D. (4.3.1)
B(z)
2. Pour prouver que la condition de 'énoncé est suffisante, on doit (voir [2] pour la preuve) :

(a) Démontrer que Le nombre comlexe [ ) (u)du ne dépend pas du chemin §(z) dans

D, mais uniquement de zy et z. Cela nous permettra de définir F' comme application
dans D par la formule (4.3.1).

(b) Démontrer que F' est analytique sur D et que F’ "= fsur D.
O
Exemple 4.3.1. Soit la fonction complexe f(z) = % définie sur C\{0}. La fonction f est

analytique sur C\{0} qui est un ouvert conneze, mais elle n’admet pas de primitive dans C\{0},
car d’apres l'exemple 3.2.1, on a :

/ f(2)dz = 2ix # 0, ot 7y, : t v 3,.(t) = re' € C,Vt € [0, 27].
’Y'f‘

Ainsi, d’apres le théoreme 4.3.1., f n’admet pas de primitive.

Définition 4.3.1. (Homotopie de chemins)

1. Soient D un ouvert de € C et v, 2 deux chemins dans D définis sur le méme intervalle
[a,b]. On appelle homotopie de ;1 a 79, toute application H : [a,b] X [¢,d] — D, ou [c, d]
est un intervalle de R, telles que :

(a) H(t,s) est continue sur [a,b] X [c,d],
(b) Vt € [a,b], H(t,c) = v(t) et H(t,d) = a(t).
2. Deux lacets v, et 7o dans D définissent sur [a, b] sont dits homotopes dans D si :

(a) Ils sont homotopes comme lacets.
(b) H(a,s) = H(b,s), Vs € [c,d].

Remarque 4.3.2. 1. Intuitivement, I’homotopie de deux chemins, est une ”déformation
continue” faisant passer de I'un a l'autre.
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FIGURE 4.3 — Chemins strictement homotopes

2. Deux chemins v, et 7, sont dits strictement homotopes s’ils ont méme origine et méme
extrémité, voir la figure 4.3.

3. Deux chemins dans D' C D peuvent étre homotopes dans D et ne pas 1’étre dans D'. Par
exemple, un lacet dans C\{0} est homotope a un point dans C, mais pas nécessairement

dans C\{0}.

4. L’homotopie de chemins (respectivement lacets) est une relation d’équivalence dans 1’en-
semble des chemins (respectivement lacets) qui sont dans D et définis dans un méme
intervalle [a, b].

Définition 4.3.2. Un ouvert connexe D dans C, est dit simplement connexe si tout lacet dans
D est homotope a un lacet constant. Intuitivement, tous les points intérieurs a une ligne brisée
fermée dans D, soient dans D.

Exemple 4.3.2. 1. Le disque ouvert D = {z € C/|z| < 1} est simplement connexe. En
effet, sotent v1, vo deux chemins définis comme suit :

Mt la, b = C/nla) = n(b), et 72 : [0,1] = C/y2(t) = 2.

Définissons maintenant la fonction H par :
H :la,b] x [0,1] = D/H(t,s) = szg + (1 — s)71(¢).

Ona:
(a) H(a,s) =sz+ (1 —s)11(a) =20+ (1 —s)71(b) = H(b,s),Vs € [0,1], d'ou

[H(s,t)| = [sz0+ (1 = s)n(t)] < [s| 2] + (1 = 8) In() <s+1-s<L
(b) H(t,0) =v(t) et H(t,1) = ya(t) = 20, Vt € [a, ]].

(¢c) H est continue par rapport a (t,s) € [a,b] x [0, 1].

2. Tout ouvert D de C, qui est étoilé par rapport a l'un de ses points zy, est simplement
connexe.
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Théoréme 4.3.2. (Théoreme de Cauchy Réf. [2]) Soient D un ouvert connexe de C et f une
fonction analytique dans D. Si vy, et vy sont deux lacets dans D qui sont homotopes dans D

comme lacets, alors
[ #@iz= [
71 Y2

Corollaire 4.3.1. Si D est simplement connexe de C et si f est analytique dans D, alors

/f(z)dz =0, pour tout lacet v dans D.

gl

Corollaire 4.3.2. Si D est simplement conneze, toute fonction analytique dans D admet une
primitive dans D.

Démonstration. Cela resulte du théoréme 4.3.2 et le corollaire 4.3.1. O

Remarque 4.3.3. L’ouvert C\{0} est connexe non simplement connexe, on peut prouver cela

en appliquant le corollaire 4.3.1 et le corollaire 4.3.2, a la fonction f(z) = %

4.4 Formule de Cauchy et quelques conséquences

4.4.1 Indice d’un point par rapport a un lacet

On a vu dans 'exemple 4.2.1, que

/ f(2)dz = 2im # 0, avec v, : t v v, (t) = ' € C,Vt € [0, 27],
!

ol v est le cercle unité centré a ’origine et parcouru une fois dans le sens direct.
En général, pour tout n € Z* et tout p € C, on considere le lacet ~,,, défini par :

Yo+ [0,27] = C\{p}/ynp(t) = e + D,

ol 7, est le cercle unité centré en p, parcouru n-fois dans le sens direct si n > 0 et n-fois dans
le sens indirect si n < 0. On a alors :

1 27 6int
/ dz = / int—— dt = 2inm (4.4.1)
S R A

la fonction z — Z% étant analytique sur C\{p} qui est un ouvert connexe, on peut donc affirmer
a I’aide du théoreme de Cauchy que :

1
/ dz = 2inm, (4.4.2)
y* D

pour tout lacet v dans C\{p} homotope a v, , dans C\{p}, d’otut le résultat suivant :

Proposition 4.4.1. Pour tout point p de C et tout lacet dans C\{p} ,

1
/ dz = 2inm,oun € 7",
S
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Définition 4.4.1. Soient p € C et v un lacet dans C\{p}, on appelle indice de p par rapport
au lacet 7, le nombre entier (€ Z), qu'on note (p;~y), défini par :

1 1
S(p;7) = 5= / dz
,

"2 ).z —p

Remarque 4.4.1. Intuitivement, I'indice I(p;~y) peut étre interprété comme étant le nombre
de tours que fait le point () autour du point p lorsque ¢ décrit [a,b]. Ainsi, 'indice est défini
si p ne se trouve pas sur la ligne fermée décrite par ~.

Proposition 4.4.2. Si vy, et vo sont deuz lacets dans C\{p} qui sont homotopes dans C\{p}
comme lacets, alors I(p;v1) = S(p; 12)-

Démonstration. S(p;v) = L Ldy =21 f7 ! dz = 3(p; 72)- U

2tm Jy1 z—p 2 2 Z—p
Proposition 4.4.3. Si v un lacet dans C\{p} et ~° désigne le lacet opposé a ~y, alors on a
S(p;7°) = =S(pi7)-
Démonstration. On a:

1 1 1 1
S(p;v°) = =— dz = —— dz = —S3(p;
S y°) 2z7r/voz—pz 24T Wz—pz (i)

O

Proposition 4.4.4. Si~y; et vy, sont deuz lacets dans C\{p} ayant méme origine (de facon que
Y1 V Yo soit un lacet de méme origine), alors S(p;y V v2) = S(p;71) + S(p; 72)-

Proposition 4.4.5. Si O est un ouvert simplement connexe de C et si v est un lacet dans O.
Alors, pour tout p ¢ O, I(p;y) = 0.

Démonstration. Puisque la fonction z Z%p est analytique sur O C C\{p}, donc d’apres
le corollaire 3.3.1, on aura :

1 1
S(p;7) —/ dz = 0.
v

" 2in zZ—=p

O

Proposition 4.4.6. Soient vy un lacet défini sur I = [a,b] dans C et p € C\{~(I)}, alors pour
tout ouvert D C C\{~(I)}, la fonction z — I(p;~7) est constante.

Démonstration. Il suffit de montrer que la fonction z — (p; ) est localement constante
dans D, car toute fonction vectorielle localement constante sur un ouvert connexe D, est
constante sur D. U

Théoréme 4.4.1. (Formule intégrale de Cauchy) Soient D un ouvert de C simplement connexe
et y:1I=/la,b] = D un lacet dans D. Alors, pour toute fonction analytique sur D et tout point

pe D\{y(I)}, ona:

S i) = 5= [ Lz v e DV}

C 2m ), z—p
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FIGURE 4.4 — $(p;y) est bien défini

Démonstration. Soit I'application g définie sur I'ouvert simplement connexe D de C par :
g: D —C
f(2)—f(p)

S22 sz #£EDp
z = g(z)= , 2P .
{ fp)  siz=p
La fonction g(z) est analytique sur D, en effet :
1. g est analytique sur D\{p} car f et z — Z%p le sont.

2. Prouvons que g est développable en série entiere en p. Comme f est analytique sur D,
alors en partculier f est développable en série entiere en p. Donc, 3V, voisinage ouvert
de p, telle que

Z fn "Nz eV,
d’ou,
( f” o1 1
vz € V\{p}, Z z=p)" ' =)+ (p ) (z=p)+f"(p p)g; (= p)’ ...

Or, par définition g(p) = f (p), donc :

"

. . IR TR A () PO
o) = 1B+ ' (0)5 (=) + £ )55 = — ) Fe= ) G PR

D’autre part, D un ouvert de C simplement connexe, v est un lacet dans D et g est
analytique sur D, alors d’apres le corollaire 3.3.1,

/Wg(Z)dz =0,

f( )d e )/zipdz:m:»f(p)%(p;v)Z%/zip

c’est a dire,

dz.

O
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Remarque 4.4.2. 1. Si f =1 on retrouve

1 1
S(piv) = 5= / dz
v

" 2in zZ—p

2. Si (p;7y) # 0 et grace a la formule intégrale de Cauchy, on pourra trouver les valeurs de
f en tout point de D a partir de la seule connaissance de f sur ([).

3
/z—|— iz
7z—l

ot 7y est le lacet de C parcouru 1-fois dans le sens direct avec y(I) est le carré de centre 1, dont
un sommet est (0, 1).
Nous allons utiliser la formule intégrale de Cauchy, considérons pour cela la fonction f(z) =

Exemple 4.4.1. Calculons

Imiz)

{1, 0) Re(z)
05 0 05 1 15 25 |

-1.6

FIGURE 4.5 — 7y est un carré centré en (1, 0)

2+ 3. La fonction est analytique sur C qui est un ouvert simplement connexe de C et~y est lacet
dans C avec p =1 € C\{~(I)} (voir la figure 4.5), donc d’apres la formule intégrale de Cauchy
on a :

%uwﬁuy—i—/z+3w,

2 ), 2 —1
or, p = 1 est "intérieur” a 7, parcouru 1-fois dans le sens direct alors I(1;7v) = +1, avec

f(1) =4, on obtient au final :
/ e 3dz = &im.
yz2—1

Théoréme 4.4.2. (Réf. [2]) Soient v : I = [a,b] — C un lacet dans C et g : v(I) — C une
application définie et continue sur C\{~(I)}. Soit f Uapplication définie sur C\{~(I)} par :

wfcwwmﬂm:/“”w

v* TP

alors
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1. f est analytique sur C\{(I)}.
2. SiT, = > culp—a)” est la série de Taylor associée a f en un point quelconque a €
n>0

C\{~(I)}, alors les coefficients ¢, de T, sont donnés par :

VnEN,cn:/&dz
7

y— a)n+1 :

3. Le rayon de convergence R, de T, vérifie R, > 9§, avec 6 = d(a,y(I)) = in(fl) la — s].
sey

4. De plus,

Vn e N, f*(a) = n! / ﬁ%ds’,‘v’a e C\{v(D)}.

FIGURE 4.6 - 0 = d(a,v(I)) = inf |a — s|

sey(I)

Théoréme 4.4.3. (Formule intégrale de Cauchy généralisée) Sous les mémes hypothéses de la
formule de Cauchy, on a pour toutn > 1 :

SN f"0) = g [ Lz e DV}

2

Démonstration. Exercice. O

4.4.2 Inégalité de Cauchy

Soit © un ouvert de C. Soit f une fonction analytique sur Q et zp € D. Soit D(z,§), ou
& = d(20,92°) > 0, le plus grand disque ouvert centré en z; et contenu dans D. Considérons
maitenant le lacet v, défini par :

Y o [0,27] = D(20,§) '
t = () = 20 + e,
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parcouru une fois dans le sens direct avec 0 < r < J. 7, est un lacet dans D(z,&), f est
analytique en particulier sur D(zp, &) qui est un ouvert simplement connexe, donc d’apres la
formule intégrale de Cauchy généralisée, et comme zg € D(zg,&)\{7(I)}, alors on a :

n! f(z)
S(z0;7)f"(20) = =— ——————dz,Vn € N.
\S( 0 ’7)f ( 0) 2% /yr (Z—Zo)n+1
Or, zp est ”intérieur” & ~,., parcouru une fois dans le sens direct donc (zg; ) = +1, d’ou,
. n! [ f(zo+ret) n! 7 f(z0 +re)
f"(20) = 2% o ritlei(ntnt ire”dt = 21 J, eint ,Vn € N,
et alors,
n! [P |f(z0 +ret)|
"(z0)] < , ,Vn € N.
ol < g [T
Notons M(r) = sup |f(z0+re®)] = sup |[f], on obtient :
te[0,2n] sur vr(I)
™ r(ry2r = "M (), ¥n € N
"(z0)] < r = —M(r),Vn € N.
7o)l < o M(r)2m = 0 (1)

Ainsi, € un ouvert de C, f : D — C est analytique sur §2, Vzy € 2, on a 'inégalité de Cauchy

suivante :
n M(r)2m = n!M( ),Vn € N
A (7“) rn ), Vi !

‘fn(zo)‘ <

avec M(r) = sup |f], 7 est le cercle de centre 2y contenu dans le plus grand disque ouvert
sur vr(I)
centré en zy, D(zp,§), inclu dans 2 (i.e 0 <r < ¢ ).

Théoréme 4.4.4. (Théoreme de Liouville) Une fonction analytique sur C tout entier et bornée
dans C, est constante.

Démonstration. Vz, € C, f(2) = > a,(z — 20)",Vz € C (la série de Taylor associée a f
n>0

étant convergente sur C ), comme f est bornée sur C, alors IM > 0, f(z) < M,Vz € C. D’ou,

|
| f"(20)] < %M(T),‘v’n € N,Vr > 0.

et
M
< (r),VTLEN,\V/T>0,

=

or, lim ZM(r) =0, Vn € N*, alors lir+n la,| = 0 c’est a dire, a,, = 0,Vn € N, d’ou f(z) =
r—r+00

r—>+00

ag,Vz € C. O

Remarque 4.4.3. Il n’ y a pas de résultats analogues a l'inégalité de Cauchy, ni au théoreme
de Liouville pour les fonctions réelles. En effet,

1. la fonction x — cosx est analytique sur R tout entier, bornée sur R pourtant elle n’est
pas constante.

2. la fonction x — cos kx est analytique sur R et |cos kx| < 1,Vx € R. Pourtant I'inégalité
de Cauchy n’est pas satisfaite, car pour zop € R on a :

f/(mo)‘ = |—ksink(xo| = k|sin k(zo| < k.
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4.5 Conditions de Cauchy

4.5.1 Fonctions holomorphes

Définition 4.5.1. 1. Soient f: D — C ( D une partie de R ou C), zy € D. On dit que f
est holomorphe en zy ou C-dérivable en z; si

lim f(zo+h) — f(20)

h—0 h

, existe ou h = s +1it, avec s,t € R.

Si cette limite existe, i.e [ = I} 4 ily, I1,ly € R existe, on la note f'(z). La condition
précédente peut s’écrire sous la forme :

f(z0+h) — f(z0) = lh + |h| e(h), avec }llig(l)E(h) = 0.

2. On dit que f est holomorphe dans un ouvert D si elle est holomorphe en tout point
zo € D.

Exemple 4.5.1. 1. z — expz,z — cosz,z + sinz sont holomorphes dans C car analy-
tiques sur C.

2. Soit la fonction f définie sur C par f : z — f(2) = Z. Etudions l’holomorphie de f en
20, ON a par définition :

— — 27N 7 —_— 1 2
O A ) B ) N o S L TRV k)
h—0 h h—0 h h—0h  (s)—(0,0) S22

en passant en coordonnées locales, s = rcosf,t = rsinf on trouve :

2 ian )2
I —Tim " (cos —isin@)
r—0 7"2

= (cosf — isin )

La limite dépend de 0, donc elle n’existe pas, ainsi f n’est pas holomorphe a aucun point
20 € C et donc non analytique sur aucun ouvert de C.

Théoreme 4.5.1. Toute fonction complexe f : D — C définie sur un ouwvert D de C, ho-
lomorphe dans D et o dérivée continue dans D (f : D — C, continue ), est analytique sur

D.

Démonstration. Il suffit de montrer que :

) = / &) 4,

2=Pp

avec g une fonction continue sur (/). On prend 7 = ~,, le cercle centré en a et de rayon r
parcouru une fois dans le sens direct, et g(z) = %, avec l'usage du théoreme 4.4.2; voir [2]

pour plus de détail. O

Remarque 4.5.1. 1. En fait, f : D — C définie sur D, un ouvert de C, holomorphe dans
D + dérivée continue dans D <= f analytique dans D.

2. Une fonction d’une variable réelle, peut étre de classe C! sans méme avoir de dérivée
seconde. On peut facilement vérifier cela, en prenant par exemple la fonction f définie
par :

f R - R
v oo @) =lola
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4.5.2 Conditions d’holomorphie de Cauchy

Soit D un ouvert de C, toute fonction complexe f définie sur D, analytique ou non, peut
s’écrire comme suit :

f($ + Zy) = P(x7y) + iQ(l’,y),

ot P et @ sont des fonctions réelles dans D (comme ouvert de R?) et z,y étant réels.

Remarque 4.5.2. 1. f est dite continue en zy = xg + 1Yo, si P et ) sont continues en
(0, Y0)-

2. f est dite R-différentiable dans D si P et @) sont différentiable dans D (comme ouvert
de R?).

Théoreme 4.5.2. Soient D un ouvert de C, zgp = xg+1yg € D et f : D — C telle que
flx+1iy) = P(x,y) +iQ(x,y), alors f est holomorphe en zy = (xo,yo) si et seulement si

1. P et Q sont différentiable en (xq,yo),
2.(5) : %(-Io,yo) = %(%’073/0)
%—Ig(xo;yo) - —%—f(xo,yo)‘

De plus, si f est holomorphe en zy, alors

’ 0P aQ notation 8f

[ (=) = %(%ayo) ‘H'%(xo?yo) = a—x(ZO)

Remarque 4.5.3. Si P et @ vérifient le systeme (5), on dit que P et @) vérifient les conditions
d’holomorphie de Cauchy en (xg,yo) (ou carremment conditions de Cauchy ).

Démonstration. Soient D un ouvert de C, 2y = xg + iy € D et f : D — C telle que
flz +iy) = Pz, y) +1Q(z,y).
1. Supposons que f est holomorphe en zy, alors

lim f(zo+h) — f(20)

, existe=1€ C,l =1, +1ily, l1,ls € R, avec h=s+1t, s,t € R

h—0 h
ou encore
f(z0+ h) — f(z0) = lh+ |h|e(h), (4.5.1)
avec lime(h) = 0, c’est a dire, €(s + it) = €1(s,t) + iea(s,t) avec lim  €(s,t) =
h—0 (s,t)—>(0,0)
lim (s, t) = 0.
(s,t)—(0,0)

Or, la formulr (4.5.1) s’écrit :

(P(zo + 8,90 +1))—(P(z0,90))+i (Qzo + 5, y0 + 1)) — (Q(20, Yo)) —lis+lat —i(las+1it) =
= V1 2 (e1(s,t) + ies(s, 1))

ce qui est équivalent a :

P(xo+ 5,90 +t) — P(xo,y0)lis + lot = €1(s, )V s? + t2
Q(wo + 5,90 +1) — Q(x0,%0) — las — it = €x(s,1)V' s> + 12,
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ou lim (s, t)= lim e(s,t) =0.
(5,)—(0,0) (5,)—(0,0)

Cela signifie donc que :

].lm P(x0+s,y0+t)7P(.’170,y0)7l18+l2t — 0
(s,£)—(0,0) (sl

lim Qzots,yo+t)—Q(zo,yo)—los—lit _ 0
(s,)—(0,0) [I(s)l ’

Autrement dit, P et ) sont différentiable en (xg, yo) avec,

%—f(wo»yo) =1l = a—y(%;yo)
63—5 Lo, Yo) = lo = a?(%fyo)
De plus,
, éf. 4 oP 0 0
Fzo) &i=1+ily = g(ﬁo,yo) + Za—g(%,yo) = 6_£(ZO)

2. Inversement, comme P et ) sont différentiable en (x¢, o), on a alors :

P(zo+ s,y0 + t) — P(0,y0) — 3£ (20, 90)s — 2 (0, yo)t = €1(s, 1) || (s, 1)]]
Q(zo + 5,90 + ) — Q(w0, y0) — 52(0,y0)s — %—y(xo,yo)t = e(s, ) [|(s, )],

avec lim ¢ (s, t) = lim ey(s,t) =0.
(5,)—(0,0) (5,)—(0,0)

Ainsi, apres un calcul direct, on trouve au final :

f(zo+h) — f(z0) = lh+ |h| e(h), avec }llii%e(h) = lim €(s,t) =0,

(s,t)—(0,0)

donc f est holomorphe en 2y avec f'(z) = 9E (20, y0) + iaa—g(xo, Yo)-

Exemple 4.5.2. Soit la fonction f(z) = 2%, on a :
f(2) = (x +iy)? = 2* — y* + 2% — 2wy,
d'ot,
P(z,y) = 2* —y* et Q(z,y) = 2zy,
ainst,

P 9Q

8 (x,y) = 2z = G2(z,y)

et comme P et Q sont différentiable dans R?, donc la fonction f est holomorphe dans C et

/ oP 0Q . .
F(2) = S y) + iS5 (wy) = 20+ i2y = 2a + iy) = 2=
Remarque 4.5.4. Si f est holomorphe en z, alors,
/ oP .0 0 0P .0
[ (20) = %(170790) + Za—g(ﬂfo,yo) = 8—§($0ij) - Za—y(ﬂfo,yo) = —Za—Jyt(Zo),

ainsi, les conditions de Cauchy en z, sont équivalents a
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4.5.3 Fonctions harmoniques

Définition 4.5.2. Soit P une fonction définie sur D C R? dans R. La fonction P est dite de
classe C? sur D si P admet des dérivées partielles d’ordre 2 sur D et que chacune de ces quatre
dérivées partielles est continue sur D et on écrit, P € C?(D,R).

Définition 4.5.3. Soit P € C?(D,R), on dit que la fonction P est harmonique si :

2P 2P
_9 +6—:0,Va:,y)€D.

AP = —
ox?  0y?

Remarque 4.5.5. 1. AP est appelé Laplacien de P.
2. L’équation AP = 0 est appelée équation de Laplace.

Proposition 4.5.1. Soit D un ouvert de R?, si P,Q : D — R sont de classe C? vérifiant les
conditions de Cauchy dans D, alors AP = AQ = 0.

P _ 0 (0P\_ 0 (09
0z Ox \ Oz ) Oz \ Jy

Démonstration. On a :

et

0*P o (0P 0 0Q 0 0Q 9

— == | |==|-=—]=—5|—5 D, R).

0y? 3y<8y> 8y( 8x> 8y( aﬁ),carQEC( )
Do,

0?P  O*P
A ) + 592 0, dans D

Meéeme raisonnement pour Q). 0

Remarque 4.5.6. Si la fonction f(z + iy) = P(z,y) + iQ(z,y) est holomorphe dans D avec
P.Q e C*(D,R), alors AP = AQ = 0.

Exemple 4.5.3. Soit la fonction P définie par :
P(x,y) =2*—y* +z,2,y e R

Trouvons la fonction @ pour que la fonction f = P + iQ) soit holomorphe. Puisque f est
holomorphe alors P et QQ vérifient les conditions de Cauchy, c’est a dire :

9z, y) = 8(a,y) = 20 +1..(1)
Gole,y) = G (xy) = 2y..(2)

De (1), on a :

0
8—3(:{;,3/):2$+1:>Q(:L‘,y):/2x+1dy:2xy+y+(b(x),

on dérive Q(x,y) par rapport a x et on remplace dans (2), on trouve :
2+ ¢ (z) =2y = ¢(x) =c,ceR.

D’ou,
Qz,y) =2zy +y+c, Ve eR.

Dans ce cas, Q est appelée fonction conjuguée harmonique de P.
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4.6 Exercices

Exercice 4.6.1. Calculer

/|z|22dz,
v

{|z] = 1,Imz > 0} et le segment de droite: {Imz =0, |z| <1},

ou vy est le chemin décrit par :

parcouru 1-fois dans le sens direct.

Exercice 4.6.2. Calculer

/ dz
L2+ 1
1. Le segment de droite [0, zo] orienté de 0 a zg = 2 + 1.

2. Le segment : Imz = 0, 0 < Rez < V5 et Uarc de cercle de centre O et de rayon V5
joingnant les points \/5 et zy. Commenter!

/Z+3dz,
7,2'—1

ou 7y est le lacet parcouru 1-fois dans le sens direct avec :

ou, vy est le chemin décrit par :

Exercice 4.6.3. Calculer

1. v (I) est le carré de centre 1, dont un segment est (0,1).

2. v (I) est Uellipse d’équation : x? + 4z + 4y* = 0.

Exercice 4.6.4. Déterminer, en utilisant la formule intégrale de Cauchy, lintégrale suivante :

/ dz
v22+1

ot 7y désigne le cercle |z —i| = 1 parcouru 2-fois dans le sens direct.

Exercice 4.6.5. Soient D un ouvert de C simplement connexe et v : I — D un lacet dans
D. Démontrer que pour toute fonction analytique sur D et tout point p € D\ v (I), on ait :

SN 0) = g [ L ez 1vp € DD,

Exercice 4.6.6. Soit vy le lacet décrit par le cercle de centre (1 — 1), de rayon 2 parcouru 1-fois
dans le sens direct. Calculer :

(a) /vﬁdz; (b)[y%dm (c) Ky(zzj_——;l)zdz
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Exercice 4.6.7. A l'aide de la définition, calculer la dérivée de la fonction f(z) = 2P (p € N¥)
au point z = zg.

Exercice 4.6.8. Ftudier la continuité, la R—différentiabilité et la C—dérivabilité des fonctions
sutvantes :

e siz#0 P iz 0

z

0 st z=10 0 siz=0

Exercice 4.6.9. Soit
P (x,y) =3shxcosy — 2+ 7, Vr,y € R

1. Démontrer que P est harmonique.

2. Déterminer Q) de telle sorte que la fonction f = P +1Q soit holomorphe.

Exercice 4.6.10. Soient a,b,c € R. Pour x,y € R,z = x 4+ 1y, on pose :

P (z,y) = ax® + 2bxy + cy?

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a, b, c pour qu’il existe une fonction

holomorphe f vérifiant P = Re (f).

Exercice 4.6.11. Démontrer qu’il existe une fonction P : R*\ {(0,0)} — R harmonique

définie par :
P(z,y) =h (\/ﬂf2 +y2> ,
ot h est une fonction réelle d'une seule variable réelle r > 0 de classe C*.

4.7 Indications et solutions des exercices

I:/\ZIdez,
ol

ou 7 est le lacet parcouru une fois dans le sens direct, présenté par la figure 4.7; On considere
la fonction f suivante :

Exercice 4.6.1. Calculons

f est définie et continue sur C, car c’est la composée de fonctions continues sur C, en
particulier elle I'est sur y(I), ot v = 7, V v, tels que :

o [=1,1] = C/y(t) =t et ya : [0,7] = C/ya(t) = ™.

Alors, par définition on a :

I:/V:%vwf(z)dz:[h f(z)dz+[y2f(z)dz:/m |z|2,zdz+/w 12 2d=,
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Imiz}

Reiz)

FIGURE 4.7 —

T 1
7 = / ie teldt + / 3dt = ir.
0 -1

Exercice 4.6.2. Calculons l'intégrale
I_ / dz |
v 2+ 1

1. ~y étant le segment de droite [0, zg] de 0 & zp = 2 + i, paramétrisé par (voir la figgure 4.8

)

d'ot,

70,1 = C/y(t) = tz,

v est de classe C'"*™°, donc « est un chemin, alors par définition on a :
d 1
e et

W2 € Q= C\{[0, 2]}, :5

Or on sait que

et on a, Vt € [0,1],t20 + 1 = (2t + 1) + it, donc
e Sitel0,1],(2t+ 1)+ it € Q,

e Sit=0,2t+1)+it=1¢€Q, de plus,

d 20
—(t 1) = .
g+l =7
Ainsi,

T = [Log(tzo+1)]} = Log(z0+1) = Log(3+i) = Log(v/10)+i6, ot 6 = arg(z+1) €]—, 7]

2. Calculons l'intégrale

dz
j_L/z+l’
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Imiz)

5

g\ JE Re(z)

Y1

FIGURE 4.8 — Le chemin fermé ~ V v, V 7s.

ou fy' est le segment de droite Imz =0, 0 < Rez < V5 et Darc de cercle de centre 0 et
de rayon /5 joingnant les points v/5 et zo. On considere le lacet v = v, V7, (voir figure
4.8) tels que,

7 1 [0,VB] = C/m(t) =t et 72 : [0, 60 = arg 2] — C/a(t) = V5e™.

On a alors,
d d Va ot b i\/Beit
j:/ < _|-/ “ :/ — Ldt
LZ+1l o J,z+1 Sy 14+t Jy VBeit 41
or,
Ve gt B
—— = Log(1 5
/0 T og(1+ V5),
et

O 5 it ) )
Ldt = [Log(V/5e™ + 1)]% = Log(v/5¢® + 1) — Log(V/5 + 1).
o Vbelt+1

Ainsi,

z

/ dz _/ dz
7z—i—l_ 7/2—1—1'

En effet, soit le lacet T' = 7° V ' et considérons la fonction

dz
= =1L ).
J /7/ 1 0g(3 +1)

Commentaire : On constate que

qui est analytique en particulier sur Uouvert D = {z € C/Rez > —1} qui est simplement
connexe. Ainsi, d’apres le corollaire 4.3.1., on a :

/ dz / dz / dz
= —|— = O’
r=vyovy Z 11 v 2+ 1 S Z2+1
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/dz_/ dz
Lzl Jyz+ 1

Exercice 4.6.3. Calculons l'intégrale suivante

I:/Z+3dz,
7,2—1

ou 7 est le lacet parcouru une fois dans le sens direct tels que :

d'ot,

1. v (I) est le carré de centre 1, dont un segment est (0,1);

Im(z)

1@’—'—4_'—'—1l }f
; e
L
o5
R
i (1,0 p o
-0.5 1] 05 1 1.5 25
05
B D
-1 >

-1.5

FIGURE 4.9 — 7 est un carré centré en (1, 0)

z+3 z—1+4 4
= :1—|— s
z—1 z—1 z—1

/Z+3dz:/dz+4/ dz .
7z—l . 72—1

D’une part, la formule intégrale de Cauchy nous donne

d
/’Y . _21 = S(p; v)2im = 2im,

et d’autre part, pour f(z) = 1,Vz € C, f est analytique sur C qui est simplement
connexe, v un lacet dans C donc
/ dz = 0.
.

d
1:4/ c _ Qir.
72—1

Ainsi,
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2. v (1) est l'ellipse d’équation 22 + 4z + 4y*> = 0. On a :

(r + 2)?
4

2
P rdr+dP =0 (v +2)7+ () =4 = +yT:1

Y

on obtient ainsi I’équation cartésienne de ’ellipse centrée en (—2,1) avec les demi-axes 2
et 1, voir la figure ci-dessous;

1 Imz

v g

FIGURE 4.10 — 7y est lellipse centrée en (-2, 1)

Ainsi, en appliquant le méme raisonnement vu dans le ler cas, on trouve :

I:/z+3dz:0.
1

z —

Exercice 4.6.4. En utilisant la formule intégrale de Cauchy, on trouve :

d
/ 22 = 2m,
v Z +1

ou v est le cercle |z — i| = 1 présenté par le figure 4.11;

Imz

e

¥

FIGURE 4.11 - Le cercle |z —i| =1
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Exercice 4.6.5. On a d’apres la formule intégrale de Cauchy ( F. I. C.),

S f0) = 5= [ L dzvp e D\
On pose
h(p) = S(p; ) f(p)2ir,
on a donc

w) = [ L azvpe iy

Ainsi, en appliquant le théoreme 4.4.2. sur la fonction A, on obtient directement

S f(p) = - / (fldz,vn > 1,%p € D\{x(D)}.

20w z —p)rtl

7- /—d
71—@—2

Soit la fonction f(z) = —z qui est analytique sur C, un ouvert simplement connexe, et v un
lacet dans C (voir la figure 4.12 ) et p = (1 —¢) € C\{y(])}, alors d’apres la F. I. C.,; on a :

Exercice 4.6.6. (a) Calculons

SpIe) = 5= [ £ ) 12 Vp € DV}, ot p = (1— ).

2w ), z—p

Imz

7

FIGURE 4.12 — 7 est un cercle centré en (1 — 1)

Or, p est ”intérieur” & 7 parcouru une fois dans le sens direct, alors &(p;y) = +1, ainsi,
I =21 — 2m.

(b) On utilise la F. I. C., on trouve :

/Mdz = 27 sinh 7.
5y

1—7—2
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(c) Calculons

2
KC— /ngdz
~ (z + 2i)

Soit la fonction analytique f(z) = 2?+1 sur C qui est simplement connexe, p = —2i € C\{y([)},
~ est un lacet dans C (voir la figure 4.12), donc d’apres la formule intégrale de Cauchy généralisée
(dans ce casn =1), on a :

S(p; ) f(p) = L' / Ldzﬂn > 1,¥p € D\{v(1)}.

- 2im [, (z — p)nt?

p = —2i est "intérieur” a v parcouru une fois dans le sens direct, alors J(p;y) = +1. On a
f'(2) = 2z, donc f'(—2i) = —4i. Ainsi,

2
1
K= /Lde = 8.
v (2 +2i)
Exercice 4.6.7.
1. ler cas : p # 1. On a par définition :

o+ h) = f() (ot hP =2

Fl=im™ 7~
On sait que
P
B p!
(ZO + h)p = Z C;:Zghp k, ou CII: = m

k=0

D’ou,

p—1 -1
(0 +h)P =W 25+ CReph?™ = (20 + W) = = h (h”‘l -y czz(;h’"k_l) ,

k=1 k=1
ainsi,
p p—1
2o+ h)P — 2 - o,
( ) 0 — P 1_§ Clj:zghp k 1.
h
k=1

Maintenant on calcule le terme pour £ = p — 1, on trouve :

p—2
(ZO + h},l)p — Zg _ hpfl + Cg_lzg—lhpprrlfl + Z C}fz(l)chpfkfl'
k=1
Donc,
, h) —

2. 2éme cas:p=1,1a f(z) =z, ona:

Exercice 4.6.8.

Introduction a ’analyse complexe 54 BENNOUAR Abdelmadjid



CHAPITRE 4. INTEGRATION COMPLEXE ET THEORIE DE CAUCHY

1. Soit la fonction complexe f définie par :

R%(z) siz#0

f(z) =
0 siz=0.
On a:
f(z +iy) = P(z,y) +iQ(z,y),
avec, )
£ si(a,y) £ (0,0)
P(z,y) =
0 sinon ,
et
s (a,y) # (0,0)
Qz,y) =

0 sinon .

(a). La continuité de f

(a) P et @ sont des fonctions continues sur R?\{(0,0)}, car elles se composent de fonctions
continues, donc f est continue sur C\{0}.

(b) Au point zp =0 :
2

lim P(z, )SZ:3 lim —° = lim
(z,9)—(0,0) (z,y)—=(0,0) 22 + Y2 (r—0 12

r2 cos 0?

= cos 62,

donc la limite n’existe pas et alors P n’est pas continue en (0,0), ainsi f ne l'est pas
en 0.

(b). La R-différentiabilité
i. P et Q sont différentiable sur R*\{(0,0)}, donc f est R-différentiable sur C\{0}.

ii. Au point zy = 0, f n’est pas continue en 2z, = 0, donc f n’est pas R-différentiable
en zg = 0.

(c). La C-dérivabilité
i. f n’est pas C-dérivable en zy = 0 car non R-différentiable.
ii. La C-dérivabilité sur C\{0} : On a,

ap o 2 1 aP _ 2 1
E(%?J) = 2zy @+ )2 @—y(ﬁ’y) = —2yx (22 1 2)?
et
0Q —2® +axy? 0Q —3 + ya?
(7, y) = CEEOVE - (z,y) = 2 2)2 "
ox (24 y2)2" Oy (22 +y?)

On suppose que f est C-dérivable, donc les conditions de Cauchy sont vérifiées,

c’est a dire :
%Z% zy? + 23 =0
o En A0
oy = o yr© +y° =0,

Introduction a ’analyse complexe 55 BENNOUAR Abdelmadjid



CHAPITRE 4. INTEGRATION COMPLEXE ET THEORIE DE CAUCHY

ce qui est équivalent a

(Y +2%) =0 r=0
— ce qui est absurde.
y(y? +2°) =0 y =0,

Ainsi, les conditions de Cauchy ne sont pas satisfaites en aucun point de R?\{(0,0)},
alors f n’est pas C-dérivable en aucun point de C\{0}, donc elle ne I'est pas en
aucun point de C.

2. méme raisonnement pour g.

Exercice 4.6.9. 1. Démontrons que P est harmonique : On a,

P! (z,y) = 3chx cosy — 2
P (x,y) = 3shx cosy
et

P, (z,y) = —3shx siny
Pl (z,y) = —3shz cosy

Donc,
AP (z,y) = Py (z,y) + P (z,y) = 0, d’ott P est harmonique.

2. f = P +1iQ est holomorphe, alors le couple (P, Q) vérifie les conditions de Cauchy, c’est
a dire :

{ Plry)=Q,(xy) (1
Play)=-Q,(ey) ()

De I’équation (1), on obtient

Q, (x,y) = 3chx cosy — 2

d’ot,

Q(x,y) = / (3chx cosy — 2)dy = 3chx siny—2y+¢ (x), ou ¢ est une fonction dépendant que de x.

On dérive la fonction @ (z,y) par rapport a x, puis en remplacant la formule obtenue dans
I'équation (2), on trouve
—3shx siny = —3shx siny — ¢’ (r) = ¢ (x) =k, ou k € R

Finalement,

Q (z,y) =3chx siny —2y+k, k€R

Exercice 4.6.10. On vérifie aisément que a = —c est une condition nécessaire et suffisante

pour que f soit holomorphe.
Exercice 4.6.11.
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La fonction

P: RA{(0,00} — R R

(z,v) — a2ty — h(x/xz—l—yQ) =h(r)’
est de classe C? composée de deux fonctions de classe C2.

P est harmonique <= AP = % + a;—;; =0, sur R*\ {(0,0)}.On a :

oP L SR x . Oh
a_l’(x7y) - h( x +y>\/mv OUhTaT
0*P x? y?
g — 21 .2 W22+ 2
x? (z,9) < . +y>x2+y2+ ( v +y>($2+y2)3
et
oP Yy
a_ ) = h/ 2+ 2 e
ay (SU Z/) <\/«T Y ) /—LEQ +y2
2P ol e\ N B
8_y2(x’y> = h ( $2+y2> x2+y2+h( x2+y2) (x2+y2)%7
ceci V (z,y) € R*\ {(0,0)}, et alors :
2P 2P , s (\/a:2+y2>
g @0+ 5 @) =1 (VPP + — ™ = 0. Y (@) £ (0.0

Cela revient a résoudre ’équation

h/
R" (r) + (r) =0, Vr >0 avec r = /22 + 12

r

Posons 1’ (1) = ¢ (r), Vr > 0, on aura :

/
-1
o)+ 20 gy £ _ 1
r (r) r
D’ou,
@(T):E:h,(r), ou k =cte (k€R),
r
donc
h(r)=kLogr+c, ceR
Ainsi,

P(x,y)=nh <\/332 +y2> = kLog (x/a;Q —|—y2> +c, avec k, ce R
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Chapitre

Singularités des fonctions analytiques. Résidus

5.1 Deéveloppement en série de Laurent

5.1.1 Fonctions analytiques sur une couronne

Définition 5.1.1. Soient 0 < rqg < r; et a € C, on appelle couronne ouverte centrée en a,
I'ensemble noté C,(rg,71) défini par :

Cu(ro,r1) ={2 € C/rg < |z —a|] <ri}

Remarque 5.1.1. 1. Sirg=0, Cyro,r1) ={2 € C/0< |z —a|] <r} = D(a,r)\{a}.
2. Cy(rg, 1) est un ouvert connexe.
3. Soient 7, et v,» deux lacets définis sur C,(ro,71) par (voir la figure 5.1) :

Y 10,27 = Colro,m1) /7 (t) = a + re, et v, 10,27 = Co(ro,m1) /7, (t) = a + r et

Les deux chemins sont homotopes comme lacets dans C,(rg,r1), il suffit de prendre
I’homotopie suivante :

H:[0,27] x [0,1] = Cu(ro,m)/H(t,8) = a + (r(l — )+ sr’) it

Donc d’apres le théoreme de Cauchy, on a :

l ez = / o

pour toute fonction f anlytique sur C,(rg, ).

4. Cy(ro,71) n'est pas simplement connexe. Sinon on aurait fv- f(z)dz = 0, pour toute
fonction f analytique sur C,(rg,71) et tout lacet ~,, avec ro < r < ry. Or, en considérant
la fonction

on obtient

o8
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-

m——————
b S

FIGURE 5.1 — 7, et 7, tracés sur la couronne C,(79,71)

Proposition 5.1.1. Soient 0 <rg <711, a € C et p € Cy(ro,m1). Il existe des réels positifs r et
rotels que 0 < 1o <71 <|p—a|l <r <ry. Sif estanalytique sur Cy(ro,71), alors :

_ 1 f(2) 1 [ f(z)
p)'_'ég%fjc# —fzzgdZ'— ég%ijT——:TEd

ou 7, et vy, sont des lacets dans Cy(ro,r1), parcourus une fois dans le sens direct définis par

Y(t) = a+re’, et v (t) =a+ et Vit € [0, 2n).

Démonstration. Exercice.

5.1.2 Série de Laurent

Exemple 5.1.1. Soit la fonction [ définie par
1

&= ey

f est analytique sur C\ {2,5}. Soit la couronne ouverte Cy(2,5), alors

1 1 1 1/ 2 1 z
i _ = _ S u |-l <1, et |—| <1
/) 3((z—5) 2—2) 3(—?%1 1—3)’0“‘5‘ A Y
d’ou,
—1 2" 1 n
IG=35 Ly "3 2=
n>0 n>0
~—— ~——
CV pour |z|>2

CV pour |z|<5

On obtient au final,
_on— 1
- Z (3 5n+1) - Z < ) n’

n>1
BENNOUAR Abdelmadjid
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qui est de type,

f(z)= chz + n

on’
n>0 n>1

ol Y 2" converge pour |z| <5 et Y % converge pour |z| > 2.
n>0 n>1

Théoreme 5.1.1. (Réf. [2]) Soient 0 < 19 < 11 et a € C. Si f est anlytique sur Cy(ro,m1),
alors Vz € Cy(ro,71), ON @ :

chz—a +Z z—a)

n>0 n>1

ou la série entiere Y, ¢, (2 —a)™ converge pour |z — a| < ry et la série entiére Z ")n converge
n>0 n>1

pour |z — a| > ro, avec,
1 f(2) 1 / -1
Cp=— [ ————dzetd,=— 2)(z—a)" dz,Vn > 1,
2ir ), (z —a)"*! 2im ,yf( ) ) -
pour tout vy décrivant le cercle C(a, p) C Cy(ro,71), parcouru une fois dans le sens direct, ot
To < p<T.

Définition 5.1.2. Soient 0 < rq < 71, a € C et f une fonction anlytique sur C,(r,7r1). On
appelle série ou bien développement le Laurent de f en a, si pour tout z € Cy(ro,m1), f s’écrit

comme suit :
= Y-+ Y

n>0 n>1

ou Y. c,(z — a)" est dite partie réguliere de f en a et Z (Z w5 partie singulicre de f en a.

n>0
Définition 5.1.3. 1. Si la fonction f s’écrit comme suit :
f(z) = Z cn(z —a)" = cp(z —a)™ + cmyr(z —a)™ ™ 4 .,
n>m
avec ¢, # 0 (le ler coefficient non nul ¢g = ¢; = ... = ¢1 = 0,¢, # 0), alors la

singularité a est dite zéro multiple d’odre m de f.

2. Si la partie singuliere comporte un nombre fini de termes :

. dl d2 dno
u<z>_z—a+(z—a)2+m+(z—a)”0’

ol ng est le plus grand indice non nul, alors la singularité a est dite pole d’ordre ng de f.

3. S'il existe un nombre infini de d,, # 0, alors a est dit point singulier essentiel isolé de f.

5.2 Théoreme des résidus

5.2.1 Intégration de f sur D, \{a} ={2€C/0< |z —a| <r}

Soit f une fonction analytique sur D,\ {a}, on a :

F(2) =) culz—a)" +Z -, Vz € D,\ {a}.

n>0 n>1
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Soit v un lacet quelconque dans D, \ {a}, alors :

/f dz—/chz—a”dz+LZ G—ar dz+/zciad.

7 n>0 n>2

La somme ¢, (Z:L‘_L:IH est une primitive de »_ ¢,(z —a)™ sur D, donc sur D, \ {a}, qui est un

n>0 n>0
ouvert connexe et v est un lacet dans D, \ {a}, donc

/chz—a"dz—()

Y n>0

De méme une primitive de ﬁ = (z—a)™" est %, Vn # 1, donc une primitive de
Z € ’;n est donnée par n;gd % sur C\ {a} donc sur D,\ {a}. De plus, ;;2 (Zf—z)n est
analythue sur D,\ {a}, d’'on, B
d
/ d —tdz=0,
Mt (z—a)"
ainsi, si f est analytique sur D,\ {a}, alors
di :
f(z)dz = dz = 2ind,¥(a;v,), Yy un lacet dans D,\ {a}, (5.2.1)
. L Z—a

ou d; est le seul terme du développement en série de Laurent de f en a qui reste.

Définition 5.2.1. d; est appelé résidu de f en a, qu'on note Res, f, et la formule (5.2.1) s’écrit
donc :

/f(z)dz = 2irRes, fS(a; ),
.
Vf anlytique sur D,\ {a} et Vv un lacet dans D,\ {a}.

Définition 5.2.2. Soient D un ouvert connexe de C et a un point frontiere de D. a est dit
point frontiere isolé de D, s'il existe un disque ouvert D(a,r) dans C dont les points, sauf a,
sont dans D.

Exemple 5.2.1. Soir D = D(a, R)\ {a}, Fr(D) = C(a,R) U {a}. Le point a est un point
frontiére de D, qui est isolé car Ir(0 < r < R) tel que tous les points de D1(a,r), sauf a, sont
dans D.

Théoréeme 5.2.1. (Théoréme des résidus) Soient D un ouvert simplement conneze de C, {ay, as, ...

m—points de D, distincts deuxr a deux, qui sont des points frontieres isolés de ['ouvert ) =
D\ {a1,as,...,an}. Alors, pour toute fonction complexe f, analytique sur Q et tout lacet vy dans
Q,ona:

/f(z)dz = 2im Z Res,, fS(ag; ).
v k=1
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FIGURE 5.2 — a est un point forntiere isolé et b un point forntiere non isolé.

Démonstration. [ admet un développement en série de Laurent en chaque point ay, k =
1,...,m, on a alors Vz € V,, \ {ax} (pour k fixé ),

ou U(z) est la partie singuliere de f en ay, Vk = 1, ..., m, Uy, est analytique sur 2. Considérons
la fonction g;

9(2) = f(2) = Ui(z) = U2(z) — ... = Un(2).
On a g est analytique sur €, ainsi pour k = 1,...,m (k fixé ) et Vz € V, \ {ax},

din di—1n dit1,n
R B N T [ = M iy e

z—a
n>0 n>1 n>1 n>1 K1) n>1
J/ N J/
WV Vo

Uk—1(2) Uk41(2) Um(2)

g est prolongeable analytiquement sur V,, par G(z) telle que :

g9(z) VzeV, \{ar}
G(z) =

/\k SiZ:CLk,

ou Ay = ¢k, — Us(ag) — ... — Up_1(ar) — Ugy1(ar) — ... — Up(ag), et ceci pour k quelconque,
k=1,...,m. D’ou, g est prolongeable analytiquement par G sur D, avec :

g(z) siVze Q= D\{a,aq,..,an}
G(z) =
A siz=ap,Vk=1,...m

G est donc analytique sur D qui est simplement connexe, v est un lacet dans {2 donc

AG@W =0 Lg(z)dz -

/(f(z)—Ul(z)—...—Um(z))dz:0:>/f(z)dzzz

k=177

et alors
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ainsi, il résulte de ce qui précede que :

/f(z)dz = 2im i Res,, fS(ag;y).
v k=1

5.2.2 Calcul pratique des résidus
1. f anlytique au voisinage de "a” :

Ir >0, f(2) = > an(z —a)",Vz € D,(a,r), |2 —a| <r,Res,f = 0.

n>0

2. 7a” est un pole simple de f :

eOna:
f(z) = ;Ocn(z —a)" + %,Vz € D\ {a}, avec d; # 0.
Donc,
f(z)= . i - (d1 + ch(z - a)”“) ,Vz € D\ {a},
n>0
)
doi, 1
f(z) = fi1(z), avec fi(a) = di # 0,

Z—a

ou fi est analytique au voisinage de a, on obtient donc :

(:=a)f(z) = == fi(2), si 2 #a,

et alors,

Res,f = lim(z — a) f(2).

z—a

e Soit f(z) = 5((;))), avec P et () sont analytiques au voisinage de "a”. Si ”a” est un zéro simple

de Q et P(a) # 0, on aura :

Q(z)=(2—a) |ci+ ez —a)+es(z—a)+ ... |, avec ey #0,
Q1(2)
()1 est analytique au voisinage de a et Q1(a) # 0, donc ggzg est analytique dans un voisinage

de a, en particulier f(z) = 51 ((ZZ)) est développable en série entiere en a et on aura :

P(z) ,
=) byz—a)"=by+ Y by(z—a)", pour |z—a| assez petit, avec by =
EReE e e
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d'ot,
bo L1
= b'l’L — n =
f(2) ~+ d " bu(z—a)

Z — zZ—a

fa(z), avec by # 0,

ou, fo =by+ > by(z —a)” avec fy(a) = by # 0. Ainsi, d’apreés ce qui précede,

n>1

or, Q(z) = (x — a)Qi(2) ce qui entraine Q'(z) = Qu1(2) + (¢ — a)Q(2), avec Q'(a) = Q:(a),
d’on,

Pla)
Q'(a)
Exemple 5.2.2. Soit f(z)zg;jl, on pose P(z) = €% et Q(z) = 22+ 1. P et Q sont analytiques au
voisinage de i et —i. i et —i sont des zéros simples de Q avec P(i) = e ! # 0 et P(—1) = e # 0,
donc

Res,f =

(5.2.2)

P@) et P(—1) el

il =~ = 5 et —i] = S = .

Res; f 10 5 € Res_;f =T

3. 7a” est un pole multiple d’ordre n > 1
On a
dl d2 dm \
= n —_— n ] dm 07
/) ZC(Z 2 +z—a+(z—a)2+ +(z—a)m oit dm #

c’est a dire,

f(z)= L {dm +dp1(z—a)+..+di(z—a)" + ch(z - a)”+m} , ol dp, # 0.

(z —a)m =

On considere maintenant la fonction f :

f(z) = %)mgu),

(z—a

ou g(z) = {dm+dm_1(z—a)—|—...+d1(z—a)m—l— > cn(z—a)”+m}, avec g(a) = d,, # 0.

n>0
Donc g est analytique au voisinage de a et le résidu de f (est d;), est égal au coefficient de
(z —a)™ ! dans le développement en série de Taylors de ¢ en a, or

n!
n>0
don, -
) 1 gy (m=1)
R T A A
Ainsi,
Resaf = ———Tim (= — a)™ (=)™, ¥m > 1 (5.2.3)

(m — 1)! z—a
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Exemple 5.2.3. Soit la fonction f définie par :

2
e + 24

f(Z) = (2_3)2'

On pose g(z) = e” + 2%, donc z = 3 est un péle double de f et alors

1. e + 24
Ressf = T llirzl)’ ((z — 3)2((2’ — 3)2)> = 6e” + 108.

5.3 Application du théoreme des résidus au calcul d’intégrales

5.3.1 Calcul de fjozo f(x)dz, intégrale réelle généralisée convergente

Soit D un ouvert simplement connexe de C telle que Im z > 0 : demi-plan fermé C D. Soit
f 2z~ f(z) une fonction analytique dans 2 = D\ {ay,aq,...,a,,} ot les ax € C et Im a > 0
(k =1,...,m). On considere f7 f(2)dz, ou 7 est le lacet parcouru une fois dans le sens direct

définie par v = ; V 75 comme suit (voir la figure 5.3) :
1(t) =t,Vt € [-R, R], et v,(t) = Re",Vt € [0, 7).

D’une part, d’apres le théoreme des résidus, on a :
/f(z)dz = 2im Z Res,, fS(ag;y),
v k=1
or pour R assez grand, S(ay;v) = +1,Vk =1, ...,m d’ou,

/f(z)dz = 2 zm: Res,, f.
v k=1

D’autre part,

Im(z)

FIGURE 5.3 — v =7 V¥

A I (2)dz = A )zt A (),
5
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or, par définition on a :

K iz = [ s e [ sz = [ pmetyinetar

dot,
R ™ ) ‘ m
/ f(z)dx = /f(z)dz—/ f(Re")iRe™dt = 2im Z Resakf—/ f(z)dz, pour R assez grand,
-R v 0 k=1 72

et alors,

+oof( 2 % tim / I

R—+o00

ainsi,
+oo m
3 f(z)de = 2ir Z Res,, [ — Rl—lgloo/ f(2)dz
oo k=1 Y2
Proposition 5.3.1. ! si f est une fonction compleze définie et continue dans un secteur arqu-
ment, argz € [0,7] et si lim zf(z) =0, alors hm f f(2)dz =0, gammasy(t) = Re™,Vt €

|z|]—+
0, 7).

Démonstration. On a:

f(Re“)iRe“dt‘ .
0

Soit M(R) = sup |f(Re")| = |f(Re™)|, 6 € [0, 7], d’o,

te[0,7]
/ f(2)dz| <
2

Comme lim zf(z) =0, alors lim |z||f(2)] =0, ce qui entraine que
|z| >+o0 |z| =+o00

/ ' f(Re“)Rdt’ < RM(R)r.
0

lim Rf(Re™) =0.

R—+o00

Exemple 5.3.1. Calculons l'intégrale suivante :

= /+ood—x.
oo (2249)?

On considére pour cela, la fonction f(z) = m,

n'est pas simplement connexe, soit D = {z € C/Imz > —3} un ouvert simplement conneze de
C et alors f est analytique sur Q = D\ {3i}. ”3i” est un point frontiere isolé de 2 (pour R # 3)

on a f est analytique sur C\ {—3i,3i}, qui

1. Proposition du secteur argument
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et v =y V 7y, est un lacet dans 2 (on prend le lacet présenté par la fig. 4.3). Ainsi, d’aprés le
théoreme des résidus :

d ‘ ,
Lf(z)dz = /Vm = 2im Ress; f(3i;7),

et pour R assez grand, "3i” est "intérieur” a vy parcouru une fois dans le sens direct donc
I(3i;) = +1, d'ou,
dz
——— = 2imRess; f.
[n (224 9)?
Pour calculer le Ress; f, on considére f(z) = m. Posons P(2) =1 et Q(z) = (z — 3i)*(z +

3i)2. P et Q sont analytiques au voisinage de ”3i” et "3i” est un zéro double de Q telle que
P(3i) =1#0, donc un pole double de f, d’ou en appliquant la formule (5.2.3), on trouve :

2
Ressi f = &

/ dz o
. (2249)2 54

Ainsi,

D’autre part,

fde = [ e+ [ p@as= [ gwas [ ode= [ = [ e
5 " V2 -R 72 —r (#*+9) 72

Or, lim %= =0, alors d’aprés la proposition du secteur argument, thf fw f(z)dz = 0.
—+00

|| =00 (29T
/R dz o
_p(@2+9)2 54

D’ou,
R 3 +o00 T
lim / flx)dx = flx)de = —.
. N 54

et par conséquent

R—+o00

5.3.2 Intégrale du type ff;o F(z).{cos Az ou sin Az} dz,\ € R%.

On considere fj;o F(2)e*dz, F est analytique surQ) = D\ {ay, as, ..., ax} et Im a; > 0, avec
D un ouvert simplement connexe de C, on prend dans ce cas le lacet donné par la figure (4.3).

Lemme 5.3.1. (Lemme de Jordan)
Si dans un demi-plan fermé : Im z > 0, la fonction complexe continue F, vérifie

lim F(z) =0, ou |F(2)] < 2LE)
|z]—+o0 RE

avec k > 0,Vz/arg z € [0, 7.

Alors,
lim F(2)e™dz =0, ol y,(t) = Re™, ¥t € [0, 7).

R—+o00 2

Démonstration. On suit le méme raisonnement vu dans la preuve de la proposition 5.3.1. [
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Exemple 5.3.2. Calculons l'intégrale suivante :

+oo A
I:/ —CosxdxoaAE]Ri.
o (@*+1)

On considére f0+oo F(2)e**dz, ou F(z) = ﬁ, F est donc analytique sur C\ {—i,i}, en
particulier elle Uest sur Q = D\ {—i,1}, avec D est l'ouvert simplement connexe défini par,
D = {ze€ C/Imz > —1} et alors F est analytique sur Q = D\ {i}. "1" est un point frontiére
isolé de ), pour R # let v = v1 V v est un lacet dans Q0 (voir la figure 5.3). Ainsi, d’apres le
théoreme des résidus :

/F(z)e”’zdz = 2iTRes;g3(1;7), ot g(2) = F(z)e™*
.

9 9
]

et pour R assez grand, est 7intérieur” a -y parcouru une fois dans le sens direct donc I(i;y) =

+1, d’ou,
/F(z)ei’\zdz = 2im Res;g.
v
Soit la fonction g(z) = %, on pose P(z) = e et Q(2) =22 +1= (2 —i)(z+1). P et Q

sont analytiques au voisinage de "i” et 71" est un zéro simple de Q telle que P(i) = e™* # 0,
donc un pole simple de g, d’ot en appliquant la formule (5.2.3), on trouve :
i

Res;g = =7
1

aimst
’ ' piA
/F(z)e”zdz = 2i7r? =me
N i

D’autre part,

/V%dz = /71 g(z)dz—I—/v2 g(2)dz = /ig(t)alH/72 g(2)dz = /Z (;i—fl)dm_k/w g(2)dz.

Et comme, lim F(z) =0, alors d’aprés lemme de Jordan, lim [ g(z)dz = 0.
|2]—+00 R—+00 "2
Par conséquent,
R ei)xx 3
lim ———dx = e
R—+oo J_p (224 1)

/R ﬂdmz/R COS)‘wdx+i/R Sin)‘xdx:we_/\,
7R(x2+1) 7R$2+1 7R£172+1

R R R
/ CoS )\xdx _ 2/ CoS )\xdx ot / sin \x d =0,
- 0

Or,

sachant que

rr2+1 2+ 1 _pr?+1
ainsi,
R
A
2 lim €08 Y ir = e,
R—+oo Jo a2+ 1
donc,

/+oo czs)\x do — Ee‘k.
0 (x24+1) 2
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5.3.3 Intégrale du type J = fOQW R(cost,sint)dt

Soit R(x,y) une fonction rationnelle n’admettant pas de poles sur le cercle unité. On pose
z=-¢" out € [0,27], on considere le lacet parcouru une fois dans le sens direct défini par :

v :[0,27] = C/v(t) = €™

Donc on a :
it dz
dz =ie"dt = dt = —,
iz
de plus,
1, . : 1 1 1 . . 1 1
cost = 5(6” +e ) = 5(2 + ;) et sint = 2—2,(6” —e ) = 2—2(2 - ;)
et alors,

R(cost,sint) = R {%(z + %), l(z - l)} "% h(z),

et J devient :

h(z <
J = / Z(Z) dz = 22%2 Res,, g3(ag; ).
VN k=1

g(2)

On ne considere dans ce cas, que les singularités a; de g qui sont ”intérieurs” a ~ (voir la figure
5.4), donc (ax;y) = +1, et alors

J = 2im Z Resg, g.

k=1

" hniz)

FIGURE 5.4 — v : t — €'Vt € [0, 27]

Exemple 5.3.3. Calculons

27\'
dt
[
o 2+cost
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Posons z = e, alors

. dz 1 . , 1 1
d :ztdt:>dt:_ t:— it *’Lt:_ —
2 = ie — avec cos 2(6 +e ") 2(2+ Z),
d’o,
2 dt 2 dz 2 dz
I= ST : 1 )= 1 7o)
o 2+cost o 122+ 5(z+ 2 0o iz(dz+22+2
On pose

(2) :
Z) =
g it(4z + 224 2)

donc g est analytique sur C\{z € C, 42+ 22+ 2 =0} = C\{a1 = -2+ V2,00 = -2 — 2} =
Q, C est simplement connexe, ay,as sont des points frontieres isolés de ), v est un lacet dans
Q (le cercle unité), ainsi d’apres le théoréme des résidus, on :

2
7 =2im Z Resq, g3 (ak; 7).
k=1

Le point ay se trouve a "l'intérieur” a vy et ay est "extérieur” a vy, d’ou
T = 2im(ReSa, g S(a1;y) +Resa, g S(ag;v)).
\‘,1_/ \‘6_/
=+ =

D’autre part,

comme ay est un pole simple de g, alors

Resq g = lim (z —ay)g(z) = —.

zZ—ai 4

/2" dt
—_— =T
o 2+cost

Ainsi,

5.4 Exercices

Exercice 5.4.1. 1. Développer en série de Laurent la fonction suivante :

1
() = 22 —5z+4
(a) Sur la couronne Cy (1,4)
(b) Sur la couronne Cy (0,1)

2. Développer en série de Laurent les fonction suivantes aux points indiqués :

2
exp (22) en z = —2; f(z)zz— en z =3

f(z):<z+2)27 (z—3)2’
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Exercice 5.4.2. Soient 0 <1y <11, a € C et p € Cy(ro,71). 1l existe des réels positifs r et r’
tels que 0 < 1o <1 < |p—a| <1 < ri. Démontrer que si f est analytique sur Cy(ro,r1), alors :

R C P RO

f(p) =

2T v, 27D 2w ), 2 —p
ot v, et v, sont des lacets dans Cy(ro, 1), parcourus une fois dans le sens direct définis par :
Vo(t) =a+ret, et v (t) =a+7 et V€ 0,2n].

Exercice 5.4.3. Déterminer les résidus des fonctions suivantes :

z 1 2 4+z4+1 4 1

(1) f<z):(z—1)(z+3)’ (2) f(Z):ZG+1a (3) f(z):m7 o

Exercice 5.4.4. Calculer les intégrales suivantes :

N Sy —

Exercice 5.4.5. Calculer les intégrales suivantes :

T rsin Az ™ Sin 3t
1 dr ou N >0, (2 —dt
(1) /0 210 () /0 5—4cost

Exercice 5.4.6. 1. Calculer .

COS T — COS 2%
—de’
T

0

en considérant une fonction compleze f convenable et [ f (z)dz, ot v est le lacet décrit par
2l

la figure 5.5.

+oo 9
2. En déduire la valeur de f rdr.
0

Exercice 5.4.7. Montrer que

T sinx T
der = —,
0 x 2

/ exp (iz) dz
y o 7

ou vy €tant le lacet décrit par la figure 5.5.

en considérant l’intégrale
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ET Im(z)

FIGURE 5.5 —

5.5 Indications et solutions des exercices

Exercice 5.5.1.

1. Développons en série de Laurent la fonction suivante :

1

=5 ' 1,4).
f(z) o 4,f est analytique sur C\ {1,4}

(a) Sur la couronne Cj (1,4), on a :

1 -1 1

f(z) = (z—4)(z — 1) :3(2—1)+3(2—4)7

e 1 1 1 1 1 1
211 () = 1S = S e
z n>0 n>0
« 1 1 1 1
2= (3) T S E S e e <
4 n>0 n>0
D’ou,

1 1 1 "
f(z) = —gzznﬂ —gzmﬁﬁ'ZE Co(1,4),

n>0 n>0

ainsi, f est développable en série de Laurent sur Cy(1,4), et on a :

HOEDY (3;“) 2 ; <%1) Zin,vz € Cy(1,4).

n>0

(b) Sur la couronne Cj (0, 1), on trouve :

=% (% - 4n1+1) V0 <o < 1.

n>0

2. (a) Développons en série de Laurent la fonction suivante :

exp (2z2)

5, en z = —2
(z4+2)

f(z) =
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On a f est analytique sur C\ {—2}, posons u = z + 2, on a alors :

2n+2

62(u72) 674 (2u>n . 2nun72 . 9 1 .
===l = = et )

n>0 n>0

f(z):e4< SR +) 2 (z—|—2)">.

2
z2+2  (2+2) n20<n+2)!

(b) Méme raisonnement.

Exercice 5.5.2. On considere la fonction g définie dans C,, par :

g: D —=C
f(z)—f(p)

_ ) T sz #p
© “”‘{ﬁm siz=p,

alors la fonction g(z) est analytique sur C, (voir la preuve du théoreme 4.4.1.). Or, en utilisant
la remarque 5.1.1, c’est a dire
[ stz = [ g
Tr Y.
on obtient le résultat voulu.
Exercice 5.5.3. (2) Déterminons les résidus de la fonction

B 1
6417

f(z)
On a f est analytique sur C\ {z C, 26 + 1 = 0}. Résolvons donc I'équation 25 = —1;

28 = 1 e 20 = T2 v e 7,

o 1 : , . .
ainsi, z, = es ™27 pour k = 0, ..., 5 sont des solutions de 1’équation 2% + 1 = 0. On obtient
alors les six racines complexes suivantes :

-5 3m

iz iz 5 iz i3r i1
Zp=€e6,21=€e2,2p=€e 6 ,z3=€e6,24q =€ 2,25 =02¢€

11T
76

.....

sont des poles simples de f, alors on aura :

P(Zk) 1 2

Res,,.f =

Q=) 62 6

(4) Déterminons les résidus de la fonction

f(z) = —

sin 2’

en utilisant son développement en série de Laurant. On a f est analytique sur C\ {z € C,sinz =0 }.
Donc,
iz X (6iz)

sinz =0+= C500 =0 = ¢ =1 = 22 = Logl +i (0 + 2km) ,Vk € Z.
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= z = km, Vk € 7.
D’ou, f est analytique sur C\ {k7, k € Z}. On pose u = z — km, on obtient alors,

1 1 1 1

sinz  sin(u+ km)  sinwcoskm + sinkwcosu (_1)k sinu

D’autre part, on a :

1 1 1 1w (1 1
e S U o1 g W@ =—+g+(6+§)u3+...,\me@\{0}.
sy ;0(2n+1)!un+ u—f—f'g—f- u !
Ainsi,
1 k 1 (z — km) 1 1 5
= (-1 S+ =)z —k LY Yre\ {kr Y.
sin z ( ){Z—kﬂ‘ + 6 + 6+5! (2 m)" + ,Vz € C\ {kr }

Par conséquent, z = km est un pole simple de f et Res.f = (—1)k, Vk € Z.
Exercice 5.5.4.

1. On utilise le théoreme des résidus, on trouve :

/+°° dx _ —hm
—00 (x2 _I_ 1)4 16 )

2. Calculons l'intégrale

On considere la fonction suivante :
1

f(z):zﬁ—Jrl’

d’apres le deuxieme cas de Pexercice 5.5.2.; f est analytrique sur C\ {z C, 2%+ 1 =0},
c’est a dire elle est analytique sur C\ {ax, k = 1,...6}, avec

57 3 -117

. . 5 . ax
a1 =¢€'6,a9 =¢€'2,a3=¢€"6 ,a4 =€'6,a5 =¢€"2 ,a6 = €' 6 .
Soit D I'ouvert simplement connexe de C défini par :
-1
D = ZEC,Imz>7 )

f est donc analytique sur Q2 = D\ {ay, as, a3}, a1, as, as sont des points frontieres isolés
de ©, 7 est un lacet dans Q (voir la figure 5.6 ) pour R assez grand,R # 1, et d’apres le
théoreme des résidus :

3
/f(z)dz = ZiWZ Resq, fS(ag; 7).
v k=1

Or, ay, ag, az sont ”intérieurs” a -y, parcouru une fois dans le sens direct alors, S(ay;y) =
1,Vk =0,1,2, on a donc

3
/f(z)dz = 2im Z Res,, f,
v k=1
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,
s
b

L
1
1
¥ 1 h
1
1
1
1
|
1

raq‘

FIGURE 5.6 — Le lacet v; V 7

ou,

—a —a 2 —a
Resalf:—oz ,Resa2f:—1: ,Resagf:—Qz ,

Af(z)dz =L
/v_vww f(z)dz = /71 f(z)dz + /72 f(z)dz

or, par définition on a :

/71 f(Z)dz:/j;f(t)dt, et /Wf(z)dz:/oﬂ f(Ret)iRedt,

d'o,

D’autre part,

ou
1(t) =t,Vt € [-R, R], et 2(t) = Re",Vt € [0, 7).
d’o,
R ™ 3
/ f(z)dx = /f(z)dz — / f(Re™)iRe"dt = ZiWZ Resq, [ — / f(z)dz,
—-R ol 0 k=1 Y2
ainsi,

[ =5 ] e
/_:Of( dx Rgrfw/ fe

Or, pour R assez grand,

donc,
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et comme |z\1i1£lm zo7 = 0, alors d’apres la proposition du secteur argument, REIEOO fw f(z)dz =
0.
Et par conséquent,
2
I=—.
3

Exercice 5.5.5.

1. Pour calculer I'intégrale

+o00 in\
/ DR g 0w A > 0,
0 ¢+ 1

on considre I'intégrale complexe suivante

z .
/ ez)\zdz’
L 22+

ou vy étant le lacet présenté par la figure 5.6, et en appliquant le théoreme des résidus,

on trouve : oo
T sin \x T
/ ———dz = e ot A > 0.
0 ¢+ 1 2

2. Calculons l'intégrale suivante :

I /2” sindt
o o —4cost

— : __ _sin3t
On pose R = (cost,sint) = 3=,

cost # %, donc 7 existe. Posons z = €, alors

On a R est définie et continue si et seulement si

, d
dz = ietdt —> dt = 2=
iz
de plus,
1, . A 1 1 1, . , 1 1
cost = 5(6” +e ) = 5(2 + ;) et sint = 2—@,(63” — e 3y = 2—2(23 — ;)

avec, v est le cercle unité parcouru une fois dans le sens direct défini par :
v :[0,27] = C/~(t) = ™.
Ainsi, )
1= %/'y 23(—2; 1 ;)z —2)

On considere maintenant la fonction

dz.

20 —1
23(—222 4+ 52 —2)’

9(z) =

g est analytique sur C\ {z C/2® =0V =222 + 52 —2 =0} = C\ {0, 3,2} = Q, C est un
ouvert simplement connexe de C et 7 est un lacet dans €2, 0, %, 2 sont des points frontieres
isolés, alors d’apres le théoreme des résidus :

3
/g(z)dz = QiWZResakg%(ak; 7).

v k=1
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sont ”intérieurs” & -, parcourus une fois dans le sens direct, alors
= 41, mais az = 2 est "extérieur” a 7 alors I(asz;y) = 0. D’o,

2
/g(z)dz = 2im Z Res,,

v k=1

Or, a1 = 0,ay =
S(ar;y) = S(ag; vy

o=

avec Res,, g = %1 et Resq,g = _TQI. Ainsi,

21 :
/ sin 3t d— 0
o D —4cost

Exercice 5.5.6. 1. Calculons l'intégrale suivante

+o0
COS T — COS 2%
—dx
72
0
soit , '
e® — 6122
f(z)=
2

et [ f(z)dz, ot~y est le lacet décrit par la figure 5.7. ci-dessous.
8!

ET Im(z)

FIGURE 5.7 —

f est analytique sur C\ {0} = Q, C est un ouvert simplement connexe de C, ”0” est un point
frontiere isolé de €2, v est un lacet, et d’apres le théoreme des résidus;

/f (z)dz = 2iTResof + 3 (0;7),

or, 707 est "extérieur” a -y, alors 'indice < (0;) = 0, d’ou
/f (2)dz =0.
S

D’autre part, on a :
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/ f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz

Y=Y1VYRVY2V e gt YR V2 Ve
avec,
94! [67 R] — (C7 84! (t) =
Y2t [_Ra _E] — Cv Y2 (t) =t
TR - [07 W] — C, TR (t) =R elt
Ve [07 W] — Ca Ve (t) =¢€ eit
Alors,

R -R
/f(z)dz = /f(t)dt—l—/f(t)dt—l—/f(ﬁ’ eit)z'R eitdt+/f(6 eit) ie e'tdt =0
€ —€ YR e

it _ pi2t it _ pi2t o o
— /t—2d1‘ + / t—2dt + /f (R e’t) iR e"dt + /f (e e’t) ie e'dt = 0

¢ —€ YR Ye

R
T —ix\ _ (2 —i2x X . , .
t::—m/(e +e ) (6 +e )dZL'+/f(R€Zt>ZR eztdt+/f(€ e’t)ie e’tdt,
i

2
€ TR Ve

ainsi,

R
2cosx — 2cos2x
/ p dx:—/f(z)dz—/f(z)dz.
YR Ye
1

On passe a la limite R — 400, € — 0, ona lim F(z)= lim = =0 et d'apres le
|z|—+o00 |2| —+00”

lemme de Jordan, lim [ f(z)dz = 0. D’autre part, on a :
R—+ R

o — Z (Z;')n’ 2 — Z (Zij)n

€

n>0 n>0
d’ou,
e —e?*  —i 3 7 (iz)" — (122)" 1
= = — + -+ -1 o+ ——————+4 ..., VC\ {0}.
f(2) = —to gt t oy pol \ {0}
Donc z = 0, est un pole simple de f et Resgf = —1, et d’apres le lemme du pole simple, on

lim /f (2)dz =iResof (—m) = —7
e—0

Ye
On obtient finalement,

R
/QCosx—QCOSQxd

lim T =T,
R—+00,e—0 $2

€
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ainsi,

—+o00
CoST — COS 2x T
—2d:z: = —
T 2
0
2. On sait que sin®z = %, d’ou
+oo 9 +00 +oo +00
sin“ x 1 —cos2z . 94— 1—cosA 1—cosz
5 dr = —2d:)3 = —Qd)\ = —2dx.
T 2x A x
0 0 0 0
Par conséquent,
400 9 —+o0
sin“ x 1—cos2zx — 1+ cosx T
5 dr = 5 doe = —.
x T 2
0 0
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