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AVANT-PROPOS

Ce travail est congu pour les étudiants de master 1, spécialités ingénierie des systemes
propulsifs, architecture navale, et construction navale. Il concerne les vibrations a bord du
navire, on y trouve les sources et les moyens de réduction des amplitudes de ces vibrations, la
description mathématique des vibrations de tournoiement (whirling) et de torsion des
systemes propulsifs navals, ainsi que I'étude des systemes vibratoires continus avec
applications de quelques méthodes utilisées et exercices d'application résolus. L'un des traits
dominants de ce travail est que la plupart des théories présentées et les expressions
mathématiques associées sont confirmées par des exemples. Ce travail a pour objet de faciliter
aux étudiants la compréhension du phénoméne vibratoire et d’aider a assimiler les méthodes
de résolution des problemes concernant les vibrations des systémes mécaniques en génie
maritime.
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I. Introduction aux Vibrations des Systemes Propulsifs Navals

L'économie de la navigation a entrainé une tendance & augmenter la capacité et la vitesse des
navires pour répondre a la demande croissante de transport maritime. Pour soutenir cette
évolution, les moteurs marins utilisés doivent étre a la fois plus efficaces et plus robustes pour
garantir des performances optimales et une bonne fiabilité. Les caractéristiques modales des
phénomeénes vibratoires, notamment les valeurs propres, les fréquences propres et les modes
propres, sont essentielles pour comprendre et gérer les vibrations dans les systemes mécaniques
tels que les moteurs marins et les structures des navires.

Les valeurs propres représentent les solutions de I'équation caractéristique d'un systéme
vibratoire, et servent a trouver les fréquences naturelles (propres) auxquelles le systeme vibre en
I'absence de perturbations extérieures. Les fréquences propres sont les valeurs numériques
exprimées en Hertz, en radian par seconde ou en tour par minute. Elles représentent les
fréquences auxquelles les modes de vibration naturels se produisent dans le systéme. Localiser
les fréquences propres sert a éviter les vitesses critiques et donc la résonance afin de concevoir
des moteurs et des structures résistants aux vibrations. Les modes propres sont les configurations
spécifiques de vibration du systéeme a ses fréquences propres. Ils montrent comment les
différentes parties du systeme se deplacent et oscillent a ces fréquences naturelles.

En utilisant ces caractéristiques modales, les ingénieurs peuvent concevoir des moteurs marins
plus efficaces et plus robustes, minimiser les vibrations indésirables, et ainsi améliorer les
performances et la durabilite des systemes mécaniques utilisés dans la navigation maritime.

L’analyse vibratoire des machines et structures marines est l'une des plus importantes
pendant le processus de conception ainsi que durant I'exploitation. Les vibrations du systeme
propulsif comprennent trois types : les vibrations latérales ou transversales, les vibrations axiales
et les vibrations de torsion. Ce dernier type de vibrations est généralement le plus dangereux pour
la ligne darbres de propulsion et pour le vilebrequin du moteur principal. Le systeme de
propulsion fonctionne dans des conditions d’exploitation trés complexes. Cela a conduit a de
nombreuses pannes du moteur. Le phénomeéne de rupture ou fissure du vilebrequin est le plus
redouté. La cause de ce phénoméne n’est pas seulement due a la surcharge, mais aussi au mode
cyclique des vibrations se produisant dans le systeme vilebrequin - structure de bielle [1]. En
pratique, pour remédier a ce probléme, on utilise des amortisseurs de vibrations adaptés a chaque
cas.

Le systeme de propulsion d'un navire est utilisé pour propulser le navire et contrdler sa
manceuvre. |l est composé principalement d’un moteur principal, d'une ligne d’arbres avec
paliers, et d’une hélice avec ou sans réducteur. Le systéme de transmission de la puissance est
une partie essentielle du systeme propulsif.

En général, les vibrations latérales (transversales) du systeme propulsif ne sont pas
dangereuses pour un systeme de propulsion fonctionnant a basse vitesse. Les contraintes
normales et tangentielles dynamiques de flexion, les forces de cisaillement et les amplitudes de
vibrations latérales de la ligne d'arbres ne sont pas aussi préoccupantes que les contraintes



tangentielles maximales induites par les vibrations de torsion. Habituellement, I'amplitude des
vibrations latérales au niveau de I’hélice, (ou I'amplitude est maximale), est trés faible et ne
dépasse pas 0,3 mm. Cependant, le calcul de ces vibrations est exigé dans le cas des longues
lignes d’arbres. Durant les années 1990, on a enregistré de nombreux dommages des paliers des
lignes d’arbres, en particulier dans le palier arriere du tube d'étambot. Les principales raisons a
I’origine de ces dommages été dues a ’augmentation des déformations de la coque causées par
I’utilisation de coques plus souples, et aux charges dynamiques de I'hélice non prises en compte
dans l'alignement de la ligne arbres. Selon Volcy [1], les vibrations transversales sont dues a la
disproportion entre la rigidité de la ligne d’arbres et la rigidité de la structure supportant celle-cCi.

En plus de I’effet néfaste d’un point de vue ergonomique sur les personnes et sur I’équipage, les
vibrations excessives et les contraintes variables sont la cause des dommages rencontrés en
pratique sur les éléments structurels, tels que:

-cloisons, planchers, parois de réservoirs, et fixations des porques dans la zone de la poupe et les
éléments du double fond,

-serres, couples et membrures, raidisseurs de cloison et cloisons ondulées au niveau des soutes,
...etc.

En plus, les vibrations excessives contribuent a la réduction de la durée de vie par fatigue des
élements de la ligne d'arbres (fissures au niveau des supports des arbres, des fondations et des
paliers du tube d'étambot), et a I'augmentation de l'usure et de ’endommagement du joint presse
étoupe. Ces vibrations sont aussi source de bruit excessif et de vibrations de la coque et de la
superstructure.

I. 1. Les sources principales des vibrations globales de la coque
Les sources principales des vibrations globales de la coque du navire sont:
a- I’hélice propulsive,
b- le moteur principal,
c- I’état de la mer.

a- L ’hélice propulsive

L’hélice propulsive travaillant dans un écoulement d’eau a répartition de vitesse irrégulicre,
cause la formation de pressions variables, qui se transmettent par la pale a 1’arbre porte-hélice et
au palier arriere du tube d’étambot, et aussi par 1’eau environnante au bordé de la coque du navire
(partie immergeée de la poupe) [2].

Les pales de I'hélice ont une certaine épaisseur, c'est pourquoi leur mouvement induit des
fluctuations des pressions hydrodynamiques. Sous l'effet de la forme de la poupe du navire,
I'écoulement d'eau circulant vers I'nélice propulsive a une répartition de vitesse irréguliere, ce qui
induit la formation de pressions variables sur les pales de I'hélice. Ces pressions provoquent des
forces et des moments hydrodynamiques variables, qui se transmettent par I'nélice au palier
arriére du tube d'étambot et la ligne d'arbres, et par conséquent, au double fond et a la coque du
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navire par les supports des paliers. En plus, ces pressions variables agissent par 1’eau
environnante sur le bordé de la coque du navire (partie immergée de la poupe), provoquant ainsi
des forces de surfaces. Les causes supplémentaires d'apparition des excitations variables de
I'nélice propulsives sont:

- les conditions de travail de I'nélice sur mer houleuse et les mouvements du navire, ainsi que
I'nétérogéneité du matériau de I'nélice et de la ligne d'arbres,

- le balourd dynamique de I'hélice (lorsque I'axe principal central d'inertie de I'hélice n'est pas
confondu avec l'axe de rotation),

- le balourd hydrodynamique de I'hélice (les écarts de fabrication des pales ont une influence sur
leurs propriétés hydrodynamiques),

- le balourd statique de I'nélice (lorsque le centre de gravité de I'hélice n'est pas situé sur l'axe de
rotation).

Les fréquences (pulsations) des forces et des moments hydrodynamiques ont pour
expression :

o =%, vz, rad/s (1.1)
60

14

ou
n - la rotation de I’hélice, tours/min,
Z - nombre de pales de I’hélice,
v-12,..

Les amplitudes de ces excitations hydrodynamiques dépendent des paramétres de construction et
d'exploitation de I'hélice (en particulier son diametre, sa vitesse de rotation, et aussi le nombre et
la forme des pales), et aussi de la forme arriere causant l'irrégularité de la répartition des vitesses
de l'écoulement d'eau vers I'hélice. Pour les vibrations axiales, latérales ou de torsion, la
composante particulierement importante est celle pour v =1, qui se produit & la fréquence
Q=n.z (premiére fréquence des pales).

Les forces et les moments hydrodynamiques générés par le travail de 1’hélice propulsive
dépendent en grande partie du degré de cavitation de celle ci. La formation et la disparition de
bulles de vapeur dans le cas d’une hélice cavitante, provoque I’apparition de pressions variables,
dont les amplitudes peuvent étre multiples, comparées au cas d’une hélice non-cavitante.

b- Le moteur principal

Les forces des gaz dans les cylindres constituent un systeme interne de forces excitatrices
des vibrations du vilebrequin, qui n’ont pas d’effet sur la structure externe (lorsque le moteur est
considéré comme corps rigide). Cependant, en pratique, se produisent des déformations de la
fondation du moteur, constituant une source de forces et de moments excitateurs. Les fréquences
de ces excitations sont :



f =knz [min™ ] (1.2)

n désigne la vitesse de rotation du moteur,
k=1 2, 3... - pour le moteur a deux temps,

k =%, 1, g - pour le moteur a quatre temps,

Z - le nombre de cylindres du moteur.

Le niveau des excitations variables provoquées par les moteurs principaux dépend avant tout de
leurs types. En augmentant le nombre de cylindres, et par conséquent, celui des manivelles, on
diminue le degré d'irrégularité du couple moteur. L’équilibrage est effectu¢ en montant des
contrepoids sur les manivelles. Les buts de I'équilibrage sont, d'une part, la réduction des
vibrations du moteur causées par les forces et les moments produits par la pression des gaz dans
les cylindres et par les forces d'inertie des pieces en mouvement alternatif et de rotation (pistons,
bielles, vilebrequin), et d'autre part, la diminution des charges exercées sur les coussinets du
vilebrequin du moteur.

Les turbines a vapeur et les turbines a gaz utilisées comme source de propulsion principale se
caractérisent par des excitations de vibrations a bord du navire a amplitudes beaucoup plus petites
que celles générées par les moteurs alternatifs a combustion interne. Par conséquent, les turbines
ne sont pas mentionnées comme source importante de vibrations globales de la coque du navire.
Cela est d0 au fait que leur balourd dynamique peut étre réduit au minimum nécessaire.

c- L’état de la mer

Les excitations émanant de la construction de support de la ligne d’arbres sont dues aux
mouvements et aux déformations de la coque du navire sur mer houleuse, causés par les vagues et
par I’effet du vent. Si I'on considére le mouvement de la coque du navire comme corps rigide,
sous I’effet de l'inertic de la ligne d'arbres, aux points de support apparaissent les forces
d'interaction entre la ligne d’arbres et la coque. Les déformations de la coque du navire sous
I’effet des facteurs externes susmentionnés provoquent I’apparition de forces supplémentaires
dans les paliers, qui représentent 1’action de la coque sur la ligne d’arbres de propulsion.

I. 2. Moyens pour réduire les vibrations a bord des navires

I. 2. a. Cas de I'hélice propulsive

Comme découle de la théorie élémentaire des vibrations, les causent des fortes vibrations sont les
amplitudes excessives des excitations hydrodynamiques par rapport a la rigidité dynamique du
systéeme vibratoire considéré, et aussi la résonance, qui est la superposition d'une fréquence
propre avec une fréquence d'excitation. Donc, la diminution du niveau vibratoire (et des
contraintes aussi) peut étre obtenu par une réduction des forces excitatrices, ou par changement
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des fréquences des composantes dominantes des excitations, ou encore en effectuant des
modifications de la construction qui augmentent la rigidité dynamique et assurent un éloignement
de la résonance. Cependant, ceci exige une analyse profonde pour chaque cas spécifique.

Pour réduire les amplitudes des excitations émanant de I'hélice propulsive, celle ci et la forme de
la partie immergée de la poupe doivent étre congues de fagcon a obtenir I'écoulement le plus
homogeéne possible dans le plan de I'hélice, et aussi une hélice a bas niveau de cavitation et a
balourd minimal. La mesure de lirrégularité de la répartition de la vitesse de I'écoulement de
I'eau dans le plan de I'hélice est estimée par la répartition de la vitesse de I'écoulement v, , ou par

le coefficient de sillage défini comme suit, (figure I. 1)
w=—=F (1.3)

ou Vv désigne la vitesse du navire. L'obtention a la partie supérieure du cercle de I'nélice, d'une
valeur w<0.6 donne une garantie partielle, que I'nélice propulsive et la forme arriére du navire
ont été congues correctement [2]. Ce coefficient dépend de la longueur, du remplissage et de
I'éelancement de la coque du navire. Plus la coque du navire est élancée et donc moins remplie,
plus les valeurs de w sont petites. Cette influence désavantageuse de la geométrie de la coque,
peut étre compensée en concevant de maniére adéquate la forme de la poupe, garantissant ainsi
une amélioration de la répartition de la vitesse de I'ecoulement dans le plan de I'hélice propulsive.
La figure 1. 1 représente un exemple de modification de la poupe (a), et I'amélioration de
répartition de la vitesse dans le plan de I'nélice (b)




Figure 1. 2: Influence de la modification de la forme de la
poupe sur la répartition de la vitesse de I'écoulement vers
I’hélice propulsive.

Sur la figure (1.2a,b) on a:

a - avant la modification, b- aprés la modification.

1- section du plan de I’hélice,

2- section du couple a la distance 0.1 LBP de la section 1,
3 - section du maitre couple au milieu du navire.

l. 2. b. Cas du moteur principal

Concernant le probleme des moteurs a pistons comme source de vibrations, du point de vue
niveau des excitations, le moteur principal et les moteurs auxiliaires devraient avoir autant de
cylindres que possible et un bon ordre d'allumage. Généralement les moteurs a six cylindres et
plus, sont mieux équilibrés, et sont donc caractérisés par un moment excitateur plus petit. Pour le
méme nombre de cylindres, des moteurs avec des ordres d'allumage différents peuvent étre
caractérisés par des valeurs d'excitations différentes. On utilise des arrimages de retenue latéraux
pour limiter les vibrations transversales du moteur, des amortisseurs de vibrations de torsion du
volant moteur, ou une suspension élastique pour le moteur principal. Cette derniére solution exige
I'installation d'accouplement élastique.

L'accouplement élastique sert a éviter la résonance et a diminuer les contraintes en changeant les
parametres dynamiques de la ligne d'arbres.



Bases et Algorithme du Calcul Vibratoire des Systémes Propulsifs Navals Ch. Kandouci
(2021)

Il. Méthodes Appliquées aux Systemes Discrets ou Discrétisés

I1. 1. La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis peut étre envisagée comme une procedure particuliére
d'application de la méthode de Rayleigh-Ritz [3]. Elle consiste a subdiviser le corps
déformable ou la structure en un certain nombre fini d'éléments (figure 1. 1) de géométrie
simple (segment de droite en mono-dimensionnel, triangle ou quadrangle en bi-dimensionnel,
tétraédre ou hexaédre en tri-dimensionnel).

Dans certain cas, la subdivision de la structure est instantanée de part son état naturel
(subdivision naturelle), c'est le cas des structures treillis, alors que pour d'autres types de
structures continues comme les plaques, par exemple, la structure doit étre artificiellement
divisée en éléments avant d'appliquer le calcul matriciel adéquat a celle-ci.

Ces éléments artificiels, appelés « élements finis», sont généralement choisis de facon a

approcher de la maniere la plus fidéle possible la structure continue.

®)
Elément mono-dimensionnel

VA

Elément bi-dimensionnel

=

Elément tri-dimensionnel

Figure I1. 1. Modélisation par éléments finis.

Les déplacements sont ensuite représentés par des fonctions d'interpolation généralement de
type polynomial continues par morceau. Les déplacements au sein de chaque élément sont
définis par la superposition de fonctions simple représentant son comportement dans la
structure. Les parametres d'intensité de ces fonction sont les coordonnées généralisées de la
méthode de Rayleigh -Ritz [3], et sont les valeurs locales des déplacements, dont

I'identification permet de respecter la continuité des déplacements au niveau global.

Il. 1. 1. L'exemple de barre en extension
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I1. 1. 1a. Construction d'un élément de barre

La barre représentée sur la figure (I1. 2) est soumise a une charge répartie p(t).
On divise la barre en N éléments de longueur | , et on interpole les déplacements par la

formule
U(x,t)=u,(t) ¢,(x) +U,(t) @,(x) (1.1)
ou u,(t), u,(t) ont les degres de liberté des nceuds, et ¢,(x), ,(x) sont les fonctions de forme

choisies, vérifiant
u(0,t)= u,(t), u(lt) = u,(t)

Une interpolation linéaire donne les fonction de forme

p()=1-7, 0.0=7 (1.2
7 uxt)
/: L >

u? ® u, (t)

p(x.t)

P () P (t)

Figure I1. 2. Barre en extension modélisée par éléments finis.
Sous forme matricielle; la relation (I1. 1) s'écrit

u(x,t)= N,(x) g.(t) avec xe élément (1. 3)

ou N,(x) représente la matrice des fonctions de forme, et q,(t) la matrice des degrés de liberté

N.(X)=[a () ¢,(x)]
6. () =[w(®) v, )]

Les énergies cinétique et de déformation de I'élément sont donnés par

TodMa et v—dKg, 1.4
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ou M, et K, sont les matrices élémentaires de masse et de raideur, et m[kg/m| désigne la

masse linéaire

| | T
M, = [mNNdx et K, :jEAU'Ne N, o (1. 5)
0 o Ox dx
Le travail virtuel des forces extérieures est donné par
o Vext,e ==0 qu ge(t) (“ 6)

avec g,(t) les charges généralisées conjuguées aux déplacements g, (t)

0,0) —IjNT p(x t)dx{ pl(t)] (11.7)
. 0 ) l pz(t) .
Pour I'élement de barre modelise avec les fonctions d'interpolation linéaires on obtient
2 1 1 -1
Me=ﬂ et KEE (11. 8)
6|1 2 -1 1
Le terme discrétisé de charge pour une sollicitation uniforme p est donné par

2

o_pl
o3l

1] (I1. 9)

On utilise les équations (I1. 4) et (I1. 6), on applique le principe de Hamilton a I'élément e
b

R |
5J(EqJMeq9—EqJKeqe)dHéque =0

4
Il. 1. 1. b. Processus d'assemblage

On collecte les (N+1) déplacements nodaux (figure. 1l. 3) pour construire la matrice des

déplacements structuraux q

< L >

B e o e +</§,4 ——————— e e

Up U Uz Uyg  Una

NAMNNYN

Figure I1. 3. Déplacements nodaux du systéme.

q" =[Up U U, Uy ... Uy ] (11. 10)

9
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=L (I1. 11)

L, est une matrice d'incidence de dimension 2 x (N+1), contenant uniquement des 1 et des O.

Pour les élément 1 et 2 de la figure (11.3) ona

[0000..0]
10100...0

L- 0100..0]
10010...0

L'équation variationnelle se construit par sommation sur tous les éléments du systéme comme

suit

}.i|: __qe Keqej| dt + Z§qe ge (“ 12)

Par substitution de I'équation (Il. 11) dans I'équation (I1. 12), I'équation variationnelle s'ecrit

en termes des déplacements structuraux comme suit

oS o-doBox oo fo(Foafeso o

e=

La matrice des masses du systéme est
M:ZN:LZMELe (1. 14)
el
La matrice de rigidité globale s'écrit
KziLZKeLe (1. 15)
Le vecteur des charges structural est donné par

N
9=y Llg, (I1. 16)
e=1

En pratique, la matrice des masses et la matrice des raideurs du systéeme sont construites par

affectation correcte des matrices elémentaires M, et K, dans les matrices du systéme M et K

(figure 11. 4)

10
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élément 1 U
élément 2 U,
élément 3 I u,
élément N-1
élément N Una
Un

Figure I1. 4. Assemblage des matrices structurales pour
le modele de la barre.

La zone en couleur bleu indique I'encastrement de la barre a son extrémité gauche et ne doit
pas figurer dans la matrice. Les termes de masses et de raideur diagonaux des matrices
élémentaires s'additionnent deux a deux sur la diagonale de la matrice structurale. Du fait de
la numérotation sequentielle des degrés de liberté, les matrices K et M ont une forme tri-

diagonale.

i L . Ly
La longueur des éléments est | "N Les matrices M et K de la barre encastrée-libre sont

4 1
1 4 1 0
M:ﬂl 1 4'1
6 3
0 1 4 1
L 2_
(1. 17)
o )
12 41 0
-EAL L2
| S
0 1 241
L -1 1_

Le vecteur des charges structural g contient les charges extérieures appliquées.

L'équation variationnelle s'écrit

11
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bfl . 14 LI S
cYL [Eq Mq—Eq KquHL 0q gdt =0
On obtient I'équation discrétisée
Kqg+Mg=0 (11. 18)

Tenant compte de I'équation (Il. 17), I'équation régissant I'équilibre dynamique au nceud

(i) s'écrit
?(_ui1+2ui _ui+1)+%l(uil+4ui +0,1) = 6;(t) (11.19)
1. 1. 1. c. Résolution du probleme aux valeurs propres

Pour chaque nceud du systeme, I'équation d'équilibre lors des vibrations libres s'écrit

2
% (U, —2u +U.,)+ a)TmI (U ,+4u+u,) =0 avecO<i<N (1. 20)

avec les conditions aux limites du cas encastré libre
U =0 (1.21)

EA w’ml
T(UN—l _UN)+

La solution générale a la forme

(Uy,+2uy) =0 (1. 22)

U, = asin(iu+¢) pour 0<i=<N

La substitution de cette solution générale dans I'équation (11. 20) donne la relation

, _ nEAl-cosu
ml® 2+cos u

(1. 23)

Le déphasage spatial est déduit de la condition aux limites (1. 21)
9 =0

L'équation caractéristique s'obtient par substitution de la solution générale et de la valeur

propre donnée par I'équation (1. 23) dans la condition a la limite droite (Il. 22), comme suit

12
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sin(uu(N+)~sin(N )+ =) [6incu(N) + 25in(N )] = 0
2+C0S(u)?
soit,
sin(u)cos(Nu) = 0

qui a pour solution

U = a-lz avec r =12 ..
N 2
Les valeurs propres sont données par
ep 1 cos(zr_lg)
07 = 6— 'Z\‘r_f (1. 24)
mi 2+1—cos(—£)

L
avec | = N on trouve

2 2
ot = BA [(Zr—l)ﬂ) 1+1(2r-1zj .
m? {2 1220 N 2

La fréquence propre est donnée par

2
o, = (@21 /E—A2 T i (I1. 25)
2\ml? | 24l N 2

Le mode propre associé est

_asin( 217y hi=12 ..N
N 2

1. 2. Méthode de Stodola

Le principe de cette méthode est basé sur une méthode itérative qui est beaucoup utilisée pour
résoudre des problemes de vibration quand les premieres valeurs propres et leurs modes
correspondants sont a déterminer.

En premier lieu, le mode fondamental est estimé d'avance par une approximation de la

déformée. Pour commencer, on part du principe du systéme conservatif, donc:
[M] X +[K] X =0

X; =Xp.sin(e)t (11.9)

13
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[K]'Xmi _a}IZ[M ]'Xmi =0

En multipliant les deux termes de I'égalité (11.9) par [K‘l] ,on obtient:

K K] X = [ KT [ [M] X =0 (1110

1 0 .-~ 0
sachant que [K][K‘1]= : 0 = la matrice identité, on obtient:

0 - 0

ro, 1

KM X =5 X

@ (11.11)
on pose 4 =i2 et [K‘lJ.[M]z[D], et I'tquation (11.11) s'écrira sous la forme
i
[D]-Xmi =4 X (11.12)

Au départ, on donne une valeur a X, et on remplace celle-ci dans le terme gauche de
I'équation (I1.12), en effectuant le produit, on obtient un vecteur que lI'on normalise par la
suite. Le vecteur normalisé est injecté a nouveau dans le terme gauche de (11.12),et ainsi de
suite jusqu'a atteindre la précision fixée d'avance comme test de convergence.

Aprés cela, il est possible d'obtenir les valeurs propres et les vecteurs propres des modes

supérieurs par la méme méthode.

Si on supprime le premier mode par l'introduction de contraintes appropriées, le second mode
deviendra dominant, si le premier et second modes sont supprimés et remplacés par des
contraintes, le troisieme mode deviendra dominant et ainsi de suite.

Puisque le nombre de modes naturels est égal au nombre de degrés de liberté (DDL),
I'introduction de contraintes modales réduit le nombre de DDL et l'ordre de la matrice des
coefficients sera (n-1) quand I'itération a lieu pour le deuxieme mode,..etc.

Les contraintes modales peuvent étre introduites en spécifiant que certains modes de
déplacements sont nuls.

En tenant compte de la relation d'orthogonalité parmi les principaux modes de vibration, on
aura:

Xp=(Xn) X =[M, " (X)) [M] X (11.13)
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En éliminant le premier mode, on aura:

T (Xm) [M]X =0 (11.14)

Xpl:[Mp]
Si le vecteur X est considéré comme (Xmi) (i=1,...,n), on voit que cette condition de
contrainte coincide avec l'orthogonalité du premier mode avec les modes supérieurs, tout en
respectant la matrice [M ] et on aura:

My Xipg Xy + Mgy Xioy Xo +c+ My X X, =0

(11.15)
En faisant un choix arbitraire sur X;,ona:
(M. X1 X ) =i —(M X Xn)
Xl -
Mi1- X (1.16)
En substituant I'expression de X; dans I'équation aux valeurs propres, ona:
[A]- Xmi =4 X (11.17)

L'équation (11.17) donnera n équations avec (n-1) inconnues, la premiére de ces équations sera

une combinaison linéaire des (n-1) équations a (n-1) inconnues

X} [o ¢C, . .Gy X,
X, | [0 1 . . 0 X,
il en résulte _
X,) [0 0o . . 1| \X, (11.18)
_'(Mzz-xmzl)
12~
(Mll'xmll)
(11.19)
(an'xmn)
Cln
(Mll'xmll)
On aura donc :
X =T4.X
[A] T - Xmi = 4-Xumi (11.20)
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ou
[ASL]:[A]'Tsl
et
0 C12 Cln
o 1 . 0
Ta=|. . . . (11.21)
0 O 1

On commence les itérations a partir d'une déformée donnée et on aboutira par la suite avec la

méme procédure, a 4, et X,,,, de méme que pour, A; et X 5
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lll. Vibrations des Systémes Discrets a n Degrés de Liberté

Dans ses calculs, I'ingénieur se voit obligé de simplifier les systemes a étudier a cause de leur
complexité, et du temps que prend leur analyse. La discrétisation consiste a transformer une
structure réelle ayant un nombre infini de degrés de liberté en un systéme « discret» doté d'un
nombre limité de degrés de liberté.

Le systéme mécanique est dit discret lorsqu’il est représenté par des masses (ou des moments
d’inertie massiques) et des ressorts sans masse appelés aussi €lasticités non pesantes. Le
systeme peut étre discret c'est-a-dire qu’il peut exister sous formes de masses reliées par des
ressorts, comme il peut étre le résultat d’une discrétisation par la méthode des éléments finis,
ou la structure est divisée en (n) parties (figure 111.1) dont la masse est concentrée au centre de
masse de chacune d'entre elles. Ces masses seront reliées par des troncons de masse

négligeable et d'inertie équivalente.

I11. 1. Vibrations libres axiales non amorties des systémes a n degrés de liberté

I11. 1. 1. Equations différentielles du mouvement et fréquences propres

La figure (I11.1) représente un systeme a n degrés de liberté.

|—>X1 —p 2 |—>X3 ,—pxi :—P

! k ! k 1 1

K, Kiy K K,
m A A A - - - A M AAAAR- - - AR, A,

Figure I11. 1: Systeme discret a n degrés de liberté.

-Energie cinétique et énergie potentielle du systeme
1, 1 ., 1 1 . 1 ; 1
E, = Emle +§m2x22 +§m3x§ +...+§mixi2 +...+§me§7l +§mnx§
(1n.2)

1 1 1 1
E, = §k1(X1 —%,)° +Ek2(xz —%;)° +Ek3(xs —X%,)° +"'+§ki—1(xi—l —%)" +

P06 X ) b KO =X )+ k(= X,)°

Formalisme de Lagrange:

dioL) (o) . . .. .
E(&.j_[&j_o (i=12,..i...n=1,n) (111.2)
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: oL d( oL oL
Pour (i=1): — |=mX, —|—|[=mX, | — |=-k(x—-x,)=0
ur (i=1) (8)(1] M, X dt[a)'(l] m, X, (aXiJ L (04 —X%,)
donc
m,X, +Kk, (X, —X,) =0 est la premiére équation différentielle.
: oL d( oL
Pour (i=2): — [=mX,, —| — [=mX
ur (i=2) GXJ ) dt(@XZ] 272
oL
aTj:_lﬁ(Xz_xl)_kz(xz_xs)
2
donc
m, X, +K, (X, — %) +K, (X, —%,) =0 est la deuxiéme équation différentielle.
: oL d( oL
Pour (i=3): — l=mxX,, —|—|=mxX
our (=3) axaj i dt(@)'(gj e
oL
aj:_kz(xa_xz)_ks(xs_xﬁ
3
donc

mMX, +K, (X, —X,) +K;(X; —X,) =0 est la troisieme équation différentielle.

" oL . dfoL y
Pour la ieme masse: | — |=mX, —| — |=mX;
oX; dt{ ox

OX:

(%j ==Ky (% = %) =k (% = Xi.1)

donc
mX +K_, (% — %) +k (X —X,,) =0 est la ieme équation différentielle.

. oL ) dl oL |_ .,
Pour la i=n-1 _ =M _ X 1 —| = |7 M X
oX. 4 dt{ ox, ,

oL
[axn_l J = _kn—2 (Xn—l - Xn—2) - kn—1(Xn—1 - Xn)
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donc

m, X, +K, (X =X, ,)+K, (X, , —X,)=0 est la(n-1)-iéme équation différentielle.

. oL ., dfoL o
Pour la nieme masse — [=mX, —|—|=mX
oX, dt{ ox,
oL
(&j = _kn—l (Xn - Xn—l)
donc

m, X, +K,, (X, —X,;) =0 est la nieme équation différentielle.

On remplace la solution X, = Asinat dans les équations différentielles (111.1), on simplifie

par Asinat, et on obtient le systéme d'équations suivant
~m?A +k (A ~A)=0
-m,’ A, +k, (A, —A)+k,(A —A)=0 (11.3)
My A+, (A = A) +ky (A —A) =0

—mia)ZA + ki—l(A - A—l) + ki (A - A+l) =0

_mn—la)2 Atk (AL —AL) KL (AL —A)=0
_mna)zp\m + kn—l(Aw - A\wfl) =0

Ces équations peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante
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(-me® +k) -k TA

_kl (_mZa)2 + k1 + kz) _kz A,

-k, (-m@®+k,+k;) -k, A

=0 (111.4)
ki (Mmoo’ +k+k), K A

_knfz (_mnfla)z + kn—2 + knfl) _kn—l Aw—l

- K, (Mo’ +k) | A

Le déterminant du systéme est du niéme degré en », il admet comme solution »” =0
et (n-1) racines distinctes donc (n-1) solutions positives correspondant aux (n-1) fréquences
propres.

I11. 1. 2. Les modes propres

La matrice obtenue est appelée la matrice de rigidité dynamique, [k - Ma)2] :

Le vecteur X, contenant les amplitudes A , A,, A, ... A ... A, A, est appele le vecteur

propre.
Le déterminant du systéme constitue 1’équation aux pulsations propres (fréquences propres).

A part la solution @* =0, donc @, =0, nous avons (n-1) solutions positives correspondant
aux (n-1) pulsations propres (fréquences propres), qui sont les @, avec ie(1, (n-1)).

@ = w, =0est appelée la fréquence du mode rigide, c'est-a-dire si I’amplitude A de la masse
M, est égale & wune wvaleur quelconque, par exemple 1, alors
A=1LA=1.A=1... A, =1 A =1 Clest-a-dire que le systtme se comporte comme
un solide qui n’a qu’un seul degré de liberté.

Il nous reste encore (n-1) solutions positives donc (n-1) pulsations propres (fréquences

propres) qui sont :
@, O Oy ... @ ... O ,. (111.5)

Nous avons donc (n-1) modes propres, puisque a chaque fréquence propre correspond un
mode propre de l'oscillation libre.
Dans chacun de ces modes interviennent simultanément tous les degrés de liberté avec une

concordance de phase puisque la solution du systéme d’équations est X = A sin(at).
Chague masse a une amplitude et un sens bien déterminés.
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Si on veut calculer par exemple le mode i,

correspondante @ dans le systéme

(2021)

Ch. Kandouci

il faut injecter la fréquence propre

d’équations, qui est représenté par la matrice

[k—wa] multipliée par le vecteur propre X, =[A, A, -, A ,,A] , seulement, la

matrice [k—Maf]devient singuliére (son déterminant égal a zéro), on utilise alors les

amplitudes relatives :

I11. 1. 3. Les déformées modales

A A A
, =—2 .a=—" . 4a , =—"=
A ATTA
A
a=_r=1,
A
azzizl_a)uzﬂ’
A K,
a :ﬁ:a _w_z(MlJFMzaz)
3 Al 2 1 k2
) k
a =—*=a -o =
A k1
n-1
M .a.
a =D _q 1—a).2‘z’; -
n A n-: 1 knil

Les déformées modales sont les courbes représentant les modes propres

Le premier mode (correspondant aw, )

=1

Figure I11. 2a.

Le deuxiéme mode (correspondant & ,)

21
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2 Noeuds ‘

S~

Figure I11. 2b.

Le troisieme mode (correspondant a @, )

3 Noeuds

| T

Figure 111. 2c.

Ainsi de suite jusqu’au (n-1)-ieme mode correspondant a la fréquence proprew, ,. Si les
calculs sont exactes, le nombre de nceuds dans une vibration est égal au numéro du mode
de la méme vibration, (voir figures (I111. 2a)-(I11. 2c)). Pour la configuration libre-libre, on
obtient:

-le premier mode, on a 1 nceud,

-le deuxieme mode, on a 2 nceuds,

-le troisieme mode, on a 3 nceuds, ainsi de suite.

I11. 1. 4. Orthogonalité des modes propres

Considérons le mode numéror et le mode numéro S, ces deux modes vérifient les équations

A A
A A,
(k-M@?)X,=0, avec X, =1 A’ et (k-Mw’)X,=0, avec X, =4 A’ (111.8)
A A
A A
On a donc les équations :
k-Ma&?)X,=0 = kX, =&’ M X, (111.9)
Kk-Ma?)X,=0 = kX, =M X, (111.10)
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On multiplie les deux membres des équations (I11.9) et (I11.10) par X et X/,

respectivement, et on obtient

XI kX, =a?X] M X, (111.11)
XTI kX, =a? XM X, (111.12)
rappel

XI<[A A o A AL A

X[ =[A A - A - AL A

La matrice k est symétrique, et la matrice M est diagonale, donc nous avons les égalités
suivantes
Xk X, =X kX, (111.13)
XST M X, :XrTM X, (11.14)

Compte tenu des particularités des matrices k et M, la soustraction des équations (I111.11)-
(111.12), produit

(X] kX )=(X{ kX, )=(af -2 )(X{ M X,)

donc
(0 -2 )(XI M X,)=0 (111.15)
puisque
(a)f # a)f) , parce que w, et o, sont deux fréquences propres différentes,
donc

(XI M X,)=0 ,etvuque M estune matrice diagonale donc (X, X,)=0

Ceci montre gue le mode numéro r et le mode numéro s sont orthogonaux. Les modes
propres sont dits orthogonaux.
Cette particularité est a I'origine d’une méthode efficace dite générale de recherche des
fréquences propres. Le terme ‘générale’ veut dire que la méthode s’applique non seulement au
systéme conservatif, mais aussi au systeme amorti et au systéme a parametre physique

(section) variable. C’est la méthode de Galerkin.

I11. 2. Vibrations libres non amorties de torsion des systéemes a n degrés de liberté,
(application au systéeme propulsif du navire)
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I11. 2. 1. Schéma et modéle du systeme analysé

L’étute des vibrations de torsion est similaire a 1’étude des vibrations axiales. Le calcul de ce
type de vibrations est exigé par toutes les sociétés de classification du navire, LIoyd Register
of Shipping (LR), Bureau Veritas (BV), DetNorskVeritas —Germanisher L’loyd (DNV-GL),

etc...
Le moteur principal est pris en considération. Les figures (1.3) et (1.4) représentent
respectivement un schéma simplifié et son modele de calcul des vibrations de torsion du

systeme propulsif du navire

Volant moteur

Hélice accouplement IZI IZI
=N T o]

][\‘

Figure I11. 4: Modéle discret de calcul de I’installation propulsive,
pour P’analyse des vibrations de torsion.

Si I’on compare le modéle de calcul schématisé sur la figure (111-1) avec le modele de la
figure (111-4) , on voit que:

-les masse en [kg]l (m, , m,, m, .. m, ... m_,, m ) ont été remplacées par les moments

d’inertie massiques en [kg.m?] (J,, J,, I, ... J; .. I, J),
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-les ressorts de traction-compression en [N/m] (k, , k,, ks, ... k; ... k,_,) ont été remplacés par
des ressorts de torsion en [Nm/rad] (C,, C,, C,,..C, ..C.,) ,
-les déplacements linéaires en [M] (X, X,, X5 ... X .. X4, X,) ont été remplacés par les

déplacements angulaires en [rad] (¢, , @,, @5, ... @, ... ¢,,, @,) autour de I’axe X' X .

I11. 2. 2. Equations différentielles du mouvement et fréquences propres

On obtient le systéme d’équations différentielles régissant les vibrations libres de torsion du

systeme propulsif, suivant
3@ +ki(p - 9,) =0
320, +Ci(@, —0) +Cy (0, —,) =0
3.0, +C, (0, —9,) +Cs(;—,) =0 (111.16)
Jig +Ci(o-01)+Ci(p-9.) =0
Jr10 1 +C (01— 0,5)+Cu(@ ) =0
Jof +Coa(9n —0,4) =0
On remplace la solution @ = A sinat dans les équations différentielles (111.16), on simplifie

par A sinat, et on obtient le systéme d'équations suivant
~3,0°A+C,(A—A)=0
~3,0°A, +C,(A,— A)+C,(A,— A) =0
—J;0° A+ C, (A = A) +Cy(A - A) =0

: (111.17)
_Jisz +Ci—1(A - A—1)+Ci(A - A1+1) =0

3, A4 Co (A~ A )+ Coa(AL— A)=0
—Jna)zA] +Cn—1(A1 - Aw—l) =0

Ces équations peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante :
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(-3,0°+C,) -C, A
-C, (-3,0°+C,+C,) -C, A,
—-C, (-J;0°+C,+C,) -C, A
=0 (111.18)
—Ciy (_‘]ia)z +C,+C) -G A
_Cn—z (—Jn710)2 + Cn—2 + Cnfl) _Cn—l AFl
L _Cn—l (‘]na)2 +Cn—1)_ L A“I |
Ces équations s’écrivent sous la forme suivante :
D[A] =0 (111.19)

A =0 représente la solution triviale, et le déterminant de la matrice D représente I’équation
des fréquences propres. Le systéeme n’admet de solution que si le déterminant est nul

ID|=0 (111.20)

Le déterminant du systéme est du nieme degré en @, il admet comme solution @, =0, (cas

de conditions aux limites libre-libre), qui représente la liberté de rotation de 1’ensemble autour

de I'axe XX, et (n-1) solutions positives correspondant aux (n-1) pulsations propres
(fréquences propres) de 1’oscillation libre angulaire, qui sont les @ avec ie(1, (n-1)).

A chaque fréquence propre correspond un mode propre. Dans chacun de ces modes
interviennent simultanément tous les degrés de liberté avec une concordance de phase

puisque la solution du systeme d’équations est ¢ = AsSinet. Chaque inertie a une

amplitude et un sens bien déterminés.

I11. 2. 3. Modes propres des vibrations libres de torsion

Le calcul des modes propres se fait en utilisant les amplitudes relatives comme pour le calcul
des vibrations axiales des systemes a n degrés de liberté. La position des nceuds est trés
importante et ne doit pas étre située au niveau d'un trongon d'arbre important, tel que le
vilebrequin du moteur, ou l'arbre porte-hélice. Le nceud représente la section la plus

sollicitée, c'est a dire, la position de la contrainte tangentielle maximale.
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Si on veut calculer par exemple le mode i, il faut injecter la fréquence propre

correspondante @, dans le systtme d’équations, qui est représenté par la matrice
[C-Ja’] multipliée par le vecteur propreX, =[A, A, - A AT . Pour éviter la
singularité de la matrice [C—Jaﬂ (son déterminant égal a zéro), on utilise alors les

amplitudes relatives,

A a5 _% La=A g Ba g —% (I1.21)

1 n

=
>

A partir du systéme d’équations on obtient :

o
I
>
L

Il
il
3,
Ol

iy

(111.22)

I
R
|
e

>|> =@

I11. 2. 4. Diagramme résonance-excitation

Dans le cas d’une installation propulsive avec moteur principal diesel & deux temps, les
excitations des vibrations de torsion sont les couples de torsion dus a la force des gaz et aux
forces d’inertie. Ces excitations sont données par le constructeur du moteur principal sous la

forme de série de Fourier suivante :
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q
M(t) =M, + > B sin(v z Q t+6),
v=l

v=1,2,..
z - designe le nombre de pistons du moteur.

M, représente le couple moyen a pleine charge, ¢ represente le nombre de composantes de

la série de Fourier.

(dans le cas d’un moteur a quatre tempsona v=0.5, 1, 1.5, ...)

La figure (111. 5) représente un exemple de diagramme résonance excitation d’une installation
propulsive, dont le moteur principal est a deux temps. A titre d'exemple, on a considéré
uniquement deux harmoniques du moteur, qui sont les deux premiéres composantes

dangereuses de la serie de Fourier.

100 -

804 /
604 e

40 /

N\

T T TR T T LI A A A | ||Q
01 2 3\% 7f910111213141516

vitesse critiques
Figure I11. 5: Digramme ’> Résonance-Excitation’.

Sur le diagramme ci-dessus, on a représenté la vitesse de rotation du moteur sur I’axe des
abscisses, tandis que les deux premicres fréquences propres sont représentées sur 1’axe des
ordonnées. Les deux lignes obliques représentent les deux fréquences des deux premieres

harmoniques du moteur a deux temps, (1z Q) et (2 z Q), respectivement.

A Pintersection d’une fréquence propre avec une fréquence d’excitation, on projette sur I’axe
des abscisses et on obtient la vitesse critique.

Pour éviter le phénoméne de résonance, la condition exigée par les sociétés de classification
est la suivante :

Q2>1.15w ou Q2 <1.15w

propre propre
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Exercice d'application

Lors de I’exploitation d’un groupe de machines, on a enregistré de fortes vibrations de torsion
a la vitesse de rotation 230 rad/s, (figure I1l. 6).
-Citer les possibilités permettant d’éviter ce phénomene.

-On opte pour un amortisseur type gomme, trouver sa rigidité adéquate.

Données :

J; [kgmz} - moment d’inertie de la machine motrice,

kgmz] - moment d’inertie de la machine réceptrice,

C = G—:O[Nm Irad] - larigidité a la torsion de I’arbre.

Figure I11. 6: Modeéle discret d'un groupe de machine.

Solution de I’exercice

C’est un systeme discret a deux degres de liberté ¢ et ¢,
Energie cinétique du systéme :
1., 1.
E.= E ‘]1¢12 +§J2(p22
Energie potentielle du systeme :

1
E,= Ecl(¢l _(02)2

Formalisme de Lagrange :

E(‘lj_[i]:o (-12),
dt\ oe. o0p,
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avec
1., 1.. 1
L=E.—E, = E‘]l?lz +§ ‘]2(/)22 - (Ecl((ol _(Pz)z)

. oL d( oL
i) = | LS lo0s, 4L lz54
) (a(pj 11 dt(é(/}lj 11

oL
(8_(01} =-C, (o —9,)

donc
J.¢+C. (¢, —¢,) =0 est la premiere équation différentielle
. oL d( oL
) = [a(pzj 22 dt(agsz ik
oL
[%j =-C.(¢,—9,)(-1) =-C\(p, — )

2

donc

J,%, +C. (¢, —¢) =0 est la deuxieme équation différentielle
Le systéme d’équations différentielle régissant les vibrations de torsion est donné par:

{J1¢1 +C(p—9,)=0 1)
3,0, +C(p,—¢) =0

Nous avons un systeme de deux equations différentielles couplées, la solution est :

@ =Asinot (2)
@ = oA cosat 3)
@ =—w’Asin ot (@)

Apres substitution des equations (2) et (4) dans le systéme d’équations (1), on obtient

J,(~&*Asinawt) +C (A —A,)sinat =0 )
J,(~@’ A, sinwt) +C (A, — A)sinot =0

On simplifie par sinat, et on obtient :

30" A +C (A~ A) =0 ©
~3,0° A, +C,(A,~A) =0
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Le systeme d’équations (6) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

-Jo*+C, -C, || A
1 12 1 (7)
—C, -J,0*+C, || A
Le déterminant du systéme est
det=(—J,0" +C,)(-J,0" +C,) -C/ =[ J,J,0" - ’C,(J, + J,) | + C} —C}
det=0’[ J,J,0° ~C,(J; +J,) |

det=0 = o =0=aw,=0
ou

3,3,0° =C,(3,;+3,)=0 donc @, = /%
1v2

Puisqu’on a enregistré de fortes vibrations avec la vitesse d’exploitation Q=230 rad /s, donc

cette valeur est une fréquence propre du systéeme donc :
Oprop. = G0 +J) =230 rad/s
l Jl‘]2

Pour éviter ce probléme, le groupe de machine doit fonctionner a une vitesse
Q>(1.15)230rad/s ou Q<(0.85)230rad/s

Premier cas:

par conséquent

2202'20 =2527.070 tours/min  ou Q< (0.85)% = 1867.834 tours/min.

Q> (1.15)

Deuxiéme cas:

Si on est obligé de faire fonctionner le systéme a la vitesse 2=230 rad /s, on doit changer la
fréquence propre du systéme, ce qui veut dire, changer un parametre dynamique du systeme
(larigidité C, du systéme), qui vérifie la condition :

230> (L.15)@,,, ; oop. €St 12 nouvelle valeur de la fréquence propre qu'on veut avoir)

@D prop. = /% (C, est la nouvelle valeur de la rigidité de I'arbre qu'on doit avoir)
1¥2
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donc

230: Cl(‘]1+‘]2) > (115) Cl(‘]l+‘]2) = Cl("]1+‘]2) 2(115)2 Cl(‘]1+‘]2)
J3,J, J,J, JJ, JJ,

= C,>(1.15)°C,

LG 6O
L L

= |, > (L.15)°1,

4 J4
- 79 5 (1152 70
32 32
- d*
- (1.15)°

d=d /% ., on doit donc diminuer la valeur du diamétre de l'arbre.

d est la valeur limite que doit avoir le diamétre afin d’avoir
Q=230 > (L.15)@, o

On peut aussi éviter la résonance en faisant fonctionner le groupe de machine a une des

vitesses inférieures a la fréquence propre. Avec des calculs similaires on obtient la relation

suivante

230: Cl(‘]l+‘]2) S(085) Cl(‘]1+‘]2) = Cl(‘J1+‘J2) S(085)2 Cl(‘]1+‘]2)
JJ, JJ, J,J, JJ,

= C,<(0.85)°C,

Gl _ gy G
L L
= 1,<(0.85)°1I,
4 J4
zd < (0.85)? zd
32 32
4
4 > d—
(0.85)?

d=d /% , on doit donc augmenter la valeur du diameétre de l'arbre.

=
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De cette fagon, on a changé la frequence propre. Cette solution est appelée en langue
anglaise, shifting from resonance to the left side , ou shifting from resonance to the right
side. La fréquence d’exploitation est supérieure (ou inférieure) a la fréquence propre du

systeme. Le systeme dans ce cas est dit flexible ou rigide selon le résolution choisie de

diminuer ou d'augmenter le diametre.

Troisiéme cas:

On veut garder la vitesse d’exploitation QQ=230rad /s et ne veut pas changer le diametre.

Dans ce cas il faut calculer la rigidité C de ’amortisseur qu’on doit ajouter au systeme,

amor.

figure (1-7) :

J; J,

/Cl
X '_ ................... [« _>X
Amortisseur type gomme
%1 P2
Figure (I11. 7).
Le systeme équivalent est le suivant :
N J
/Céq.
X'_ .......................... _>X

La rigidité équivalente est :

1 1 1
- =4
Ceq. Cl Camor
= C — Clcamor
eq. Cl + Camor

Dans ce cas la fréquence propre du systéme est :
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G (1 +d,)
a)prop._ .J.J
(J:d,)

0 =2302(L15)w,,,

Ce,. (3 +3,)
= 230>(L.15) /‘*(J—J)

Ceq.(‘]1+‘]2):>C < J,J,(230)°
(3,3,) “ = (1.15)2(J, + J,)

Pour éviter la
résonance il
faut avoir

= (230)% > (1.15)

Onprend C_ = 917,(230)°
* T (L15)P (3, +3,)

Connaissant la rigidite C,, , on peut déduire la rigidité C de ’amortisseur :

éq. amor.

1 1 1 1 1 1
- =+ = = I
Céq. Cl Camor. Camor. Ceq Cl
= C Céq.Cl
- GGy,

34
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IV. Vibrations des Systemes Continus

Les ¢léments de construction sous forme de différents types de poutres, plaques etc...
executent souvent des mouvements vibratoires. Dans ces éléments, la masse est répartie
habituellement de fagon continue, tandis que les liaisons élastiques en font un tout
indissociable. Le probléeme de vibrations des systemes a masse répartie (appelés systemes
continus) est plus difficile que ’analyse des systémes a masses concentrées, parce qu’on doit
résoudre des équations différentielles a dérivées partielles.

Ces systemes possedent une distribution continue de la masse et de I'élasticité. Pour simplifier
les calculs, ils sont considérés comme homogeénes, isotropiques, et obéissant a la loi de Hooke

avec:

o : Contrainte normale;
E : module de Young,
&  Déformation

Le calcul de la position de chaque particule dans le corps élastique exige une infinité de
coordonnées, ainsi chaque corps posséde un nombre infini de DDL. L'avantage de ce type de
modeéles réside dans l'analyse directe de la structure a étudier sans avoir recours a sa
modification (discrétisation). On se limite dans ce chapitre a discuter les éléments de base de

ce domaine.

IV. 1. Vibrations longitudinales (axiales) d’une poutre

On considére la poutre homogene simple, a section constante A, réalisée avec un matériau
lineaire et élastique, a coefficient d’¢élasticité longitudinale constant E et masse volumique p
(figure 1V .1).0On suppose que le mouvement des sections de la poutre s’effectue suivant la
direction de I’axe X. Le déplacement d’une section quelconque de la poutre est fonction de

deux variables qui sont la coordonnée x et le temps t.

AY a
u+—adx
R

e

. . (oxA);— F—= o + 1% 404
o S

X

-
> X

-

Figure IV. 1.
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Sur I’élément de longueur dx , séparé de la poutre, agisse a I’instant donné t, d’un coté la
force (6,A4) , etde l'autre coté la force (o, +%dx)A. L’équation de mouvement de
I’élément est
o%u oo
Adx —= (o, +—>dx)A- (0, A
P 6tz ( X ox ) ( X )
o’u oo
Adx—=—%dxA ; u=u(xt 1IV.1a
pdde—7=— (1) (IV.1a)
Aprés simplification, on obtient
ou_oo,
P
La déformation relative dans la direction de 1’axe x de la poutre est
ou
&, =—
OX
cette déformation s’exprime selon la loi de Hooke par
o, =E¢, = Ea—u (IV.1b)
OX
aprés remplacement de I' équation (1V.1b) dans 1’équation du mouvement (1V.1a), on obtient
o’u  , 0
——C —= V.2
ot? ox’ (v-2)
avec
E
cP=— (1V.3)
P

L’équation (1V.2) est appelée 1’équation d'onde, elle est vérifiée par toute equation ayant la

forme
u=f(x+ct)+ f,(x—ct) (IV.4)
(ceci peut étre vérifié par substitution dans 1’équation). ou les composantes f et f,

représentent 1’onde, se déplagant dans la poutre dans deux directions opposées. c est la
vitesse. Cette vitesse dépend des constantes du matériau qui sont le module de Young E et la
masse volumique p.
Pour analyser les vibrations longitudinales de la poutre, il faut résoudre 1’équation (1V.2).
Pour y parvenir, on applique la méthode dite de séparation des variables (méthode de
Fourier), cherchant la solution sous forme du produit de deux fonctions a une seule variable
chacune. Le produit :
T(t).X(x).
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On écrit donc
u=u(x,t)=T()X(x) (IV.5)

Aprés substitution de 1’équation (1V.5) dans I’équation (1V.2), on obtient

TE)X(X)=Cc*T(t)X"(x) =0 (1V.6)
ou

.o dPT(Y) von A2X(X)

TO="gz  XW="4p

En considérant une vibration harmonique, c-a-d,

T@t)=sinot = T(t)=wcosat et T(t)=-w?sinat
et en séparant les variables, 1’équation (IV.6) s’écrit sous la forme

TO_ X0 __

= = (IV.7)
T(t) X(x)
A partir de I’équation (IV.7), on obtient les deux équations différentielles ordinaires suivantes
T(t)+o’T(t)=0 (1V.8)
602
X”(x)+c—2X(x) =0 (1V.9)

Les intégrales générales des équations (1V.8) et (1\VV.9) donnent respectivement les fonctions

T(t)= A coswt + A, sin at (1V.10)

X(x)=B, cos%x+ stin%x (Iv.11)

ou
A , A —sont des constantes définies par les conditions initiales,

B, , B, — des constantes définies par les conditions aux limites.

Exercice d’application

Etudier les vibrations longitudinales naturelles (libres), de la poutre homogéne simple

encastrée-libre, de longueur | , schématisée sur la figure (1V.2).
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Figure V. 2: Poutre homogéne a section constante.

WX . X
X(x) =B, cos?+ B, smF
Les conditions aux limites sont
a x=0, ona u(0,t)=0
a x=l, ona:l'effortnormal N,_,=0 doncs,, =0 P
€y = d_u =0
dX x=1
Tenant compte de ces conditions aux limites dans les équations (1V.5), on obtient
X(©)=B,=0 (IV.12)
XU =-28sin 2+ 28 cos? o
C C C C
= —a)Blsingl+a)Bz cosgl =0
C C

Par résolution de ce systeme d’équations on obtient :

B =0
ol (IV.13)
cos—=0
C
kzr\/E
= o= 2Ip avec k=1, 3,5,., (IV.14)
i=1, 2 3.,

Les deux premiéres basses fréquences propres sont :

= o= 0 correspondanta k=1
3r \/E
®,= o) P correspondanta k=3
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L’équation (1V.14) démontre le nombre infini de fréquence propres des vibrations naturelles
(libres) de la poutre, qui représente un systeme a une infinité de degrés de liberté. En

attribuant les valeurs de ®;, on a les constantes correspondantes A; et A, dans I’équation

(IV.10). La sommation des différentes solutions nous donne la solution générale des

vibrations libres de la poutre encastrée-libre sous la forme

u= sm—[Al,co —+A,si ma] (IV.15)

i=135...

Dans 1’équation (IV.15), la constante B,n’apparait pas, car on considére qu’elle est incluse
dans les constantes Aj,et A,. La constante B, étant déja trouvée égale a zéro (voir Eq.

IV.13). Pour trouver les constantes A; et A,., il faut tenir compte des conditions initiales. Si

la poutre a été initialement pendant un bref moment, soumise a une force de traction P,
provoquant son allongement unitaire ¢, =a, les conditions initiales peuvent étre écrites

sous la forme suivante:

a t=0 ona U=gx (IV.16)

quand t=0 ona uU=—=0

A partir de la premiére condition de I’équation (1V.16), on obtient

> Ai.sm —80 (IV.17)

i=135...
la deuxiéme condition de 1’équation (1V.16) est vérifiée lorsque A, =
Les constantes A; sont déterminées comme coefficients du développement en série de

Fourier, de la fonction f(x)=¢,x, on obtient

|
ITx

.—Igjf(x)sm dx_—jxsi —dx—8€0 -1

3 21

i1
2

on remplace la valeur de A; et on obtient finalement la vibration u sous forme de série de

Fourier
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i1
2

sin'ﬂcos@ (1Vv.18)
21 2

Sur les figures (1V.3) sont representées les formes des vibrations pour i=1, 3 et 5. Avec

u=uxt)= Sﬂig'z (_ilz

I’accroissement de I’indice i, les formes des vibrations correspondantes diminuent trés vite.

Ceci résulte de I’équation (1V.18),dans laquelle, le coefficient de I’amplitude est inversement
proportionnel a 2,

Do
(i=1) ﬁ/* e

NENNNN

(i=3) g ¢ 1 &8e,/Q
1 98 =* &

/ |
i=5) / 1§85/
¢ ) T25?77:2 =3

Figure IV.3: Les trois premiers modes ou formes des vibrations.

IV. 2. Vibrations transversales des poutres

IV. 2. 1. Modéle de la poutre d'Euler-Bernoulli

Consideérons les forces et les moments agissant sur un élément de poutre comme indiqué sur la
figure IV. 4, [4]
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%N
P () dx
'Vc TTTTTl >M +dm
\V4 ﬂ—bdx VvV +dvVv
o > %
Figure (1V.4).

V et M représentent respectivement, I'effort tranchant et le moment fléchissant, P(x)
représente la charge de la poutre par unité de longueur (charge répartie).
La sommation des forces sur I'axe des (y) implique:

dV —P(x).(dx) =0 (1V.19)
La sommation des moments donne

dM—vux—%Pa)mmzzo (1V.20)

de I'équation (IV.19), ona

dv

—=P(x
o (x)
y-M (IV.21)
dx
d’™M dv
=" —P(x V.22
dx>  dx () (V.22
D'apres la théorie de flexion des poutres [4] on a
d?y
M =El — V.23
V. (IV.23)
En remplacant (1V.23) dans (1V.22), on obtient:
d? _ d?y
—(El —) = P(x V.24
dX2( dX2) (%) (IV.24)

Pour une poutre vibrant autour de sa position d'équilibre, sous I'action de son propre poids, la

charge par unité de longueur est égale a la charge d'inertie due a sa masse et son accélération.
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Puisque la force d'inertie a la méme direction que P(x) on obtient (on supposant un

mouvement harmonique):

P(x) =gw2y (IV.25)

w o
ou — est la masse par unité de longueur.

En utilisant (IV.25), I'équation de la vibration transversale se réduit a

2 2
%(EI %)—g.a)zyzo (IV.26)

Dans le cas ou la rigidité a la flexion est constante, définie par le produit EI , I'¢quation

(IV.24) peut étre écrite comme suit:

4
El M—W.aﬁy:o (IV.27)
4
dx® g

2

. . W,
En introduisant la constante A% = Elw
g

,0n obtient 1’équation des vibrations:

dy

W—A“y:O (IV.28)

Dont la solution générale est la suivante :

y = y(X) =a.chA.x+b.shA.x+c.cos A.x+d sin 1.x (1V.29)
IV. 2. 2. Résolution de I'équation générale (cas d'une poutre sur deux appuis simples)

Considérant la poutre a section transversale constante d'aire A, reposant sur deux appuis a ses

extrémités (figure 1V.5)
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- X
“—X o le— dXx -
yY
(i=1)
(i=2)
(i=3)

T

Figure IV. 5: Poutre sur deux appuis simples et les modes
propres de ses vibrations transversales.

Dans le cas d’une sollicitation statique q(N/m), 1’équation de la ligne de flexion est donnée par

la résistance des matériaux

El,—2=q (IV.30)

ou EIl, — désigne la rigidité & la flexion verticale de la poutre. Dans le cas de vibration de la

poutre, la flexion y est fonction de deux variables : ’abscisse X et le temps t.
En appliquant le principe de Dalembert, on peut examiner les vibrations transversales de la
poutre, comme une poutre sollicitée par un systéme de forces d’inertie. En considérant

I’hypothése de petite flexion de la poutre, on prendra en compte la force d’inertie due a

g .0 , L14 . ) 21k
I’accélération y:at—Z dans le sens de I’axe y. La masse élémentaire dm de 1’élément de

poutre de longueur dx et de masse volumigue constante p est:
dm= pAdx
la valeur de la force d’inertic dF de I’élément est donnée par la formule suivante
dF =-ydm = -pAydx

L’intensité de la charge de cette force d’inertie est
dF

_9F g
O dx pPAY
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On remplace q=0; dans I’équation (IV-30) et on change la dérivée ordinaire en dérivée

partielle, on obtient

o’y 0%
—-+a"—-=0; =yt V.31
preai e y =y (IV.31)
avec
a=Elz
Ap
On cherche la solution de 1’équation (1V.31) sous la forme :
y = y(x,t)= X(Acoswt + Bsinwt) (IvV.32)
ou:
X = X(x).

Si 'on remplace 1’équation (IV.32) dans I’équation (IV-31), on obtient 1’équation
différentielle de la fonction de forme X=X(x)

4
X
ddx4 —A'X =0 (1V.33)
ou:
24 Lo _ oA
: :
a El,

La solution générale de 1’équation (1V.33) a la forme

X(x) =C;sinAx+C, cos Ax +C, sinh Ax +C, cosh Ax (1V.34)

Les constantes C,,C,,C, et C, s’obtiennent a partir des conditions aux limites du probléme.

Pour le cas la poutre sur appuis simples, schématisée sur la figure (I1V.5), la fleche yet le

i 0 A . "
moment fléchissant M :—EIZa—Z/ devraient étre nuls. Par conséquent on a les conditions
X

aux limites suivantes:

2
a)a x=0, ona X(x=0)=0 et sz(x) =0
dx® |
2
byax=l, ona Xx=h=0 et X _g
dx® |
Les conditions (a) nous donnent
C,=C,=0
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Les conditions (b) conduisent au systéme d’équation
C,sinll+C,sinhAl =0
-C,sinAl +C,sinhAl =0
Pour que le systéme d’équations obtenu ait une solution non triviale, il faut que le déterminant

de ce systeme soit nul, donc

sinAl sinhAl B
-sinAl sinhAl|
ou:
sindl.sinhAl =0 (IVv.35)

Vu que sinhAl =0 seulement lorsque Al=0, ce qui implique »=0( la solution triviale), il
faut donc prendre en considération
sinil =0 (1Vv.36)

L’équation (1V.36) est vérifiee lorsque o,/ prend les valeurs suivantes
Al=jrou j=1 2.
Ces valeurs nous permettent de déduire les fréquences propres des vibrations transversale
naturelles de la poutre schématisée sur la figure (1V.5), qui sont
14 12
z:wﬂz[&j :>a)=ﬂz{&j
El, Ap

j7T
pour A; = JT , on trouve

22 2
; =1z “ =L, (IV.37)
I Ap

Sur la figure (IV.5) sont aussi représentées les trois premiéres formes de vibrations
naturelles.

Exercice d'application

Déterminer la basse fréquence des vibrations naturelles de la poutre a section constante,

encastrée-libre, schématisée sur la figure (1V.6)
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Figure V. 6: Poutre encastréee-libre vibrante.

La solution générale concernant la fonction de forme X(x) est donnée par 1’équation (1V.34),
ona:

X(x) =C,sin Ax+C, cos Ax+C,sinh Ax +C, cosh Ax

Les conditions aux limites pour la fonction de forme sont:
a) - a la section de I’encastrement, la fléche est nulle aussi bien que la rotation de la section
par flexion, donc :

ax=0 ona X(x=0)=0 et ((jj—x = X(0)=0

x=0
2

b) — a extrémité libre de la poutre, le moment fléchissant M =—El, a—zl ainsi que 1’effort
X

3
tranchant T = M_ —El, 6_2/ sont nuls, donc :
OX OX
X °X
a x=l ona: d =0 et d ;=0
dx dx

A partir de ces conditions aux limites, on obtient I’équation des fréquence propres suivante:
cosh/l.coshAl =-1
qui doit étre vérifiée pour que la solution du probleme ne soit pas triviale. La plus petite
racine de cette équation est
Al =1.875
D’ou I’on obtient la valeur de la basse fréquence propre des vibrations transversales de la

poutre schématisée sur la figure (1V-6)

352 [EI,
@ 1>\ p4
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Pour le cas de la poutre sur appuis simples, schématisée sur la figure (IV-5), la fleche y et

— 0° : . . .
le moment fléchissant M :—EIZa—g devraient étre nuls au niveau des appuis. Par
X
conséquent on a les conditions aux limites suivantes:
2
a)quand x=0 on a X(x=0)=0 et d XZ(X) =0
dx® |,
2
b)quand x=I ona X(Xx=1)=0 et d dxgx) =0
X
x=I

Les conditions (a) nous donnent:
C,=C,=0
Les conditions (b) conduisent au systéme d’équation:
{ C,sinAl+C,sinhAl =0
-C,sinil+C,sinhAl =0

Pour que le systéme d’équations obtenu ait une solution non triviale, il faut que le déterminant

de ce systéme soit nul, donc

sinAl sinhAl B
-sinAl sinhAl|
ou
sinAl.sinhAl =0 (©

Vu que sinhAl=0 seulement lorsque Al =0, ce qui impliqgue w=0( la solution triviale), il
faut donc prendre en considération
sinAl =0 (d)

L’équation (d) est verifiée lorsque ;| prend les valeurs suivantes

/1j| =jzou j=1 2,..
Ces valeurs nous permettent de déduire les fréquences propres des vibrations transversales

naturelles de la poutre schématisée sur la figure (1\V-5), qui sont

j°z% |El
o= = ()
I Ap

Sur la figure (IV.5) sont aussi représentées les trois premiéres formes (modes) de vibrations
naturelles transversales.
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IV. 2. 3. Méthode de Rayleigh

La méthode de Raleigh est une méthode énergétique appliquée au systeme conservatif,

utilisée pour le calcul approximatif de la basse fréquence propre des vibrations naturelles.

Dans le cas des vibrations transversales (vibrations de flexion) d’une poutre de rigidité EI,,

I’énergie élastique V tenant compte uniquement du moment fléchissant M est donnée par la

formule

| M 2
V= [ ———dx (1V.38)
) 2EI,

qui aprés substitution de I'expression du moment fléchissant dans I'équation (1V.23) on
obtient

1|
=L e (y")2dx
2! %)

Sachant que la vibration y = y(x,t) = X (x).T (t), avec T (t) =sin wt, I’énergie élastique

maximal V, ., correspond & T(t)=sinwz=/on aura:

1 b2
vmax=§£E|Z(x (x))2dx (1V.39)

La masse élémentaire d’un trongon de longueur dx est
dm = pdv = pAdx

cette masse élémentaire a pour énergie cinétique

CE, =3dm(ay(x’t)]2 =1dm[—6(x(xm”j2 =3dm(X(x))2(mj2 _
2 ot 2 ot 2 dt

- % dm(X (x))° (T (t))2 = %dm(x (x))* (wcos wt)

(IV.40)

2

L’¢énergie cinétique maximale de cette masse ¢lémentaire dm correspond a par cosat =1,

on obtient
(o] S %dm(X(x))za)2

d’ou I’énergie cinétiqgue maximale de poutre
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E,.. %Ij PA(X (X))?@’dx (IV.41)

0

Dans I’équation (1V.41), on a remplacé dm par pAdx.Pour le systéme conservatif, on a

Eoo =V

cmax max

d’ou I’expression de la fréquence propre

_I[EIZ(X”(X))de
0)2 _ 0

[ PA(X (x))*dx

(IV.42)

NB : Avant d’appliquer la méthode de Rayleigh, il faut trouver la fonction de forme X(x),

correspondant a la basse (premiére) fréquence propre, donc correspondant au premier mode

naturel (propre). La déformée statique est considérée comme la premiére déformée modale.

Exercice d’application de la méthode de Ravleigh

Déterminer la basse fréquence des vibrations transversales libres, de la poutre encastrée a son

extrémité gauche et supportant une masse M a son extremité droite (figure 1V.7).

Yy
Figure IV. 7: Poutre supportant une masse a son extrémité libre.
Solution

La figure (1V.8), schématise la déformée statique sous I’effet du poids P de la masse M. Dans
la méthode de Rayleigh, cette déformée statique est considérée comme le premier mode
(premiere déformée modale) des vibrations de flexion appelées aussi vibrations transversales,

X P= Mg
%
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Figure 1V. 8: Poutre déformée statiquement sous I'effet
du poids de la masse M.

On utilise donc la résistance des matériaux pour trouver 1’équation de la ligne de flexion,
figure (1V.9) :

VoS

MFP'(\ erlf(X)
—7 B

Ty

Figure IV. 9: Forces et moments agissant sur la section d'abscisse (x).

Des équations d'équilibre résultent les égalités suivantes :
R.=P, M,=PI

A

-Le moment fléchissant a la distance x de ’encastrement est :
M, (X)= R,x- PI (1)

Dans le cas d’une poutre simple (de Euler-Bernouli) de rigidité El, , avec 1’axe y dirigé vers
le bas, 1’équation de la courbure de flexion sans tenir compte de I’effort tranchant est :

El, X €x)=-M () )

Tenant compte de 1’équation (1) on obtient :

_ 1
X #x)= =B (PI- R\X) 3)

z

L’équation (1V.41) nous donne :

1! 1! 1 ?
V. ==|El (X"(x))’dx==|EIl | —(PI-R,x) | dx
= 5 JELOCOO = Z(EIZ( A)j

On obtient

|
__1 [(P1-R %)% dx
0

™ 2E,

Tenant compte de R, =P, on obtient
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213
v =P
6EI,

Il reste a trouver la fonction de forme X(x) pour trouver la valeur de 1’énergie cinétique totale

E =E +E

cmaxtotale cmax poutre Ccmax masseM

1] .
Ecmax poutre — EJ./DA(X (X))2 C()de
0

1

E = > MV?Z, V,, représente la vitesse de la massse M

cmasseM

VM:(W(x,t)j :(G(X(X)T(t))j :(X(X)dT(t)] :(X(X)dsina)tj

ot ot dt dt
Vu =(X(X)@cosat) = X(l)wcos ot
L’énergie cinétique maximale de la masse M correspond acos wt =1, on trouve :

s =M (X0 = I (X)) @

cmaxmasseM

L’intégration de I’équation (3) nous donne :

=L - R X
X €)= el (PIx- R, 5 )+ C
et
1 X X
X(X)— El (PI?' RA €)+ Cx+ D (5)

z

A I’encastrement a la limite gauche de la poutre, on a X €¢0)=0 et X(0)=0, par

conséquent :
C=0 e D=0

d’ou:

1] 1] X’ X\
E == [ pAX (%)’ @’dx == [ pAw’| Pl——R dx
cmax poutre 2_‘[p ( ( )) 2«(['0 [ 2E|Z A6E|Z]

Avec R, =P on obtient
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! 2 3 ) I 4 5 6
Ecmaxpoutre::lj-pAa)2 PIX—_PX— dle pAza)ZJ‘ P2|2X——2P2|X_+P2X_ X =
2+ 2El, 6El, 2 (El,) 5 4 12 36
6 7 3\ 7 7 7
Xiop X ) L pA pfpel pel pe U
o 2(EL) 20 36 367

5
1A P X py
2 (E1,) 20 36 367

6 6 6 6 6 6
I el el g L) LM afpel pel e |
2 (EI) 20 36 36.7) 2(El) 20 36 367

m= pAl représente la masse de la poutre.

On remplace x=l dans I’équation (5) et on obtient :

1 I’ P PI®

=g P P9

z

On peut maintenant trouver 1’énergie cinétique maximale de la masse M

E g = 5 M (X (D)’ =2 Mo (X)) =
3 )2 216
Lo P Ly P
2 3EI,) 2"  9(El)

Sachant que le systéme est considéré conservatif, on a

VmaX = ECmaXtOtale = ECmaX pOUtre + ECmaXmaSSeM
donc
213 6 6 6 216
PUE_L m pfpel pelpe I ) L oy P
6EI, 2 (El) 20 36 367) 2 9(El)
d’ou
213 6 6 6 216
PIE_L m pfpel el g I ) L ey P
6EI, 2 (El) 20 36 367) 2 9(El)
P2|3
) 3EI,

@ = 6 6 6 216
Lz ZL_p2L+p2 I +ML2
(ElL) 20 36 36.7 9(ELl,)

IV. 2. 4. Méthode de Verechagine
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Dans I'exercice précédent, on avait I'équation de flexion

El, X #x)=-M; (X)
donc
ELLX §)=-§ M, (x)dx b ELXM=-0 ((‘) M, (x)dx)dx (IV.43)

Lorsque le digramme des moments fléchissant est une figure dont on connait le centre de
gravité, tel que un rectangle, un carré ou un triangle, on utilise la méthode de Verechagine
(Verechtchaguine), pour trouver la valeur de cet double intégral, qui nous permettra de

trouver 1’équation de la ligne de flexion x(X).

Figure (1V.10).

Le diagramme réel des moments fléchissant correspondant est

| M, (x=1)=0

Figure (1V.11).

On veut trouver ’expression de la fonction de forme de flexion X(x), a un point quelconque
X. On enleve la force P et on applique au systéeme une force unitaire F=1, au point considéré

d'abscisse x (figure 1\V-12).

Figure (1V.12).
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On obtient le diagramme des moments fléchissant suivant :

- S

1

< X =}

Figure 1V.13: Diagramme des moments fléchissants dus a
la force unitaire.

Ensuite on calcule la surface Si:

1 1
S, = Z(xxX)= =x° V.44
= 0= (1v.44)

Le centre de gravité de ce triangle est situé a la distance x/3.

On revient au diagramme réel des moments fléchissant et on calcule le moment fléchissant en

ce point

ﬂa.i)

| 3
Mf(x=0)=Plﬂ7ﬁ\
‘ T M, (x=1)=0

I |

x/3

Figure 1V.14: Diagramme réel des moments fléchissants.

Ensuite on multiplie cette valeur par la surface S; et on trouve :

pl . x.1 , Px*, X
—(-2)=x"=—(-= V.45
J-g)ox=—-0-2) ( )
D’ou I’équation de la ligne de flexion
pl . x.1 , Px* X
XxX)=—(1-2)=x"=—(1-= V.46
0= x=—-0-2) ( )

IV. 2. 5. Méthode de Ritz

Cette méthode est appliquée aux systémes conservatifs, elle est basée sur le choix des

fonctions de forme X(x), qui minimisent l'intégral
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t2
| = [E(x byt (1V.47)
tl
avec ) devient une fonction
E=E.-E,
On remplagant X(x) par
X(X)=ay(X)+ay, + 8. +ay, (X) (1Vv.48)

ou y; sont des fonctions approximatives.

La condition sur le choix des y; (x) pour I'étude des vibrations par la méthode de Ritz, est de
vérifier les conditions aux limites, et pas forcément I'équation des vibrations. L'intégral (1V.47
des coefficients g

I =1(a,8y,.c..... a,) (1V.49)

Pour que l'intégral 1 soit minimal, elle doit satisfaire aux conditions suivantes:

a. 0 (1v.50)
08

1V. 2.6. Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin repose sur le principe d'orthogonalité des modes propres. Galerkin en
a profiter pour I'appliquer a l'orthogonalité entre I'équation régissant les vibrations et les

fonctions de formes approximatives vérifiant le champs des déplacements

L 2
=[x —% X); (X).dx = 0 (IV.51)
0
Si l'on pose:
L
w :IEI.X'V wi(x).dx=0 (IV.52)
0
et
L
T = jp.x wi(X).0x =0 (IV.53)
0
o 2 2 W
L'équation (IV .51) donne : W-0T=0 = "= T

@ étant la pulsation (fréquence) propre.
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Exercice d’application de la méthode de Galerkin

Trouver les fréquences propres de vibration d'une poutre encastrée-encastrée de longueur L,
de rigidité a la flexion El , et de masse par unité de longueur m (Fig. 1V.15) a l'aide de

meéthode de Galerkin avec les fonctions approximatives suivantes :

@, =C0S ZLLX—l} (1)
@, =CO0S 4LLX—1} 2
y = X
< X > [
L >

Figure (1V.15).
Solution

L'équation regissant les vibrations transversales de la poutre est donnée

IW _ g =0 ®)
dx
ou
s M’
B = £l (4)

avec o désignant la fréquence propre de vibration de la poutre. En utilisant les fonctions

approximatives (1) et (2), la supposée fonction de forme est:

W(x) =Ci, +Cop, =C, cos[zil_x —1} +C, 005{4—7?(—1} (5)

La substitution de I'équation (5) dans I'équation (3) donne le résidu comme

o7\ " 27X 4 47\ 4 47X "
R(Cl,CZ):ClKTj -p }COS(TJ%—Clﬂ +C2HT) - p :ICOS(TJ—FCZIB (6)

La méthode de Galerkin donne

L
j Rpdx=0  i=1,2 )

x=0
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qui peut s'exprimer en utilisant les équations (6), (1) et (6), comme

o| () o o2
{(“%l“—ﬂﬂw (“’EXW

L
ICOS(@— J dx=0
L

x=0

dx=0

' (4ﬂx J
.[ Cos| ———
x=0 L

ou bien
1\(2x ) 4 4 4 _
Cl{§|:(Tj -p }ﬂ }_Czﬂ =
4 1| (4r ’ 4 4l _
—C.p +C2{E{(T] -p }—ﬂ }—0

Ch. Kandouci

(8)

(9)

(10)

(11)

Pour une solution non-triviale des équations (10) et (11), le déterminant de la matrice des

coefficients Cy et C, doit étre egal a zéro. Ce qui donne

%{(Z{J —ﬂ“} P
o g

(12)

Apreés simplification de I'équation (12), on obtient I'équation des fréquences suivante

(AL) ~15.900(pL)" +7,772,000 = 0

La solution de I'équation (13) est

pL =4.741 ou 11.140

Ainsi, on obtient les valeurs de la premiére et la deuxieme fréquences propres:
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2248 [EI 2248 [EI

y Q.
> \m S

Les vecteurs propres correspondants aux fréquences propres w, etw, peuvent s'obtenir par

résolution de I'équation (10) ou (11), avec la valeur appropriée de S . Les résultats sont les

c,|' (230
-Pour o, = (16)
C, 1.0

c,|® [-0.69
-Pour w, : = (17)
C, 1.00

IV. 3. Modele et équations de Timoshenko

suivants:

Considerons un elément de poutre en mouvement, a 1’ instant (t) comme sur la figure (1V.16),

[5]

X« 0

Figure 1V.16. Position fléchie d’un élément de poutre de Timoshenko.

Cet élement aura un déplacement U par rapport a sa position d'équilibre et la rotation de sa
surface extérieure est divisé en deux composantes y et y, par definition représentant

respectivement, la rotation due au moment fléchissant et celle due a I'effort tranchant. Il en

résulte:

d—u:t//+7/ (IV.54)
dx

Considérons maintenant les forces et les moments agissant sur ce méme élément (figure 1V.
17)
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"S
M+de
PR

T+ ﬂdx
9x

v

y

Figure 1V.17. Forces et moment agissant sur un élément poutre.

Suivant la théorie de flexion des poutres de Timochenko [5], on a

V= (IV.55)
dx
T =kGAy (1V.56)

ou T désigne l'effort tranchant, A l'aire de la section transversale, G le module de Kirchhoff, et

k le facteur de correction du cisaillement.

Des équations (1V.54) et (IV.56), on obtient
= du
T= kGA(&—W) (IV.57)

L'équation de mouvement de rotation de I'élément de longueur dx est donnée par

™M _ 7y

T.dx+dx.— = p.l adx V.58
% P 3 ( )

En substituant (IV.55) et (IV.57) dans (1V.58), on obtient:

Py —. du o’y
El = +kGA(——y)—p.| — = V.59
PV &Pl (1V.59)

L'équation de mouvement de translation de I'élément dx est

2
Z—ldx - p.AZt—l;.dx (IV.60)

On substitut T par son expression donnée par I'équation (1V.57), on obtient
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2 2
p. Aa—— kGA(a—u— a‘/’) -0 (IV.61)
ot?
On dérivant I'équation (1VV.59) par rapport a (x) on obtient
3 2 3
Ela— kGA(a—”—a—‘”)— a‘”zzo (IV.62)
e oxot
On additionnant les équations (1V.61) et (IV.62), on obtient
Py o2 Oy
El + pA——pl =0 V.63
o e P xa (1V:63)
De I'équation (IV.61), on a
2 2
oy __pou oy (IV.64)
ox kG oat?  ox?
et
3 4 4
v __p _OuU v (IV.65)

A +—
o> kG at?ox®  ox*

La substitution des équations (IV.64) et (IV.65) dans (IV.63) donne apres quelques

manipulations, une équation ou y est fonction de u, ainsi

o'u
— = —— V.66
o kG at4 "okl (1V.66)
Si I'équation (IV.61) est dérivée par rapport a (x) et si la dérivée du/dx est obtenue de
I'équation (1V.63), en utilisant une procédure similaire a la précédente, il est possible d'obtenir

une équation ou w est indépendante de u, telle que

4 21 A4
o'u P | 0"u
=0 V.67

o*u o%u
EI—+ A——
5 P e pl(d+ )

L'équation de mouvement de rotation de I'élément s'obtient par des manipulations similaires

La solution de I'équation (1V.62) a la forme suivante
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u(x,t) =V (x).el

laquelle substituée dans I'équation (1V.66) donne

PV pe? M (9 =0

o’ (L+ —)

£l a“;/x gx)

La solution V(x) est de la forme

\ (X) = A_en'x + Be_n-x + Cejf-x + De—jé‘.x

La substitution de V(x)= a.e™* dans I'équation (IV.64) nous donne

2
E Im4+,o|a)2(1+%)m2 +pa)2(’0|;g -A)=0

qui est de la forme suivante:

Pm*+Qm?+R=0

Pm*+Qm?+R
avec

P=El;

_ y2q. E
Q=pla*l+=)

| w?
R = po? ,0_
P ( G
On aura donc :

Q2—4PR=p2I2a)2(l+%) —4El pw (p ) plo*{pl o’ (1+—) AEA}
Cette expression est toujours positive. Ainsi si-4PR est positif , I’expression:

~Q=,/Q*-4PR

est positive et on aura deux solutions réelles, I’expression:

—Q—+/Q*-4PR

Ch. Kandouci

(IV.69)

(IV.70)

(IV.71)

(IV.72)

sera par contre négative et on aura deux solutions imaginaires pures. Toutefois, si -4PR est

négatif alors on aura quatre solutions imaginaires pures.

La condition pour que -4PR soit positif est
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pla)2

(RG

)—A<0

. . kGA
ceci est vrai si w° < o

Les solutions seront obtenues en premier, dans le cas ou cette derniére condition est Vérifiée,
alors les quatre solutions de m deviennent

- U2
2
E 2 E
—plo?| 1+ = |+ {plo®|1-= | +4EA
’”"( kej\/{’”"( kej }
m==
2El
- 172
2
—plw2(1+_.:}tJ plwz(l—_.j +4EA}
m=+j
2El
=+j¢
La solution de I'équation (1VV.64) s'écrit a présent comme suit
V(X) = Ae™ + Be 7 + Cele* 4+ De J¢X (IV.73)

Les coefficients constants de la solution (IV.73), A, B, C, D, sont déterminés a partir des
conditions aux limites.
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V. Les Méthodes des Matrices de Transfert

Quand les poutres présentent de nombreuses discontinuités géométriques ou massiques,
certaines méthodes énumérées précédemment sont mal adaptées. C'est la raison pour laquelle,
les méthodes basées sur le calcul matriciel ont été développées. En particulier les deux
méthodes des matrices de transfert qui consiste a diviser la ligne d'arbres en un certain
nombre de trongons, chacun étant caractérisé par une matrice.

Il existe deux méthodes de matrices de transfert:

1- la méthode conventionnelle "(TMM)" [6,13], introduite par Myklestad et généralisée par
Prohl, relative aux vecteurs d'état, qui est adaptée au systeme discret (méthode des éléments
finis), ainsi qu'aux systéemes continus (modéle de Euler-Bernoulli, modele de Rayleigh, et
modéle de Timochenko).

2- la méthode des matrices de transfert relatives aux vecteurs des coefficients constants des
solutions des équations différentielles régissant les vibrations. Cette méthode a été publiée par
Kolenda [14, 15]. Nous verrons dans ce travail des applications de cette méthode au modele
de Euler-Bernoulli et au modele de Timoshenko.

La relation entre deux vecteurs extrémes, qui sont les vecteurs d'état pour la premiére
méthode, et les vecteurs des coefficients constants des solutions des équations différentielles
pour la seconde, est obtenue en multipliant les matrices de transfert des troncons de la poutre

entre elles, construites a partir de I'équilibre dynamique et la continuité des déplacements.

V. 1. La méthode conventionnelle des matrices de transfert relatives au
vecteur d'état (TMM)

La figure (V.1a) représente une poutre continue a section variable. Sur la figure (V. 1b), cette
poutre est discrétisée avec des masses concentrées reliées entre elles par des segments de
poutre sans masse de rigidité uniforme [7]. La figure (V. 1c) schématise le diagramme du
corps rigide de la ieme masse concentrée, et la figure (V. 1d) représente les forces et les

moments agissant sur le iéme trongon de poutre. (I; et I,) désignent la longueur et le moment

d'inertie de la section transversale du iéme trongon de poutre, respectivement. E représente le

module de Young du matériau de la poutre.
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Figure V.1: (a) Poutre continue a section variable, (b) poutre discrétisée,
(c) diagramme du corps rigide de la ieme masse concentrée,
(d) forces et moments internes agissant sur le iéme troncon de
poutre sans masse.

Du diagramme du corps libre de la iéme masse discréte m;, représenté sur la figure (V.1.c),
ona

ZFy=Q|R+a)2mIYI—QIL:O et ZMZ:MII__’_]_—MIRZO
ou

Qf =QF —a’myY, (V. 1a)
MR =M (V. 1b)

En plus, les conditions de continuité a la station (i) exigent que
¥i :‘//iR :WiL (V. 1c)
Y, =YR =Yt (V. 1d)
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Dans les équations (V. 1a)-(V. 1d), Y-, wi-, M, Q" désignent le déplacement transversal, la
rotation, le moment fléchissant et I'effort tranchant au coté gauche de la station (i),
respectivement. YR, w¥, MR, QT sont les grandeurs correspondantes au coté droit de la

station (i). @ représente la fréquence (pulsation) propre de la poutre entiere.
Sous forme matricielle, les équations (V. 1a)-(V. 1d) s'écrivent

Y;R 0 0 0)|Y"
o8 1 0 0|6 V. 28
= . . Za
MiR 0 0 1 0 MiL
QR -mo® 0 0 1 ot
| |
ou
y \° Ak
0 0
" =[G,].- " (V. 2h)
Q i Q i
avec
1 0 0 O
0 1 0 0
[G:]=1, 01 0 (V.3)
-mw’ 0 0 1

[G; ], est appelée matrice de transfert de la station (i).

De facon similaire, a partir du diagramme du corps libre du troncon de poutre (i) schématisé
sur la figure (V. d) on obtient

DR =Qn-QF=0 et > M,=M+Q5L-M=0
ou

Qh =Q (V. 4a)
M =M =Qil =M —QRy; (V. 4b)

En plus, de la figure (V. d), on a les relations suivantes

0, =" +a M5, +a0Q, (V. 4c)
it =YR 4165 MM, + e Qh, (V. 4d)
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Dans les équations (V. 4a)-(V. 4d) a™ et a’™ désignent les déplacements linéaire et
angulaire de la station (i+1) relative a la station (i) dus @a un moment unitaire appliqué a la
station (i+1), alors que aiYQ et ang représente les déplacements dus a une force unitaire

appliquéee a la méme station.

Par substitution des équations (V. 4a,b) dans les équations (V. 4c,d), on obtient

6 =6" +a™MF +(a? -a™1,)QF (V. 4e)
Y =YR+La° +a™ M + (&% -a™1)QT (V. 4f)

Sous forme matricielle, les équations (V. 4e,f) et (V. 4a,b) s'écrivent

S @e-ay) v
L R
9i+t o1 ™ @®@-a™i)| |4 R (V. 5a)
ML | |0 1 | M;
||:r1 0 0 0 1 QIR
ou
vy 'ak
2] 1%
=[G¢] - (V. 5b)
M "M
Q i+1 Q i
avec
1k a™  (@?-a™)
oM 0Q _ oM.
G0 1A @Rea .9
0 O -,
0 0 1

V. 1. 1. Détermination des coefficients d'influence

V. 1. 1l.a. Détermination des coefficients d'influence a;™ et a’ d'une poutre encastrée-
libre
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(b)

Figure V.2: Courbe de flexion d'une poutre encastrée-libre soumise
a son extrémité libre &: (a) un moment fléchissant M, ; et

(b) un effort tranchant Q,,;, avec (i) et (i+1) les numéro des
stations.

Pour la poutre uniforme soumise un moment flechissant M, ; (figure V. 2a) sa courbe de
flexion est donnée par

Y'() =M. Bl (V. 7)
Apres intégration on obtient
Y'(x)=C, M (V.8)
Eil;
— I\/|i+l 2
Y(X)—C1X+C2 +Ex (V 9)

i'i
Les constantes C; et C, sont déterminées par les conditions aux limites. Pour la poutre
encastree libre de la figure (V. 2), on obtient

ax=0, Y(x)=0 et Y'(x)=0 (V. 10)
d'ou
C,=0 et C,=0
ax=lI, Y(X)=Y;, et Y'(X)=6,4 (V. 11)

Finalement, on obtient
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1) = Mist
Y'(x)= £l X (V.12)
_ My 2
Y(X)= 2EI X (V.13)

D'ou les expressions pour &, et Y;,;

M.
O = E-T-l I (V.14a)
171
M.
Y, = —itl|2 V.14b
i+1 2Eilil ( )

Les expressions ci dessus permettent de trouver le déplacement linéaire a}”‘" et le déplacement
angulaire ai‘g'\" pour la station (i+1), relativement a la station (i) dus @ un moment unitaire

(M4 =1) appliqué a la station (i+1). On obtient

2
Ii

YM
' =—1_ V. 15a
T ( )
I
oM i
ai  =—— V. 15b
TR ( )
a™ et a®™ sont les coefficients d'influence des équations (V. 4e) et (V. 4f).

V. 1. 1.b. Détermination des coefficients d'influence a2 et a’ pour une poutre

encastrée-libre
Pour la poutre uniforme soumise un moment fléchissant Q,,; (figure V. 2b) sa courbe de

flexion peut étre déterminée a l'aide de la relation
Q(x)=-EL,Y"(x) (V. 16)

ol Q(x)désigne I'amplitude de Q(x,t). Si l'on remplace El, et Q(x) par El; et Q,;,
respectivement, on obtient

Y"(x) = —% (V. 17)

Par intégration de I'équation (V. 17), on obtient

Y"(x) = Qg D, (V. 18)
Ei Ii
Y'(x)= —2%1 x? + Dyx+ D, (V. 19)
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Qi 3, D2
Y(X)=——=x+—=x“+D,x+D V. 20
() =—ge 1 X +5 X +Dax+ Dy (V. 20)

Les conditions aux limites de la poutre de la figure (V. 4b) sont

a x=0, YX)=0 , Y'(X)=0 et MX)=Q,l (V. 21a,b,c)
ax=l, YX=Y, ., Y'x)=6,, et M(x)=0 (V. 22)
on obtient
D,=D;=0
L'expression de Y (x) est donnée par
Y(x):—hxg#ﬁx2 (V. 23)
6E;; 2
L'équation (V. 7) peut s'écrire sous la forme
M ()= E;L1;Y"(x) (V. 24)

On dérive deux fois par rapport a x I'équation (V. 23), on substitue le résultat dans I'équation
(V. 24) et on déduit

M (x) =-Q;, X+ Ei ;D (V. 25)
La condition (V. 21c) s'écrit
M) =-Ql +ELD, =0 (V. 26)
ainsi on obtient la constante D,
Qi
D, ===t V.27
=g (V. 27)

On substitue la valeur obtenue de la constante D; dans I'équation (V. 23), on obtient

3
Y(x):%(—%+%x2) (V. 28)

On dérive par rapport a x cette derniere équation et on obtient les expressions suivantes

’ Qi+1 X2
Y'(X) === (——+Lx V.29
() =Fi7 0 (V. 29)
Y (x)= %(—XJF ) (V. 30)
E;l;
L'application des conditions aux limites a x=1I, données par les équations (V. 22) aux

équations (V. 28) et (V. 29) produit
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— Qi+1 3
Yo, = ——=| V.31
i+1 3Ei|i i ( )
Q'+
ﬂ+1=2éj:$ (V.32)

A partir de ces deux dernieres expressions et compte tenu de la figure (V. 2b), on obtient le
déplacement linéaire a?(Q et le déplacement angulaire ang pour la station (i+1), relativement

a la station (i) dus a une force unitaire (Q,;; =1) appliquée a la station (i+1). On obtient

YQ — Yi+l Ii3
a/ @=L - 1 (V.33a)
Q+  3El;
) 12
0Q — Yi+l _ i
=+ _ 1 (V.33b)
' Qu 25l

Si on injecte les valeurs des coefficients d'influence (a]™,a’™) et (a'?,a’?) donnés par les
équations et (V.14a, b) et (V.33a, b) dans I'équation (V.6), on obtient

12 12
I_ I _ |
' 2E1,  6El,
_ l; I?
[Gr =0 1 - (V.34)
El 2E; 1.
0 0 1 -1,
0 0 O 1
La matrice de transfert de la section (i) est le produit matriciel suivant
1+|ﬁmaﬁ o7 P
6E,l, ' 2El, 6E;I;
12m.o? I 12
[G]| [GF ]i [GF ]i ZEiIi Eili 2Ei|i (V35)
Ime® 0 1 -1,
mo’ 0 0 1

V. 1. 2. Vibration de flexion libre d'une poutre
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1 2 3 i i+1 N-1 +
El El Eli EIN_lN ElN N+1
(a)

Y L
wém' ' i+l ql;l
s (i+1)
ML Qll: ’,’, | , I
(a0 === o
YR\* mi / i Yll
'y YH=YR=Y, (0-=07=0) .
N i g Pt S R AP ->
‘ >

Figure V.3: Modele discret d'une poutre en flexion contenant
(N+1) stations et (N) champs. La section
(i) est composée d'une station i et d'un champ (i).

La matrice de transfert totale de la poutre schématisée sur la figure (V. 3a) est donnée par

0] ~[6s (6 8] - (GG} ~[6:],, T(e) -

Gy Gy Gy Gy
Gy Gy Gy Gy
Gy Gz Giz Gy
Gy Gy Gy Gy

(V.36)

d'ou, la relation entre les vecteurs d'état a la limite gauche et a la limite droite de la poutre
entiére

'ak 'ak
0 —GH V.37
vl =[Gl (v-37)
QN+1 Ql
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La relation matricielle (V.37) s'écrit sous la forme des équations suivantes

Y1 =GuYy" +GL0 +GsMy +G, Q- (V.389)
OR .1 =Gy Yy + Gy +GysM +G,, Q- (V.38h)
My =GapY" + Gy +GggMy +G,Qf (V.38c)
Qf41 =CaYi + Gyl +GygMy +GQp (V.38d)

En appliquant les conditions aux limites aux eéquations ci-dessus, on obtient les fréquences
propres.

V.1.2.a. Lecasd'une poutre libre- libre

Pour une poutre libre-libre, les moments fléchissants et les efforts tranchants sont nuls aux
deux extrémités de la poutre. Les conditions aux limites s'écrivent

M, =0, Q=0 (V.3%,b)
M{., =0, QR =0 (V.40a,b)

La substitution des équations (V.39a,b) et (V.40a,b) dans les équations (V.38c) et (V.38d)
produit

GayY,- +Gyf- =0 (V.41a)

G, Yy +G60- =0 (V.41b)
La solution non-triviale du systéme des équations (V.41a,b) exige que le déterminant soit nul,
c-a-d

GSl G32

Aw) =
Gy Gy

=G5,Gyp —G3,Gy; =0 (V.42)

L'expression (V.42) représente I'équation des fréquences d'une poutre libre-libre
V.1.2.b. Lecas d'une poutre encastrée- encastrée

Poutre une poutre de Euler-Bernoulli, les rotations et les déplacements sont nuls aux
encastrements, on a donc

Y- =0, 8- =0 (V.43a,b)
Y&, =0, 6., =0 (V.44a,b)

La substitution des équations (V.43a,b) et (44a,b) dans les équations (V.38c) et (V.38d)
produit
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GisMp +G,Q =0 (V.453a)
GuMy +G,Qf =0 (V.45b)

On écarte la solution triviale du systeme des équations (V.45a,b), et on obtient I'équation des
fréquences d'une poutre encastrée-encastrée

GlS G14

A(w) =
Gy Gy

= G13624 - G14623 =0 (V.46)

V. 1. 2. c. Lecasd'une poutre encastrée- libre
Poutre une poutre de Euler-Bernoulli, les rotations et les déplacements sont nuls a

encastrement, alors qu'a I'extrémité libre, le moment fléchissant et I'effort tranchant sont nuls

Y =0, 6- =0 (V.47a,b)

MR =0, QN =0 (V.48a,b)
La substitution des équations (V.47a,b) et (48a,b) dans les équations (V.38c) et (V.38d)
produit

GyM +Gy,QF =0 (V.49a)

GiM; +G,Q- =0 (V.49D)

La solution non-triviale du systéme des équations (V.49a,b), exige que

GSB G34

A(w) =
Gy Gy

L'expression (V.50) est I'équation des fréquences propres d'une poutre encastrée-libre.
V.1.2.d. Lecas d'une poutre sur appuis simples aux extrémités

Dans ce cas, les déplacements et les moments fléchissants sont nuls aux deux extrémités

Y- =0, M) =0 (V.51a,b)
Yarg =0, MG, =0 (V.52a,b)

La substitution des équations (V.51a,b) et (52a,b) dans les équations (V.38c) et (V.38d)
produit

Gpb +G,Qf =0 (V.53a)
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G0 +G3,Q =0 (V.53b)
Ainsi, on obtient I'équation des fréquences propres de la poutre sur appuis simples

G33 GS4

A(w) =
Gy Gy

V.2. La méthode des matrices de transfert relatives aux vecteurs des coefficients
constants des solutions des équations différentielles

V.2.1. Introduction

Cette méthode fut énoncee par Janusz Kolenda. Les auteurs de la référence [8] I'ont
aussi appelée "Méthode des vecteurs des coefficients des solutions des équations
différentielles".

Dans le cas de trongons d'arbres possédant les mémes caractéristiques mécaniques et
géométriques, cette méthode posséde l'avantage de remplacer un nombre important de
matrices multipliées entre elles par une seule matrice, dans laquelle, les arguments des
fonctions sont remplacés par la somme des arguments correspondants apparaissant dans la
suite des matrices [8, 9]. Cette avantage n'existe pas dans la méthode des matrices de transfert
relatives aux vecteurs d'état (TMM).

V.2. 2. Modéle mathématique

La figure (V.4) représente une poutre & section étagée avec encastrement a l'extrémité
gauche et appui simple a I'extrémité droite, divisée en n trongons uniformes de longueur L,
[désignés par (1), (2), ..., (i), (it1), ..., (n-1), (n)], supportant plusieurs masses discretes et
reposant sur des supports intermédiaires élastique.

Chaque masse discréte située a la fin du (ieme) troncon a une masse m; et un moment
d'inertie massique diametral J,;. Le coefficient de rigidité du (ieme) support intermediaire
est designé par (k).

On suppose que les axes principaux centraux d’inertie des sections transversales des trongons

de poutre coincident avec I’axe X, et que son matériau est isotrope. Pour chaque trongon (i), un
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systeme de coordonnées fixe (X, y;, z,) est adopté, dont les axes sont respectivement paralleles

aux axes du systéme de réference (x, v, 2).

v
i
1 O
/]
— - — I
Ry
z w !

1

Figure (V.4): Modéle physique du systéme.

L'équation différentielle régissant les vibrations transversales verticales du ieme troncon de

poutre est

o2, (xt o, (xt

b s, y,|2( ) el y,.ﬁ )
ot OX

avec E; désignant le module délasticité (N/m’), s I'aire de la section transversale (v}, I, le

-0 (V.54a)

moment d'inertie diamétral (m4) du iéme trongon, et . représente la densité du matériau de

la poutre (kg/m’). alors que uyi(x,t) est la vibration du centre de gravité de la section
transversale du iéme trongon dans la direction verticale (y), a la coordonnée axiale x = x;

et I'instant t. En cas de vibrations libres, on a

Uy (x8) =Ty () e (V.54b)
Uy;(x) estlafonction de forme des vibrations et o désigne la fréquence (pulsation) propre de

la poutre. La substitution de I'équation (V.54b) dans I'équation (V.54a) donne

Uy ; (X) = & COS AX + &, SIN AX + &3 COsh AX + &, sinh Ax (V.55)
avec
ﬂ':ﬂ'i =a)ﬂ2(p| SI/EI II)]J4

la rotation par flexion est

0, (xt) = a“ygix’t) (V.56)
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.
On désigne par Ui :{uy,i' Hz,i} le vecteur des vibrations. Il en resulte

u, (x,t) =1, (x) e (V.57)

La partie réelle de ce vecteur s'écrit sous la forme

G (x) = C; (%) & (V.58)
avec
Ci(x)z[ CoS AX sin Ax cpshﬂx sinh Ax }
—AsinAXx AcosAx AsinhAx AcoshAx
alors que

q; = {ail, dip, dig, ai4} représente le vecteur des coefficients constants pour le ieme troncon de

poutre. Les forces et les moment internes sont donnés par la théorie technique des poutres

3
T, (xt) =—El, %ﬁx’t) (V.59)
2
M, ;(x,t) =—El, au#gx,t) (V.59h)

T, i(x,t) est I'effort tranchant dans la direction y de la section de coordonnée axiale x du

ieme trongon de poutre, etM ;(x,t) désigne le moment fléchissant dans le plan vertical.

Compte tenu de I'équation (V.54b), ces forces et moments internes peuvent s'écrire sous la

forme

T,i06 =T, (e (V.60a)

M0 =M, (x) et (V.60D)

. T N . :
Sip ={Ty,i, szi} est désigné comme vecteur des forces et des moments internes, ceci donne

eja)t

pi=Pi(X) (V.61a)

Pi(x) =Di(x) a; (V.61b)

avec

~2%sinax A%cosAx —A%sinhax —A%cosh Ax
2%2c0sAx A%sinAx  —A%2coshAx —A2cosh Ax

Di(X):Eili{
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Les conditions aux limites du systeme de | figure (V.4) sont
(V.62a,b)

Uy1(0)=0, 6,2(0)=0
Uyn (Ly) =0, M n(Ly) =0 (V.62c,d)

V. 2. 2. a. Cas de deux trongons de poutre voisins ayant différentes
caractéristiques mécaniques et/ou géométriques

Un exemple de deux trongons de poutre adjacents est schématisé sur la figure (V. 5). Les

axes du systeme de coordonnées ., x.,, x,,du ieme trongcon de poutre sont respectivement

paralleles aux axes du réferentiel x, x,, x,- L; désigne la longueur du ieme trongon

< |_I >
-X = X _T |
|
ZTX _ZI_ ___..,Xi_ ..... _:. ....... _../_ — _|__>XI+1
b d |
Wi 0, . (X~ 1 (x) i |
Y Yi v’ |+: i E*y|+l
Mzi L i i Mz,i+ (0)
L VOV B I I S -
v _
Yi fyi(l-) HTWH(O)

Figure V. 5 : lllustration schématique des déplacements et des forces
(moments) internes agissant au niveau de la jonction de

deux troncons adjacents (i) et (i+1).

A la jonction de deux trongons ayant différentes constantes du matériau et/ou
différents diametres, les équations de continuité des déplacements et les équations d’équilibre

des forces (moments) internes s’écrivent

0 (L) = G;,4(0) (V.63)
Pi(L) =1i1(0) (V.64)

Tenant compte des équations (V.58) et (V.61b), les équations (V.63) et (V.64) peuvent

s'écrire sous la forme suivante
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Ci(L) & =C;,1(0) a4 (V.65)
Di(L) & = D;,1(0) &, (V.66)
Ciito - Ci,L-
B =| " ! V.67
' {Dm,o} {Duﬁ:l (vV-67)

La matrice B; peut étre considérer comme une matrice de transfert relative aux vecteurs des

coefficients a; et a; 4.

V. 2.2.b. Le cas d’une masse discrete reliant deux trongons (i) et (i+1)

Le cas ou la section de jonction de deux trongons passe par le centre de gravité d’une

masse discréte, les équations suivantes sont veérifiées
U (L) =U;,(0) (V.68)
o%u. (L
JORINORAS (V.69)

ou M, est la matrice d’inertic diagonale de la masse discréte m, située a la fin du i-ieme

m 0
trongon d’arbre, avec M, = .
0 Jig

Tenant compte des équations (V.58) et (V.61b), les équations (V.68) et (V.69) peuvent

s'écrire comme

Ci(L) & =C;,1(0) &y (V.70)
D, (L) & =D,,(0) a,, +®*M,C, (L)) & (V.71)
Y {Ci”(o)} { G (L) }a. (V.72)
D,,0) | [D (L)-&’MC, (L)
d'ou
a,, =R a (V.73)

R, représente la matrice de transfert a travers la masse discrete.

V. 2. 2. c. Le cas d’un support élastique intermédiaire reliant deux trongons
(i) et (i+1)

Le cas ou la jonction entre deux trongons se fait au niveau d’un support élastique
intermédiaire , les équations de continuité des vibrations et les équations d’équilibre des
forces (et moments) internes suivantes sont vérifiées

u (L) =u;,(0) (V.74)
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P; (Li) = pi+1(0) - Ki U; (Ln) (V'75)
ou K, est la matrice de rigidité du iéme support intermédiaire
< =| 9 ° (V.76)
) '
Tenant compte des équations (V.58) et (V.61b), les équations (V.74) et (V.75) peuvent
s'écrivent
Ci(L) 8 =Ci1(0) a4 (V.77)
D, (L) & =D, (0) a,, - K C (L) & (V'78)
D..(0)]'[D, (L)+K,C, (L
am{ .A(O)} {D. (L)+KC (L')}& (V.79)
C..(0) C (L)
S = D,.,(0) ° D, (L) +K G (L) (V80)
€. C (L)

ou S, désigne la matrice de transfert a travers le support élastique intermédiaire.
Une fois les matrices de transfert calculées, on détermine les vecteurs des coefficients

des solutions des équations différentielles, du second jusqu’au niéme trongon d’arbre
(az, Ay, aN), en fonction de a,, qui représente le vecteur des coefficients des solutions

des vibrations du premier troncon (i=1). Pour le systéme illustré sur la figure (V. 4), on
obtient
a, =B, a,
a;=B, a,=B,B; a; (v.81)
a,=R;a3=R;3B,B; a;

an = Bn_l"s3"'R38281 al.

V. 2. 3. Fréquences propres des vibrations transversales verticales de la poutre

Les conditions aux limites (V.62a,b,c,d) peuvent s'écrire sous la forme suivante

| "] _ (V.82a)
Fl_[éz,l(O)}Cl(O)al_o
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By (L) (V.82b)
= _ =G =0 '
) {MZ,N(LN)} (Lu)ay
avec
cosAly  sindly cosh ALy sinh ALy
A cosAly ElgAtsinily -ElyA“coshAly —ElyA°sinh ALy

En utilisant les relations données par I'équation (V.81), les équation (V.82a) et (V.82b)

s'écrivent sous la forme suivante

[ C,(0) }a o (V.83)
G (Ly)B, 1..85..RsB,B; |

Finalement, I'équation des fréquences propres du systeme de la figure (V.4) est

;00
G (Ly)B,..S5..RsB,B,

_ (V.84)

A(w) =‘
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VI. Vibrations Transversales des Lignes de Propulsion Navales

V1. 1. Référentiels

Considérons la partie de la ligne d’arbres schématisée sur la figure (VI.1), tournant a la
vitesse angulaire constante®,, soumise aux excitations hydrodynamiques de 1’hélice

propulsive  f, («=2, 3,5, 6) relativement au référentiel fixex,, X,, X, . Pour I’arbre porte
hélice (nr. 1), on considere le systéme fixe de coordonnées cartésiennes X, X,, X;dont les axes
sont respectivement paralleles aux axes X, X,, X;, et un systeme de coordonnées mobile
X, X,, X5, tournant avec I’arbre et dont les axes coincident avec les axes du Systéme

de coordonnées X, X,,, X, respectivement, aux instants t, = 2kz/a@,, k=1 2,...

05

Figure VI. 1 : Excitations hydrodynamiques dues au travail de I’hélice propulsive.

Les forces et les moments dans le systéme tournant sont désignés par fo(z , et sont déterminés a
partir des forces et des moments f,, (@=2, 3, 5 6) par la relation suivante:
f~02 _ co.s ot sinat || f, VI 1)
fe] LSinagt cosapt | fy,

qui peut s’écrire sous la forme

]:oz = fOZC(.)S(th)-I-ﬁBSin(th) (VI. 2)
fog = fopSin(eogt) + fsC08(e0yt)

La résultante des forces transversales fo> et fo3 a tout instant est donnée par
fR:(f022+f023)1/2 (VL. 3)

alors que dans le systéme de coordonnées tournant, la résultantes des forces transversales fy,

et fy; atout instant est égale &
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~ ~ ~,\1/2
fo=(f5+ 1) (V1.4)
qui peut s’exprimer comme

fo =[(for COS(@40) + T SIN(@Y)) + (— iy sin(@) + fyp cOS(@) ] =

(VL5)
= I:( f02)2 +( f03)2 ]1/2 = fq

Une relation analogue peut éter obtenue entre les moments fy, f,, et f,, f,. La

démonstration ci-dessus veut dire, que les vibrations transversales d’une section arbitraire de
la ligne d’arbres peuvent €tre déterminées par rapport a un systéme de coordonnées fixe. Ceci
est avantageux vus les propriétés anisotropiques de 1’élasticité des supports des paliers /les
rigidités des supports des paliers dans les directions transversales (verticale et horizontale)
sont en général différentes , I’arbre tournant et les supports des paliers constituent un systéme
variable dans le temps.

Dans ce qui suivra, les vibrations transversales u(y?(x,t) et u)(xt) du i-iéme trongon

d’arbre dans la section de coordonnées axiale X sont décrites par des équations différentielles

a coefficients constants dans le systéme de coordonnees fixe, X, X,, X;, dont les axes sont

respectivement paralléles aux axes du reférentiel X, X,, X,.

V1. 2. Modele physique de la ligne de propulsion navale

Le modele physique de la partie du systeme propulsif analysée est représenté sur la
figure (V1.2), ce modele est utilisé par la société de classification (LR) [10], pour le calcul des
vibration latérales (transversales) de la ligne de propulsion navale. Dans cette partie de la ligne
d’arbres, l'effet des excitations hydrodynamiques de I’hélice propulsive est considérable.
Précisément, 1’arbre porte hélice, I’arbre passant dans le tube d’étambot ainsi que les arbres
intermédiaires, tenant compte du palier de butée axiale, ainsi que du pignon et des paliers du
réducteur. On suppose que :

-le matériau de la ligne d’arbre est isotrope,
-I’hélice, les accouplements a brides et le pignon du réducteur constituent des masses discretes,
-les axes principaux centraux d’inertie des sections transversales des arbres coincident avec

I’axe de rotation.
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Figure. VI. 2 : Modele physique de la ligne d'arbres de propulsion analysée.

T N . - - .
fo =[foar foss fos fos] ={Ton | OU T, représente le vecteur des excitations hydrodynamiques,
a =2 concerne la force transversale verticale, «=3 la force transversale horizontale, « =5
le moment de flexion dans le plan horizontal, et «=6 le moment de flexion dans le plan
vertical,

M, = [mij], 1=2,3,5,6, J=2, 3,5, 6représente la matrice d’inertie de I’hélice propulsive

incluant la masse d’eau ajoutée,

M,est la matrice d’inertie de I’accouplement a brides, (arbre porte hélice avec arbre
intermédiaire),

M, designe la matrice d’inertie de I’accouplement a brides, (arbre intermédiaire avec arbre
du réducteur),

M,- la matrice d’inertie du pignon du réducteur,

M, - la masse de la bride du palier de butée axiale,

k¥, ki représentent les coefficients de rigidité du film d’huile dans le palier d’étambot
considéré comme support élastique continu du type de Winkler, dans la direction verticale et
horizontale, respectivement.

K,etK, sont les matrices de rigidité du film d’huile réduites aux points de support de I’arbre
dans les paliers intermédiaires,
K, etK,-les matrices de rigidité¢ du film d’huile réduites au point de support dans les palier
du réducteur.

Le systéme est supposé linéaire. Si I’on néglige I’effet gyroscopique dans ’arbre, les
vibrations transversales du i-iéme trongon d’arbre sont non couplées et peuvent étre décrites

par les équations différentielles suivantes

o%uy; (x.t 'uy i (x.t
P Si%%ih%ﬂ (V1.6)
X
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ui(xt) (k)
pi i o +El; 8’X4 =0 (V1.7)

ou E; représente le module d’élasticité (N/ mz), S, I’aire de la section transversale (mz), I

le moment d’inertie diamétral (m“) du iéme trongon d’arbre, p; la masse volumique du
matériau de ’arbre (kg/ ms), alors que u,; est la vibration du centre de la section

transversale du iéme trongon d’arbre dans la direction verticale (y), a la coordonnée axiale

X=X etalinstant t, U,; désigne la vibration dans la direction horizontale .

Les rotations par flexion sont

0, (xt)= %0 (V1.8)
’ OX
auz i (X1t)
0, (xt) =~ L2 (VI1.9)

Pour le trongon d’arbre supporté par le palier d’étambot (i=2), les vibrations transversales sont
décrites par les équations suivantes

fuya () o 9y

i Si o2 ili o +kgi Uy, =0 (V1.10)
o%U, , (%t “u, ,(xt
P, si%ju Eili% kg U, =0 (V1.11)

U = { yirUzin 0,0, } désigne le vecteur des vibrations a la section de coordonnée axiale
=X

Selon la théorie technique des poutres [4], les efforts tranchants et les moments

fléchissant s’expriment comme suit

0%y 83uz i

Ty i (X t) = EI ax TZ I(X t) ?3' (V|12)
o%u, o%u, ;

MZI(X t)_ EI ax y y’I(X,t)=E|| aXZ (VI.13)

T,i(xt) et T,;(xt) sont les efforts tranchants dans les directions yet z, respectivement. Les
indices i et xse réferent au i.iéme trongon d’arbre et a sa section, respectivement. M, ; et

M, ; désignent les moments fléchissants dans le plan vertical et dans le plan horizontal.
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p=pxt)= {Ty,i T My i M, } désigne le vecteur des forces et des moments internes.

Les contraintes tangentielles et normales induites par ces forces et moments internes

sont

T. T, M. M.
- y,l7 TZ':i o =—" o =1 (V|14a)

yi _K ' '

| A iy W iz W
W, représente le module a la flexion du i¢me trongon d’arbre.

O'i:ai(x,t)z{ryvi, T,0r Oy ai,z} est le vecteur des contraintes dans la section de

coordonnées axiale X; = X, dans le repere fixe X;;, X;,, X5

La relation (IVI.1) sert a trouver les contraintes dans la repére mobile X, X,, X,

ainsi :
6, =To, (V1.14b)
ou
cosm,t  sinamyt 0 0
| —sinagt  cosat 0 0
10 0 cosat —sinagt
0 0 sinat  cosapt

Les excitations hydrodynamiques agissant sur I’hélice tournant a la vitesse e, sont

exprimeées sous la forme de série de Fourier suivante

fo = for + D f cos[vot+01) ), v=12. (V1.15)
qui peut étre écrite sous la forme complexe

fo= D Tkl y=01,. (V1.16)
ot ! est "amplitude complexe définie par 1’expression

F 0 _ f 0gies] (V1.17)
Dans laquelle, "' est 'amplitude réelle de la r-iéme composante des excitations

hydrodynamiques de I’hélice propulsive dans la directioncz, 6" la phase initiale de cette

composante, et ), représente la vitesse angulaire de I’hélice propulsive.
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On cherche les vibrations, les forces (moments) internes et les

réelles des expressions suivantes:

u, (=Y xe

(xt) Zu“
Jxb) }:eu
J(x1) }:ew
J(xt) ZTy,
J(xt) ZTZI
J(xt) ZMy,
J(xt) ZM“
J(xt) Zry,

i)=Y 70 e

i(xt) ZGYI
i(xt) ZUZ,

(2021)

contraintes

jvot

e vt

e jvot

e ot

e jvagt

e jvet

e vt

e jyogt

e jvot

oot

e jvot

e jvot

Ch. Kandouci

comme parties

(V1.18)
(V1.19)
(V1.20)
(V1.21)
(V1.22)
(V1.23)
(V1.24)
(V1.25)
(V1.26)
(V1.27)
(V1.28)

(V1.29)

On substitue les équations (VI1.17) et (VI.18) dans les équations différentielles (V1.6) et
(VL.7), et compte tenu des relations (V1.8) et (V1.9), on obtient

ou

-pouri=2et v=0, On a:
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X X2 x 1 0 0O 0 O
0 0O X X x 1

(0) _ (0) _
(C‘ (X))l_ 0 0 0f (C‘ (X))z_ 3x> -2x -1 0
3x2 2x 1 0 0 0 0 O

-pouri = 2etv =0, on obtient:

[ cosAx  sinAx chix  shAx
) 0 0 0 0

(c >(x))1= 0 0 0 0
| —AsinAX AcosAx AshAx AchAx
0 0 0 0

(C(V)(x)) | cosAx sin Ax chAx shAx

i 2 | AsinAX —AC0SAX —Ashix —Achix |

0 0 0 0

14

avec 1=\ =[v’0’Ap I (E; 1)]
Pour I’arbre passant dans le tube d’étambot (i=2), on substitue les équations (V1.17) et

(V1.18) dans les équations différentielles (V1.10) et (V1.11), et on obtient

u,(x )=yl (xe (VI1.33)
1M x=Cclxal’, v=012,. (V1.34)
0= (e’ :(ct'e9), | (V1.35)

ou
-pouri=2 et v=0, ona:

QV NV SV TV
0 0 0

cVx)) =
( ox ( ))1 0 0 0 0

ﬂ’v(SV_Nv) ﬂ’v(Qv_Tv) ﬂv(Qv"'Tv) 2V(NV+SV)

avec

by =(ky HE, 12)1/4, Q, =cos(4,X) ch(4,x), N, =cos(4,x) sh(4, X),

oil

S, =sin(4, x) ch(4, x), T, =sin(4, X) sh(4, X)
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0 0 0 0
cOw) = X N S T
( 2 )2_ A (S —=Ny) 4T -Qy) —4,(Qu +Ty) —4 (N, +Sy) ,
0 0 0 0

ou
Iy=(h/4E,1,)", Q, =c08(1,x)ch(A1,x), N, =C08(1,x) sh(A,x),

S, =sin(4,,x) ch(2,,x) T, =sin(A1,X) sh(1,X)

alpoury =0et (k3 —v’w’pA,)<0,0na:

cosﬂv,x sin Av,x chﬂv,x shﬂvx
0 0 0 0

- 0 0 0 o |

—Av,sinﬂv,x A,-COSA X ﬂv,shﬂv,x ﬂv,chﬂv,x

A, =[02wpA, k5D 1(EI)]T,

(cV)

b/pourv =0 et (k2 —vw?pA,) >0, on obtient:

Qv* Nv* S'v* Tv*
(c00) - 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 ’

A (N =S,0) 4. Q. =T.) A.(Qu +T,.) A (N, +S..)
ou
A, =[G —viwpA)I(4E1 )", S, . =sin(4, . X)ch(4, . %),
N, . =cos(4,.x)sh(4,.X), Q,. =cos(4, . x)ch(4,.x), T, . =sin(4, x)sh(4,. x)

c/pourv =0 et (k5 —vZw?pA,)<0,0na:

0 0 0 0
(Cé”)(x)) _ cos_ﬂH,x sinA,_x chA _x shi, x
2 /1H,sm/1H,x —ﬂH,coslH,x —AH,sh/lH,x —/1H,ch/IH,x
0 0 0 0

1/4
A, =l oipA, —kE) I (EL,) ]
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H

d/pourv =0et (k5 —v 2w ?pA,) >0, on obtient:

0 0 0 0
(V) - ) S T ,
2| 2 Sy =Ny ) A (T =Q) ~4, (@ +T,) —4,. (N, +S,.)
0 0 0 0

ou
Ay =[(k& —vi?pA) (4B )],
Q. =cos(4,,.x) ch(4,.X), N ,. =cos(4,.x) sh(4,,.X),
S, =sin(4,,.X) ch(4,.x), T . =sin(4,,.X) sh(4,,.X)
a”) =[ay, aj,,.... &' représente le vecteur des coefficients constants des solutions des

équations différentielles régissant les vibrations transversales verticales et horizontales du
ieme trongon d’arbres.

Le vecteur des forces et moments internes peut s’écrire sous la forme suivante

p.(xt)=) p,(x)e’ e (V1.36)
P, (0 =D (x) & (V1.37)

D00 =[ (B (9),: (D), |

ou:
-pouri=2et v=0, ona:

6 0 00 0 000
0 0 00 6 000
DY(x)) =E I , DY(x)) =E I
(D7) =ElL| o o o o (PO®)=ENl_ o o,
6x -2 0 0 0 000

-pouri = 2et v =0, on obtient:

~23sin AxA3 cos Ax—A3sinh Ax —4° cosh Ax

0 0 0 0
(D) =El| 0 0 0
A2 ¢c0s Ax A% sin Ax—A2 cosh Ax—A2 sinh Ax
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(Di(U)(X))Z =El;

avec
A==V o) A

(2021)

0 0 0 0
~A%sinAx 2% cos Ax —A% sinh Ax—A3 cosh Ax
—A%cos Ax—A%sin Ax A% cosh Ax A2 sinh Ax

0 0 0 0

p I Ii)]1/4'

Pour I’arbre passant dans le tube d’étambot (i = 2), on obtient pour v =0:

D" (x)=| (D (9), :(B (), |

(D), =2E

(Déo)(x))z = 2Ei Ii

Ch. Kandouci

AJ(N,+S,) AQ +T) AT -Q) A(S, -N,)]
0 0 0 0
0 0 0 0
AT, ArSy AN, AQ
[ 0 0 0 0 )
/q’fi(NH"'SH) ﬂ’li(QH +TH) A’Ii(TH _QH) ﬂ’li(SH_NH)
—AXT, -2ZS,, AEN, 22Q,
0 0 0 0 |

alpourv = Oet (k, —v’@’pA,) <0,0n a:

(ng)(x))l =gl

v 2
ol TV @

b/ pourv =0et (k

—A,-sinA, x A cosA, x —A shi_x —A’chi x

0 0 0
0 0 0

Al COSA X AZsinA, x —AlchA _x -A7shA, x

?pA,) >0, on obtient:

A (N +8,0) A (Q +T,.) A (T, -Q.) A.(S,.—N,.)

(ng) (X))l =2k

c/ pourv =0 et (kg

0 0 0 0
0 0 0
/1\/2* Tv* j\/2* Sv _ﬂ\/2+ Nv _ﬂvz* Qv

N —viw’pA,)<0,0na:
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0 0 0 0
3 H 3 3 3
—/1H, sin /1H,x /1H, coslH,x —AH,shﬂH,x —AH,ch/iH,x
2 2 H 2 2
—/1H, cos/iH,x —/1H, sin /IH,x ZH,chﬂH,x AH,sh/IH,x
0 0 0 0

(D£V)(X))z =gl

d/pourv #0et (k 5, —v 2@ ?pA,) >0, on obtient:

0 0 0 0
(DY), 28| 2 (NG +S,) A (Q+Ty) A (T -Q,) A.(N,.-S,.)
? _lli*TH* _/ll-zi*sH* ﬂ’li*NH* ﬂj*QH*
0 0 0 0

V1.3. Conditions aux limites
Sur les systémes propulsifs équipés d’une hélice a masse considérable, 1’effet
gyroscopique peut influencer les vibrations de tournoiement (whirling vibration). Lorsqu’une
énorme masse ayant des moments d’inerties transversales et polaires considérables tourne, le
moment gyroscopique apparait. La vitesse de rotation est aussi une cause de ce phénomene.
Tenant compte de I’amortissement et des effets gyroscopiques dus au travail de
I’hélice propulsive, les conditions aux limites a I’extrémité gauche (au droit de 1’hélice) du

systéme peuvent s’écrire sous la forme

ou,,(0,)  ou,,(0t)

T,,0.)+m, o +Cp Y@l’ = fy (V1.38)
o, (0,t)  du,(0t)
_Tz,l(o’t) b3 12 +Cyg - = fy, (VI1.39)
0 ot
00,01  96.,(0,0)
_My‘l(olt)_mOS yéltz ~Cos yét =T (V1.40)
0°0,,(0,)  06,,(0,t)
-M,,(0,t)-my éltz ~Cos gt =T (VI1.41)
Les équations (V1.40) et (V1.41) peuvent aussi s’écrire sous la forme
-M y,1(0) +Mes (V) ? éy,i 0)+Cjv @ éy,i 0)= _1?05 (V1.42)
-M 10+ Mg, (Vo) ’ éz,i 0)+cyj éz,i 0)= _f_oﬁ (V1.43)
—T,,0)+(~(vw) "My + jowc, )T ,,(0) = T, (V1.44)
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_-rz,l(o) +(_(Uw) "M, + juoc 03)Uz,1(0) =fu (V1.45)

Les équations (V1.42)-(V1.45) peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante
-D(0)a + (v0) *E((vw) "M , + juwB)C " (0)a” = Ef,

(- (0) + (&) *E ((ve) "M, + jua)C () 2" = EF,

avec

E=|11 -1 -1], | |- matrice diagonale

Les conditions aux limites a I’extrémité droite du systéme sont

ou,, (L, t)
—Tyyl(LN,t)—m[l%:O
0%, (Ly t)

atZ
0°6, ,(Ly,1)
—Myvl(LN,t)+J4%=O
0°0,,(Ly.t)
8':2

1

_Tz‘l(LNlt)_m4 =0

-M,, (L, 1)+, =0,

Finalement, les conditions aux limites a I’extrémité droite s’écrivent

[-D(Ly)+(ve) 'BM L (L) [l =0

V1. 4. Relations entre les vecteurs des coefficients constants des solutions des

équations

(V1.46)

(V1.47)

(V1.48)

(V1.49)

(V1.50)

Un exemple de deux trongons d’arbres adjacents est schématisé sur la figure (VI. 3). Les axes

du systeme de coordonnees x. , x,,, X, du ieme trongon d’arbre sont respectivement parall¢les

aux axes du référentiel x, x,, x5 L; = L désigne la longueur du ieme trongon.
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—X = X — I
!

X
S R R ) R T
X ". > L . i Xi+1
i 0i(x)_» ; 0, (%) Rl [

‘ Y M D Z|+f i :*y'+l
Ve 0,00 77 & B
M, (L M;:1(0)
ok ._._.___,________Z_!S_)___(_ ] _}___i._._
Z|‘ ; fyl(l-) wfywl(o)
I
it M, (L) My 1.4(0)

Figure V1. 3 : Illustration schématique des deplacements et des forces (moments) internes
agissant au niveau de la jonction de deux trongons d’arbres adjacents (i) et (i+1).

V1. 4. 1. Cas de deux tron¢ons d’arbres adjacents ayant différentes constantes du
matériau et/ou différents diameétres
A la jonction de deux trongons d’arbres ayant différentes constantes du matériau et/ou
différents diameétres, les équations de continuité des déplacements et les équations d’équilibre

des forces (moments) internes s’écrivent

u (L =ul(0) (V1.51)

(L) = P2 (V1.52)

En prenant en considération les équations (V1.31) et (V1.37), les équations (V1.53) et (V1.54)

peuvent s’écrivent

c(L)a” =cl)(0) a) (V1.53)
p{"(L) a") =D (0) &'} (V1.54)
o] e
Bi:[C.ﬂ(O)] [q (L)] i55)
Dl ©] (D" (L)

La matrice B; peut étre considéree comme matrice de transfert relative au vecteur des

coefficients constants des solutions des équations différentielles régissant les vibrations
transversales verticales et horizontales. Cette matrice possede la forme diagonale en bloc

suivante
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g cosAL esinAL e,coshAL e,sinh AL
{Bi(l) 0} (1) _ (2 | —€3SinAL ejcosAL e, sinhAL e, cosh AL

i = BT =B e,cosAL e,sinAL e coshAL e sinhAL

0 B® -
—e,sinAL e,cosAL e;sinh AL e;cosh AL (i

| 1 (E12) 1 (B
(el)i :§+2(T12)H1’ (ez). _E_Z(Tﬂz)m’
A (@2 (@)
(es)i - 2ﬂ1+1 ’ Z(Elﬂ’s)m’ B - 21"*1 ) Z(Elﬁs)ﬂl

Pour les (s-1) trongons d’arbres suivants, la relation suivante est vérifiée

a) =B G ..BMa" (V1.56)

i+s i+s i+s—2""

Dans ce type de calcul, le nombre de matrices multipliées entre elles peut étre
considerable, toutefois, ces matrices B; possédent une commodité avantageuse, lorsque les

trongons d’arbres sont réalisés avec le méme matériau et sont de méme diametre, I’expression
(V1.56) se réduit a

a) =g a (VI.57)

i+s i i

ou la matrice Gi(V) est obtenue a partir de la matrice Bi(v) en tenant compte des égalités, dans

ce cas précis, suivantes :

(&), =(&s), =1 (&), =(e4), =0

et en remplagant L; par

p=i+s-1

Li= Y Lp (V1.58)
p=1

C’est a dire que la multiplication de ce type de matrices de transfert dans le cas ci-dessus, peut
étre remplacée par la sommation des arguments apparaissant dans ces matrices. La propriété de
souplesse de cette technique n’existe pas dans la méthode connue des matrices de transfert relatives
aux vecteurs d’état (TMM).

Il convient de souligner que I’adoption d’un mode¢le linéaire d’amortissement interne (modele

de Voigt) n’élimine pas la propriété suscitée de cette technique.
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V1. 4. 2. Le cas d’une masse discreéte reliant deux troncons d’arbres (i) et (i+1)

Le cas ou la section de jonction de deux trongons d’arbres passe par le centre de
gravité d’une masse discrete (ex. accouplement a brides, pignon du reducteur etc...), les

équations suivantes sont vérifiées

u” (L) =u(0) (V1.59)

, , o%u™ (L
(0= p@-M, 2O (V160

OU M, est la matrice d’inertie diagonale de la masse discréte m, située a la fin du i-iéme
trongon d’arbre, avec M; =[m;,m;, J;,J;], J; est le moment d’inertie de la masse m;.

Compte tenu des expressions (V1.31) et (V1.37), on déduit

(L) a® =cl)(0) ) (V1.61)
c™(o - cM (L

a|(_:2 — |+l( ) i ( 2) ai(v) (V|62)
Di(fl) 0) Di(V) (L)- (Vwo) M iCi(V)(L)

all =R"a", (V1.63)

ou Ri(”) représente la matrice de transfert a travers la masse discréte sans tenir compte de

I’effet gyroscopique de cette masse.

V1. 4. 3. Le cas d’un palier reliant deux tron¢ons d’arbres (i) et (i+1)

Le cas ou la jonction entre deux trongons d’arbres se fait au niveau d’un palier
intermédiaire, les équations de continuité des vibrations et les équations d’équilibre des forces

(et moments) internes suivantes sont vérifiées

u” (L) =u{) (0) (V1.64)

" ()= P30+ EK"u (L) (V1.65)

ou KMest la matrice de rigidit¢é de dynamique du iéme palier intermédiaire pour la

pulsation (fréquence) va,, et qui a la forme
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KYKE KR K
K Ky K K
Ky K& KK
Kég) K(V) K(V) K(V)

63

Tenant compte des équations (VI1.31) et (V1.37), les équations (V1.64) et (VI.65)

s’écrivent
c(L 4" =Ci O al! (V1.66)

D(L) & =D{}(0) af) + EK'CI (L) & (VI.67)

i+l

_
o _ [Dfrf ©] [D"(WL)- EK#”C#”(L)]

a(v)
co)] | c(L)

o _| PO [o W -Exe o) (V1.68)
"leho] | e

ou s est la matrice de transfert a travers le palier intermediaire.

Une fois les matrices de transfert calculées, on détermine les vecteurs des coefficients

des solutions des équations différentielles, du second jusqu’au ni¢éme trongon d’arbre
(aév), al,.., a,(\,v)), en fonction de a”, qui représente le vecteur des coefficients des

solutions des vibrations du premier troncon (i=1).
Pour le systeme illustré sur la figure (V1. 2), on obtient
ol =8'al"
aév) _ Bgv) Bl(V)ai(V)a
al) = RVBMBMal),

3

(V1.69)
Ay =By, SR BBl

IV.4. Fréquences propres des vibrations transversales

En utilisant les relations données par I'équation (V1.69), I'équation (V1.50) décrivant les

conditions a la limite droite du systéme, s'écrit sous la forme suivante
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[-D(Ly)+ (@) *EM ,C (L ,)B, B, ,..B, Ja{’ =0 (VI.70)

On regroupe les conditions aux limites gauche et droite, et on déduit

—D(0) + (vw) ’E((vw) *M , )C (0 =
1 (0)+ (vo) (_( )M ,)Ci”(0) a,=Ef,  (V170)
—D(Ly)+(vw)’EM ,C (L )B,.B, ,...B,

Les vibrations libres apparaissent lorsque cessent les forces excitatrices (f_ozo).

Habituellement, pour le calcul des vibrations libres, seule la masse d'eau ajoutée est prise en
compte. L'amortissement du a l'eau de mer est pris en compte lors du calcul des vibrations

forcées. On détermine les fréquences propres par résolution de I'équation suivante
-D(0) + (vw) *E((vw) *M ,)C ) (0)

o =0 (VI.72)
_Dl(U)(LN) +(vw) “EM ,C l(\lU)(LN)Bn—anfz"'Bl

V1. 5. Amplitudes des vibrations transversales forcées et des contraintes

L'expression (V1.70) sert a trouver les coefficients des vibrations forcées du premier trongon
d'arbre (i=1) comme suit, (dans ce cas, la masse d'eau ajoutée ainsi que I'amortissement de
I'eau de mer sont pris en compte):

~D?(0) + (ve) *E((vw) *M 4 )C(0)

a, = o Ef,  (V1.70)
_Dl(U)(LN)"'(Uw) EM 4Cl(\lU)(LN)Bn—1Bn—2"'Bl

En utilisant les relations données par les équations (V1.69) les vecteurs des coefficients

al, al,...,a" peuvent étre calculés. Ensuite, les amplitudes des vibrations transversales

verticales et transversales horizontales de tout le systeme d'arbres de propulsion peuvent étre
déterminées.

En utilisant les équations (V1.14a) et (V1.14b), les amplitudes des contraintes tangentielles
moyennes, ainsi que les amplitudes des contraintes normales, dans une section arbitraire du

(ieme) arbre, de coordonnée axiale x, peuvent étre déterminées.
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VII. Analyse des Vibrations de Tournoiement (whirling)

d'un Arbre de Timoshenko a Section étagée muni de

plusieurs masses discrétes [16]
Les arbres munis de disques sont appelés rotors et représentent en général les modeles
dynamiques des turbines a plusieurs étages. Les disques peuvent étre flexibles ou considérés
rigides. Dans ce chapitre, nous exposons l'algorithme de calcul dynamique des vibrations de
tournoiement  (whirling) du rotor multi-masses en utilisant la théorie des poutres de
Timoshenko, tenant compte des effets gyroscopiques des disques et de l'arbre, ainsi que
I'application a un exemple numérique [16]. Le phénoméne de tournoiement est la résultante

des vibrations transversales (dites aussi latérales), dans les plans vertical et horizontal.

VII. 1. Modéle analyse et equations du mouvement

La figure (VII.1), représente un arbre de Timoshenko composé de n segments darbres
uniformes [notés par (1), (2), ..., (i), (i+1), ..., (n-1), (n)] chacun ayant la longueur

correspondante L, supportant plusieurs disques rigides, ayant chacun une masse m,le
moment d'inertie polaire Jp;,et le moment d'inertie diamétral Jg ;. La division est faite au

niveau de la section reliant deux segments d'arbres adjacents ayant des propriétés mécaniques
et/ou géométriques différentes, et au niveau de la section transversale passant par le centre de
gravité du disque (i) reliant deux segments d'arbres adjacents (i) et (i+1). Le systeme est
supposeé linéaire, et on admet que chaque disque représente une masse discrete. A chaque

segment d'arbre (i), est fixé un systeme de coordonnées immobile (x;, i, z,), dont les axes

sont respectivement paralléles aux axes du systeme de référence fixe (X, v, z) .

ml’JP,l’J\dﬂ. m."]P,i"]d,i mn-l’JP,n-l’Jd,n-l
P (i)\A (i+1) én\ﬁ (M) s
R fo=s
T X 7 X
Z, " i+1 zZ n
vyi+1 vyn J
g L

Figure VI1.1: Arbre de Timoshenko a section étagée supportant plusieurs disques
rigides.

Les équations différentielles du mouvement peuvent étre obtenue selon le principe de

Hamilton, ou en appliquant la deuxiéme loi de Newton. Compte tenu de I'effet des moment
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gyroscopique de l'arbre, du cisaillement, et de [linertie de rotation, les équations du

mouvement du (iéme) segment d'arbre peuvent étre présentées comme suit

2 2
G5, | ) v | o S g (VIL.1)
ox? ox ot?
_ 0%, (x,t) Oy (x.t) o%u, . (x,t)
S.G zi _ | —pS B\ VI1I.2
I(|S|G| [ aXZ ox pISI at2 0 ( )
%y, (xt) — auy ;i (x,1) 0%y, (x,1) oy (x.1)
. i G, i —w, Tt ST AN I o Yo 0 LS VIL.
EIIZ,I ax2 +le|S|[ ox Vzi (th) P||| 6’[2 plll,p Q ot 0 ( 3)
Py, i) (duy(x.t) Oy (x.1) Oy, (x.1)
Y TR TS b v o Rt 1 —w. A R LA Iz VIlL4
Elyi— 2 +k.G.5.( o U/y,.(xlt)] L e 0 (VI1.4)

ou:

E(N/m?),G(N/m’),1, =1, =1I(m*),1, ,(m*),S;(m*),p(kg/m*)  sont le  module
d'élasticité, le module de cisaillement, le moment d'inertie diamétral, le moment d'inertie
polaire, l'aire de la section transversale et la masse volumique du ieme troncon darbre.

Uyi(xt), ugi(xt) et w,;(%t), w,;(xt) représentent les composantes du déplacement

transversal et les rotations par flexion correspondantes, respectivement. k; est le facteur de

correction du cisaillement.
Un élément (dx) du iéme trongon d'arbre de Timoshenko avec son systeme de coordonnees

. ., . ., OUyj ou, ;
fixe s (x,V, z)est schmatisé sur les figures (VII.2a,b). Les quantités % et —2!

X OX

représentent les rotations de I'axe élastique de I'€lement, w,; et w  désignent les rotations

dues aux moments fléchissants, tandisque d,,; et g,,; sont les angles dus aux efforts

tranchants entre l'axe élastique et la perpendiculaire a la face du cisaillement, sur (a) le plan

xy , et (b) le plan xz,

(@)
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(b)
uzi
Yi
-X
My, My
My + p dx
X

Qz,i y
Y.l 6U2Yi

Qi i dx Oy i oX

Figure VII1. 2: Elément dx du ieme trongon d'arbre de Timoshenko:
(a)- dans le plan (xiyi), (b)- dans le plan (xi z).

Pour éviter de résoudre des équations couplées, on introduit les variables complexes suivantes

Ui (th):uy,i(xvt)+ juz,i(xit)! (VII5a)
Vi (Xit):l//z,i(xvt)+ jl//y,i(xvt)’ (V“5b)

avec j=v-1. Les équations (VIl.1-4) sont combinées pour obtenir deux équations

différentielles partielles du mouvement en multipliant les équations (V11.2) et (VI1.4) par jet

en les ajoutant ensuite aux equations (VI1.1) et (V11.3), respectivement. Les équations (VII.1)
-(VI. 4) deviennent

£SG (azui (1) _awi(x,t)]_ i ) g (VIL6)
19)4 19)4 ot
Ei|| l//l (X t) k G S [6[.1 (X t) (X t)j I//I(X t)
(VILT)
+ipilip 6'//';)( Y _o

Aprés quelques substitutions, les équations (V11.6) et (VI1.7) peuvent étre réécrites sous la
forme découplée suivante

l//l (X t) azl//i (th) Ei l//| (X t) p| I| a4l/ll (X t)
Eli———— SS———=——pli|1+=
it aX4 TP i atz Pili kiGi ox atz kG a‘:4

vipl 9[63wi(x,t>_ p a%(x,t)J:O
i'i,p

. VI8
otox? kG, ot ( )

4 2 4 4
EIIaU(i(t) plsiaui(zx,t)_ 1. 1+_ auz(xt) p,l,au(:(t)
X ot kG, ) at’ox®> kG, ot
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Suxt)  p 83ui(x,t)J=O (VI1.9)

+jpil; Q2 =
W ( aox? kG ot

Les solutions des équations (V11.8) et (V11.9) sont
U (x,t) =T (x) e*1* (VI1.10a)

v (1) =7 (x) e (VI1.10b)

ou T(x)and y;(x) sont respectivement, les fonctions de formes des vibrations u;(x,t) et
w;(xt), alors que o est la fréquence (pulsation) de tournoiement du systéme que constitue
l'arbre de Timoshenko et les disques. L'indice supérieur (+)et inférieur (—) font référence au

tournoiement (whirl) avant et arriere, respectivement. La substitution des equations

(V11.10a,b) dans les équations (V11.8) et(\V11.9) permet d'obtenir les équations suivantes

4— 2—
d du)l(gx) +(r1+r2)%_(r3_rlr2)ui (X):O (V“ll)
d*y; (x d2w; (x _
B0 1 41 S ()7 (0 =0 (VI112)
ou
r1='ﬂw2, rzz(piliwzipiliypgw), r3=/0i5ia’2 (VI1.13)
kiG Eili Eli

Les solutions des équations(V11.11) et(V11.12) sont

0; (x) = a sin AV x + &y, cos 4 x + a5 sinh AV x + &, cosh 24V (VI1.14)
7 (x) = &, sin A x + &, cos A1) x + &5 cosh AV x + &, sinh A{"x (VI1.15)
ou
L 3
20 :{%[4(@ —hh)+(R+1, )2}5 +%(r1 +1, )} (VI1.16)

1

2 :{%[4("3 —00)+(h+1 )12 _%(rl th )}2 (VIL.17)

En substituant les équations (V11.10a,b) dans les équation (V11.6), on obtient
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= a,=p", a;=p"a, a,=p"a, (VI1.18)

Les solutions(V11.14) et(V11.15) peuvent étre réécrites comme suit
0. (x) = a, sin A1 x +a, cos A" x + a3 sinh A{"x + &, cosh A{"x (VI1.19)
7)) =8 B cos Al x— a1 sin 4V x+ 3,385 cosh A00x+ 3y, 8 sinh A% (vi1.20)

Si I'on désigne W; = {U;,¥; } comme vecteur des vibrations, il s'exprime par

W, =W (x) 1! (VI1.21)

W () =AX) VY, (V11.22)
ou

AGO sin 4V x cosAMx  sinh A{Vx cosh 2" x

| plcos A% —p@0sin20x gD cosh A0x B sinh A0 x
et V; représente le vecteur des coefficients des solutions du ieme troncon d'arbre

Vi =[ay, ai, &, ai4]T (V11.23)

Selon la théorie des poutres de Timoshenko, les composantes du moments flechissant et de

I'effort tranchant sont données par

Mz,i(x,t)=—Ei|ia'/’%)Ex‘t), My'i(x,t)inIiM (V11.243)

Qi (%) =kiGiSi7y i (X1), Qi (X, 1) =KiG;S; 7, (X, 1) (VI11.24b)
ou

Vi (Xt) = au%)((x't) v, (X1, rei(xt)= M—v/y,i (x,t) (V11.25)

ri(x.t) = Yyi (X, 1)+ Jyi (X1) est la représentation complexe de I'angle du cisaillements.

En prenant en compte les équations (V11.10a,b), les parties réelles des moments fléchissants et

des efforts tranchants s'écrivent
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Mzi(x)=_Ei|ialpz—’i(X)’ Myi(x)=Ei|i6V7y'i(X) (V11.263)
’ OX ‘ oX
Qy,i (0 =kiGiSi7yi (0, Qi () =kiG;S; 73 (X) (V11.26b)

Si l'on néglige I'amortissement externe du a l'effet hydrodynamique dans les paliers, les
conditions aux limites gauche et droite du systéme représente sur la figure (VI1I1.1), peuvent
s'exprimer comme

uy1(0)=0, U,1(0)=0, Elw;,(0)=0, E1I1y7’y'1(0) =0 (VI1.273)
Uy,n(l—n) =0, LTz,n(Ln) =0, En'n’?z,n('—n) =0, Enln&y,n(Ln) =0 (V“-27b)

En termes de nombres complexes, les équations précédentes(VI1.27a,b) se réduisent aux

expressions suivantes

4,(0) =0, E1,° ‘le(o) ~0 (VI1.283)
o, (L,)=0, E, 1,7, (L,)=0 (V11.28b)

VII. 2. Vecteurs des coefficients des solutions des équations différentielles

La figure (VI1.3) schématise la jonction de deux trongons d'arbres adjacents. L, désigne la

longueur du ieme trongon d'arbre

M (L) M_i.1(0)
PO _(ﬂ\_._:_

Cyd SRI R SARIC)
Zi i ;
A _ P
.,i_ ot My; (h){n\lMyM(O)

(B E T ING)

Figure VII. 3: Les forces et les moments internes agissant sur la section de jonction de
deux trongons d'arbres adjacents (i) and (i+1).
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VII. 2. 1. Le cas de deux trongons d'arbres voisins de caractéristiques mécaniques
et/ou géométriques différentes

A la jonction de deux trongons d'arbres adjacents ayant différents diametres et/ou différentes
propriétés mécaniques, les équations de continuité des déplacements et des rotations dues aux

moments fléchissants sont données par les équations suivantes

uyi(L)=0y,.(0) (VI11.29a)
U, (L) =0,,1(0) (VI11.29b)
v,i(L)=v,;.1(0) (VI1.30a)
vyi(L)=v;.0) (V11.30b)

Compte tenu des équations (VII.5a) et (VII1.5b), les équations (VI11.29a,b) et (VI1.30a,b)
deviennent

(L) =G, (0) (VI11.31)
ABENG) (VI1.32)

Les equations (V11.31) et (V11.32) peuvent s'écrire sous la forme vectorielle

W, (L) = W, (0) (V11.33)
donc:
A L) Vi =Au0) Vig (V11.34)

ou

A(L)= sin 0L cos ALy sinh AL cosh AL,
O cos APl —pPsinaA®L a0 cosh AL, 0 sinh A9L, |

0101
A+1(0)=|: :I

ﬂ1(i+1) 0 :Bz(i+1) 0
Les équations d'équilibres des efforts tranchants et des moments fléchissants exigent

M,;(L)=M,;,1(0) (V11.353)
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M,i(L) =M, (0) (V11.35b)
Qyi(L)=Qy;.(0) (V11.36a)
Qi(L)=Q,;.1(0 (V11.36b)

Si I'on tient compte des relations(V11.26a,b), les équations(V11.35a,b) et(V11.36a,b)
deviennent

Eiliw2,i (L) = Eiliya92,44(0) (VI1.372)
Eilivyi (L) =Eialiawyia(0) (VI1.37b)
KiGiSi 75 (L) = kis1GiaSina 75y,i:2(0) (V11.382)
kG Si Txi(Li)= |+1G|+1S|+1 Vx,i+1(0) (V11.38b)

Les equations (V11.37a,b) et (V11.38a,b) peuvent s'écrire en fonction de nombres complexes

comme suit
il (L) = Ei b avia(0) (VI11.39)
IZiGiSi 77| (LI) = IZi+1Gi+lSi+1 77i+1(0) (V| |-40)
avec
OW; (X)

700 =L 7,00

d'ou I'on obtient la forme matricielle suivante

Di (L) Vi =Di11(0) Vi (VI1.41)
ou
Di(Li):[rl 3 rz]
- { —Ei1;40 B0 sin 2001 —Ei1;40 B cos AL }
kGS; (4 cos AL — gV cos ALY kGiS; (AN sin AL + AW sin A0L)
r,= ;11457 5 sinh 2371, E; 112" 53" cosh 271,
2 kG,S (A cosh A9L, — a9 cosh A)L,)  KG,S, (A sinh A9L — a9 sinh A00L,)
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_Ei+1|i+lﬂi(l+1)ﬂl(l+1) 0 Ei+l|i+1 (I+l)ﬁ2(l+1)

Di+1(0): — . . . . -
ki+lGi+1Si+1(21(I+1) _ﬁl(lﬂ)) 0 ki+1Gi+1Si+l(;{2(l+1) _ﬁZ(Hl)) 0

Finalement, il en résulte les relations suivantes

avec
-1
5 {AH(O)} {A(Iﬂ-)} (VI1.43)
Di.a(0) ] [DBi(L)

Les matrices B; sont les matrices de transfert relatives aux vecteurs des coefficients constants

des solutions des équations différentielles. Ces matrices ont la forme suivante

— cos(AL)  aysin(A0L) gy cosh(APL) gy sinh(A901)
msin(A00)  pycos(A0L)  pysinh(A0L)  p, cosh(20L) (VI1.44)
—1scos(AL) w5 sin(AL)  wgcosh(AVL) g sinh(AVL)
prSIN(AL) i c0s(AL) g sinh(AL)  pg cosh(A8Ly)

Bi:

avec

IO (ORI g0 ks
(,82(|+l)ﬂ1(|+1) —,3]_(|+l)ﬂ/2(|+l)) (ﬂ2(|+1)21(|+1) —,Bl(H—l)ﬂz(H—l)) ki+1Gi+lSi+l

B p0AE) (0 ) ks
(ﬂ2(|+1)21(|+1) _ﬂ1(|+1)22(|+1)) ﬂ2(|+1)21(|+1) _ﬁl(|+1)22(|+1) ki+lGi+lSi+1

W B 464D . AL El;
, = _ ‘ _ i _ i - -
(ﬁ2(|+1);lg(l+l) +ﬂ1(|+l)ﬂl(l+l)) (ﬂ2(|+1)/12(|+1) +ﬁl(l+l)/-ll(l+l)) Ei+1|i+1 (V' |45)
B 264D AL Eil;

Hy = (ﬂz(i+l)ﬂ2(i+l) +ﬂ1(i+l)ﬂ1(i+l)) - (ﬂ2(i+1)j/2(i+l) _'_ﬂl(i+l)ﬂi(i+l)) Ei+1|i+1

o B O (B0 - B0 K,
(,82(|+1)A1(|+1) _,Bl(H-l)AQ(Hl)) ﬂ2(|+1)11(|+1) _ﬁ].(l+1);l’z(l+l) ki+1Gi+lSi+l
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(B9~ IVR0) (B0 VD) G

He =0 i i i)y pl i i i+1) k.
BEDAD =280y gAY — pD A KinGiuaSia
,Bl(m)ﬂi(iﬂ) E I ﬂl(i);li(i)
Hr = i i i i - i i i i
(BEDATD + pEDAED) Bl (BIDAID B2
p ﬂl(i+1)/11(i+1) E.l, ﬁéi)ﬂz(i)

= - n - - + - - - s
(,Bl(|+l)ﬂl(|+l) +ﬂ2(|+1)22(|+1)) Ei+l|i+1 (ﬂl(H—l)ﬂi(H—l) +ﬁ§l+l)22(|+l))

Pour les trongons d'arbres ayant les mémes diametres et les mémes propriétés mécaniques, on
obtient

iziGiSi =1 Eili

_ =1, _1, /11(i): 1(i+l)
ki+1Gi+lsi+1 E

i+1|i+1

A =20, g =gt gl = it (VI1.462)
c'est a dire que les coefficients 14, 14, ..., 15 Se reduisent a

==Y === =0, pg=pg=pg=1 (VI1.46b)

et la matrice B; prend la forme diagonale par bloc suivante

cos(AL)  —sin(AL) 0 0
B = sin(ﬂi(l)l—i) Cos(ﬂi(l)l‘i) 0 _ 0 . (VIL4T)
0 0 cosh(24"L;)  sinh(4{"L;)
0 0 sinh(A"L;)  cosh(AL)

Les relations entre les (r —1) trongons d'arbres suivants peuvent s'exprimer comme
Vier = BiyraBisr 2BV, (V11.48)

De I'équation (V11.47), il est facile de remarquer que dans le cas de trongons d'arbres ayant les

mémes diameétres et les mémes propriétés mécaniques, l'expression (V11.48) se reduit a
Vi =RV (V11.49)
ol R; est la matrice B; obtenue de I'équation (V11.47), avec L; remplacé par

v=i+r-1

L= Y L (V11.50)

(Comme dans le cas du modele de Euler-Bernoulli (chap. VI), la multiplication de ce type de

matrices peut étre remplacée par une sommation des arguments des fonctions apparaissant
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dans ces matrices). Cette propriété avantageuse n'existe pas avec la méthode conventionnelle
des matrices de transfert relatives aux vecteurs (TMM). La méthode de résolution présentée
dans ce chapitre garde cet avantage, méme si un modele linéaire de l'amortissement interne

est pris en compte.

VII. 2. 2. Le cas de deux trongons d'arbres voisins (i) et (i+1) reliés par une masse
discréte m,

La figure (VIl.4.a,b) montre une masse discréte m, en rotation a la vitesse Q, ayant pour
matrice d'inertie  M;, joignant deux trongons d'arbres voisins (i) and (i+1), dans les plans

vertical et horizontal, respectivement. Les valeurs approximatives des composantes de la
vitesse angulaire sont

0, = Qsinyy; (14,1~ vy, (15.) (VI1.51a)
0, = Osin(yy i (1, ) ~—Quy (1,1 (VI1.51b)
- e »Xi
(a) | I disk(i)

1

/
y Mz,i+1(0)
\ > l/7z,i

¥I Q i+ 0
3.0 \.\& Q140

:
v

Yir Uy Yisrr Uyin

— - -’)(I Lo - -

Figure VI1.4: Les forces et les moments internes agissant sur le disque rigide (i),
joignant deux segments d*arbres de Timoshenko (i) et (i+1), dans (@) le plan xy-, et (b)

le plan xz.
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On suppose que le centre de gravité de chaque disque (i) coincide avec le centre de la section

transversale du troncon darbre. Dans le cas de petits déplacements, les conditions de

continuité suivantes sont vérifiées

uyi(L)=0,.(0) (VI1.52a)
U, (L) =0,,1(0) (VI11.52b)
720(L) =7,1.,(0) (VI1.53a)
vyi(ki)=v,i(0) (V11.53a)

Si I'on prend en considération les équations (V11.5a,b), (VI11.21) et (V11.22), les équations
(VI11.52a,b) et (V11.53a,b) deviennent

G (L) =G4 0) (VI1.543)
(L) = 7.4 (0) (V11.54b)
w,(L;) = W,., (0) (VI1.55a)
ALV, = A1 OV, (V11.55b)

Les equations d'équilibre au niveau du disque (i), des efforts tranchants et des moments

fléchissants sont

0%uy; (L.t
Qi(L)=Qy;i,(0,t)—m ———— (56a)
°uy,; (Li.1)
Qui(Li ) =Q i (0t) —my ———=— (56b)
%y, (Lt
M,i(Li,t) =M, ;1 (0,t) = Jg; V’Za*'tg' )_ o 522 (57a)
2
My (L) =M (0.0~ 3,, i) g (57b)

atZ p,i ot
ou Jy; et Jpi sont le moment d'inertie massique diametral et le moment d'inertie massique

polaire du disque (i), respectivement.

Si I'on prend en considération les équations (V11.24b) et (V11.26b), les équations (V11.56a,b)

deviennent
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lzGi5i77><y,i (L)- a’zmin,i (L)= IZGi+15i+1?7xy,i+1(0) (VI11.58a)
kG;Si7i (i) —o’m, U, (L) =kGi,1Si.17,i:1(0) (V11.58b)

Par substitution des équations (V11.51a,b) dans les équations (VI11.57a,b) , respectivement, et
compte tenu des équations (V11.24a), (\VV11.26a), on obtient

(1), 72 (1) = @34 7, (L) = §35,Q07,;(4) =(EL, ),y 7,34 0) (V11.592)
(Ely ) 7y, (L) = 3q 197y, (L) + Fp Qo (1) = (Ey ). #y1,4(0) (V11.59b)

Par multiplication des équations (VI11.58b) et (VI1.59b) par j et en les additionnant aux
équations (V11.58a) et (V11.59a), respectivement, on obtient
kG;Si7: (L) — @’ m; T; (L) =KG;.4S;,17:,4(0) (V11.60a)
(EN (L) -y, (L) -3, Qo (L) =(EN) %1 0) (VI1.60b)

Les equations (V11.60a,b) peuvent s'écrire sous la forme matricielle suivante

Di(L) Vi —o*MiA (L) Vi =3, @ @ 3 (L)V; =Dy (0) Vi (V11.61)
ou
m 0
Mi =
0 3
et
L) 0 0 0
dhnlay S cos AL —pUsin A0 g cosh AL g sinh 2001,
alors que

.
Vi :[am CPTCY ai4] (VI1.62)
Les equations(V11.55b) et (VI1.61), peuvent s'écrire sous la forme matricielle

ou
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) -1 A (L;
H. {A.H(O)} { AL (VI1.64)
Di.1(0) Di(L))—@"M A (L)) - Q &) p,i xi(Ly)

H; représente la matrice de transfert relative aux vecteurs des coefficients des solution des

equations différentielles V; et Vi ;, a travers le disque (i), prenant en considération son effet

gyroscopique. Les vecteurs des coefficients des solutions V,, Vs,...,V,, peuvent étre

facilement déterminés par les matrices définies précédemment, comme suit

V,=B,V,,
V;=B,a,=B,B,V;

V, =R, a;=RyB,B, V, (V11.65)

V. =B, ;..RsB,B, V.

n

VII. 2. 3. Fréquences naturelles, vitesses critiques de tournoiement et leurs modes
correspondants

En fonction des variables complexes, les conditions aux limites s'écrivent comme suit
0,(0)=0, E\L(0)=0, Tn(Ly)=0, Eyl (L) =0 (V11.66)
Finalement, les conditions aux limites (V11.66) peuvent s'écrire comme suit
,(0) V, =0, T, (L,)V,=0 (VI1.67)

En utilisant les relations (VI11.65), on peut écrire les conditions aux limites sous la forme

matricielle suivante

1,(0) i
{HH(LH)Bnl...HsBZBJ{Vl} =0 (VI1.68)

ainsi, les conditions aux limites sont exprimées en fonction du vecteur V;, qui est le vecteur

des coefficients des solutions des vibrations du premier tron¢on d'arbre de Timochenko (i=1)
T
Vi =[ay, A, a3, ay] (VI1.69)
Selon I'équations (V11.65), le vecteur colonne V, Vérifie I'équation suivante
CV, =0 (VI11.70)
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ou
Ay Gy - Qg

I1,(0) }
c, =| & - 1 VIL71
N [Hn(Ln)Bn_l...H3BZB1 ( )

a41 e 0644

L'équation (V11.70) représente I'équation caractéristique. Si I'on écarte la solution triviale pour

le vecteur V,, on doit avoir
IC,|=0 (VI1.72)

qui représente I'‘équation des fréquences. Les fréquences naturelles (a)s) du systeme a l'arrét
et les vitesse critiques de tournoiement (cbs) peuvent s'‘obtenir par résolution de I'équation des

fréquences (VI1.72), pour (Q2=0) et (Q=d ), respectivement.

D'aprés I. P. Natanson [17], dans le cas 'une matrice singuliére, le vecteur propre (V;) dans

I'équation (V11.70) peut étre estimé a une constante multiplicative prés ¢, comme suit

ap=¢fy, a,=9¢f, az=¢0f; a,=4¢1, (VIL73)
ou f, (@ =1,..4) représentent les compléments algébriques correspondant aux éléments

o, (v =1,...,4) de le matrice C,. Le mode vibratoire du premier trongon d'arbre (i=1) peut

s'exprimer comme

0, (X) = gy 5in A% + g5, cos AP x + gy 5inh AP x + gy, cosh A{Px (VI1.74)
avec

O :{gllv 012+ O3 914}

Pour le ieme troncon d'arbre de Timochenko, on obtient
f (x):[sinﬂi(i)x cosA{x sinh A{"x cosh/léi)x]{gi} (VI1.75)
avec

.
9i =[9is Yizs Giz» Gia)
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Pour le reste des trongons d'arbres, on utilise les équation (\V11.64), et on obtient les relations

suivantes
g, =B; 9y,
93=B,09,=B, B, g (VI11.76)
9n=Bn19,1=Bn1B,,.R3B; B gy

ou

.
9i =[9i 9iz2 Gia Gia]

VII. 3. Application a un rotor constitué d'un arbre de Timoshenko a section étagée
supportant trois disques identiques [16]

On considere l'exemple numérique representé sur la figure (VI1.5) de la référence [18],
représentant un rotor constitué de six arbres d'une longueur L;=0.20m et d'un diamétre
d® =0.03 mou 0.04 mchacun, a section étagée supportant trois disques identiques, ayant

chacun une épaisseur h=0.004 m, et un diamétre d® =0.36 m. Les propriétés du matériau

des segments darbres et des disques sont: le module de Young E =2.068 10 N/m?,
coefficient de correction du cisaillement k =0.75m, et le module de Kirchhoff
G=0.795 10"'N/m? La masse volumique des arbres et des disques est

AN = =7850 kg / m?

m,J..J,, m,J,,.9,, m,J,..J,,
AW N\
; @ HONE HONE™
./ 7 rd X ‘I . '/ 6
z ‘ g 4 423 ! ZE ;

Y Y1 y3 YA
6
Figure VII. 5: Arbre de Timoshenko étagé supportant trois

disques rigides et identiques.
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Les premiéres cing fréquences naturelles @, (s=12,...,5) obtenues en appliquant la méthode

présentée dans ce chapitre et celles obtenues par les auteurs de la référence [18] en utilisant la
méthode des éléments finis (MEF) sont représentées sur la tableau VII.1.

Tableau VI1.1: Comparaison des cing premiéres fréquences w, —o. (avec Q2=0)

Mode Fréquences Propres o, (s=1,2,..,5),avec Q=0
(rad /s)
Méthode présentée MEF in Ref. [18]
1 140.72011 140.7202
2" 434.46529 434.4659
3" 925.09181 925.0961
4" 1490.61536 1490.6195
5 1697.21160 1697.2179

Le Tableau VII.1. montre que les cing premiéres fréquences propres obtenues en utilisant la
méthode présentée dans ce chapitre sont identiques a celles obtenues par les auteurs de la
référence [18], en utilisant la meéthode conventionnelle (MEF). Les modes propres
correspondant a ces fréquences propres sont représentés sur les figures (VIII. 6)-(VII. 10)

Jil/[nax|ﬁi|

o o o
~ = o

Nondimentional amplitudes

o
]

o
=)

02 04 06 08 10 12
Axial distance [m]

o
=)

Figure VII. 6: Le premier mode propre des vibrations transversales.
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Figure VII. 7: Le second mode propre des vibrations transversales.
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Figure VII. 8: Le troisieme mode propre des vibrations transversales.
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Figure VII. 9: Le quatrieme mode propre des vibrations transversales.
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Figure VI1. 10: Le cinquiéme mode propre des vibrations transversales.

Sur le tableau VI11.2. sont présentées les cing basses vitesses critiques @, et @° (s=12,...,5),

de tournoiement (whirling) avant “forward™ et arriere "backward” prenant en
considération le moment gyroscopique de l'arbre, obtenues par la méthode présentée dans ce
chapitre, et celles obtenues par les auteurs de la référence [18] en utilisant la méthode

conventionnelle (MEF).

TABLE VII.2: Comparaison des cing basses vitesses critiques de tournoiement (whirling)
avant "“forward™ et arriére ""backward", correspondant a (Q =@ ), avec le moment

gyroscopique de I'arbre pris en compte.

Vitesses Critiques de Tournoiement &,avec Q=@

(rad /s)

Direction Méthode MEF dans Méthode Analytique
du tournoiement présentée la Ref. [18] dans la Ref. [18]

c?)lF 147.06340 147.0635 147.0635

6?)2F 480.87540 480.8764 480.8763
Forward a33F 932.46869 932.4732 932.4729

67)4F 5355.19469 5355.6869 5355.2862

67)5F 6216.88169 6217.4720 6216.9834

116



Bases et Algorithme du Calcul Vibratoire des Systemes Propulsifs Navals Ch. Kandouci

(2021)
@} 134.99264 134.9927 134.9927
@ 391.214530  391.2148 391.2148
Backward c?)f 896.275739 896.2792 896.2790
6?)48 960.383015 960.3859 960.3858
6?)58 1068.337680 1068.3425 1068.3423

Sur le Tableau VI11.2, on voit que que toutes les valeurs des vitesses critiques de tournoiement
(whirling) avant "forward" et arriére ""backward" calculées a l'aide de la méthodes des
matrices de transfert relatives aux vecteurs des coefficients constants, présentée dans ce
chapitre, sont identiques a celles obtenues en utilisant la méthode conventionnelle (MEF) de
la reférence [18]

Le tableau VI1.3 montre une comparaison entre les valeurs des vitesses critiques s @; and

@S (s=12,.,5) de tournoiement (whirling) avant “forward™ et arrigre "backward"

calculées a l'aide de la méthodes présentée dans ce chapitre en négligeant le moment
gyroscopique de l'arbre, et celles obtenues par les auteurs de la référence [18] en utilisant la
méthode conventionnelle (MEF).

Tableau VI11.3: Comparaison des cing basses vitesses critiques de tournoiement (whirling)
avant "forward™ et arriére ""backward", correspondant a (Q = @), avec le moment

gyroscopique de I'arbre négligé.

Vitesses Critiques des Vibrations de Tournoiement
@;avec (Q=a) (rad/s)

Direction Méthode MEF Méthode Analytique

du tournoiement présentée  dansla Ref. [18] dans la Ref. [18]

@; 147.05248 147.0526 147.0526
@5 480.64971 480.6507 480.6506
Forward @, 932.01115 932.0156 896.2792
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@, 5320.47043  5320.9487 960.3859
o 6172.09668  6172.6673 6172.1948
; 135.00107 135.0011 135.0011
@) 391.34774 391.3481 391.3480

Backward @, 896.60700 896.6104 896.6103
@, 960.55576 960.5586 960.5585
@y 1068.64318  1068.6480 1068.6478

Ch. Kandouci

Le tableau VI1.3 montre que toutes les valeurs calculées a I'aide de la méthode présentée dans

ce travail sont identiques a celles obtenues par les auteurs de la référence [18] en utilisant la

méthode conventionnelle (MEF).

Ceci montre que l'approche présentée dans ce chapitre qui consiste a combiner la méthode

des matrices de transfert relatives aux vecteurs des coefficients des solutions des équations

différentielles avec la technique de I. P. Natanson, qui utilise les compléments algébriques, est

une approche robuste.

Les modes correspondants aux cing basses vitesses critiques de tournoiement avant (forward

whirling) et tournoiement arriére (backward whirling), obtenus a l'aide de la méthode

présentée dans ce chapitre sont représentés les figures (VII. 11- VII. 15),
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Figure VII. 11: Le premier mode de vibrations de tournoiement.
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Figure VII1. 12: Le second mode de vibrations de tournoiement.
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Figure VII. 13: Le troisiéme mode de vibrations de tournoiement.
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Figure VI1. 14: Le quatriéme mode de vibrations de tournoiement.
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Figure VII. 15: Le cinquiéme mode de vibrations de tournoiement.
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