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Avant-propos

Ce polycopié de cours de Mécanique des Fluides I, est un support pédagogique destiné
aux ¢tudiants de la deuxiéme année LMD de la licence académique en génie mécanique
(3eme semestre ST) des universités algériennes, et son contenu est strictement conforme au
programme officiel en vigueur.

Ce polycopié¢ décrit systématiquement les principes fondamentaux de la mécanique
des fluides, ses méthodes et ses applications physiques les plus importantes. L’ensemble des
quatre chapitres couvre les principaux domaines de la mécanique des fluides élémentaire,
allant de I’hydrostatique aux écoulements réels dans les conduites.

Ce manuel aborde dans le premier chapitre les propriétés des fluides de base. Ensuite
les formulations et les équations de la statique des fluides sont étudiées en deuxiéme chapitre.
La dynamique des fluides parfaits incompressibles est prise en compte et bien détaillée dans
le troisi¢eme chapitre. Le quatrieme chapitre expose la dynamique des fluides réels
incompressibles.

En plus, I’ensemble des problémes résolus a la fin de chaque chapitre devrait

permettre aux étudiants de consolider leurs connaissances en mécanique des fluides.

Dr. SEDDAK Mohamed
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Chapitre 1 Propriétés des fluides

Chapitre 1 : Propriétés des fluides

En général, on classifie la matiére en trois états : liquide, gaz et solide. Un liquide a un
volume défini et une forme indéfinie, un solide a un volume et une forme définis, et le gaz a
un volume et une forme indéfinis.

1.1- Définition d’un fluide

Un fluide est un milieu matériel continu, parfaitement déformable et non rigide, qui prend la
forme du récipient le contenant. On peut diviser les fluides en liquide et gaz. Les gaz
représentent les fluides compressibles, par contre les liquides sont pratiquement
incompressibles.

1.2- Différents types de fluides

Les fluides pris en considération dans ce document sont des corps isotropes, c'est-a-dire que
leurs différentes propriétés sont identiques dans I’espace. Ainsi, les fluides n’ont pas de forme
propre, c'est-a-dire qu’ils sont mobiles. Mais la déformation peut étre accompagnée ou non
par une résistance : dans le cas ou la déformation existe- le fluide est appelé fluide réel
(visqueux) et dans le cas ou la déformation est absente — fluide parfait (non visqueux). On
peut distinguer le liquide d’un gaz par la notion de compressibilité.

1.3- Propriétés physiques des fluides

- Masse volumique :

La masse volumique d’un corps c’est la masse de ['unité de volume, symbolisée par p (lire
rhd). L unité est le kilogramme par métre cube (kg/m’).

Exemples : pour I’eau p=1000 kg/m’ ; pour I’air p=1,293 kg/m".

- Densité :

La densit¢é d’un fluide est un nombre adimensionnel exprimant le rapport de la masse
volumique du corps a la masse volumique de 1’eau ou de I’air. Les solides et les liquides sont
comparés a I’eau prise comme référence, par contre que les gaz sont souvent comparés a
I"air.

masse volumique dun corps
de l'eau(liquide ou solide)
de l'air (pour les gaz)

d =

masse volumique{

- Viscosité des fluides
La viscosité du fluide est la cause d’une contrainte tangentielle relative a I’élément de surface

a un instant donné et égale a :

__ - du
T_ME




Chapitre 1 Propriétés des fluides

. , . du . .
7 : la contrainte exercée par le fluide, o le gradient de la vitesse.

viscosité dynamique (i)

viscosité cinematique (v) = ,
masse volumique (p)

uenPa.souN.s.m™?

1

v =Lavec venm?2.s~
p 3

penkg.m-
~1st=1 stoke=10"m’.s'=100Cst.
- 1 poise=0,1 Pa.s
- Poids spécifique (poids volumique) :
Le poids volumique @ d’une substance est le poids de I’unité de volume de la substance.
w=p.g
g : accélération de la pesanteur.
- Compressibilité :
On appelle module de compressibilité le rapport entre la diminution relative de volume et
I’augmentation de pression :

av
v 1dv

=" = e

m-
X en—
1.4-Problémes résolus
Probléeme n°l1

Si 6m’ de pétrole pésent 5080kg, calculer son poids spécifique @, sa masse volumique p et sa

densité.
Solution :
. 5080
- masse volumique p = JZZ:;; =——=1848 kg/m3

- poids spécifique @ = p.g = 848.9,81 = 8319 N/m?3

- densité d = 2 = 0.848
1000

Probléme n°2

Déterminer le poids volumique (spécifique) de kéroséne sachant que sa densité d=0,823. On
prend g=9.81 m/s”.

Solution :

- poids spécifique w = p. g avec p =d.1000

@ = p.g = 0,823.1000.9,81 = 8073,6 N/m3

Probléeme n°3
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Déterminer la viscosité dynamique de 1’essence de densité d= 0,68 et de viscosité cinématique

v =422.1072St.

Solution :

- la viscosité dynamique u = p.v

p =d.1000 = 0,68.1000 = 680 kg/m?3

_ 0,422 1072.107*
1

u=p.v=6800422.10"% = 287.107%Pa.s = 287.10 >poise

Probléme n°4

v =0,422.10"°m?/s

A 20°C, ’ecau a une viscosité de 1 milli-poise, 1’air, de 0,0183 milli-poise. Calculer la
viscosité cinématique de I’air et celle de ’eau en m”/s et en Stokes.

Solution :

Ueau = 1.1073poise = 10 3poise = 1073.0,1 = 10~ *Pa.s

Ugir = 0,0183.10 3poise = 183.10 "poise = 183.1077.0,1 = 183.10 8Pa.s

- viscosité cinématique de 1’eau :

I’leau 10_4
= —_ = = 10_7 2
Y Do 10° e
1077

Veau = 7977 = 10 3stoke

- viscosité cinématique de I’air :
_ Hair 183.1078
Vair = e 1,20

-8
Vair = —omy— = 152,5.10*stoke

=152,5.10"8m?/s

Probléeme n’5
Une plaque de métal de 0,15 m’ de surface est reliée 4 une masse de 8 gr par une corde

passant sur une poulie idéale (sans masse et sans frottement), comme le montre la figure.
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On met une mince couche de lubrifiant de 0,3 mm d’épaisseur entre la plaque et la surface. On

libére la masse, le gradient de la vitesse de la plaque est égal a 15 1/s. Calculer le coefficient

de viscosité du lubrifiant u.

Solution :

La plaque se déplace vers la droite sous 1’action des forces de tension, 7, et de frottement, f,

associées a la viscosité du fluide. L’accélération de la plaque est nulle puisqu’elle glisse a

vitesse constante. La tension et le poids suspendu sont donc d’égale grandeur, soit,
f=T=mg=28.10"3.9,81 = 78,48.1073N

Le lubrifiant en contact avec la surface horizontale est immobile et celui qui est en contact

avec la plaque a la méme vitesse que celle-ci. Si le gradient de vitesse est uniforme, on

trouve :
_ du
T = ‘ley
du
E =15 1/S
f 7848.107° o
T—S— 015 =523,2.10"°N/m
T 5232.107° »
U= % = T = 348,810 Pa.s
dy

Probléeme n°6

La vitesse en un point A d’un écoulement laminaire est donnée par la relation :

r? 9
V,=5 l_ﬁ m.s

= Jlk f Vi

- Déterminer la vitesse maximale et la vitesse moyenne de I’écoulement.
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Solution :
2
V,=5 (1 —%)m.s‘1

. . r? 0
- la vitesse est maximale est pour 7 = 0= V0 =5 (1 - F) =5 (1 - F) =5m/s

- la vitesse moyenne V., = ‘max — 2 _ 2,5m/s
moy 2 2
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Chapitre 2 Statique des fluides

Chapitre 2 : Statique des fluides
2.1-Notion de pression
Soit une surface (S) séparant la masse fluide en deux régions (A) et (B). On peut, sans
modifier 1’équilibre de la zone (A), supprimer la partie (B) du fluide a condition de faire agir
en tous les points de (S) un systéme de forces continues. .

Sur chaque ¢élément dS de la surface entourant un point M, il exerce une force ¢lémentaire

dF du méme ordre de grandeur que dS et qui représente 1’action du milieu B sur le milieu 4 a

travers dS.

dF S, . e . A
Le vecteur —Saune grandeur finie puisqu’il est le quotient de deux infiniment petits du méme

ordre. Quand dS tend vers zéro autour de M, ce vecteur tend vers une position limite T qui
représente la tension exercée en M par B sur A. Cette tension peut se décomposer en une
composante tangentielle a la surface (S) en M, soit £, et une composante normale le §. Cette
deuxiéme composante est appelée pression.
2.2- Loi fondamentale de statique des fluides
Lorsque les fluides sont au repos, on peut admettre que la viscosité est nulle et considérer le
fluide comme parfait.
2.2.1- Equations générales de la statique des fluides
Soient trois axes de coordonnées rectangulaires Oxyz.
Considérons dans une masse fluide, rapportée a ces trois axes, un parallélépipéde rectangle
infiniment petit d’arétes dx,dy,dz.
Si p est la masse volumique du fluide :

dm = pdx.dy.dz

Considérons les conditions d’équilibre de ce parallélépipede :

10



Chapitre 2 Statique des fluides

B

PR - C

- Forces a distances :
Soient Fy, F,, F; les composantes suivant Ox, Oy et Oz de la résultante F des forces extérieures
agissant sur la masse fluide, rapportée a I’unité de masse. Pour le parallélépipéde considéré,

on a donc :

pE.dx dy dz
pﬁdV pE,dx dy dz
pE,dx dy dz

- Forces de pression :
Suivant Ox :

face ABCD:pdydz

9]
dp résultante: — o dxdydz
face EFGH: (p + adx) dydz 0x

Autres faces : résultantes nulle puisque Ox n’est pas leur normal.

Suivant Oy: de méme = — Z—Z dxdydz

Suivant Oz: — % dxdydz

La condition d’équilibre, suivant Ox, s’écrit donc :

ap ap
pE.dx dy dz — ﬂdxdydz = 0= pF, = Ep

En projetant suivant les autres axes, on obtient 2 relations analogues, d’ou les équations

d’équilibre :

d
(or =22
dp —— 1—
{pr =% soit F = ;gradp
dp
lPFz =,

11



Chapitre 2 Statique des fluides

Cette expression montre que, dans un fluide en équilibre, la pression croit dans le sens du
champ de force.

En multipliant ces équations respectivement par dx, dy, dz, et divisant par p, on obtient :

1(apd Loy +apd>—dp—Fd +Edy+Ed
paxx ayy azz_p_xx ydy + 22

® — F.dx + Fydy + F,dz
p

C’est I’équation fondamentale de la statique des fluides.
2.2.2- Statique des fluides a masse volumique constante : Hydrostatique
a)Relation fondamentale de I’hydrostatique

Choisissons 1’axe des Z vertical et positif vers le haut.

z est alors I’altitude par rapport a I’origine de 1’axe. Les relations générales s’écrivent :

E,=0

E,=0

F =g
ap _ dp _ ap _ dp
a_ay_o et 5, = pgsmtdz— pg = —
donc p+pgz = ct¢ (2.1)

Les surfaces d’égale pression d’un fluide homogene en équilibre sont des plans horizontaux.
En particulier, la surface libre, qui est une surface de niveau particulier (p = p, = ¢ est
donc horizontale. Ce résultat est encore valable si le vase est formé de plusieurs parties
réunies par des canalisations (vase communiquant).

b) Différence de pression entre deux points d’un fluide en équilibre

Soient z; et z, les cotes des points M; et M, dans une masse fluide en équilibre. L’équation

fondamentale (2.1) permet d’écrire :

p1+pgz1 =p2 +pgz;

12



Chapitre 2 Statique des fluides

Ou : pyet p, étant les pressions en M; et M,
Ainsi

P, — 1 = pg(z; — z,) = pgh sihest la différence de cote entre M; et M.
La différence de pression entre deux points d’une méme masse liquide au repos est égale au
poids d’une colonne verticale de liquide ayant pour base I'unité de section et pour hauteur la
différence de niveau entre les deux points considérés.

Nous poserons

Z+£=H
P9

H: dite hauteur piézométrique (on exprime souvent les pressions en hauteur d’eau
équivalente).

* Pression pour des fluides non miscibles (non homogénes) superposés

Pour p = p(2), I’équation dp = p(z)gdz reste intégrable.

Si ’on considére plusieurs liquides non miscibles de densités différentes, ceux-ci se
superposent par ordre de densité croissante, et les lignes de niveau, toujours perpendiculaires
a la pesanteur, seront horizontales ; il en est de méme pour les surfaces de séparation de ces

différents liquides.

Za
0 PO PL P2 P3
P1 ! !
Z1 i
i
P2 > P1 |
z2 |
P3 > P2 :
Z3

¢) Transmission des pressions- Principe de Pascal.

Considérons une masse liquide au repos dans une enceinte ; nous pouvons écrire :
p
—+z = cte

Si on augmente par un moyen quelconque la pression en un point M; du liquide, nous
augmentons de la méme quantité¢ les pressions qui régnent en tous les points. En effet,
supposons que :

En M, la pression devient p1 =p1 + Apg

En M, Pz = p2 +Ap;

L’équation d’équilibre s’écrit :

13



Chapitre 2 Statique des fluides

P+ Ap: = (P2 + Ap2) = pg(z1 — 23)

Comme auparavant, nous avions
P1— P2 = pg(21 — 22)

Il en résulte que Ap; = Ap,
D’ou le principe de Pascal :
Dans un liquide en équilibre, les variations de pressions se transmettent intégralement en
tous les points de la masse fluide.
2.2.3 Mesure de la pression
a) Le tube piézométrique
Le dispositif le plus simple et le plus pratique pour la mesure de la pression d’un liquide est le
tube piézométrique, constitué par un tube ouvert au sommet et dont I’extrémité inférieure est
placée au point 4 ou I’on veut mesurer la pression : le niveau du liquide s’établit dans le tube

en M.

Appliquons 1’équation fondamentale de I’hydrostatique en 4 et M :
Patpgza =pm t+ pgzu

soit
Pa = Datm + Pgh

b) Le manomeétre différentiel

Pour mesurer la différence de pression entre 2 points 4 et B d’un fluide de masse spécifiquep,
on met en communication le fluide en ces deux points avec les deux branches d’un tube en U
contenant un liquide de masse spécifiquep’.

On a alors les relations :

Dans la branche AA" : Pat PgGzZy =Da + pYgzy

Dans la branche A'B":  py + p'gzy = pgr + p'gzy

Dans la branche B'B:  pgr + pgzg' = pg + pgzs

En additionnant les trois équations,

14
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Patpgza+9glp—p)(zg —z4) = pp + pgzs

PosonshzzBI—zA,=>(ZA+Z_2)_(ZB+p_B)=P‘Ph

p

Pg

Soit p'—p

H : hauteur piézométrique.
2.2.4- Force de pression exercée par un liquide au repos sur de parois solides

a) Surfaces planes horizontales

—
—

—
E“
— —

—_

|
wje—| | |
||

Les forces qui s’exercent sur les surfaces d’aire S sont dans tous les cas égales a:
F = pghs

Elles sont verticales et dirigées du liquide vers la paroi.

Elles sont indépendantes de la forme du vase.

La poussée est indépendante du poids du liquide contenu dans les vases.

b) parois planes non horizontales

Soit une surface plane d’aire S située dans le plan P incliné d’un angle ¢ sur I’horizontale et
baignée d’un c6té par un liquide pesant, 1’autre face étant a la pression atmosphérique, que

I’on prend comme zéro des pressions.

Cherchons la poussée F (la résultante des forces exercées par un liquide sur une paroi plane)

et son point d’application.

pu = pgh = pgxsing

15
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F = fpgxsinfp ds = pgsing fxds
s s

En désignant par ¢ I’abscisse du centre de gravité géométrique G de la surface S, on a par

définition :

S¢ = f xdS
donc F = pgSésing
et comme ¢sing = hg, ona

F = pgShy

*centre de poussée
On appelle ainsi le point d’application de la résultante des forces de pression sur la paroi. En
général, il n’est pas confondu avec le centre de gravité. On obtient sa position par une

¢quation de moments.

_ Iysing
- Sh

d: la distance du centre de poussée C a I’horizontale passant par le centre de gravité.
1, : moment d’inertie de la surface S.

¢) parois courbe cylindrique

Le principe : sur chaque ¢lément de surface s’exerce une force dF = pdS, normale a cet
¢lément. dF est décomposée en deux composantes, paralléles a un systeme d’axes. La
sommation des composantes ¢lémentaires nous donne les composantes de la résultante.

2.2.5- équilibre d’un liquide par rapport a son récipient mobile

La superposition entre le champ de pesanteur et champ d’inertie, va montrer que le liquide
dans un vase en mouvement peut parfois étre considéré en équilibre hydrostatique qui n’est
autre que 1’équilibre relatif du liquide par rapport au vase.

a) équilibre d’un liquide soumis a une accélération constante

16



Chapitre 2 Statique des fluides

Soit ¥ ’accélération constante horizontale du vase. Il se superpose donc au champ de gravité,

le champ d’accélération —7 , la résultante étant donc R = § — % dont la direction fait un
angle a = Arctg (g) avec la verticale.

La surface libre est inclinée de cet angle () sur I’horizntale.

y 4 E "
&l ]

b) équilibre d’un liquide dans un vase en rotation uniforme
Considérons un réservoir vertical de rayon R, contenant un liquide pesant homogene sa
surface libre est a la hauteur /%, tournant d’un mouvement uniforme autour d’un axe vertical
avec la vitesse angulaire (w).
Soit une particule fluide a la distance » de I’axe Z. Les composantes de la force active par
unité de masse sont :

F, = w?*r,F, =0,F, = —g
d’ou : dp = p(Edr + F,dy + F,dz

dp = p(w?rdr — gdz)

B T—"”u

h

Y

(6]
en intégrant :
(1)2
77‘ — gz = (Cte

17



Chapitre 2 Statique des fluides

Les surfaces d’égale pression sont donc les paraboloides de révolution

2
w
p =pTr2—pgz+Cte

La surface libre a donc la forme d’un paraboloide de révolution dont I’axe est I’axe de

2
rotation et dont I’excentration ne dépend que de la quantité % .

2.3-Problemes résolus
Probléme n’1
Un lit d’eau mesure 2m de c6té et 30cm d’épaisseur. (a) Déterminer le poids.
Pour une telle charge, on recommande de placer un lit d’eau au sous-sol ou sur un plancher
bien soutenu. (b) Déterminer la pression qu’exerce le lit sur le plancher. Supposez que toute la
surface inférieure du lit touche la plancher.
Quelle serait la pression exercée sur le plancher si le lit reposait sur le coté ?
Solution :
La masse volumique de ’eau p,g, = 1000 kg/m3, 1a masse du lit est de
Megy = Peau-Vol = 1000.(2.2.0,3) = 1200 kg
et son poids,
Goqu = Mepgy-g = 1200.9,81 = 11772N
Le lit d’eau pése 11772N et la surface de contact en position normale mesure 4m?. La

pression résultante est,

_ Geqy 11772 2943 P
P= Surface 4 4
La surface du coté = 2.0,3 = 0,6m?,
G 11772
p cat = = 19620 Pa

- Surface du coté 0,6

Probléme n°2

L’air comprimé de 1’¢lévateur hydraulique d’une station-service exerce une force sur un petit
piston de Scm de rayon. La pression est transmise a un second piston ayant un rayon de 15¢cm.
Quelle force doit exercer 1’air comprimé pour soulever une automobile pesant 13300N ?
Quelle pression d’air produira cette force ?

Solution :

La pression de I’air comprimé étant transmise sans perte par intermédiaire du fluide,

La pression exercée sur le petit piston (p;)= la pression exercée sur le petit piston (p,)

_ h_E — (2
Pl—P2:>51—52:> F (SZ)FZ

18



Chapitre 2 Statique des fluides

avec F, = le poids de I’automobile
= (") F, = () F, = (2)° _
F=(55)F=(2) B = (53) 13300 = 1477,7N

La pression d’air qui produit cette force :

_F 14777
S1  m(0,052%)

D1 = 188156,5 Pa

Le travail fourni (travail fait par F;) étant égal au travail exécuté (travail fait par F,),
I’ énergie est conservée.

Probléeme n”3

Calculer la pression absolue qui s’exerce a 1000m de profondeur sous la mer, en supposant
que la masse volumique de I’eau soit de 1000kg/m3® et que la pression
atmosphérique Py = 1,01.105 N /m?.

Calculer la force totale exercée a cette profondeur sur 1’extérieur d’un hublot sous-marin
circulaire de 30cm de diametre.

Solution :

Pression absolue = Pression relative + pression atmosphérique

Pabs = Preta t Patm

Pabs = PIh + Parm
Paps = 1000.9,81.1000 + 1,01. 10° = 9911000 ]V/Tn2

La force totale exercée a cette profondeur :

Force

Pabs = = Force = pgps. SUrface

surface

10,32
4

nd?

Force = Paps. (%) = 9911000.

= 700567,3N.

Probléme n°4

Combien faut-il de métres d’essence pour avoir une différence de pression de 0,5bar?

Solution :
A hon=2P
p=pgn=n=—
pg
h= 2510 oo
680.9,81

Probléeme n’5
Un réservoir est rempli avec I’eau (ppq, = 1000kg. m™3) sur une hauteur hge = 2m et avec

de ’huile (ppyie = 870kg. m™3) sur une hauteur hg, = 1m .
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o | eau )
l c ¥

Déterminer la hauteur d’eau hpdans le tube piézométrique relié a la masse d’eau si:
Pa = Pp = Patm-

Solution :

La pression en C est p,.

{ Pc = Pp + Peaudhp
Pc = DPa + Pruite 91 + Peaughs

d’ou

=pp + peaughD =pat phuileghl + peaughz

hp =fhule p 4 h, avec h, =1meth, = 2m.

Peau

hp = -2 1 +2=287m.
1000

Probléme n’6
De I’huile de densité 0,75 coule a travers la buse représentée dans la figure ci-dessous et fait

monter le mercure dans le manométre en U. Calculer la valeur de / si la pression en 4 est de

1,40 kg /cm?.
Lt -
0,825 m
—I_— - D
h
Y Bl ¥
Solution :

Pression en B = pression en C

Pa + Pruited(ha + h) = pp + Pmercuregh
b= (pa — pp) N Pruiteh
(Pmercure — Pruite)d  (Pmercure — Phuite)
Pp = Parm = 1,01.10°Pa, h; = 0,825m
pa = 1,4 kg/cm? = 1,4.9,81.10* = 13,734.10*Pa
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_ (13,734.10* — 1,01.10°) 4 0,750.1000
~ (13,57.1000 — 0,750.1000).9,81 ~ (13,57.1000 — 0,750.1000)

0,825

h = 0,336m.
Probléme n°7
Le niveau de I’eau s’¢léve a une hauteur H derriere un barrage de largeur /. Déterminer la

force résultante s’exercant sur le barrage.

A la profondeur h sous la surface, la pression qui s’exerce sur une section du barrage est
p =pgh=pg(H—y)

La force qui s’exerce sur la section du barrage est donnée par

dF =pdA = pg(H —y)ldy

Par conséquent, la force résultante s’exer¢ant sur le barrage est
H 1
F = jpdA =f pg(H = y)ldy = 5 pglH*
0

Si H=30m et [=100m, on trouve F = % 1000.9,81.100.30% = 441450 kN.

Probléme n°8

Un réservoir rectangulaire de 8m de long, 3m de profondeur et 2m de large contient 1,5m
d’eau. S’il est soumis a une accélération linéaire de 2,45 m/s?dans le sens de la longueur.

Calculer la force totale provoquée par 1’action de 1’eau sur chaque extrémité du réservoir.

Solution :

accélération linéaire 2,45 °
tga = . =—=0,249> a = 14",02

accélération de la pesanteur 9,81

La profondeur d a I’extrémité la moins profonde est
d=15-y=15-4tg(14°,02) = 0,5m
d =15+y" =15+4tg(14°,02) = 2,5m
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1,5m

F 3
Y

2m

Alors
Fap = pg hch
h¢g : hauteur du centre de gravite de la surface latérale mouillee,

S : la surface latérale mouillée.

F,p = 1000.9,81. (2'5) (2,5.2) = 61312,5N

2
0,5
Fep = pgheyS' = 1000.9,81. (7) (0,5.2) = 2452,5N

Probléme n°9

Un récipient ouvert, partiellement rempli de liquide tourne autour d’un axe vertical a une
vitesse angulaire constante. Déterminer 1’équation de la surface libre du liquide une fois qu’il
a acquit la méme vitesse angulaire que le récipient.

Solution :

Les coordonnées de la particule 4 (x,y), les forces agissant sur le point matériel 4 sont le poids
w = pg dirigé verticalement vers le bas et P qui est normale a la surface puisqu’aucun
frottement n’a lieu. L’accélération du point matériel 4 est dirigé vers ’axe de rotation, comme

le montre la figure.

D’aprés la 2™ loi de Newton,
E. = My,
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psind = M.x.w?> (1)

De E, =0

pcosd = M. g (2)

Divisant (1) par (2), tgf = "7‘”2 3)

d .
avec tgl = ﬁ , substituant dans (3),

dy xw? \ . . w?
— = ~— d’ou, par intégration =—x“+c
. r > P gr > Y 29

Pour la constante ¢ : pourx =0,y =0etc =0

2

L’équation finale : y = (;—gxz

23



Chapitre 3

Dynamique des fluides parfaits incompressibles

Sommaire

3.1. Ecoulement PEermanent ...............ooeueeveeueeeeeeueereeeeeeeeeeeess e e e eeeeeeee e,
3.2. EQUation de COMINUILE ............ovovveeeieeeeeeeeeeee e,
3.3. Débit masse et débit VOIUME ........oeevevuieeeei i
3.4. Théoreme de Bernoulli ........cccceeveeeviiiniiniiiiniieiceiceee.
3.5. Applications du théoreme de Bernoulli .........................
3.6. Théoreme A’ Buler e oo

3.7 PrODIEIMES TESOLUS. ..o e e e e e e e e e e eeeaans




Chapitre 3 Dynamique des fluides incompressibles parfaits

Chapitre 3 : Dynamique des fluides incompressibles parfaits

3.1-Ecoulement permanent
Un écoulement est permanent est un mouvement fluide ou les grandeurs physiques en un

point donné ne dépendent pas du temps.

Exemple : le champ de vitesse ne dépend pas du temps(aa—‘: = O), ainsi que la pression et la

masse volumique ne dépendent pas du temps.
3.2-Equation de continuité

C’est I’expression que 1I’écoulement est conservatif.

z.ii. A B

¥

Considérons un parallélépipede ¢lémentaire de fluide, ayant un volume dx. dy.dz. Au cours
le temps dt, par la face ABCD, une masse fluide entre qui est égale a :

dydz u pdt = pu dydz dt
Pendant ce méme temps, par EFGH sort :

( +apud>dddt
pu+——dx ) dydz

La différence entre ces deux expressions représente I’accroissement de masse correspondant a
la composante du mouvement suivant la direction Ox. De méme, en considérant les
composantes suivant les deux autres directions, on établit que 1’accroissement total de masse

est:

d 0 0
_( pu + pv + pw
0x dy 0z

Entre ¢ et ¢+dt, masse du petit élément pris en considération passe de pdxdydz a

) dxdydz dt

(p + Z—’;dt) dxdydz, donc s’accroit de :
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0 edydz dt
atxyZ

par variation de sa masse spécifique en fonction du temps.
On exprime la conservation de la masse en écrivant que 1’accroissement de la masse

correspond a celle qui rentre dans 1’élément :

dap dpu Jdpv Jdpw
—ddddt=—< )ddddt
ot raves ax oy oz ) HeYez
Soit
dpu dpv dpw 0dp
ax oy oz o= 0
Ou
.- 0p , . o
divpV + 3 0 - équation de continuité.
Remarque :

Quand le fluide est incompressible et homogene, cette équation se réduit a :

a_u+@+a_W=0 soit divV =0
ox 0Jv 0z

3.3-Débit masse et débit volume

Le débit en masse a travers une surface S est donné par I’intégrale :
qm = ijn ds = ijcosH ds
S S

p : la masse volumique.

I}, est la projection sur la normale a dS de la vitesse V au centre de I’élément.

Le débit en volume est :

%=jmw
S

v

| ds

m (=

o/

3.4-Théoréme de Bernoulli
a) sans échange de travail

- Etude d’un tube de courant
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Considérons, en régime permanent, toutes les trajectoires passant par une surface S;, et elles
seules passant toutes par S : elles constituent donc un filet ou tube de courant.
Soient V3, V5, p1, 02,21 €t Z,, les vitesses, pressions et cotes moyennes dans les sections S; et

S,.

£

L2

Entre les temps ¢ et ¢+dt, on a le déplacement du tube considéré ; ses faces S;et S, se
déplacent de dx; et dx,.
Par raison de continuité :
pSVidt = pS,V,dt =dm = S,V = S,V,
Exprimons la conservation de 1’énergie :
I’augmentation d’énergie cinétique de la masse dm : %dm(sz — V#) est égale :
- au travail des forces extérieures, a savoir le travail des pressions s’exercant sur les faces S;et
S, (le travail de la force de pression contre les parois latérales du tube de courant est nul) :
p1S1Vidt — p,S,V,dt
- plus le travail des forces de pesanteur (qui correspondent au passage de la masse dm de la
cote z; a cote z,) :
(zy — zz)dm
Ainsi
1
Edm(sz —VP) = (p1S1Vy — p2S.V2)dt + (2, — z3) gdm

Compte-tenu de la relation de continuité, on a donc :

1
EP(VZZ - V12) = (p1 —p2) +pg(z1 — 23)
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Soit :

L’¢équation de Bernoulli peut aussi s’écrire :

Théoréme de Bernoulli.

2

2

i 5
P1+P7+P921 = P2 +P7+P922

Elle est relative a I’unité de volume du fluide ou, en introduisant le poids volumique @ = pg

P1
®

V2 2
es P2 72

_|_

+z1=— +2z
1 o 2 2

2

Elle est alors relative a I’unité de poids.

- Interprétation énergétique de I’équation de Bernoulli

Le théoreme de Bernoulli exprime la conservation de I’énergie le long de la trajectoire de la

particule :

2

* — st I’énergie cinétique de 1’unité de volume du fluide,

* pgh représente 1’énergie potentielle de cette unité¢ de volume fluide sous la pression p.

b) avec échange de travail

Une machine placée dans le tube de courant et échangeant de I’énergie avec le fluide modifie

les caractéristiques de 1’écoulement.

Si Wy, est I’énergie échangée entre la machine et le fluide, I’équation de Bernoulli s’€crit :

L
p

2

2

Vi

4

2

+gZ1+W1/2=%+

+ 9z,

(en/.kg™")

Lorsque la machine est motrice (pompe, etc.), elle fournit de I’énergie au fluide (Wy,, > 0)
qui s’ajoute a celle de la section d’entrée.

Si la machine est réceptrice (turbine, moteur hydraulique, etc.), elle prend I’énergie au fluide
(W1 /2 < O) qui se retranche a celle de la section d’entrée.

3.5-Applications du théoréme de Bernoulli

a)Venturi

Il est utilisé pour la mesure du débit circulant dans une conduite. Il est constitué¢ d’un ajutage
convergent suivi d’un divergent. La perte de charge entre les sections S;et S, est négligeable,

et par I’application du théoréme de Bernoulli, on peut donc écrire :
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b)Tube de Pitot

Il permet de mesurer la vitesse en un point de 1’écoulement. Il comporte une prise de pression

totale R et une prise de pression statique 4.

‘

o
(]
y

o i e — =T
. H = == -
—_ o AR i
H A LA el -
i F=9 H —
! 4 H —
i 8
] H
. = & H
—_— - - [
T i e — H
= 1!
[ e -
[— —
= P e
&=F. —
== e
! e
i "
! —
e
I - N —
i _ i ST 3
T =1} =12

(
X

Ses caractéristiques dimensionnelles doivent respecter les rapports indiqués sur la figure
précédente, afin de garantir une mesure correcte ; lors des mesures, il faut orienter 1’appareil
dans I’écoulement de fagon a ne pas y produire de perturbations.

Soit p la masse volumique du fluide ou I’on fait la mesure, p’ celle du liquide contenu dans le

manomeétre. On a :

p'—p
V= 2.(—).g.Ah
p

¢)Tube piézométrique
La vitesse reste paralléle aux génératrices, et les lignes de courant sont des droites parall¢les a
ces génératrices, pour une conduite cylindrique ou prismatique.
La répartition des pressions est donc hydrostatique dans une section normale aux lignes de
courant :

p* =p+pgz = cte
On peut mesurer cette quantité a 1’aide d’un tube piézométrique, débouchant dans la conduite

en un point 4 appelé prise de pression statique. Ainsi, une partie du fluide monte dans le tube
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piézométrique jusqu’au point B. Par application du théoréme de Bernoulli, on sait que dans le
tube AB :

pp — pression atmosphérique.

La mesure de la céte du point B permet donc de mesurer la quantité Z; . Par ailleurs, comme la

pression €toilée p), reste constante dans la section 44’ qui est normale aux lignes de courant,

la cote du point B reste constante avec le déplacement de la prise de pression statique dans
cette section normale.

Al 1
mil 1
a1 1
mil 11 = 1
wil 11 - |
11 11.F 1
11 IV 1
LE] L i
ii i H
ii - i i
i Fal i
ii g i
ii Pt H
ii & 4 i
i5 7oA i
ii o ik |
11 E : EEE
ii F ¥i V4 i
i1 . i . H
i o i1 Fy i a
11 # i F H £ =
ii 7 [ i iF
I Y1 s 1 -
i 7 il s i il ¥ i
1 i I = - 1 L
s 54 [ ] F i g
L P | L o ot
TR LA | F
L y 1 L -
7 Al Al = i)
7 H A i | 2 -
¥ it FA N | il
S = L Y Vs ]
i i 7 i ifT | =
PV " H = .
' .Y i# &
Fr B s g il !
FF 5w §i i
A Y | Iy 1
F e W Ew T
o e o

d) Formule de Torricelli

Un réservoir contient un fluide qu’il laisse échapper par un orifice étroit de section S.

Vg =./2gh c’est la formule de Torricelli.
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e) Débit d’un orifice
Le débit a travers une section contractée est ¢gal a :
qy, = oV
o : laire de cette section contractée.
En général o est inconnu car elle dépend de divers facteurs. On introduit pour la caractériser
le rapport :

section contactée o fficient d )
= , —— = — = coef ficient de contraction
¢ sectiondel'orifice S

* Orifice a mince paroi
Un orifice est dit en mince paroi si la veine fluide qui le traverse ne le touche que suivant une
aréte : cela se produit quand 1’épaisseur e de la paroi est petite devant les dimensions

transversales de orifice.

C. estde I’ordre de 0,6. C.=0,6

* Orifice a veine moulée
Si les parois inférieures de 1’orifice épousent la forme de la veine jusqu’a contenir la section

contractée, il n’y a plus de contraction a 1’aval, et ainsi :

q, = S\/2gH | H : charge au droit de I’orifice.

En pratique, il subsiste toujours une légere perte de charge par suite des frottements du liquide

contre les parois intérieures de 1’orifice, de sorte que 1’on a pratiquement :

q, = 0,98.5../2gH
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* Orifice noyé

Soit un orifice noyé de section S :

q, = C..S.\/2gH

C. coefficient de contraction de la veine noy¢e.

i, i il
)

Fan

=]

|

h.

—

L1

b

k
Ja
i il

3.6- Théoréme d’Euler

Les forces qui agissent sur un élément de volume fluide sont :

- Les forces de volume, qui sont proportionnelles a I’élément de volume,

- Les forces de pression, qui sont proportionnelles aux éléments de surfaces frontiéres et
normales a ces éléments,

- Les forces d’inertie, qui sont proportionnelles a I’accélérationy.

Et toutes ces forces satisfont a I’équation :

> f=mi

En statiquey = 0, donc 3 f = 0

)
foh- 220
QPFy _g_f, =0 soit F —%gradp = Zf/unité de masse = 0
op _
pry _Z— 0

En dynamique y # 0 ; partant des équations précédentes, on en déduit donc :
4 g 1 _—
Zf=F—;gradp =y

av oo, 1

V=1gr = F—;gradp
Ou
( 1dp
yx X p ax
vy =E, — la_p ce sont les équations d’Euler
p oy
_ 10p
k‘}/Z Z p aZ
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Il existe une autre forme des équations d’Euler :

v o1 L 1
T + EgradV + rot(V/\V) =F— ;gradp
Ou

( ou Ju ou ou 10p

e e Ty T e T T pax

dv dv dv Jv 10p

4 )/y_a ua— U@‘FWg: y—;a

ow ow ow aw 10p
\Vz E+ua—+va+WE= —;g

3.7-Problémes résolus
Probléeme n°l1

Un circuit hydraulique horizontal a les dimensions indiquées sur la figure.

‘—l-_l-. e ———
—— T ——— = _ . —
- = S 18 ——— ! ’ 1
—— | il AT r— —
i 1 LN} i i
i 1 |5 1L (A} (0]
(] 1 | B i - i 1
n P | i | T
i = A i ol
s - m -~ 11 m A Ll
i E B i Eoald
| | I . L 11 | .
= & ELily EVE
m F | I ™ L |
m 47 E B
u u
g =

Il comporte un venturi, une prise de pression statique et une prise de pression double.

Ces divers appareils sont reliés a des manomeétres a mercure. Les tubes de liaison aux
manométres sont remplis d’eau. Masse volumique du mercure p,, = 13600 kg/m3. On
donne pression absolue en O : py = 1,5 bar, pression atmosphérique p, = 1 bar, z = 1m.

- Sachant que la dénivellation h,, = 40mm, calculer le débit volumétrique dans la conduite ;

- Calculer hg et hy.

Solution :

I- Si on admet que I’écoulement s’effectue sans perte d’énergie, appliqué 1’équation de

Bernoulli de 12 2, avec pour référence I’axe de la conduite :

Pe Pe
p1 + 7V12 t pegz1 =p2 t+ ?sz + pegz, avec z; = z;

p p
P1 +?3V12 = P2 +?3V22
p p P
P1— D2 :?evzz _?evlz :78(‘/22 _V12)
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1

4 4
p dy Pe [ (91
PL— D2 = ?€<V12 <_d2) — V12> = V12?9<<_d2> - 1> = Vl =

Pour trouver(p; — p,),

Le niveau isobare AA’: py + peghy = Py + peghy + pmghy,
P1 — Pz = Peg(hy — h1) + pmgh,

h1 =h2+hv$h2_h1 =_h"l)

P1 = P2 = Ped(—hy) + pnghy = ghy(pm — pe)

2 2
o, PP [mgh(om —pe) |20y (7)—’" - 1)
_ e _ e — e —
Vy = d 4 - d 4 - d 4 =W
1 1 1

(@) -1 (@) -1 (@) -1
Le débit volumétrique q,,
q, = Vlsl _ T[_d% Zghv(ll}_r:—l) _ 7.(0,175)2 2.9,81.0,04(4113060000_1) — 0,0261 m3/S

D S QD
2 100

q, = 0,0261m3/s

2-hg ?

Appliquant 1I’équation de Bernoulli entre O et 3, avec pour référence 1’axe de la conduite :
Pe Pe

Po + 7V02 t pPegzo = ps3 + ?V32 t+ Pegzz avec zy = z3

p p
Po +?eV02 = D3 +?eV32

p
P3 :PO—?e(ng_Voz)

Le niveau isobare BB’: p3 + p.9Z = Parm + PmIhs
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P3 — Patm + pegZ
PmY

hg =
) ), ) o, So do\ 2
Appliquant I’équation de continuité: Vy Sy = V353 = V3 =V, 5= Vo (—)
3

ds

dq\2
avec Vo =V,etdy =d; doncV; =V, (d—)
3

4
p d
P3 = Do _?evlz ((d_:> - 1)

d 4
po — B2 V7 ((d—;) - 1) — Patm + PegZ

s = Pmd
1,5.105 — @. 1,0862. <(%)4 - 1) — 105 4+ 1000.9,81.1
hs = 13600.9,81 = 0436m
h, = 0,436m
~hy ?

Appliquant 1I’équation de Bernoulli entre 3 et 4, avec pour référence I’axe de la conduite :

Point 4 c’est un point d’arrét donc V,=0,
Pe Pe
s+ Vi + pegzs = pa + VE + pegzs

avec zz = z4 et I/,=0,

On trouve
p p
P3 +?eV32 =Py =Py —P3= 76V32

Pour le niveau isobare CC’: py + po.ghs = p3 + peghs + pmgha
Pa — P3 + peg(hy — h3)

h, =
¢ Pm
b %Vf + peg(hy — h3)
¢ Pmg
h4=h3+hd$hd=h4_—h3
175\*
V2 1000 (5=5=) 1,0862

= 29(pm — pa) _ 2.9,81. (13600 — 1000)

h, = 0,183m
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Probléeme n°2
De I’eau circule vers le haut dans un tube de Venturi de 30cmX15¢cm dont le coefficient est de
0,98. La dénivellation du liquide de densité 1,25 du manométre différentiel est de 1,16m

comme le montre la figure. Calculer le débit volumétrique.

Solution :

On applique I’équation de Bernoullide 4 4 B :

Pa+ Vi + pogza = pp + 52V + pegzs
_Pe 1,2 2

Pa—Pp = 7(VB — Vi) + peg(zp — 24)

avec zg — 24, = 0,45m;m =n + 0,45

2
L’équation de la continuité : V.S, = V.S = Vg =V, z—A =V, (D—A)
B

Dp
2
p Dy’
PA—PB:§(<VA(D_Z)> —VAZ)‘*‘Peg(ZB—ZA)

_ pe 2 DA *
Pa—Pe==Vills) — 1)+ peg(zp —2z4)
2 Dp

Onapc = pp
Pa+ peg(n+1,16) = pp + pegm + pgl,16
pa—Pp = peg(m—n—1,16) + pgl,16 = 7259,4 Pa

2[(pg — vB) — Peg(zg — 24)] _ 2[7259,4 — 1000.9,81.0,45]
D.\* 0,3\*
Do [(E) - 1] 1000. [(m) - 1]

D2 3,14.(0,3)2
qy = ccTAVA = 0,98.#

vV, = = 0,615m/s

.0,615 = 0,0426 m3/s

g, = 0,0426 m3/s
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Probléeme n”3

Un réservoir parallélépipédique de 10m de longueur, Sm de largeur et 2m de profondeur se
vide par un orifice percé dans un fond horizontal débouchant a I’air libre, et dont la section
contractée vaut s = 0,5dm?.

- Quel est le temps nécessaire a sa vidange totale ?

On prendra g = 10m/s?.

Solution :

Appliquant le théoréme de Bernoulli entre la surface totale et la section contractée de cet

orifice. La pression atmosphérique est la méme en ces deux points :

— 1 VZ
pgz = ZP
d’ou
V=.,29z

Le débit de vidange égal : s,/2gz.

sz i ey dz _
L’équation de continuité nous donne - S. ol s\ 29z
S :la section horizontale constante du réservoir.

D’ou

_S'E = 5./29z

ldz

]

Dy

Le temps de vidange 7 est donné par 1’intégration de la dernie¢re équation :

poS [l i 2 [
sl

J29z " s (29

T = 2(5-10) 2 = 6324s = 1h45mn24
~05.10-2./2.10 5= MNEss

T = 1h45mn24s
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Probleme n°4
Un réservoir a la forme d’un tronc de cone, de 2,4m de diameétre supérieur et de 1,2m de
diametre inférieur. Au fond est ménagé un orifice a bord mince dont le coefficient de

contraction peut étre pris pour valoir 0,6.

3m

Quelle est la taille d’un orifice permettant de vider le réservoir en 6 minutes si la profondeur
quand il est plein est de 3,0m ?

Solution :

L’¢équation de continuité nous donne :

qy.-dt = —A(x).dh

Ce-So.+/2.9.h.dt = —m.x2.dh

et, par les triangles semblables, 1x—2 = (32’1), alors

(3+ h)?
TT.

dZ
(o,a%,/m) dt = —m=——h"1/2dh

0
f (3+ h)2h~Y2dh
3

dzfdt _ 4.
° 25.7.0,6,/2.g
Puisque [ dt =360 secondes

2

4 3
d? = j (
360.25.0,6,/2.g Jo

Intégrant et résolvant, nous obtenons d? = 0,00975 et d = 0,0987m.

9h~/2 4+ 6nY/% 4+ R3/2) . dh

On utilisera un orifice de d = 10cm.
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Probléeme n’5

Un siphon permet 1’écoulement de 1’eau d’un réservoir de grandes dimensions, il est constitué
par un tuyau de 0,1m de diametre dont la ligne centrale s’¢léve a 4m au-dessus du niveau de la
surface libre.

Calculer :

- le débit maximal peut-on espérer obtenir avec ce dispositif sans qu’il se produise de
cavitation.

- la cote de la sortie S.

Solution :
Nous avons :
p P
Pa+= VE + pegza = pu + = Vid + pegzu
5]
A, Po

Nous prenons le plan de surface libre comme plan de référence,
Po+0+0=py +2Vii +pegzu
Pour py; = 0 on obtient :

Pe 2(po—pegzm)
?Vz\% = po — Pegzy = Vy = [P

Pe
Vo 2(10°>—-1000.9,81.4) 1102
M= 1000 = 11,02m/s
Le débit maximal :
nD? 3,14.0,12
qQy =Vy.S = VM'T = 11,02.T = 0,0865m3 = 86,51/s
q, =86,51/s

- Nous avons dans ces conditions :

p
pA+0+0=ps+7eVsz+peng

avec py = ps et Vg = V.

D’ou
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go= Vi _ _Qauo? o
S 29 2.9,81

Z¢=—6m

L’extrémité inférieure S est alors située a 6m au-dessous du niveau de la surface libre.

Probléme n°6
Un réservoir clos de grande dimension contient un liquide surmonté d’ai a la pression de
70mbars au-dessus de la atmosphére. A 1,20m au-dessous de la surface libre se trouve un

orifice de petite dimension par ou s’échappe le fluide.

-Calculer la vitesse V' d’écoulement dans la section contractée dans les trois cas suivants :

* le liquide est de ’eau ;

* le liquide est de I’huile de masse volumique 700kg/m3 ;

* le liquide est formé d’une couche de 30cm d’eau surmontée d’une couche de 90cm d’huile
de masse volumique 700kg/m3.

Solution :

Application de I’équation de Bernoulli entre la surface libre et la section contractée :

Py + Ve +pgzy = pa +5VE + pgz

Donc :

2
vV, = \/; (p1 —p2) +29(z1 — 2,)

1-Cas de ’eau : p = p, = 1000 kg/m?3

2
= |— 5 =
v, jmoo (0,07.105) + 2.10.(1,2) = 6,16m/s

2-Cas de ’huile : p = p,, = 700 kg/m?3
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2
V, = jm (0,07.105) + 2.10.(1,2) = 6,63m/s

3-Cas de ’eau surmontée d’huile :

Formule de Bernoulli entre les points 3 et 2

ps +2VE 4 pogzs = 02 + SVE +pogzy Va0

P air

Huile | 390cm

Eau | 30cm

2
p_(P3 —py) +29(z3 — z,) = V7
e

2
V, = \/,0_ (ps — p2) + 29(2z5 — z3)
e

avec p; = ppgh + p, h=09m ,p, = 7.103Pa, z3 — z, = 0,3m

2 2
V, = jﬁ (ps — py) + 29(z5 — z) = jm (700.10.0,9 + 7.103) + 2.10.0,3

V, =57m/s

Probléme n°7

Une conduite divergente est dessinée de telle sorte que le long de 1’axe, supposé horizontal, la
vitesse varie linéairement de Sm/s a 1m/s sur distance AB de 0,5m.

Le fluide de masse volumique p = 800 kg/m3.

-Déterminer la variation de pression correspondant a cette diminution de vitesse de 4m/s.
- Calculer la valeur du gradient de pression aux points 4 et B.
Solution :

- appliquée en A4 et B I’équation de Bernoulli donne :
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800
P — DPa =§(VAZ -VZ) =T(25 —1) = 9600 Pa

pg — P4 = 0,096bar

- La vitesse étant une fonction linéaire de la distance, on a :

4
V=5 —Ex =(5—-8x)m/s
x étant 1’abscisse, comptée en métres, de 4 vers B, a partir de A.

. , , . . v? \
Si nous dérivons 1’équation de Bernoulli p + pT = (', par rapport & x, nous avons :

2 = —pV = = —800(5 — 8x)(—8) = 6400(5 — 8x)

dx
end x=0:
dp dp
— = 6400.5 = 32000Pa/m = 0,32 bar/m — = 0,32bar/m
dx dx
enB x=0,5:
dp

Z—Z = 6400. (5 — 4) = 6400Pa/m = 0,064 bar/m | 7 = 0,.064bar/m

La pression augmente naturellement de 4 en B, mais le gradient de pression est 5 fois plus fort

en 4 qu’en B.
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Chapitre 4 Dynamique des fluides incompressibles réels

Chapitre 4 : Dynamique des fluides incompressibles réels

4.1-Régimes d’écoulement, expérience de Reynolds

Le dispositif expérimental utilise un tube horizontal reliant deux réservoirs a niveau constant.
Ce tube comporte un entonnoir profilé a I’entrée. On injecte dans ce pavillon d’entrée un filet
de liquide coloré (a débit constant). A cause de la dénivellation entre les deux réservoirs, 1’eau

s’écoule a travers le tube et entraine avec elle ce filet de liquide coloré.

liguide coloré

,,/“//

J LA

cuves a niveau constant

Lorsque le débit qui s’écoule a travers le tube est faible, le filet coloré est parfaitement
rectiligne et parallele a I’axe du tube. L’écoulement parait indépendant du temps ; il s’établit
sous forme de lignes paralleles. On dit qu’il est laminaire (1).

Lorsque la vitesse d’écoulement augmente, le filet coloré devient sinueux ; il oscille et
s’¢largit (2). Si la vitesse croit encore, le filet ne reste net que sur une petite longueur a partir

de I’entrée puis il diffuse dans toute la section aval du tube (3).

a Fatbles vilesses w

— (1)

Régime laminaire

(2)

Reaime trermddiairs

(3)

w Grandes vitzssss Régime turbulent

Figure. Différents types d’écoulements
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Si de plus on observe les trajectoires de particules colorées, on constate qu’elles sont soumises
a des moments désordonnés, et imprévisibles. On dit que 1’écoulement est turbulent.
Reynolds a établi, en faisant varier la vitesse V' de I’écoulement, le diamétre D du tube, et en
changeant de liquide (masse volumique p, viscosité p) que le régime laminaire est toujours
stable tant que le rapport

VD
ikt < 2000
U

pour des valeurs de ce rapport comprises entre 2500 et 4000, I’écoulement est critique, et

pour des valeurs supérieures, le régime est turbulent.

Ce rapport R, = % est dit nombre de Reynolds : cette quantit¢ adimensionnelle permet par

conséquent de caractériser la nature de I’écoulement.

Physiquement, on constate que I’écoulement laminaire est caractéris¢ par des vitesses
d’écoulement faibles. Il se produit par ailleurs pour des fluides assez visqueux et lorsque les
dimensions de I’écoulement sont assez faibles : les forces de frottement au sein du fluide sont
alors dues essentiellement a la viscosité du fluide.

Dans 1’écoulement turbulent, on observe d’incessantes fluctuations de vitesse locale radiale
qui permettent la diffusion du liquide coloré¢ : il est a prévoir que des contraintes de frottement
supplémentaires agissent alors précisément du fait que les particules fluides ont des trajets
plus tortueux, et recoivent constamment des impulsions de la part des particules voisines.

Tres généralement, on observe pratiquement que les écoulements d’eau sont turbulents, en
particulier en canalisations.

4.2-Nombre de Reynolds

Pour caractériser I’importance relative de ces deux quantités : inertie et viscosité, on définit le
nombre de Reynolds :

du/dt forces d'inertie

¢ vAu  forces de viscosité

Si D est une grandeur caractéristique de la géométrie de 1’écoulement, et V' sa vitesse :

V2/D

Ry = ——
vV /D
VD
Fem

Plus les forces de viscosité sont prépondérantes devant les forces d’inertie, plus la valeur du

nombre de Reynolds est faible.
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4.3-Analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle est constituée par le calcul des dimensions des grandeurs ; de plus
c’est un outil supplémentaire de grande utilité¢ dans la mécanique des fluides moderne. Dans
une équation exprimant une relation physique entre grandeurs, 1’égalité absolue des nombres
et des dimensions doit avoir lieu. En général, toute relation physique de ce genre peut étre
réduite aux grandeurs fondamentales que sont la force F, la longueur L et le temps 7T (ou la
masse M, la longueur L et le temps 7). Les applications de cette technique comprennent :

- le passage d’un systéme d’unité a un autre,

- I’établissement des équations,

- réduction du nombre des variables nécessaire a un programme expérimental,
-I’établissement des principes de la conception d’un modele.
Le résultat obtenu par la méthode d’analyse dimensionnelle peut étre également obtenu en
application du théoréme de Vashy-Buckingham (appelé encore théoréme des ) qui s’énonce
ainsi :

Etant donné :

- un phénomene faisant intervenir » variables indépendantes,

- un systeme d’unités comportant p grandeurs fondamentales, le phénomeéne peut étre décrit
par une relation entre (n- p) variables sans dimensions indépendantes constituées a partir des
n variables intervenant dans le phénomene, appelées souvent termes 7.

4.4-Pertes de charge

4.4.1-Pertes de charge linéaires dans les conduites

a) Définition du coefficient de perte de charge

Soit un trongon de conduite circulaire de diameétre D, de section S, de longueur L, parcouru
par un débit de fluide Q(de vitesse moyenne V,,, = % ).

Une perte de charge H = H; — H, existe entre les sections 1 et 2, du fait de la dissipation

d’énergie par viscosité résultant de cet écoulement.

H1 H2

/N
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La perte de charge par unité de longueur de conduite droite et de diametre constant peut se

mettre sous la forme :

AH V21

L "2gD
A est appelé coefficient de perte de charge linéaire. Il est adimensionnel et caractérise
globalement la dissipation.

b) Evaluation de coefficient de perte de charge linéaire (1)

L L 64
enrégime laminaire: 1 = =
e

-Cas d’une conduite lisse 03164
enrégime turbulent lisse A = };—1/4
e

1

. 1 D\ _ b
-Cas des conduites rugueuses : 5= 2 log (3,71 E) = 2log (25) + 1,14

¢ : diametre des grains de sable collés ;

D : diamétre de la conduite.

; RENAR £
Rugosité relative= —— D
N
A((Pcmmuew 0'}
= 02
f.--‘ -
\\ // O.II:J 0.15
ol \ | 2N ﬁ‘ll 0.1
009 i
008 Z 5
. 2% 0,05
N = — 0.03
oot N i S 4H0.03
f N 2 oo
004 \ | ] 0.01
\ T = o 0.01
NS . -
o3 I 9,00 0,005
s = Wl
] = 0.002 0.002
002 . - R 0.001 ettt 0,001
. == 0,005
Régime lammawre-Régime turbulent & ] 888;
—t— | N =
- T an 0.0’003
== Sanae— = 0.0002
==l 00001
T 0.00005
o S T R TR R TR R T 5 w2 5 1r Ee

Figure. Diagramme de Moody.
4.4.2-Pertes de charge singuliéres
Les écoulements en canalisations sont le siege de pertes de charge proportionnelles a leur

longueur qui sont uniformément réparties sur cette longueur. Des pertes de charge
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supplémentaires peuvent cependant apparaitre /ocalement a la suite de perturbations trés
localisées dues a la modification de la configuration du champ d’écoulement. Ces pertes de
charge sont dites singulicres et on les suppose concentrées au droit des sections de
canalisation ou se produisent ces phénomenes locaux. Pour chaque singularité, la ligne de
charge présentera un abaissement localisé au droit de la singularité.

Les perturbations locales sont dues :

- a des effets de changement de section : élargissements et rétrécissements ;

- a des effets de changement de direction : conduite coudée ;

- a des effets de mise en vitesse a I’entrée d’une conduite : modification progressive du profil
des vitesses jusqu’a I’établissement du régime dynamiquement établi.

En somme, elles se produisent chaque fois que I’écoulement n’est plus rectiligne ou uniforme.
4.5-Théoréeme de BERNOULLI pour fluides réels

Les fluides réels opposent donc au mouvement relatif de leurs particules les unes par rapport
aux autres une certaine résistance qui est fonction de leur viscosité appelées tensions
visqueuses, et un frottement contre la paroi qui n’est pas parfaitement lisse d’ou il y a une
perte sous forme de dégagement d’énergie ; cette perte appelée « perte de charge ».

La relation de Bernoulli peut s’écrire sous la forme :

V12 P1 sz 2
4yt 2 P2 Ay
Y29 "pg ? 29 pg L2

AH, , : c’est I’ensemble des pertes de charge entre (1) et (2) exprimée en hauteur.
Ecoulement d’un fluide visqueux entre deux plans paralléles (écoulement de Poiseuille )
Considérons deux plans parall¢les distants de /. Les forces extérieures sont la pesanteur et la
pression p. L’écoulement est supposé en charge (pas de surface libre).

On suppose que les forces de pesanteur sont négligeables devant celles de pression, les plans

qui limitent I’écoulement n’ont en conséquence pas besoin d’étre horizontaux.

- = = - - =

[
0

|2

k
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Les équations de Navier sont :

(10p du

;a —E-FVAM
10dp dv

E@ = —E vAv
10p dw
\55 = T + vAw

Oz est perpendiculaire aux deux plans.
Faisons les 3 hypothéses simplificatrices suivantes :

- L’¢écoulement se fait par lames paralléles ; il n’y a pas de mouvements transversaux. On dit

que I’écoulement est laminaire. Ainsi: w = 0 ;

d
- Le mouvement est plan : v = 0 et % =0;

Jdu
- Le mouvement est permanent : Fri 0.

s 19y . . .,0u O0v Ow , g ., OU
Ainsi, I’équation de continuit¢ — + —+-—=0seréduita— =0
ox dy 0z ox

du du ou 0%2u  0%u . 9*u  d*u
doncz—5+ua—0etAu—ﬁ+a—yz+§—@ etAv =Aw = 0.

Les équations de Navier se réduisent a :

(Lop  d*u

Jpax_vdz2
10

[ 55~
p 0z

La deuxiéme équation montre que la pression est indépendante de z : elle reste constante dans
chaque section perpendiculaire a Ox.

Prenons comme conditions aux limites, un mouvement nul le long de la paroi : u = 0 pour

Z=i£.
2
d’ou :
d’u 1dp du 1dp 1dp (z? )
a7 " ndx :E—;a(z+c)=>u—;a 7+cz+c
ZZiE,MZ():)C:OetC':—h—Z
2 8
d’ou : _ 1dp (4z° — h?
u_ydx 8
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Z F Y
= = = = = =
0 - >
Um X
S S S e e

Figure Répartition des vitesses dans la conduite.

. . . . . . 1 dp h?
La répartition des vitesses est parabolique. La vitesse maximale est Up,qy = __d_Z?’ et la
u
. 1 +h/2 1 h?dp
vitesse moyenne U = — udz = —=——-=£
Y h f—h/z w12 dx

. d . . , .
Notons que la vitesse u et d—z sont de signe contraire : 1’écoulement a lieu dans le sens de la

pression décroissante.
Le débit qui s’écoule par tranche de largeur unité est :
Q=nhU= _ih_3d_p
12 u dx
et la perte de charge par unité de longueur est :
L, v0

J =

pgdx " gh?

Elle est proportionnelle a Q.

4.6-Problemes résolus

Probléeme n’l

Déterminer la vitesse critique (a) pour du fuel moyen a 15°C circulant dans un tuyau de 15¢m
et (b) pour de I’eau a 15°C circulant dans un tuyau de 15¢m.

Solution :

La valeur maximum du nombre de Reynolds est 2000.

A 15°C{viscosité cinématique de fuel moyen,v = 4,47.10"°m?/s
viscosité cinématique de l'eau,v = 1,142.107°m? /s
VD R,v
Re=772V=7

_2000.4,47.107°

- pour le fuel moyen : V. = 01 = 0,059m/s

_2000.1,142.107°

= 0,015m/s
0,15

- pour I’eau : V.,
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Probléeme n°2
Dans un écoulement plan horizontal, on suppose la répartition des vitesses représentée sur la
figure (répartition parabolique, vitesse maximale=10m/s a 10cm de la paroi fixe). La viscosité

dynamique de I’huile est ¢ = 20cPo.

Calculer les contraintes tangentielles T dans I’huile, a la paroi et tous les 2cm.

Solution :

: . d
Les contraintes tangentielles T = p. d—z

u = 20cPo = 20.0.01Po = 0,2Po = 0,02Pa.s = 0,02%

;zp ( +cz+c ) c et ¢’ : sont des constantes.
Nous avons Uy, gy = %Z—p? avec Uy = 10m/s, % =10cm = h = 20cm
Z_Z _ 8./1.hl£max _ 8.0(,)(‘)222.10 — 40 Pajm
-pourz=0=>u=0=c¢"=0
-pour z =10cm = 0,1m = u = 10m/s = 10 _ﬁj_p(T-l_ 0 1) Sc=-01
1dp< +cz+C>:L( 40)<—2—012> —2000<_2_012>
udx \ 2 0,02 )
d_u = —2000(z—-0,1)
dz

On trouve : T = u.z—z = 0,02.(—2000(z—0,1)) = —40.(z—0,1) =4 — 40z

7(z) = 4 — 40z

Contrairte (N/)

T T T T )
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
Distance z (m)
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Probléeme n”3

Soit un tube cylindrique de 3km de long, de 10cm de diameétre, parcouru par un liquide de
viscosité dynamique u = 0,4 poise.

On suppose que la distribution des vitesses dans la section droite du tube est donnée par
I’équation parabolique :

u =10z — z2

u : étant la vitesse a la distance y de la paroi.

- Calculer la force de frottement visqueux par unité de surface contre la paroi ;

- Calculer la force de frottement visqueux par unité de surface a 2cm de la paroi ;
- La force totale de frottement s’exergant sur le tube.

Solution :

) N.s
u = 0,4 poise = 0,04 Pa.s = 0,04 Py

- la force de frottement par unité de surface est donnée par :

du
T= u(E) =u(10 —2.2)
*Contre la paroi z = 0 ouz = 10cm = 0,1m = 1, = 0,04.(10 — 2.0) = 0,4 N/m?2.
* Pour z = 2cm, T, = 0,04. (10 — 2.0,02) = 0,398 N/m?.
- La force totale de frottement :
S :surface totale de la paroi.
F=1,S8=1,mndL=04314.0,1.3000 = 376,8 N
Probléme n°4
En admettant que la résistance exercée par un fluide en mouvement sur un corps est fonction
de la masse volumique, de la viscosité dynamique et de la vitesse du fluide, et d’une longueur
caractéristique du corps, établir 1’équation générale, en utilisant le théoréme en m de
Buckingham.
Solution :
On peut exprimer le probléme par :

¢(F,p,u,L,V) =0

Les quantités physiques exprimées en fonction des grandeurs fondamentales F, L et T sont :
La force F = F La longueur L = L
La masse volumique p = F T? L™* La vitesse V. = LT~ !
La viscosité dynamique u = F T L™2

Il y a 5 grandeurs physiques et 3 unités fondamentales, d’ou (5-3) soit deux termes en .

52



Chapitre 4 Dynamique des fluides incompressibles réels

Choisissant la longueur L, la vitesse V, et la masse volumique p comme les trois variables de
référence qui se répetent avec exposants inconnus, nous établissons les termes en m comme
suit :

m; = (L) (LT Pr)(FaT?ea L~ 4)(F) ... (1)

Egalant les exposants de F, L et T respectivement, nous obtenons :
0=c¢c+1;0=a,+by—4¢;;0=—=by+2¢;d’ocy =—1,b; = —-2,a; = -2

F
L2VZp

Reportant dans (1) m; =
Pour calculer le deuxiéme terme en m, reprendre les trois premicres grandeurs physiques et
ajouter une autre grandeur, dans le cas présent, la viscosité dynamique u.

m, = (L%2)(LP2T~P2)(FC2T22~4¢2)(F T L™2) ......... (2)

Egalant les exposants en F, L et T respectivement, nous obtenons :

0O=c,+1;0=a,+by; —4c,—2;0=—b, +2c, +1douc, =-1,b, =-1,a, = —1.

o . L LV n A
Ainsi 1, = %. Cette expression s’€crit m, = Tp qu’on reconnait étre le nombre de

Reynolds.
La nouvelle relation écrite en fonction de 7, et 7, est
F LVp
()=
L2vzp’ u
Ou

— (72172 Lvp
La force F = (L°V p)fz( M)

. sr v?
qui peut s’écrire F = (ZKRey)pL27

. , . r v?
Avec L? est une aire, 1’équation finale peut s’écrire F = CppA -

Cp: coefficient de trainée, qui est un nombre sans dimensions.
Probléme n°5
Deux réservoirs 4 et B de grande section et contenant de I’eau sont reliés par une conduite

horizontale de diamétre constant égal a 150mm, comportant une vanne.
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Chapitre 4 Dynamique des fluides incompressibles réels

Les coefficients de perte charge singuliere sont :

$2=05;¢,=1;03=04+6/(1-6)2,

4 étant un parametre, variable de 0 a 1, caractérisant I’abaissement de ’opercule de la vanne.
On néglige les autres pertes de charge.

On suppose les niveaux 1 et 5 constants. On donne h = 2m.

- Calculer la vitesse ¥ dans la conduite en fonction de % et des coefficients de perte de charge
singuliére ;

- Calculer le débit volumétrique quand la vanne est ouverte (6§ = 0) et quand elle est fermée
aux trois quarts (§ = 0,75) ;

- Pour § = 0,75, calculer les dénivellations a et b dans les prises de pression statiques
représentées.

Solution :

- appliquée en 1 et 5 I’équation de Bernoulli donne :

p1 +§V12 + pgz, =1}95+§V52 +pgzs + AHy < ................ (1)

P1 = Ps = Patm> V1 = Vs = 0 (Deux réservoirs de grande section),
AH,_s =){p V?Z les pertes linéaires sont négligées.

(1) = pg(z1 — z5) =AH;_5

Zy —Zs =h,

V2 15 14 v}
AH1—5:Z(P?:QP?‘FQP?‘*‘QP? avec Vo =Vs =V, =V
VZ
AH,_s = P?((z + {3+ 4)

V2 V2
(1) = pgh = P?((z + {3+ ) = gh :7((2 + {3+ )

_ 2gh
2+ 43+,
-y = V.S = 7T—dZ 2gh
v ' 4 €2+(0,4+ﬁ)+(4

*§=0

m. 0,152 2.9,81.2 3
Qv = 2 0 = 0,08 m°/s
*§ =075
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Chapitre 4 Dynamique des fluides incompressibles réels

_ T 0,152 2.9,81.2

Gy = = 0,0296 m3/s
4 0,75
0,5 + <0,4 + m) +1
- Pour § = 0,75, calculer les dénivellations a et b .
) 1 *l ‘
i
T i ]_
h h2 el 1
L L
z 2 X ¥ 4
(ST - | Bemeners

* On applique I’équation de Bernoulli entre 2 et 2°:
py + SVZZ + pgz, = py + %szf +pgz,y + AH, o1 . (2)
avec z, =z, Vo, =V =V,

{ D2 = Parm + Pgh;

Dy' = Parm + pghy
VZ

AH, 5 = (2.07

= p, — pyr = pg(h, — hyr) = pga

V2 V2
(2)= (p2 —py) =AH,_y = pga = (2,07 >a= (25

82
a=20,5 3,981 0,072m
* On applique I’équation de Bernoulli entre 2 et 3°:
pz + §V22 + ngz = p3’ + §V3ZI + ng3’ + AH2_3’ ............. (3)

avec z, = zy ,V, =V =V,

{ D2 = Parm + Pgh;

D3’ = Patm + pGhs
2 VZ 2

AHy_ 31 = {2,07 + {3,07 = P?(Zz + {3)

= p, —p3 = pg(hy — hy) = pgb

()= (2 = Py) = My = pgh = (G +Ep = b= G + ) &

b= 05+<04+ 0.75 )1’682—185
e T A Z0,75)2) ) 2981 ™
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Chapitre 4 Dynamique des fluides incompressibles réels

Probléeme n°6

De I’huile circule du réservoir A par 150m de tuyau neuf de fonte asphaltée de 15¢m de
diamétre jusqu’au point B de cote 30m, comme le montre la figure. Quelle devra étre la
pression en 4 pour que le débit de 1’huile soit de 13 I/s ?

On donne la densité = 0,84 , la viscosité cinématique v = 2,1.107°m?/s et la rugosité
e =0,012cm.

Solution :

. , 4 4.13.1073
Vitesse d’écoulement : V =& =29 = 2227 0,736 m/s
S md? 3,14.(0,15)2

vd _ 0,736.0,15

Nombre de Reynolds : R, = — = e T 52571 écoulement turbulent.

Rugosité relative : 2 = % =0,08; (Reeti donne 4 = 0,0235 (abaque Moody))

En appliquant I’équation de Bernoulli entre 4 et B, avec pour référence 4, on obtient :
Pa +§VA2 + pgzs = pg +§VB2 +pgzg + AHy g ............... (1)

Vo= 0m/s,vg =DPatm> Za —Zp =24 —30=—6m,Vy =V =0,736m/s

Pa — P = Pa — Patm = 55016,4 Pa
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