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Avant-propos

Le présent polycopié se trouve étre un support pédagogique de cours, destiné aux
étudiants de 2¢me Année des Licences LMD assurées au département d’électronique
(filieres Electronique, Télécommunication et Génie Biomédical). Il constitue une synthese
des méthodes étudiées dans les différents chapitres du cours de Méthodes Numériques. Il
rejoint le programme officiel des Licences harmonisées par les comités pédagogiques
nationaux de domaines CPND. Les matieres requises pour pouvoir suivre les
enseignements contenus dans ce polycopié sont: Mathématiques 1, Mathématiques 2,

Informatiquel, Informatique2 et Informatique 3.
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Introduction générale

L’analyse numérique permet de résoudre des problemes de physique et de

mathématiques au moyen du calcul arithmétique sous forme d’algorithmes.

On utilise les méthodes numériques quand la résolution analytique du probléme est
complexe ou impossible, par exemple si on veut résoudre une équation non linéaire du
type Ae* + Bsin?(x) + CLn(x) =0 . On a recourt aussi a ces méthodes quand la
résolution d'un probleme est trop complexe et demande beaucoup de calculs, par
exemple le calcul par les méthodes classiques du déterminant d’'une matrice d’ordre 50
demande 50! opérations c.-a-d. 3 10¢* opérations. Si on utilise un ordinateur capable

d’exécuter 1000 millions d’opérations seconde, le temps de calcul serait 9x1047 années !

Aux 18éme et 19éme sjecles, les chercheurs tels que Gauss, Fourier et Newton ont
développé des algorithmes adaptés au calcul manuel. Apres 1945 et avec I'apparition
des ordinateurs, les chercheurs se sont intéressés a de nouveaux algorithmes pour une

utilisation avec des ordinateurs.

Ce polycopié est composé de 100 pages, il comprend une introduction générale, sept

chapitres, une conclusion générale ainsi que la bibliographie.
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Chapitre I

Résolution des équations non linéaires

Sommaire du chapitre

.1 Introduction du chapitre L......ccccoviiiiiiini e e e e
.2 La méthode de dichotomie (Bipartition)...........c.cccccocoiuriiviniiiiniiiniin s
.3 La méthode de Regula-Falsi (Fausse position)..............cccccovovvivinviiinriinininnns
.4 La méthode des approximations successives (Point fixe)..............c.co...... 11
.5 La méthode Newton-Raphson (La tangente)............ccccoovvvivivrviininniniin s 15

.6 Conclusion du chapitre L.......ccccci i e e 16



Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires
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Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

1.1 Introduction du chapitre |

Le but de ce chapitre est de décrire les algorithmes les plus fréquemment utilisés pour
la résolution de toute équation f(x) = 0 ou f est une est une fonction non linéaire de x.
La solution recherchée n’est pas une solution exacte mais sera plutét une approximation
de la solution. Le processus d’approximation consiste a générer une suite {xn } tendant

vers la solution x* quand n tend vers I'infini.

Toutes les méthodes de calcul utilisent la conséquence du théoreme des valeurs

intermédiaires, parfois appelé théoréme de Bolzano:

- Etant donnée une fonction définie, continue et monotone sur 'intervalle [a, b],

-Si f(a) et f(b) sont de signes contraires c.a.d. que

fl@)xf(b) <0

Alors f(x) = 0 admet une solution unique x* dans cet intervalle, soit

fGx) =0
vy &
00 .
|
a x* ; %
| b
fla) | - - L

Figure 1.1 : Représentation du théoreme des valeurs intermédiaires
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Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

Exemple

SoitI'équation f(x) = 0 ou f(x) = x + 2In (x) . Monter que cette équation admet une

solution unique dans l'intervalle [0.5, 1],

La fonction est définie sur l'intervalle ]0, oo[. Elle est continue étant donné qu’elle est la

somme de 2 fonctions continues sur le domaine de définition.

£(0,5) = —0.17563936
£(1) = 1.71828183

f(0,5)x f(1) <0

La dérivée f(x) =1 +§ est strictement positive sur l'intervalle [0.5, 1] et donc la

fonction est croissante sur cet intervalle.
L’équation admet donc une solution unique dans 'intervalle [0.5, 1].
1.2 La méthode de dichotomie (Bipartition)
Le principe de cette méthode consiste a réduire le domaine de délimitation de la
solution x* . Les divisions successives par 2 de la largeur du domaine [a, b] réduiront
celle-ci jusqu'a satisfaction de la condition d’arrét.

|[b—al <c¢

L’algorithme de I'approximation de la solution est le suivant :

1) On calcule c par I'expression :

_a+b
‘T

2) On calcule f(c)
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Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

3) On compare ensuite f(c) avec f(a)

Si f(c)xf(a)<O, alorsbh =c
{ Si f(c)xf(a)>0, alorsa =c

On reprend les étapes précédentes jusqu'aceque |c—a| <¢e€

Ou ¢ serait la précision du calcul.

On remarque qu’'apres chaque itération, la largeur du domaine est divisée par 2.

Posant L, = |b — al|, le domaine de départ

Apres l'itération 1,

Ly
L =—
)
Apres I'itération 2,
Ly Lo
L = — = —

Z2T T 22
Apres l'itération 3,
L, Ly
L = —_—= —
372 7 23

Apres l'itération n,
Ln-y Lo
2 2n

L, =

Sin est la derniére itération, onaura L, < ¢

Ou encore
|b — al
27’1

Cela montre qu’'on peut déterminer au préalable le nombre n d’itérations nécessaires

pour approximer la solution de I’équation avec une précision € donnée.

Log (%3°)
= Log(2)
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Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

Exemple

Soit 1'équation f(x) = xe* — 1 = 0 qui satisfait au théoréme des valeurs intermédiaires
dans l'intervalle [0, 1]. Résoudre cette équation en utilisant la méthode de dichotomie
avec une précision de 10-4. Calculer le nombre d’itération nécessaires pour approximer

de la solution de I'’équation avec la précision donnée.

Le tableau 1.1 résume les étapes pour les différentes itérations. On arréte le processus
aprés 14 itérations, du moment que la largeur du domaine A devient inferieure a la

précision donnée. La solution de I'équation est x* = 0.5671.

n an by Cn f(c) X f(a) A

1 0,00000000 1,00000000 | 0,50000000 >0 0,50000000
2 0,50000000 1,00000000 | 0,75000000 <0 0,25000000
3 0,50000000 | 0,75000000| 0,62500000 <0 0,12500000
4 0,50000000 | 0,62500000| 0,56250000 >0 0,06250000
5 0,56250000 | 0,62500000 | 0,59375000 <0 0,03125000
6 0,56250000 | 0,59375000| 0,57812500 <0 0,01562500
7 0,56250000 | 0,57812500| 0,57031250 <0 0,00781250
8 0,56250000 | 0,57031250 | 0,56640625 >0 0,00390625
9 0,56640625 0,57031250 | 0,56835938 <0 0,00195313
10 0,56640625 0,56835938 | 0,56738281 <0 0,00097656
11 0,56640625 0,56738281 | 0,56689453 >0 0,00048828
12 0,56689453 0,56738281 | 0,56713867 >0 0,00024414
13 0,56713867 | 0,56738281 | 0,56726074 >0 0,00012207
14 0,56713867 | 0,56726074 | 0,56719971 >0 0,00006104

Tableau 1.1 : Résultat de calcul des itérations (méthode de dichotomie)

On peut calculer au préalable le nombre n d’itérations nécessaires pour approximer de

la solution de I’équation avec la précision donnée.

1og(59)

> 13.28771238
Log(2) —

Alors n = 14.
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Chapitre |

Résolution des équations non linéaires

1.3 La méthode de Regula-Falsi (Fausse position)

Cette méthode est similaire a la méthode précédente, sauf que le principe de subdivision

du domaine est différent. La valeur de I'approximation C; est I'intersection de la corde

tirée entres le point A (a, f(a)) etle point B (b, f (b)) avec I'axe des abscisses.

y &

f(b)

f(a) | - -

Figure 1.2 : La méthode de Regula-Falsi

On remarque de suite sur la figure 1.2 les deux angles opposés par le sommet a, formés
par la corde tirée entres les points A et B et I'axe des abscisses.

b)—0 0-—
SOCLI 10

Cl —a
Ou encore

o HB) —bf@
T - f(a

De la méme maniére que pour la méthode de dichotomie, I'algorithme de la méthode de
Regula-Falsi se résume comme suit :

S. Karoui & Z. Mohand Arab
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Chapitre |

Résolution des équations non linéaires

1) On calcule C; par I'expression :

2) On calcule f(Cy)

Cl =

af (b) — bf(a)

f) = f(a)

3) On compare ensuite f(C,) avec f(a)

On reprend les étapes précédentes jusqu'a ce que

Ou ¢ serait la précision du calcul.

Exemple

Si f(G) xf(a) <0,
Si f(G)xf(a)>0,

alors b = C;
alorsa = C;

|Cn - Cn—ll <€

Soit I'équation f(x) = xe* — 1 = 0 qui satisfait au théoréme des valeurs intermédiaires

dans l'intervalle [0, 1]. Résoudre cette équation en utilisant la méthode de Regula-Falsi

avec une précision de 10-4.

Le tableau 1.2 résume les étapes pour les différentes itérations. On arréte le processus

aprés 9 itérations, du moment que la largeur du domaine formé par I'écart entre deux

solutions successives devient inferieure a la précision donnée. La solution de I'équation

est x* = 0.5671.

n an by Cn f(c) X f(a) A

1 0,00000000 1,00000000 0,36787944 >0

2 0,36787944 1,00000000 0,50331433 >0 0,13543489
3 0,50331433 1,00000000 0,54741205 >0 0,04409772
4 0,54741205 1,00000000 0,56111504 >0 0,01370299
5 0,56111504 1,00000000 0,56530829 >0 0,00419325
6 0,56530829 1,00000000 0,56658534 >0 0,00127705
7 0,56658534 1,00000000 0,56697370 >0 0,00038836
8 0,56697370 1,00000000 0,56709175 >0 0,00011805
9 0,56709175 1,00000000 0,56712763 >0 0,00003588

Tableau 1.2 : Résultat de calcul des itérations (méthode de Regula-Falsi)

S. Karoui & Z. Mohand Arab
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Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

1.4 Méthode des approximations successives (Point fixe)

Etant donnée une fonction g(x) , s'il existe un point d’abscisse x* tel que g(x*) = x*
alors on dit que x* est le point fixe de g. C’est cette définition qui est le principe de la

présente méthode.

Partant de I’équation f(x) = 0 , on réécrit cette équation sous la forme x = g(x).En
prenant le x du c6té droit de I'égalité comme la valeur antérieure de x et le x du coté
gauche de I'égalité comme la valeur actuelle, soit x,, = g(x,_1) . On génére une suite { x;}

qui doit converger vers x* .

L’algorithme de la méthode des approximations successives se résume comme suit :

1) On part de la valeur initiale x,

2) On calcule itérativement les valeurs de x,, par:

Xn = g(xn—l)

Jusqu'a la satisfaction de la condition d’arrét.

Les critéres d’arréts peuvent étre

|xn - xn—ll <eg
[Xn—Xn-1l
[xnl

If ()l < e

<¢g

La convergence n’est pas toujours assurée. Par exemple, dans le cas de la fonction g, (x)
représentée sur la figure 1.3 (a) on voit bien que le processus converge vers la solution
x* . Par contre pour le cas de la fonction g,(x) représentée sur la figure 1.3 (b), le

processus diverge.
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Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

y=g,x)  y=x

y=g,(®) |

g, (%0) T

'
|
1
1
'

+

/ X* Xo X 1=g,(%p)

(a) (b)

v

Wt - - == - - =
(=]

|
|
1
|
X" X X4=8,(%,)

Figure 1.3 : La convergence de la méthode des approximations successives

Si on observe bien les deux courbes des fonctions g;(x) et g,(x), on remarque que la
fonction g;(x) présente des tangentes de pente inferieure a 1 et que la fonction g, (x)
présente des tangentes de pente supérieure a 1. Ce qui laisse entendre que la pente
inferieure a 1 assure la convergence. On retrouvera la méme conclusion en partant de la

définition des fonctions contractantes.

Une fonction g(x) définie sur un intervalle [a, b] est dite contractante s'il existe un réel

Lavec 0 <L <1 tel que pourtoutx,y € [a, b], on ait

lg(x) =g < Llx —y|

Il en découle que |%| <L<1

Si on fait tendre y vers x, le terme a gauche de I'inéquation précédente tendra vers la

dérivée |g'(x)|, on aura donc la condition de convergence de cette méthode :

9’0l < 1

S. Karoui & Z. Mohand Arab Cours de Méthodes Numériques - L2 ELN/TC/ GB 12



Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

Exemple

Soit 1'équation f(x) = xe* — 1 = 0 qui satisfait au théoréme des valeurs intermédiaires
dans lintervalle [0 , 1]. Résoudre cette équation en utilisant la méthode des

approximations successives avec une précision de 104,

Nous allons commencer par vérifier la convergence :

X

On réécrit 'équation sous la forme x = e™ = g(x)

La dérivée g'(x) = —e™*

|g'(x)| < 1surl'intervalle [0, 1], donc la méthode converge.
Le tableau 1.3 résume les étapes pour les différentes itérations. On arréte le processus

apres 18 itérations, du moment que la largeur du domaine formé par I'écart entre deux

solutions successives devient inferieure a la précision donnée. La solution de I’équation

est x* = 0.5671.

n X, A n X, Iy

0 0,00000000 10 0,56487935 0,00626377
1 1,00000000 1,00000000 11 0,56842873 0,00354938
2 0,36787944 0,63212056 12 0,56641473 0,00201399
3 0,69220063 0,32432119 13 0,56755664 0,00114190
4 0,50047350 0,19172713 14 0,56690891 0,00064773
5 0,60624354 0,10577003 15 0,56727623 0,00036732
6 0,54539579 0,06084775 16 0,56706790 0,00020833
7 0,57961234 0,03421655 17 0,56718605 0,00011815
8 0,56011546 0,01949687 18 0,56711904 0,00006701
9 0,57114312 0,01102765

Tableau 1.3 : Résultat de calcul des itérations (méthode des approximations successives)

La vitesse de convergence de la méthode des approximations successives dépend de la
forme de la courbe de g(x) . Plus le terme |g'(x)| est proche de 0, plus I'algorithme
converge rapidement. Il existe alors un accélérateur de convergence de cette méthode

basé sur cette définition. L’algorithme de 'accélérateur est déduit comme suit :

S. Karoui & Z. Mohand Arab Cours de Méthodes Numériques - L2 ELN/TC/ GB 13



Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

Soit A€ R avec 1 #1
En partant de I'équation de récurrence x = g(x)

On rajoute le terme Ax de chaque c6té, On obtient Ax + x = Ax + g(x)

Ax+g(x)

Ou encore x =
A+1

=G(x)

Il est facile de montrer que les deux fonctions g(x) et G(x) ontle méme point fixe dans

la solution de x = g(x) et en méme temps celle de x = G(x) .

Mais quelle est la valeur de 4 ?

A+gr(x)

On calcule la dérivée de G(x), G'(x) = e

Idéalement cette dérivée doit étre égale a 0
On en déduit 2 = —g'(x)

Cette valeur de 4 permet la meilleur vitesse de convergence.

L’algorithme des approximations successives accéléré sera:

1) On part de la valeur initiale x,

2) On calcule itérativement les valeurs de x,, par:

A+gr(x;)
A=—g(x) et xjpq =——

Jusqu'a la satisfaction de la condition d’arrét.

Exemple

Soit I'équation f(x) = xe* — 1 = 0 qui satisfait au théoréme des valeurs intermédiaires
dans lintervalle [0 , 1]. Résoudre cette équation en utilisant la méthode des

approximations successives accélérée avec une précision de 10+

S. Karoui & Z. Mohand Arab Cours de Méthodes Numériques - L2 ELN/TC/ GB 14



Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

Le tableau 1.4 résume les étapes pour les différentes itérations. On arréte le processus
apres 4 itérations, du moment que la largeur du domaine formé par I'écart entre deux
solutions successives devient inferieure a la précision donnée. La solution de I'équation

est x* =0.5671.

Xp A
0,00000000
0,50000000 0,50000000
0,56631100 0,06631100
0,56714317 0,00083216

0,56714329 0,00000013

AWN|R OIS

Tableau 1.4 : Résultat de calcul des itérations (approximations successives accélérée)

1.5 Méthode Newton-Raphson (La tangente)

En écrivant le développement limité d’ordre 1 d’'une fonction f(x) au voisinage de x, on

aura: f(x) = f(xo) + %'x)(x — Xp)

Si on suppose que x; est la solution de I’équation f(x) = 0

On pourra écrire: f(x;) = f(xg) + f'(xg) (x; —x9) = 0

f(x0)
frxo)

On endéduit: x; =x, +

Pour la (i+1)¢me jtération

fx)
¥ir1 =X~ pes

De la méme maniere que pour la méthode des approximations successives, 'algorithme

converge rapidement si

f'Ge) # O etque |(x - L2)| <1
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Chapitre 1 Résolution des équations non linéaires

L’algorithme de la méthode de Newton-Raphson est :

1) On part de la valeur initiale x,

2) On calcule itérativement les valeurs de x,, par:

_ f(x)
f’(xi)

Xi+1 = X

Jusqu'a la satisfaction de la condition d’arrét.

Exemple

Soit I'équation f(x) = xe* — 1 = 0 qui satisfait au théoréme des valeurs intermédiaires
dans l'intervalle [0 , 1]. Résoudre cette équation en utilisant la méthode de Newton-

Raphson avec une précision de 10-%.

Le tableau suivant résume les étapes pour les différentes itérations. On arréte le
processus apres 5 itérations, du moment que la largeur du domaine formé par I'écart
entre deux solutions successives devient inferieure a la précision donnée. La solution de

I’équation est x* = 0.5671 .

Xy N
0,00000000
1,00000000 1,00000000
0,68393972 0,31606028
0,57745448 0,10648524
0,56722974 0,01022474

0,56714330 0,00008644

s |w|IN|R|O|=

Tableau 1.5 : Résultat de calcul des itérations (méthode de Newton-Raphson)

1.6 Conclusion du chapitre |

Il existe beaucoup d’autres méthodes pour des applications spécifiques. Dans ce chapitre
nous avons étudié les méthodes les plus élémentaires. Ces derniéres sont plus ou moins
performantes. Pour les comparer nous devons estimer le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre la solution avec la précision donnée ainsi que le nombre

d’opérations a effectuer pour chaque d’itérations.
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Chapitre Il Interpolation polynémiale

11.1 Introduction du chapitre Il

Etant donnée une fonction f(x) connue pour un certain nombre de points contenus

dans un intervalle [a,b] telque a < xyg < x; <x, < <x, <Db.

L'expression analytique de la fonction f(x) n’étant pas connue, on se propose
d’approximer cette fonction avec un polyndéme PB,(x) de degré inferieur ou égal a n et

passant par les points de coordonnées (x;, f(x;)) .

C.-a-d. que Vx; : B,(x;) = f(x;)

Si on arrive a retrouver ce polynéme, on aurait alors réalisé une interpolation
polynomiale. On se pose alors la question de I'existence ainsi que de l'unicité de ce

polynoéme ?

Si le polynéme P, (x) existe, il peut s’écrire sous la forme suivante :

P(x)=ayx"+ a; x" 1+ -+ a,_,x+a,
En remplacant x par les différentes valeurs x;, on obtient le systéme suivant :
(Ao x5 + ay xg ™ + 4 ap_qg X + a, = B(x0) =¥
Qo X7 + @y XN+t A X+ an = P(x) = 3

Qo xrrzl + aq xrrll_l +tapo1 Xy tay = Pn(xn) = Yn

Les inconnus sont les coefficients a; et la matrice V de ce systeme est appelée matrice de

Vander Monde.

xl xh? X 1
V= : :
x xn-t x, 1

On peut montrer que le déterminant de cette matrice est:

n
detV = 1_[ (x5 —x;)
i=0,j<i
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Chapitre Il Interpolation polynémiale

Comme tous les points x; sont différents, le déterminant est différent de zéro, et le

systéme admet une solution unique. Le polyndme P, (x) donc existe et il est unique.

La détermination du polynéme B, (x) exige la recherche des coefficients a; . L'utilisation
du systéme précédent est une mauvaise solution parce que la matrice V est mal
conditionnée : les puissances des x; donnent des différences énormes entre les éléments
de la matrice. On va donc présenter des méthodes alternatives simplifiant le calcul du
polynéme PB,(x) . Ces méthodes ont toutes pour principe le changement de base. On

n’utilisera plus la base canonique (1, x, x2, x3, ...,x™), mais plutot d’autres bases.
11.2 La méthode de Lagrange

La base de Lagrange dans I’espace vectoriel des polynomes de degré inferieur ou égal a n

est définie comme suit :
1 sii=j
Li(x) = {o sii#j
Pour toute valeur de x; différente de x; le polynome Li(xj) =0

Donc le polynéme L;(x) peut s’écrire sous la forme suivante :

Li(x) = K(x = x0)(x = x1) o (8 = 232 1) (X = Xi0) o (X = 2x3)

Pour toute valeur de x; le polynéme L;(x;) = 1
Soit L;(x;) = K(x; — x0) (g — x1) o (6 — %321 (g — Xj41) o (g — ) =1
1

O )G~ ) O~ XD G~ Fir) (i — )
Alors
L,Go = (x = x0)(x —x1) oo (x = x-1) (0 — x341) .. (Xx — X7)
(x; = x0) Ocg = x4) woe Qg = 2-1) O — Xip1) o (6 — X3)
Ou encore

Ce sont les polynomes de Lagrange.
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Chapitre Il Interpolation polynémiale

Ceci fait, quel est alors le polyndme d’interpolation de Lagrange B,(x)

Du fait que L;(x;) = 1 et Li(xj) =0
On peut écrire P,(x) = yoLo(x) + y;L;(x) + -+ ypL,(x)

Ou encore
n
P = D v L)
i=0
Exemple :

Construire le polyndme d’interpolation de Lagrange P,(x) qui interpole la fonction

x) = sin(mx) pour les trois points x, =0, x =1,etx =l.
f) (mx) p p 0 157 2=

/ . 1 1
Calculons les ordonnées pour les points x, =0, x; = et xp =<

Yo = sin(0) =0
msin(@) =}
Y, = sin (%) =1

On calcule les polynomes de Lagrange :

c—x)—x) (x=3)(x—3)

Lo(x) = o)) (0 _%) (o _%) =12x% - 8x +1
(x — x0) (x — x3) (x—o)(x—l)
LG = ¢ —xZ)(xl _;2) = o) (%—%2) = —18x% + 9x
L) = X~ ) x-0(x=g) 6x% — x

Cer — %)tz — %) C-0)E-3)

Alors P,(x) = 0 Ly(x) + % Li(x)+1L,(x) =—3x2 +§ x
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11.3 La méthode de Newton

On appelle ainsi cette méthode par rapport a la base de Newton

1
| (x — xo)
(x —x0) (x — x1)

N=1 (= x0) (= ) — x2)

(x = x0) (x = x1) v (x — x5 (x — Xpp_1)
Le polyndme d’interpolation de Newton s’écrirait alors sous la forme suivante :
P(x) = ag+ a; (x —x0) + ap (x — x) (x — x1) + -+ an(x — x0) (x — x1) .. (x —xp_1)
Alors quelles sont les valeurs des coefficients a; ? Il existe deux méthodes de Newton
selon que les points de collocation sont équidistants (la différence entre les abscisses
des points successives est constante) ou non.
11.3.1 Méthode de Newton pour les différences divisées

Avant de procéder au calcul des coefficients on va définir les différences divisées :

» Ladifférence divisée d’ordre 0 de x; : D(x;) = f(x;) = y;
(f (i) —F (xD) — (D(xi41)-D(xy))

(xi41—x) (xi41—x)

e Ladifférence divisée d’ordre 1 de x; : D(x;, X;41) =

(D(Xisq, Xig2)=D(xi, Xis1))
(xi+2—x1)

e Ladifférence divisée d’ordre 2 de x; : D(x;, Xj11, Xj42) =

(D(xi+1 e X )=D(X ---wxi+p—1))

(xi4r—xi)

e Ladifférence divisée d’ordre kdex; : D(x;, ..., Xj+x) =

Alors B,(xo) = ay = f(xo)
Py(x1) = ap + a3 (xg —xp) = f(x) + ay (x; —x0) = f(x1)
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Chapitre Il Interpolation polynémiale

. f )= (xo)
Soit a; = % = D(xy,%1)

Et ainsi de suite on démontre que a; = D(xg, Xy, ..., X;)

Exemple :

On va recalculer le polyndme d’interpolation de la fonction f(x) = sin(mx) de I'exemple

L4 A : 1 1 . ,
précédent et pour les mémes points x, =0, x; = —,etx;=-,a I'aide de la méthode de

2

Newton pour les différences divisées.

X0 f(x) Dy D,
0 0 <« a,
20
1 1 2—=3 < a
6 2 570
1 3
1 153 2.3 « a;
= 175 i,
2 2 6 2

Tableau II.1 : Résultat de calcul de la pyramide des différences divisées

Alors le polynéme d’interpolation de Newton pour les différences divisées est :

Py(x) =0+ 3(x—0)—3(x—0)(x—%)=—3x2+%x

On a retrouvé exactement le méme polynéme, c’est normal puisque on a déja montré

que le polynéme est unique.

11.3.2 Méthode de Newton pour les différences finies

Les points de collocation sont équidistants (la différence entre les abscisses des points
successives est constante). On pourra définir le polynéme de Newton en introduisant

une autre entité mathématique appelée "différences finie".
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Les points sont équidistants donc V x, x; — x;_; = h = constante
On définit les différences finies par:

* Ladifférence finie d’ordre 0 de y; : AO. =f(x) =y
 Ladifférence finie d’ordre 1de y;: 4], = =AY

Vi YVi+1

_ 20
AJ/i

* Ladifférence finie d’ordre 2 dey;: 43, = 43, — 43,

* Ladifférence finie d’ordre k de y; : 45 = A§"1 — A%

On peut établir aisément la relation entre les différences divisées et finies :

D(x;) = f(x) = 43

o (f(xl+1) f(xl)) (Ag)’i+1_A§)’i) _ A_}/l
D(x“le) B (Xi+1—x) B (xi1—x) T oh

1 a1 2
(D(Xisq, Xi42) =D (i, Xis1)) — (Ayi+1 Ayi) — 4y,
(xi+2—xi) 2h2 2h2

o D(xyXi41, Xig2) =

k
ak

e On peutalors établir que : D(x;, ..., Xj1x) = Tk

Dans ces conditions le polynome de Newton devient :

0 A% ¥
P,(x) = 45, + (x —x0) + th % (x—x9)(x —xq) +-
+ y h" (c = 20)(x = xq) o (x — 2xp—1)

Exemple :

On va calculer le polynéme d’'interpolation a I'aide de la méthode de Newton pour les
différences finies de la fonction f(x) définie pour les points xo =0,x; =1, et x; = 2,

tels que f(xy) =6, f(x;) =6, et f(x,) = 10.
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On calcule la pyramide des différences finies.

X 49, 43, 43,

0 6 <« ao
1 6 6—6=0 ¢ a;
2 10 10—-6=4 4—-0=4 + a,

Tableau II.2 : Résultat de calcul de la pyramide des différences finies

Al 2
P,(x) = 43 + % (x —x0) + 2;;; (x — x0) (x — x1)

La valeur du pas d’interpolationh =1
0 4
Py(x) =6+ 1 (x—0)+ > x-0x-1)

Py(x) =2x*>—-2x+6
11.4 Les erreurs d’interpolation

Il est clair que le polynome d’interpolation n’est qu'une approximation de la fonction
f(x), ce qui entraine I'existence d’une erreur e(x) = B,(x) — f(x).
Théoréme : On suppose que f(x) € C"*1([a,b] ), c-a-d qu’elle est (n+1) fois dérivable

sur 'intervalle [a, b] .

Alors Vx € [a,b],3¢& € [a,Db]

e 1
f(x) —P,(x) = mu(x - x;)
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Ce théoreme ne fait finalement appel qu’a une interpolation sur n+2 points:

Xg, ) Xn, Xn4+q €t € annule 'erreur.
Si M, = max| f™*V(x)| sur [a,b]
Alors

n+1
e() = By(0) — f(2) = (n+1),|]_[( x|

Donc l'erreur d’interpolation E; sera

n+1
E() < oi T |]_[(x x|

Exemple :

Soit la fonction f(x) définie pour les points x, = 100, x; = 121, et x, = 144, tels que
f(xo) =10, f(x;) =11, et f(x,) = 12. Si 'on sait qu’en réalité cette fonction n’est
autre que la fonction racine de x, f(x) = Vx. Quelle est alors I'erreur commise lors de

I'interpolation de la fonction pour x = 115.

On calcule la dérivée d’ordre 3 de f(x) :

flx) =vx

1 1
f'(x) = zx_f
fll(x) — _%x—g
flll(x) — _gx—g

M > 100 523 1075
= — 2 = —

Donc E; < —(10)5.|(115 — 100)(115 — 121)(115 — 144)| < 1.63 1073
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Vérifiant maintenant que le calcul est juste !
On calcule P,(115) pour cela on dresse d’abord le tableau de la pyramide des différences

divisées

Xo f(xn) D1 DZ

100 10

A
Q
=

121 11 121-110 21 ¢ a;
1 1
12 12-11 _ 1 2 __ "2 |e— Q@
144 144-121 23 144—-100 21252

Tableau II.3 : La pyramide des différences divisées pour le calcul de 'erreur

d’interpolation

2

1
P,(115) =10 + 71 (115 - 100) — 1752

(115 -100)(115 — 121) = 10.7227555

£(115) = V115 = 10.7238053

L’erreur d’interpolation est |f(115) — P,(115)| = 1.05 1073 < 1.63(10) 3

Donc l'erreur d’interpolation est inferieure a I’erreur maximale E;.

11.5 L’effet Runge

Runge Carl David est un mathématicien qui s’est intéressé de preés a lerreur
d’interpolation aux bords du domaine d’interpolation. On aurait tendance a croire que
plus on augmente le nombre de points de collocation, plus l'interpolation est précise. I

s'avere que ce n’est pas toujours le cas. Un exemple traité par Runge est la fonction

fl) =

1
14+x2 °

Il s’est apergu que l'erreur aux bords du domaine est plus importante !

Plusieurs articles en parlent sur le Net, il suffit de chercher. On s’intéresse a la facon de

minimiser I'erreur d’interpolation
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n

My 11
El-(x) < m 1_[(36 - xi)

i=0

La seule entité sur laquelle on peut agir c’estle produit PDD définit comme suit :

n
PDD = ﬂ(x —-X;)
i=0

La maniére de minimiser ce produit sera traité dans le paragraphe suivant.
11.6 Les polyndmes de Tchebychev

Dans le prolongement de ce qu’on vient de citer, il est clair que pour minimiser le terme
PDD. On doit chercher une loi de distribution des x; qui assure un produit minimum.
Pour ce faire, nous allons voir une base formée par les polyndémes de Tchebychev et en

avoir par la suite son utilité.

Les polynémes de Tchebychev sont définis par la relation trigonométrique suivante :
T,(x) = cos (n. Arccos(x))

On comprend que le domaine de définition est I'intervalle [—1, 1]

Vx,-1<T,(x) <1

Sin=0,Ty(x) = cos(O.Arccos(x)) =1

Sin=1,T;(x) = cos(l.Arccos(x)) =x

Sin=2,T,(x) = cos(Z.Arccos(x)) = cos(Arccos(x) + Arccos(x))

T,(x) = cos(Arccos(x)) cos(Arccos(x)) - sin(Arccos(x)) sin(Arccos(x))
T,(x) = cos?(Arccos(x)) — sin?(Arccos(x))

T,(x) = cos?(Arccos(x)) — (1 — cos?(Arccos(x)))

T,(x) = 2cos?(Arccos(x)) + 1 = 2x? +1
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Donc pour n+1
Tpii(x) = cos((n + 1)Arccos(x)) = cos(nArccos(x) + Arccos(x))

Tpii(x) = cos(nArccos(x)) cos(Arccos(x)) — sin(nArccos(x)) S in(Arccos(x))

De méme pour n-1
Tp_1(x) = cos((n — 1)Arccos(x)) = cos(nArccos(x) — Arccos(x))

Tp_1(x) = cos(nArccos(x)) cos(Arccos(x)) + sin(nArccos(x)) S in(Arccos(x))

Alors
Tpo1(x) + Ty (x) = 2cos(nArccos(x)) cos(Arccos(x)) = 2T, (x).x

Tn+1(x) = ZXTn(X) - Tn—l(x)

C’estla relation de récurrence qui donne les différents polyndmes de Tchebychev.
Il se trouve que les solutions des équations T;,(x) = 0 minimisent le produit PDD. Donc
on recherche (n+1) valeurs qui rendent l‘erreur minimale, on va donc les calculer a

partir des équations T,,.;(x) = 0.
Tpe1(x) = cos((n + 1)Arccos(x)) =0
La fonction cos s’annule pour un angle de g +km,k=0..n

Donc pour (n + 1)Arccos(x) = g + ki = 2k2+1

Alors x = cos (22(::1) n), k=0..n

Une distribution selon cette expression minimise l'effet Runge. Beaucoup d’écrits en

parlent sur le Net, il suffit de chercher!
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11.7 Conclusion du chapitre Il

Nous avons vu dans ce chapitre quelques méthodes permettant d’interpoler une
fonction f(x) connue pour un certain nombre de points avec un polyndme B,(x) de
degré inferieur ou égal a n et passant par ces points. Ceci permettra par exemple
d’estimer la valeur de la fonction pour les autres points dans l'intervalle de définition. Ils
existent d’autres méthodes qui permettent d’approximer une fonction avec des

fonctions trigonométriques ou exponentielles.
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I11.1 Introduction du chapitre 11

On a déja vu au chapitre précédent qu'une fonction f(x) définie pour un certain nombre
de points xg, x4, X, ..., X, et dont I'expression analytique n’est pas connue, peut étre
approximée par un polynéme P, (x) de degré n et passant par les points de coordonnées

(x;, f(x;)) . On aurait alors réalisé une interpolation polynomiale.

L’objectif de l'approximation est différent par rapport a celui de l'interpolation, la
fonction f(x) passant pour le nombre de points x,, x4, X5 ..., X, peut étre connue par son
expression analytique ou représentée par son graphe. On peut alors vouloir chercher a
remplacer la fonction f(x) par une autre fonction plus simple et plus proche de f(x)
dans le but de simplifier les calculs et la représentation. La meilleure approximation est

la fonction ayant le plus petit écart avec la fonction f(x) .

Il est possible de chercher des polyndmes de degré k inferieur a n (le cas le plus simple
est par exemple une droite) et qui permettent d’approcher la fonction considérée. Plus le
degré k du polynéme est faible, plus les calculs seront simples et plus la précision serait

faible. On doit donc étudier le compromis entre la complexité et la précision.
111.2 Les polyndémes orthogonaux

Les polynomes orthogonaux permettent d’exprimer simplement le polynome de
meilleure approximation. Soit une fonction ¢(x) positive et intégrable sur un intervalle
[a, b]. Les polynémes Py(x), P;(x), ..., B,(x), ... de degré égal a I'indice n et qui vérifient

les deux relations suivantes sont des polynémes orthogonaux.

b
f(p(x)Pn(x)Pm(x)dx =0, n#m

a
b

f(p(x)Pn(x)Pn(x)dx = I, = const.

a
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Le polynome P;(x) peut s’écrire sous la forme

Pi(x) = Clxt + €% 14 o+ Clx 4+ C?

Soit m<n , on peut déterminer les coefficients ag, a;,ay,...,@,, et faire une

combinaison linéaire de ces coefficients et des polynémes Py(x), P;(x), ..., B,(x) . Le

résultat de cette combinaison est un polynéme I1,,(x) de degré m tels que :

I, (x) = agPy(x) + a1 Py(x) + -+ +a,, Py (x) .

m

() = ) aiP(x)

i=0

Si on multiplie cette relation avec le terme ¢ (x)P,(x) et on intégre on trouve :

b b

f @(x)B, (), (x)dx = f @(x)B,(x) ) a;P;(x)dx = 0 puisequen < m
a a i=0

m b

> a [ p@n @R =0

i=0 g

Supposons que I7;(x) = x*
b
f(p(x)Pn(x)xidx =0, i=0,1,2,..,(n—1)

a

On va maintenant écrire cette relation pour chaque valeur de i
)
f(p(x)Pn(x)dx =0, i=0

a
b

3 ffp(x)Pn(x)xdx =0, i=1

a
b

fqo(X)Pn(x)x"‘ldx =0, i=n-1

a
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Et sachant que
P,(x) =Clx"+ Cix™t 4+ + Clx + CP

. b
f(p(x)(C,’fx" + CP x4+ Cix + C)dx =0

a
b

) f(p(x)(C}}x" + CP x4+ Clx + C)xdx = 0

a
b

f(p(x)(C,’llx" + P I+ Clx + CHXldx = 0
\ a

Si on pose
b

Sp =f(p(x)xpdx

a

((CiSn+ Cr 1S, 1+ +CiS +C2Sy =0
| CrS, 1+ CP7IS, + -+ CrS, + €3S, =0

ClSyp_q + CIS, + -+ CLS, + C2S,,_1 =0

On peut donc calculer les valeurs des S, et résoudre ce systeme pour déterminer les

coefficients C. et en déduire alors l'expression du polynéme P,(x). Ou pourra aussi

monter que ce polynéme est unique.
I11.3 L'erreur quadratique moyenne

Soit la fonction f(x) définie sur un intervalle [a , b] et passant par les points de
coordonnées (x;, f(x;)). On désire approximer cette fonction avec une autre fonction
g(x) . On appelle e; les écarts ou les résidus entre f(x) et g(x) au point i. Il se définit

par la relation suivante e; = f(x;) — g(x;) .
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L’approximation est optimale quand les résidus sont les plus petits. On définit alors une

fonctionnelle qui minimise ces résidus, par exemple I’erreur moyenne EM définie par

N N
1 1
EM = N; le;| = N; If () — g(x)|

Une autre fonctionnelle qui donne de meilleurs résultats, c’est I'erreur quadratique

moyenne EQM définie par:

N N
1 1
EQM = NZ e = N;U(xi) — g(x))?

I11.4 Approximation de fonctions

On présente dans ce paragraphe quelques méthodes utilisées pour I'approximation de

fonctions.
111.4.1 Développement de Taylor

L’exemple le plus classique d’approximation d’une fonction par un polynéme est le

développement limité de Taylor au voisinage d'un point x,.

f'(x0) ™ (x)
10 +"'+(X—X0) (n—)lo

f(x) = fxo) + (x — x0) + R, (x)

Le reste R, (x) est une fonction négligeable par rapporta (x — x,)™ au voisinage de x,.

Donc on peut approximer la fonction f(x) par le polynéme P (x)

f' (o) ™ (xg)
10 +‘”+(X—X0) (n—)lo

P(x) = f(x) + (x — x0)
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111.4.2 Interpolation polynomiale

On a vu au chapitre précédent les différentes méthodes pour approximer une fonction
f(x) définie pour un certain nombre de points xy, x4, X ..., X, avec un polynéme B, (x)

de degré n.
111.4.3 Approximation quadratique

L’approximation en moyenne quadratique, encore appelée dans le cas discret
approximation des moindres carrés, a été développée par Tchebychev et Hermite au

19¢me gjecle.

Soit une fonction f(x) définie sur un intervalle [a , b], on définit comme meilleure
approximation quadratique de f(x) un polynéme de degré inférieur ou égal a n si

I'erreur quadratique moyenne est minimale donc Y., (f (x;) — P,(x;))? serait minimale.
Sachant que B,(x) peut s’écrire sous la forme de C2x™ + CF 1x™ 1+ ... + Clx + C.

On pourrait réécrire les expressions des conditions assurant que l'erreur quadratique
moyenne est minimale sous la forme de n équations donc sous la forme d’un systeme
d’équations. La résolution de ce dernier déterminera les coefficients C} et déduira

'expression du polynéme B, (x).

Pour simplifier les calculs on va supposer que le polynéme d’approximation est une

droite, donc B,(x) = Ax + B

On cherche alors a minimiser le terme

N
FQM = ) (f(x) = P
i=1

N
EQM = ) (y; — Ax; - B)?
i=1
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Posons

Le terme EQM étant minimal, les dérivés partiels sont nulles

Jd(EQM) 9(EQM)
A 0B

J(EQM) 05 ZNi (i — Ax; - B)* _
0A 0A N

| [

N
Z —Ax;—B) (=x) = 0
=

D 0= ax=B) (1) =0

i=

{ oEQM) 0N 0 —Axi—B)
l 0B 0B B

ZI»—\

%i(yi CAxi—B) () =0
i=1

l%i(yi —Ax;—B) =0
i=1

N

N N
1 1 , 1
By QLR HAY ) xE =y ) v
= i=1

=1

(
|
i=1
N N N
1 1 1
BNZ”ANZ’“ =NZ«W
i=1 i=1 i=1

{ (Mx)B + (Mx?)A = (Mxy)
1B + (Mx)A = (My)
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La résolution de ce systeme fournira les coefficients A et B.

La droite y = Ax + B s’appelle droite de régression de y par rapporta x.

Exemple

Soit la fonction f(x) connue pour les trois points x, =0, x; =1, et x, =2 . Les
valeurs de la fonction pour ces points sont yo =0, y; =1, et y, =2. On désire
déterminer I'équation de la droite approximant cette fonction selon le critere des

moindres carrés.

Calculons

1% 4
MXJ’:NZXL'% =3

4

On remplacant ces valeurs dans le dernier systéme, on obtient

{ 3B+54A=4
3B+34 =3

. 1 1 4, . . . . . 1 1
SoitA = Set B = 3 et I’équation de la droite de régression serait y = ;X ts
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111.4.4 Approximation a I'aide de polyndmes orthogonaux

Les polynomes orthogonaux permettent d’exprimer simplement le polynome de
meilleure approximation. Il existe plusieurs familles de polynémes orthogonaux, parmi
lesquels les polyndmes de Legendre, les polynomes de Laguerre, les polynémes de
Tchebychev, les polyn6mes de Hermite, les polyndmes de Jacobi, et les autres... Dans ce
chapitre on va étudier l'approximation par les polyndmes de Tchebychev. Les

polynomes de Tchebychev ont été déja abordés précédemment.

Les polynomes de Tchebychev de premiére espéce sont définis par la relation

Tri1(x) = 2xT (x) — Ty (%)
Avec les conditions initiales
To(x) =1

Ty(x) =x

La fonction de pondération définie sur un intervalle [-1, 1] est:

On a déja montré que :

T,(x) = cos(n. Arccos(x)) = cos (nf) , avec x = cos(0)

1 1 cos(n. Arccos (x)) cos(m. Arccos(x))

[on@m@ar= | =

-1 -1

18

2

_ f cos(n.6) cos(m.0) e = f cos(n. 0) cos(m. ) (—sin(8))do
0

1 —cos?(6) ] 1 — cos?(6)

T
2

:fcos(n.e) cos(m. 8)

] +\/sin2(8)

fcos((n + m)0) + cos((n —m)6)
= > deo

(—sin(0))do = f cos(n.0) cos(m.0) do
0

0
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0, sin#m

) m, sin=m=20

|z in=m=0
> sin=m

Ce qui vérifie la condition d’orthogonalité des polynémes de Tchebychev.

Soit maintenant une fonction f(x) définie sur un intervalle, pour un certain nombre de

points xg, X1, X5 ..., X, Les valeurs de la fonction pour ces points sont yg, ¥1, V2, -.- Y- Nous

cherchons a approximer la fonction f(x) par un polynéme Pr(x) de degré inférieur ou

égal a n dans un intervalle contenant les n+1 points. Ce polynome ne doit pas

obligatoirement passer par tous les n+1 points, c’est la différence entre I'approximation

et I'interpolation.

On se propose maintenant de déterminer ce polyndéme Pr(x)

n

Pr() = ) g T)

j=1

La fonction f(x) est définie sur un intervalle allant de x; a x,, alors que les polynémes

de Tchebychev sont définies sur l'intervalle [-1 , 1]. Il faut faire un changement de

variables.

Les polynomes de Tchebychev étant connus

To,(v) =1
T,(v)=v

Thi1(v) = 2xT,,(v) — Ty (V)

Donc
To(v) = 1
T,(v)=v

T,(v) = 2v? -1
T;(v) = 4v3 — 3v
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Il faudrait alors calculer les coefficients a;, pour ce faire on utilise la relation de

I'approximation de la fonction f(x) par le polynéme P (x).

n

FO) = P = ) o Ty(w) = v,

J=1

2(n—1i 1

-
1l
Juy

On va maintenant écrire cette relation pour chaque valeur de i

zn: @; cos (jn %) =Yy

Zn: @; cos (jn%) =y

( 2n+1 . n(2n+1)
ay + a,vy + a, cos (n o 1)> + -+ a,cos (]T[m> =Y
2n—1 . n(2n—-1)
ay + a,v4 + a, cos (n T 1)) + .-+ a, cos (]rrm> =y

T .onm
ay + av, + azcos((n+1)> + -+ ancos<jm> = Y

Il suffit maintenant de résoudre ce systeme pour définir completement le polynéme

recherché.
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Exemple

Soit la méme fonction f(x) connue pour les trois points x, =0,x; =1,et x, =2.Les
valeurs de la fonction pour ces points sont y, =0, y; =1, et y, = 2. On désire
approximer la fonction f(x) par un polynéme P;(x) de degré inférieur ou égal a 2 en

utilisant les polynémes orthogonaux de Tchebychev.

Nous allons directement résoudre le systeme suivant

Ul

o + a4 cos —T[) + a, cos(

[«
I
i ay + a, cos —7T>+a2 cos(

a0+a1cos - )+a2cos(

3
N————
Il
o

»—xw HO\
Wl =Wl wwl|wut
S
N————

Il
=

S
N————
Il
N

O\

( V3
I a0_7a1+5a2=0
4 apg+ O0a; — la, =1

V3 1
a0+7a1+§0(2=2

. . \ 2 2
La résolution du systeme donne «;, = 3 =5 =g

2 2 2
Pr(x) = §To(77) +—=T(v) + §T2(U)

V3

La fonction f(x) est définie entre 0 et 2 et les polynémes de Tchebychev entre -1 et 1. Si

on opere un petit changement de variable v = x — 1, on obtient

2 2 2
Pr(x) = §T0(x - D+—=T,(x—-1) +§T2(x -1)

V3
2 2
Pr(x) = 3+ﬁ(x—1)+ (2(35—1)2 -1)
Pr(x) —§+%(x—1)+§(2x2 +4x + 1)
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111.4.5 Approximation trigonométrique

Soit maintenant une fonction f(x) définie sur un intervalle [-7, m]. Il existe T(x) qui

représente la meilleure approximation quadratique dans l'espace des polynomes

trigonométriques. T(x) s’exprime sous la forme suivante :

n n

T(x) = ay+ Z a; cos(jx) + Z b; sin(jx)
j=1

J=1

Il faudrait minimiser I’erreur quadratique moyenne
&
=D () =T

i=1

Les fonctions trigonométriques suivantes sont orthogonales
1, cos(x), cos(2x), ..., cos(nx), sin(x) , sin(2x), ..., sin(nx)

La fonction de pondération définie sur un intervalle [-7, ] est p(x) = 1

ff(x)ldx = fT(x)ldx =a, f ldx =2m
ff(x) cos(jx) dx = fT(x) cos(jx) dx = a; f cos(jx) cos(jx) dx =m

ff(x) sin(jx) dx = f T(x) sin(jx) dx = b; f sin(jx) sin(jx)dx =m

-1
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1 Vs
o = ff(x)dx
a; =% ff(x) cos(jx) dx

b; = % ff(x) sin(jx) dx

Ces coefficients sont appelés coefficients de Fourier

Exemple

Soit maintenant une fonction périodique f(x) = x? définie sur un intervalle [-7 , w].
Déterminer les coefficients de Fourier et le polyndme T(x) de la meilleure

approximation dans 'espace des polynomes trigonométriques.

i
1 5 2
=g | Hx=T
-7

s s

1 _ 2 _ 4(-1)?
@ = fxz cos(jx) dx = ;j x? cos(jx) dx = 72
“r 0
Vi
1 2 e
bj=; fx sin(jx)dx =0
-
72 o 4(—1)?
T(x) = —+Z (_2) cos(jx)
3 &
j=1
m? 4 4(-1)"

T(x) = 3" 4 cos(x) + cos(2x) — §cos(3x) + -+ = cos(jx)
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I11.5 Conclusion du chapitre 111

by

L’objectif de l'approximation est différent par rapport a celui de l'interpolation.
L’approximation permet de remplacer une fonction par une autre fonction plus simple et
plus proche dans le but de simplifier les calcules et la représentation. Cette nouvelle
fonction ne doit pas obligatoirement passer par tous les n+1 points. Dans ce chapitre
nous avons étudié quelques méthodes pour I'approximation de fonctions. Il existe bien

d’autres méthodes bien documentées sur le Net.
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IV.1 Introduction du chapitre IV

L’objectif de ce chapitre c’est 'approximation d’intégrales définies de fonctions. Il existe
plusieurs approches, celle qu'on va étudier ici, c’est I'approche par approximation

polynomiale. Ces méthodes sont dites "de quadrature". Le principe consiste a
approximer l'intégrale fff(x)dx par f; P,(x)dx ou B,(x) estle polyndme qui interpole

la fonction f(x) surlintervalle [a,b].
IV.2 Les méthodes du rectangle
Il existe trois méthodes du rectangle (voir figure 1V.1).

IV.2.1 Méthode du rectangle gauche

L b . . )
L’intégrale [ = fa f(x)dx est calculée comme étant la surface d’'un rectangle dont la

hauteur est f(a) . La surface du rectangle est donc (b — a) x f(a).

IV.2.2 Méthode du rectangle droit

L b . . )
L’intégrale [ = fa f(x)dx est calculée comme étant la surface d’'un rectangle dont la

hauteur est f(b) . La surface du rectangle est donc (b — a) x f(b).

IV.2.3 Méthode du rectangle central

L’intégrale [ = fff(x)dx est calculée comme étant la surface d'un rectangle dont la
hauteur est f (aTer) . La surface du rectangle est donc (b —a) x f (a+b).

2

Ces méthodes ne sont pas tres utilisées a cause de l'importance de lerreur

d’approximation qu’elles entrainent.
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o | o o |
f(b)

f(a)

Rectangle gauche Rectangle droit Rectangle central

Figure IV.1 : Les méthodes du rectangle

IV.3 La méthode du trapeze

On approxime l'intégrale f;;l f(x)dx par f;;l Pi(x)dx ou P;(x) est le polynome

d’interpolation de f(x) sur les points x, et x; .

En utilisant la méthode de Lagrange :

_ (x —xp)
Lo() = (x0 — x1)
(x = xp)

L@ = (x4 — x0)

Pi(x) = yo Lo(x) + y1 L1 (x)
(x — x1) (x — xo)

A = ¥o (x0 — x1) 7 (x4 — x0)

X1 X1 X1
YV Y

f P (x)dx = m f (x —x)dx + rlxo) f (x — xg)dx
Xo X0 Xo
r Yo (x — x1)2 X1 V1 (x — xo)z X1

Py (x)dx = — |x — |x

(o — x1) 2 o (x1 — %) 2 0

X0
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Si on note h = x; — X, appelé "pas d'intégration”

X1

_ %O-F)  n (B -0) _h
[ Pwar=-2E2 0 BE 2D _Shn )
X0

C’est I'intégrale du trapeze.

Si on subdivise I'intervalle d’intégration [a,b] en n sous intervalles alors on aura (n+1)

points distants de h.

Donc x0=a: x1=x0+hr"- xnzb et hzb;_a
X1
h
L = f Py (x)dx = E(J’o +y1)
Xo
X2
h
L= [ PGdx= 20047
X1
Xn
h
I, = f P (x)dx = E(yn—l + yn)
Xn-1

L’intégrale du trapeze généralisée serait alors

Xn h n-1
Ir = f Py (x)dx = E[}’O + Wn +223’i]
X0 i=1
Exemple

Soit a calculer I'approximation par la méthode du trapéze de 'intégrale I en prenant un

pas d’intégration h = 0,15.
1.6

Iy =f Ln(x)dx

1

Comparer le résultat du calcul avec la valeur exacte de I'intégrale.
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Xo=1,x,=x9g+h=115x, =x; +h =130, x3 =x, +h =145, x, =x3+ h = 1.60
h
Iy = E[Ln(l) + Ln(1.6) + 2(Ln(1.15) + Ln(1.30) + Ln(1.45)) |

I+ = 0.151304
En utilisant une intégration par partie on pourrait facilement déterminer la fonction

primitive de Ln(x) c’est la fonction xLn(x) —x + C. La valeur exacte de l'intégrale

serait :
Ig = xLn(x) —x + C 1i6 = (1.6Ln(1.6) — 1.6) — (1Ln(1) — 1) = 0.152006

IV.4 La méthode de Simpson

Pour cette méthode, on approxime l'intégrale f;;z f(x)dx par f;oz P,(x)dx ou P,(x) estle

polynome d’interpolation de f(x) sur les 3 points x,, x; et x,
En utilisant la méthode de Lagrange :

(x = x)(x — x3)

Lo() = (xo — x1) (xg — x32)
_ (x — x0) (x — x3)

b (@) = (1 — x0) (%1 — x2)

L,(x) = (x — x0) (x — x1)

(x2 — x0) (2 — x1)
Les points x,, x; et x, sont équidistants, donc x; = xy + h, et x, = xy + 2h

(x —x)(x —x; — h) _ (x — x1)% = h(x — x1)

Lo() = 21?2 21?2
(x —x0)(x —xo — 2h)  (x — x¢)* — 2h(x — x,)
Li(x) = "y = Y
_ (x —x)(x —xo — h) _ (x — x9)? — h(x — x¢)
L) = 21?2 B 21?2
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Py(x) = yo Lo(x) + y; Ly (x) + y Lp(x)

fPZ(x)dx =23%f((x—x1)2 — h(x — x1))dx
f((x —x0)% — 2h(x—x0))dx+ T f((x—xo)2 — h(x — xg))dx
¢ (x —xy)3 x—x) 1 [ —x0)3 (x—x)
sz(x)dx—th[ —=h - ]| [ T —h : ]|
(x — x0)3 (x — x0)?] 1,

* W[ 3 " ]|
X3 Yo K3 h2 K3 h2 V1 8h3 44> Vs 8h3 4h?
J Pacoax = 2h2[3 ‘hT?*h?]‘ F[T_ T] W[T_ 7
x5 L
f P,(x)dx = 5[)’0 + 4y, + y,]

C’est la formule de Simpson.

Si on subdivise l'intervalle d’intégration [a,b] en 2n points distants de h donc on aura :
h
I = §()’0 + 4y, +2)

h
I, = §()’2 +4y3 + y4)

h
Ih1 = §()’2n—4 +4Yon-3 + Von-2)

h
I, = §(y2n—2 + 4Yon—1 + Y2n)

L’intégrale de Simpson généralisée serait alors

L n—-1 n—-1
Iy = 5[3’0 + Yon + 423’2i+1 + ZZYZi]
i=0 i=1
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Exemple

Soit a calculer I'approximation par la méthode de Simpson de I'intégrale I en prenant un

pas d’intégration h = 0,15.
1.6

Ir =f Ln(x)dx

1

Comparer le résultat du calcul avec la valeur exacte de I'intégrale.

x0=1,x1=x0+h=1.15, x2=x1+h=1.30, X3=x2+h=1.45, X4=X3+h=1.60
h
Is = 3 [Ln(1) + Ln(1.6) + 4(Ln(1.15) + Ln(145)) + 2(Ln(1.30)) ]

I+ = 0.152002
La valeur exacte de I'intégrale déja calculée précédemment I = 0.152006.

On voit bien que la méthode de Simpson donne une meilleure précision que la méthode

du trapeze.
IV.5 Les erreurs d’intégration

L’erreur d’interpolation comme vue précédemment est donnée par la formule suivante

TL+1
E() S s |]_[(x x|

Avec M,,,; = max| f™*V(x)| sur [a,b]
L’erreur d’intégration approchée serait

BiC0 < e [ f [ o-
i=0

On peut démontrer que I'erreur d’intégration pour la méthode du trapéze est

a)?

E, < M
T =12n2
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Ou M, = max| f"(x)| sur [a,b]

De méme 'erreur d’intégration pour la méthode de Simpson est

ES S (b — a)4

4
180N*4"
ouM, = max| f(x)| sur[a,b] et N = 2n

Exemple

Quel doit étre le nombre de sous intervalles nécessaires pour que I'erreur d’intégration

par la méthode du trapeze soit inférieure ou égale a 0.5 10-4.
1.2

Ir =f Ln(x)dx

1

fx) = Ln(x)
1
f&x) = X
1
fr'x) = 2z

M, = max| f"(x)|sur[1,1.2] =1

M,
12n?°

(b — a)® < 0.00005

M
25 72 —_ N3
n® =17 0.00005 L~

M,
> [ & — 3
n= \/12){0.00005 -(b—a)

> | — 3>
n= \/12)(0.00005 (0.2)* 2 3.65

Doncn = 4
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1V.6 Les méthodes de Newton Cotes

Pour les polynomes d’interpolation de degré supérieur ou égal a 3, les formules de

Newton-cotes donnent les approximations des intégrales :

Pour n=3 I3 = %(y0+3y1+3y2 + y3)

Pour n=4 I; = %(7)}0 + 32y; + 12y, + 32y3 + y,)

IV.7 Conclusion du chapitre IV

Il y a bien d’autres méthodes avec des approches quelques peu différentes tres bien

fournies sur le Net, entre autres vous pouvez chercher

- La méthode de Gauss
- Laméthode de Romberg
- La méthode de Monté-Carlo

Et bien d’autres...
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Chapitre V Résolution des équations différentielles ordinaires

V.1 Introduction du chapitre V

Les équations différentielles ordinaires, appelées aussi probleme de Cauchy, sont des

équations différentielles du premier ordre avec une condition initiale :

{y’ =f(x,y)
y(x9) = Yo

Les méthodes que I'on va discuter au cours de ce chapitre sont des méthodes dites a
"1 pas", parce qu’elles ne font intervenir que la valeur de la fonction au pas précédent.
Par opposition a ces méthodes, il existe des méthodes qui font intervenir plusieurs pas
de calculs précédents afin d’évaluer la valeur actuelle de y,. Ces méthodes sont dites

"multi pas".

Les méthodes sujettes de ce chapitre sont aussi des méthodes a pas fixe, c.-a-d. que le
pas d’intégration est constant, h = cte ; et il est bon de s’avoir qu'il existe des méthodes

a pas adaptatif.
V.2 La méthode d’Euler

Se basant sur le développement limité de y au voisinage de x,

’ " @]
y (1960) -z 2(9!60) ot (o x) Y (n()fo)

y(x) = y(xp) + (x — x0)

La méthode d’Euler consiste a considérer le développement limité du premier ordre :

y(x) = y(xo) + ¥ (xp) (x — x0)

Pour x = x,, y(x9) = yo
Pour x = x;, y(x1) = y1 = y(x0) + ¥ (x0) (x1 — xp)
= yo + (x1 —x0)y'(x0) = yo + h f(x0,¥0)

Avec h = x; — xg
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Il en va de méme pour y,, Vs, ..., ¥

Yier =¥i+ hf(x,y:) i=0,..n

Géométriquement, cette méthode utilise la tangente au point x .

y(®)

Figure V.1 : Représentation géométrique de la méthode d’Euler

Y1 —Yo = htg(a)
tg(a) = y'(xo) = f(x0,¥0)
Y1 —Yo = hf(x0,¥0)

Donc

Y1 = Yo+ h f(x0,¥0)

On retrouve donc la méme formule.

Exemple

Soit I'’équation différentielle suivante

Calculer avec la méthode d’Euler, 'approximation de y(1.2) en prenant un pas

d’intégration de 0.1, puis comparer avec la valeur exacte de I'intégrale.
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x0=1y,=y(1) =1eth=0.1
x=x+h=11y =y(1.1) =yo + h (o, ¥0) = 1+01(12 +7) = 1.2

X, =x;,+h=12,y,=y(1.2) =y, + hf(x;,y;) =1.2+0.1(1.12 + %) = 1.43009

3
La solution exacte de cette équation est y(x) = x? + g

y(1.2) = 1.464

L’erreur commise est alors de 0.3391, ce qui représente une erreur assez grande. Ceci

est du au fait que cette méthode cumule les erreurs des pas de calculs précédents.
V.3 La méthode d’Euler modifiée

Dans cette méthode on estime la dérivée au point x,,, milieu des points x; et x;., .

Xt Xiy
X =

La dérivée au milieu est approximée par la moyenne des dérivées au début et a la fin de
I'intervalle.

Y (x) +y'(xigs)
2

y,(xm) =

On calcule alors
Yier = Yi + hy'(xm)
y' () +y' (xi41)
> ]
fCey) + f (g }’i+1)]
2

Yisr =Yi+ h[

Yisr =Yi+ h[

On est maintenant confronté au probléme du calcul de f(x;,1,yi+1) car 'objectif c’est

bien sur le calcul de y; ;.

On contourne ceci en prenant 'expression de y;,; selon la méthode d’Euler c.-a-d.

Yier =¥i+ hf(x,v:)
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Alors

h
Yirr =¥it 5 [fCey) + f (i, yi+ R F(xy)) ]
C’est la formule d’Euler modifiée.

L’algorithme de la méthode

(pourx = Xj
kl - (xl'yl
k2 - f(xl+hyl+hk1)

Yit1 = (k1 + k3 )

Exemple

Refaire l'exemple du paragraphe précédent avec la méthode d’Euler modifiée.

Commenter les résultats obtenus.

=1y, =y(1)=1eth=0.1

x, =11
5 1
ky =f(xo, y0) =f(1,1) =1 +I=2
1.2
ky, = f(xg +h, yo+ hky) = f(1.1,1+0.1x2) = f(1.1,1.2) = 1.1%2 + 11 = 2.3009
h 0.1
V1 =Yo + > (ki +ky)=1+ - (2+2.3009) =1.21504
xZ = 12
1.21504
ki, =f(1.1,1.21504) = 1.1%2 + 1 = 2.31459
1.44650
k, = f(1.2,1.21504 + 0.1x2.31459) = f(1.2,1.44650) = 1.2%2 + 7 = 2.64542

Y2 = 121504 + == (2.31459 + 2.64542)=1.46304
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Cette valeur est beaucoup plus proche de la valeur exacte, en effet I'erreur est inferieur a
0.001 et donc la méthode d’Euler modifiée donne une meilleure précision que la

méthode d’Euler.
V.4 La méthode du point milieu

Il existe une méthode similaire a la méthode d’Euler modifiée, dite méthode du point

milieu.

xX; + x;
X = =+ o= Xy — 5
2 2 2

h
yi=y(x) =y (xm - 5) = y(xm) + (xX; — xm)y ()

h
Yeer =¥ (ia) = (2 +3) = Y0im) + Giar = 5y (i)

Alors

h
Yi=Ym — Ey’(xm)

h !
Yitr =¥m+ Y (xm)

Yiter — Vi = hy' (%)
Avec

oo h NG Rk
V() = flx+ 5&’(%’"‘5) = flx+ Eryi-l_zf(xi'yi)

Alors

h h
Yis1 =Yi + hf (xi + 5 + Ef(xir:)’i))

Cette méthode a la méme précision que la méthode d’Euler modifiée. Ces deux méthodes

sont aussi appelées les méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2.
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V.5 La méthode de Taylor

C’est une méthode d’ordre 2 car elle met en ceuvre le développement de Taylor d’ordre
2, soit

y'(x;) v (x;)
1 TR 2!

h? df (x;, ;)
Yi+1 = Vi + hf(xl'yl) +_#

Yi+1 _y(xl+h) _y(xl)+h

La dérivée de f(x,y) doit impliquer les dérivées partielles parce qu’on dispose de deux

variables :
df (x,y) = af(;;' Y) dx + 6f§;;,y) dy
dfx,y) _ 0f(xy) N of . y)dy _ of (x, y) af (x,y) )
dx 0x dy dx  ox dy foy
2 a Dol a l’ l
yior =yt i) + (L2 TR

C’est la formule de la méthode de Taylor.

V.6 La méthode de Runge-Kutta d’'ordre 4

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est la méthode a "1 pas" la plus utilisée pour
résoudre les équations différentielles ordinaires. L’erreur commise est proportionnelle a

h* c.-a-d. d’ordre 4.

Cette méthode utilise en premier lieu I'approximation d’Euler au début de I'intervalle au
point x; , on corrige ensuite cette approximation une premiere fois au milieu de
I'intervalle. On corrige ensuite une seconde fois la premiére correction toujours au

milieu de 'intervalle. Enfin on approxime la valeur de I'intégrale ala fin de I'intervalle.
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L’algorithme de la méthode

. pour x = x;
ky = f(xi, )
h
2

h
ko= f(x+5m+3k)

{ h h
ks= fxitg0+5k)

ko= f(x;+ hy; + hks)

h
Yis1 =Yi T g (ky + 2ky + 2ks + ky)

Exemple

On reprend 'exemple traité aux paragraphes précédents.

Xo=1y,=1eth=0.1

On calcule les 4 coefficients k; selon les formules précédentes

ky =2

k, = 2.150119
ks = 2.157268
ks = 2315206

En fin on calcule y;

h
i=Yot ¢ (ky + 2k, + 2ks +k,) = 1.215499

x, =11, y, = 1.215499

On recalcule les 4 coefficients k; selon les formules précédentes

ky, = 2.317999
k, = 2.480102
ks = 2.487287
ks = 2.660190
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Et enfin on calcule y,

h
Y2=Yot ¢ (ki + 2k, + 2ks + ky) = 1.463999

On remarque que I’erreur commise en y,est de 0.000001
V.7 Conclusion du chapitre V

Nous avons abordé dans ce chapitre quelques méthodes simples pour la résolution des
équations différentielles ordinaires. La méthode d’Euler est la plus rapide en termes de
calculs mais sa précision est trop faible. La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 demande
plus de calculs mais sa précision est trés bonne. Il existe bien d’autres méthodes bien

documentées sur le Net.

S. Karoui & Z. Mohand Arab Cours de Méthodes Numériques - L2 ELN/TC/ GB 66



Chaypitre VI

Méthodes de résolution directes des systemes d’équations linéaires

Sommaire du chapitre

VL1 Introduction du chapitre VI.......ccccovoeiiiieiin e e s s 69
VL2 La méthode de GauSS.....cccceeciueriiiiir e ceie st e e s e ee e ae e e e e e e 71
VI.3 La méthode de Gauss-JOrdan.......ccccseeereriieeriieiesseeesseeessseresseeeenes enee seaens 75
V1.4 Inversion de matrice avec la méthode de Gauss-Jordan..........ccccocvveenne 81
VL5 La méthode de CholesKy.......cccoveiviirice it e 81

VIL.6 Conclusion du chapitre V..o e e e 86



Chapitre VI Méthodes de résolution directes des systemes d’équations linéaires

S. Karoui & Z. Mohand Arab Cours de Méthodes Numériques - L2 ELN/TC/ GB 68
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V1.1 Introduction du chapitre VI

D’ordinaires on utilise la méthode de Cramer, encore appelée méthode des
déterminants, pour résoudre des systémes d’équations linéaires. Le probleme majeur
de cette méthode est qu'elle implique le calcul de déterminants. Pour calculer le

déterminant d’'une matrice d’ordre n, on calcule n déterminants d’ordre n-1.

Det(A,)=nDet(A,,_;) =n(n—1)Det(4,,_,) = - =nn—1)(n — 2) ... Det(4,) = n!

Par exemple le calcul du déterminant d'une matrice d’'ordre 50 demande 50! opérations
c.-a-d. 3 106* opérations. Si on utilise un ordinateur capable d’exécuter 1000 millions

d’opérations seconde, le temps de calcul serait 9 1047 années ! !

On va donc dans ce chapitre introduire des méthodes permettant de réaliser les calculs
beaucoup plus rapidement, en faisant des combinaisons linéaires entre les lignes de la
matrice afin de transformer la matrice considérée en matrice triangulaire ou diagonale.

Ceci rendra le systéme facile a résoudre.

Si par exemple on a le systeme AX = B avec A une matrice triangulaire inferieure

a1 0 0 X1 by
az; az; 0 X2 | = | b2
An1 Qn2 Ann 1 1Xn b,

Pour résoudre ce systeme on commence tout simplement avec la premiere ligne et on

détermine directement x; :
b,
x1 -
a1
On remplace x; dans la deuxiéme ligne et on détermine x, :
by anx

Xy =——
Qzz az;
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De la ieme ligne on détermine x; :

b i-1
a.
L l
Xj=—— E (—J)x] i=1,..,n
a; &= a;
j=1

a1 iz - Qan X1 b,
0 a22 azn xz — bZ
0 0 RO S | b,

Pour résoudre ce systéme on commence avec la derniere ligne (la n ieme ligne) et on

détermine directement x,, :

On remplace x,, dans I’'avant derniére ligne (la n-1 iéme ligne) et on détermine x,,_; :

bn—l _ A(n-1)nXn

x _ =
n An-D(m-1)  Am-1)(n-1)

De la ieme ligne on détermine x; :

n
b; a;j
X, =—— (—)xJ i=n..1
Aji & Qi
j=i+1

Si maintenant on a un systeme AX = B avec A une matrice diagonale

all 0 . 0 xl b1
0 aso 0 X2 — b2
0 0 v Qpn ] Lx, b,
De la ieme ligne on détermine x; :
b .
x;=— i=1,..,n
Qi
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V1.2 La méthode de Gauss

Cet algorithme transforme la matrice A en une matrice triangulaire supérieure.

Soit le systeme suivant :

A1 A1z - QGn][*1 by
Az1 Q2 . Qop||X2| = | by
An1  QApz - AppllXp bn

Pour simplifier la programmation de cette méthode, on rajoute les éléments du vecteur
de donnée B a droite des éléments des la matrice A. On construit ainsi une matrice

augmentée A|B de n lignes et n+1 colonnes.

Aq1 Qg2 . Qyn by i1 Q12 - A1n Ain41
A1 Ao ... Qoq by Q21 A2z -+ Qopn Aonyq
AlB = a31 a31 a3n b3 = a31 a31 e a3n a3n+1

|.a11 Apo - Apn an 11 An2 -+ Apn Ann+t

Pour triangulariser cette matrice on procédera par étapes (n-1 étapes exactement),
chaque étape va transformer en éléments nuls, les éléments sous diagonaux de la

colonne correspondant au numéro de I'étape en cours.

Etape 1

On va faire apparaitre des éléments nuls, a I'endroit des éléments sous diagonaux de la
colonne 1. Se basant sur la premiere ligne qui reste inchangée, on va procéder aux

combinaisons suivantes :

. . dz1 .. ]
ligne 2 = ligne 2 — —ligne 1
11

. . azy .
ligne 3 = ligne 3 ——Iligne 1
agy

, . An1 .
lignen = lignen ——ligne 1
- all .
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La matrice augmentée devient

! ! 1A 1A
A11Q012 - A1n A 1n+1
1A 1A !

0 ayz.. A2nAonss

! ! !
0 a31..a3paA3n41

! ! !
0 anz.@unApnta

Etape 2

On va faire apparaitre des éléments nuls, a I'endroit des éléments sous diagonaux de la
colonne 2. Les deux premiéres lignes restent inchangées, en se basant sur la deuxiéme

ligne on va procéder aux combinaisons suivantes :

[ . . dsz . ]
ligne 3 = ligne 3 — —ligne 2
az2

. . A4z .
ligne 4 = ligne 3 — —ligne 2
az2

, . an2 .
lignen = lignen ———ligne 2
- azz .

La matrice augmentée devient

A11 Aq2 - A1p Ain41
0 az; .. zn Azn+41
0 0..az, Aznst

0 0..an, Aunst

Etape p

On va faire apparaitre des éléments nuls, a I'endroit des éléments sous diagonaux de la
colonne p. Les p premiéres lignes restent inchangées, en se basant sur la p ieme ligne on

va procéder aux combinaisons suivantes :
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i a -
lignep+1=lignep+1-— (p;l)pligne p
App
a
lignep +2 =lignep + 2 — Mligne p
pp
a
lignen = lignen — —£ lignep
L app m

La matrice augmentée devient

[a11 a1z - A1p - A1n a1n+1'|

0 0..app . App Apny1

0 0..0..au aGnet

Etape n-1

On va faire apparaitre un élément nul, sous la diagonale de la colonne n-1. Les n-1
premieres lignes restent inchangées, en se basant sur la n-1 ieme ligne on va procéder a

la combinaison suivante :

an(n—l)

lignen = lignen — ligne(n—1)

A(n-1)(n-1)
La matrice augmentée devient

[ a1 Q12 - A1p - A1p Aing1 l

0 0..app - Apn Apni1

lO 0..0..0 ap, anns1

On aurait donc transformé la matrice en triangulaire supérieure. La résolution se fait a

I'aide de I'algorithme décrit au paragraphe 1
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L’algorithme de la méthode de Gauss

( De p=1an-1
( Dei=p+lan

Dej=1an+1
_ AipQpj

aij = Qij
\ App

N.B.

Un probleme risque de se poser lorsqu’on rencontre un élément nul sur la diagonale
(a;; = 0). La division par cet élément n’est pas possible, alors on précede a une
permutation de la ligne ayant un élément nul de la diagonale avec une autre ligne

possédant dans la méme colonne un élément non nul (a;; # 0), et le probleme est résolu.

Exemple

Résoudre avec la méthode de Gauss le systeme suivant :

1 3 31[*1] [0
2 2 0]|*2]=] 2
3 2 6llx3l 111

La matrice augmentée est

J

[ 2
ligne 2 = ligne 2 — Iligne 1

AlB =

W N -
N DN W
No w
=N o

3
ligne 3 = ligne 3 — Iligne 1

(1 3 3 0
0 —4 —6 2
0 -7 -3 11
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7
ligne3 = ligne3 — 1 ligne 2

1 3 3 0
[0—4—62]

0 0 15/2 15/2

15/2
X3=F/2=1

2 —6x1
i

0 3x(-2) 3x1
nEITTT T T

3
La solution est [—2]
1

V1.3 La méthode de Gauss-Jordan

Cette méthode consiste a transformer la matrice A en une matrice diagonale unitaire
donc en la matrice identité 1. Cette transformation n’est en réalité que la multiplication

par la matrice inverse.

AX =B
A"1AX = A7'B
IX=A"'B
X=A"B

Donc la transformation de A en I entraine celle de B en X. La méthode de Gauss-Jordan se
réalise en n étapes, chacune va transformer la colonne correspondant au numéro de
I’étape en la colonne de la matrice 1. Chaque étape s’effectue en 2 sous étapes, la

normalisation et la réduction.
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Soit la matrice augmentée du systeme

A11 A12 « Q1 A1y
QAzq A3« Apq Aopy1
A|B =|a31 Q31 ... A3p A3ns |

A11 An2 - Apn App+a

Etape 1

Normalisation 1

On normalise la ligne 1, c.-a-d. on divise tous les éléments de la line 1 par le premier

élément. Les autres lignes restent inchangées.

ligne 1

lignel = gne 2
a1

La matrice augmentée devient

[ 1 A12/Q11 o Qin/Q11 Qiner1/G11 1

azy %Y) Aon Azn+1 |
| asz; asq Q3n A3n+1 |
|-a11 n2 ann Ann+1 J

Réduction 1

La ligne 1 reste inchangée, on réduit les lignes 2 a n selon les combinaisons suivantes :

ligne 2 = ligne 2 — a, ligne 1
ligne 3 = ligne 3 — a3 ligne 1

lignen = ligne n — a, ligne 1
La matrice augmentée devient

! ! I
laiz ... @1p Tinta

I ! !
0ay; .. a2 Aanis

! ! !
0as;... Azp Azpta

! ! ! J
0 A n2 - Ann @ nntt
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Etape 2

Normalisation 2

On normalise la ligne 2, les autres lignes restent inchangées.

ligne 2

ligne2 =
azz

La matrice augmentée devient

layz ... Gin A1nys
0 1..a;, ayne1

0asq ... azn Azn+1

|-0 An2 - Ann ann+1J

Réduction 2

La ligne 2 reste inchangée, on réduit la ligne 1 et les lignes 3 a n selon les combinaisons

suivantes :

[ligne 1 = ligne 1 — a,ligne 2]
| ligne 3 = ligne 3 — a3,ligne 2 |

|_ligne n = ligne n — ay,ligne ZJ
La matrice augmentée devient

10 .. ap Aint1 ]
0 1 .. azp azpy1|
0 0 .. azp zny|

|
I
I
[0 0 ... ann Apnst

Etape p
Normalisation p
On normalise la ligne p, les autres lignes restent inchangées.
] lignep
lignep =
App
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Réduction p

La ligne p reste inchangée, on réduit les lignes 1 a n saufla ligne p selon :

ligne i = ligne i — a;lignep

i=lan i#p

Etape n

Normalisation n

On normalise la ligne n, les autres lignes restent inchangées.

lignen

lignen =
aTLTL

Réduction n

La ligne n reste inchangée, on réduit les lignes 1 a n-1 selon :

lignei = ligne i — a;ylignen

i=1lan-—-1

La matrice augmentée devient

[1 0..0 Ain+1]
[0 1.0 aypyql
[0 0 ..0as, 1
00 .. 1a,4q

La solution du systeme est directement la derniére colonne

Ain+1
Aon+1
X=| A3n+1

|- ann+1J
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L’algorithme de la méthode de Gauss-Jordan

( De p=1an

( Dej=pan+1
Apj
apj =
] App
Dei=1lan i#p
{ Dej=pan+1
\ aij = Qij — AipQApj

Exemple

Résoudre avec la méthode de Gauss-Jordan le systeme suivant :

1 3 31[*1] [0
2 2 0]|*2]=] 2
3 2 6llxs3l 111

La matrice augmentée est
0

2
11

] ligne 1 ]
lignel = = ligne 1
11

A|B =

W N =
NN W
o w

Normalisation 1

Réduction 1
ligne 2 = ligne 2 — a,,ligne 1 = ligne 2 — 2ligne 1
ligne 3 = ligne 3 — azqligne 1 = ligne 3 — 3ligne 1

La matrice augmentée devient

1 3 3 0
0 —4 -6 2

0 -7 -3 11
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Normalisation 2

ligne2  ligne 2

li 2 =
igne . )
1 3 3 0
0 1 > 1/2

2 /
0-7-3 11

Réduction 2
ligne 1 =ligne 1 — ayyligne 2 = ligne 1 — 3ligne 2
ligne 3 = ligne 3 — az,ligne 2 = ligne 3 + 7ligne 2

Lo .3 3
2 2
01 S —1p2
2 /
0o 15 15
2 2

Normalisation 3
ligne3  ligne 3
ass - 15/2

ligne3 =

0 0
Réduction 3
3
ligne 1 = ligne 1 — a,3ligne 3 = ligne 1 + Eligne 3

3
ligne 2 = ligne 2 — a,3ligne 3 = ligne 3 — Eligne 3

1 0 0 3
01 0 -2

0o 0 1 1

3
La solution est [—2]
1
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V1.4 Inversion de matrices avec la méthode de Gauss-Jordan

Il est possible d'inverser une matrice avec l'algorithme de Gauss-Jordan, le principe est
le suivant : On construit une matrice a partir de la concaténation de A et de I. On obtient

une matrice A|l de n lignes et de 2n colonnes.

Soit un systéme AX = B la solution du systéme est X = A™1B.

L’application de l'algorithme de Gauss-Jordan a la matrice A|B produit la matrice
IX =1A7'B.

L’application de l'algorithme de Gauss-Jordan a la matrice A|l produira la matrice
A7 =AY

Donc a la fin de I'application de I'algorithme de Gauss-Jordan a la matrice A|I on obtient

une matrice par la matrice identité a gauche et la matrice A~ a droite.

L’algorithme reste le méme, il n’ya que les valeurs finales des boucles qui changent.

rDe p=1an
De j=p a2n
Apj
a,i =—
{ pJ Apyp

Dei=1an i#p
{DejzpéZn
\ aij = Qij — AipQpj

V1.5 La méthode de Cholesky

Définition : Une matrice est définie positive si :
- La matrice est symétrique A = A*

-Vxe R xt.A.x >0

La méthode de Cholesky ne s’applique que si la matrice du systeme est définie positive.

Dans ce cas, 3 une matrice triangulaire inferieure L, tel que L It=A
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L est une matrice triangulaire inferieure

li1 0 0
l21 ) L2 0
lna lna - bn

L! est une matrice triangulaire supérieure

lll lZl lnl

0 Ly o lna

0 0w lun
l11 0 0 lll 121 s lnl a11 a12 e aln
l21 l22 0 O l22 lTlZ — a21 a22 aZn
In1 O 0 0 v lpn an1 Apz - Qun

Le but c’est de calculer les éléments de L, pour ce faire nous avons besoin de n étapes.

Etape 1 : Détermination des éléments de la colonne 1 de la matrice L

- ligne 1 x colonne 1

lis x iy = apn, L =4 ap

-ligneixcolonnel i=2,..,n
Qi

lipn x iy = ain, ln =
aiq

Etape 2: Détermination des éléments de la colonne 2 de la matrice L

- ligne 2 x colonne 2

2
lpg X Iy + L X by = az, Iy =\/ Az, — Iy

-ligneixcolonne2 i=3,..,n

Ay =l x 1y

ln x Iy + lp Xl = ap, lp =

lZZ
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Etape p: Détermination des éléments de la colonne p de la matrice L

- ligne p x colonne p

lp]_X lpl + lsz l22 + -+ lpr lpp = app ) lpp = app - lp]

-ligneixcolonnep i=p+1,..,n

lil X lpl + liZ X lpZ + -+ lip X lpp = aip ) lip =

L’algorithme d’extraction des éléments de L est :

( De p=1an

i

Pour résoudre le systeme

AX =B

On remplace la matrice A, tel que L L' = A
LL'X =B

On opére un changement de variable L'X =Y

Onauradonc LY =B

La résolution demande une double résolution :

- On commence par résoudre ce dernier systeme avec l'algorithme décrit au paragraphe

1 (L étant une matrice triangulaire inferieure) et on détermine Y .
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- Une fois Y déterminée, on résout en suite le systtme L'X =Y toujours avec
I'algorithme décrit au paragraphe 1 (L' étant une matrice triangulaire supérieure) et on

détermine ainsi X .

Exemple

Soit le systeme suivant :

6 —2 2][*1]1 1[0
-2 5 0f|*2(=]|23
2 0 711X31 116

Montrer que la matrice du systéme est définie positive.

Résoudre ce systeme avec la méthode de Cholesky.

- La matrice est symétrique donc A = A*

6 —2 27[*1
xt A x =[x x5 x3] [—2 5 0] [le

2 0 711%3

xtA.x = 63512 — 2X1Xy — 2X1%3 — 2X1%X, + 53522 + 2x, %3 + 7x3°
2
xtAx = (4x12 —4x,x, +x,2) + (x12 + 4x,x3 + 4x3%) + (x12 + 4x,” + 3x3%)

Xt Ax = (6 — 1) + (g + 223)2+%,2 + 4x,° + 3x5°
xtAx 20Vx€e R

Donc la matrice du systeme est définie positive.

Calculons maintenant les éléments de la matrice L

ly, 00 lig Iz s 6 —2 2
Loy Iz 0 |0 Ll Il |=|-2 5 0

l31 l32 l33 0 0 l33 2 0 7
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Etape 1
'llXCl:l]_lell =6 = lll :\/g

'llXC1:>l11Xl21 :_2:> l21 —_?Z

'llXCl :>l31Xl11 :Zﬁ l31 =

Bl

Etape 2

-l2xc?2 :121X121+l22X 122:5: l22 =

13
3
-l3XCZ:l31Xl21+l32Xl22=0=> l32 _%

Etape 3

'l3XC3 :>l31X l31 +l32X l32 +l33X l33 =7 = l33 :\/%—3

(V6 0 0]
-2 13
L=\ J3 °
2 2 9
V6 V39 Vi3

On résout en premier le systeme LY = B

(V6 0 0 ]
2 |13 yi] [0
7 3 ° yz]=[23]
SN o |l Lie
V6 V39 Vi3l

_ 0 _ 93 3 _18
Y1 =0, Y2 = 13;}’3—m

On résout en suite le systéme L'X =Y

S. Karoui & Z. Mohand Arab Cours de Méthodes Numériques - L2 ELN/TC/ GB 85



Chapitre VI Méthodes de résolution directes des systemes d’équations linéaires

- -2 2
V6 — — 0
V6 6
X1 3
0 Ei [XZ]:23 13
3 ‘/93_9 X3 18
0 0 — L V13
V13

X3=2,%=5,x=1
V1.6 Conclusion du chapitre VI

Il existe bien d’autres méthodes qu'il serait bon d’étudier, entre autres la factorisation
LU pour des matrices quelconques. Aussi la méthode de Thomas pour les systemes a

matrice tridiagonale. Il existe aussi des méthodes dites indirectes qui seront traitées

dans le chapitre suivant.
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VII.1 Introduction du chapitre VII

Les méthodes directes de résolution de systemes d’équations de type AX = B sont
efficaces quand le degré des systémes est inferieur a 100 et quand la matrice A est pleine
(c.-a-d. ne contenant pas beaucoup de zéros). Pour les systemes de degré supérieur a
100 ou quand la matrice A est creuse (c.-a-d. contenant beaucoup de zéros), les
méthodes directes nécessitent beaucoup de temps de calcul et sont peu précises a cause
des erreurs d’arrondi cumulées. Dans ce cas on utilise plutot les méthodes indirectes ou

itératives.

Les méthodes itératives se présentent comme des généralisations des méthodes des
approximations successives utilisées pour la résolution des équations non linéaires
traitées dans le premier chapitre. Le principe consiste a considérer un vecteur de départ
X0 =(x?, x3,..,x3) et A calculer les valeurs successives d’'une suite de vecteurs
Xk = (x¥, x¥,...,x¥) convergeant vers le vecteur solution X* = (x;, x3,...,x};) .

Pour cela on doit exprimer X*** en fonction de X*.

On commence par décomposer la matrice A sous la forme de :

A=M-N

Avec M une matrice facile a inverser, par exemple la matrice diagonale de A.

AX =B

(M-N)X=B
MX —NX =B
MX = NX + B

X=MINX+M'B

Donc le formule itérative serait :

Xk = MOINXK + M71B = G(X)
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On pose X0
On calcule X'=M"NX°+ M~ 1B
X?=M"NX'+M'B

X" =M"INX"+ M'B

X™ converge vers X*.

VII.2 La méthode de Jacobi

On suppose que les éléments de la diagonale de la matrice A sont tous différents de zéro.

i1 QAi2 ... Qipn
A — a21 azz ae aZn
Api Qpz . Qpn

Soit D la matrice formée par les éléments de la diagonale de la matrice A.

a1 O 0
p=|0 ax 0
0 0 Ann

Soit L la matrice formée par les opposés des éléments du triangle inferieur de A.

0 0 .. o0
L= —Qa 0
—An1 —0p2

Soit U la matrice formée par les opposés des éléments du triangle supérieur de A.

0 —Qqp - —Qin
u=|0_ 0 - T
0 0 . 0
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On pourra décomposer A sous laforme A=D — L - U.

AX =B
(D-L-U)X=B

DX - (L+U)X =B
DX=(L+U)X+B
X=DYL+U)X+D'B

Le terme D~(L + U) c’est la matrice de Jacobi J.

Donc X =JX + DB
Avec | =D (L +U)

La formule itérative serait :

X1 = jx* 4+ D7'B = G(X)

On peut déterminer facilement les termes J et D™'B

J=DYL+U)=D"YD—-A) =1—-D"1A4,0ul estlamatrice identité

D! est la matrice inverse de D, elle est donc formée par les inverses des éléments de la

diagonale de D.
Lo . o]
(a1 |
D~t=| - I
1
o0~ o
a’TlTl
b
B =|b2
by,
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— b1 -
[i 0 - 0 1 b 11
2% [ 1 b,
p7B=| i i ||b2f=|—
1 sy
[0 0 - _J b, b
ann _Tl
Koy
1 0 0 [ iz Gin
. |a11 l[all 12 a}n] | 11 a |
D'A=| : s i il A
[ 0 0 LJ QAn1 An2 Qnn % % 1
Ann Ann Qnn
[ o -2 _%in 7
| a1 aq |
_dn On2 0
ann aTLTL

L’algorithme de Jacobi est:

( On choisit X°

De k=1 a .. condition d arrét
3 ( De i=1an
n
b. Ai;
k+1 _ Di N\ k
xirt = 2N
Qi

a..
(24 ]:1
\ j#i
conditions d'arrét
+1
| xPT = xP| <
| =" <c¢
Xi

Une condition de convergence suffisante et tres utilisée est que la diagonale de A soit

strictement dominante, soit pour toute valeur dei :
n

la| >Z|aij|

j=1
j#i
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La méthode de Jacobi requiert 3n? opérations par itération et nécessite n? + 3n

emplacements mémoires pour stocker A, B, XPet XP*1,

Exemple

Soit a résoudre le systeme suivant avec la méthode de Jacobi et une précision de 0.05:

5x; —1xy;— 1x3— 1x,=-4
—1x;+ 10x, — 1x3— 1x,=12
—1x;— 1x,+ 5x3— 1x,= 8
—1x;— 1x,— 1x3+ 10x, =34

On voit bien que la diagonale de la matrice A est strictement dominante, donc la

condition de convergence est vérifié.

5 -1 -1 -1
_|1-1 10 -1 -1
A= -1 -1 5 -1
-1 -1 -1 10

5 0 0 0 15 0 0 0
p-lo 10 0 of ,u_| 0o 110 o o0
00 5 0 o o 1/5 0
00 0 10 o o 0 1/10
0 0 0 0 001 1 1 0 1 1 1
11 0 0 o0 1o 01 1 1 01 1
L=t71 100 Y=o oo 1| L*VU=]71 1 0 1
1 110 0 00 0 1 11 0
0 1/5 1/5 1/5
) 1/10 0  1/10 1/10
— 1 —
J=DTA+U)=| 45 15 0 15
110 1/10 1/10 0
_4/5
12/10
-1 —
DB = | g
34/10
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X1 = jx*+ D"'B

10

(Cerr 4+ (Lxf + 1xf + 1x)
X1 = 5
aq 124 (L + 1x5 + 1x5)
¥ T 10
3
err 8 (xf + 1) + 1xf)
X3 = 3
k k k
2+ = 34 + (1x{ + 1x5 + 1x3)

N.B. on peut utiliser directement les formules de 1’algorithme de Jacobi sans calculer les

matrices /] et D~ 1B.

On choisit X° = (0, 0,0, 0) et on dresse maintenant un tableau qui récapitule les calculs

des différentes itérations. On arréte a l'itération 6 qui vérifie la condition d’arrét

| xf“ — xﬂ < 0.05 et on voit bien que la suite tend vers X* = (1,2, 3,4).

p 0 1 2 3 4 5 6

xP 0 -0.800000 | 0.440000 | 0.716000 | 0.882800 | 0.947480 | 0.977276
xP 0 1.200000 | 1.620000 | 1.840000 | 1.929000 | 1.969120 | 1.986474
xP 0 1.600000 | 2.360000 | 2.732000 | 2.879600 | 2.948120 | 2.977148
xP 0 3.400000 | 3.600000 | 3.842000 | 3.928800 | 3.969140 | 3.986472

Tableau VIIIL.1 : Résultat de calcul des itérations (méthode de Jacobi)

VI1.3 La méthode de Gauss-Seidel

Pour la méthode de Gauss-Seidel on pourra décomposer A souslaforme A =D — L —U.

AX =B

(D-L-U)X=B
(D-L)X-UX=B8
(D-L)X=UX+B
X=0O-L)WX+D-L)'B
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La formule itérative serait :

Xkl =(D-L)'ux*+ (D -L)"'B

Le probléme c’est la complexité du calcul de (D — L)~

On propose donc une autre formule itérative.
(D —L)X**'=UX*+B

DXkl — LX**1 = UX* + B

DX**1 = [ x**1 4+ yx*k + B

La nouvelle formule itérative serait :

X1 = ptLX**1 + D7'UX* + D7'B

1
P | Y VR 0 0 .. 0
piL=| ¢ . i || TG 00—t an/az 0.0
0 0 1 J —ani an2 0 anl/ann anz/ann . 0
ann
1
61_110 Ol0 —a ~n 0 ap/a;; - Gn/dn
DU = : : 0 0 o T =—10 0 .. axp/ay
|_0 0 _J 0 0 . 0 0 0 . 0
ann

L’algorithme de Gauss-Seidel est:

( Onchoisit X°

De k=1 a .. condition d'arrét

] IfDe i=1lan

i-1 n

b: Ai: Ai i
x!c+1 — ' _ (_U) x[(+1 _ (J) xk
L i i
Qi = Qi o Qi
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conditions d'arrét

p+1 P
[x; " — x| <e

xPHI_xP

| = | <e

i

La méthode de Gauss-Seidel requiert 3n? opérations par itération et nécessite n? + 2n

emplacements mémoires pour stocker A, B, XPet XP*1,

Exemple

Soit a résoudre le méme systéme traité dans le paragraphe précédent avec la méthode

Gauss-Seidel et une précision encore de 0.05:

5x; —1x,— 1x3— 1x,=-4
—1x;+ 10x, — 1x3— 1x, =12
—1x;— 1x,+5x3— 1x,= 8
—1x;— 1x,— 1x3+ 10x, =34

(Cern  —4+ (xS + 1x5 + 1x)
X1 = 5
err 124 (e 4 1xf + 1xf)
X5 =
) 10
ar 8+ (At + 1) + 1x))
X3 = 5
pern 34+ (Lo 4+ 1t 4+ 1t
S 10

On choisit X% =(0,0,0,0) et on dresse un tableau qui récapitule les calculs des

différentes itérations. On arréte a litération 5 qui vérifie la condition d’arrét

p+1 _
i

X" =(1,23,4).

|x xﬂ < 0.05 et on voit bien que la suite tend vers la méme solution c.-a-d.
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p 0 1 2 3 4 5
xf 0 -0.80000000 | 0.47648000 | 0.88913075 | 0.9900057 | 0.99514069
xf 0 1.12000000 | 1.77388800 | 1.95608965 | 1.99059138 | 1.99802528
xg 0 1.66400000 | 2.76975360 | 2.94944651 | 2.98941173 | 299777327
xf 0 3.59840000 | 3.90201216 | 3.97946669 | 3.99570037 | 3.99909392

Tableau VIII.2 : Résultat de calcul des itérations (méthode de Gauss-Seidel)

VI11.4 Conclusion du chapitre VII

Dans ce chapitre nous avons étudié quelques méthodes indirectes de résolution de

systemes d’équations. Il existe bien d’autres méthodes entre autres vous pouvez

chercher

- La méthode de Relaxation

- Laméthode du Gradient conjugué

- La méthode de Krylov

Ces méthodes sont parfois appliquées sous certaines conditions sur la morphologie de la

matrice A.
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Conclusion générale

Dans ce polycopié nous avons fait une synthése des méthodes étudiées dans les sept
chapitres couvrant le cours de Méthodes Numériques. Dans le premier chapitre nous
avons vu les méthodes de résolution des équations non linéaires. Les méthodes
permettant d’interpoler une fonction ont fait 'objet du deuxiéme chapitre. Le troisiéme
chapitre a été consacré a l'étude de quelques méthodes pour l'approximation de
fonctions. Dans le quatrieme chapitre nous avons abordé les méthodes de calculs des
intégrales définies de fonctions. Dans le cinquiéme chapitre nous avons étudié quelques
méthodes simples pour la résolution des équations différentielles ordinaires. Dans le
sixieme chapitre nous avons traité les méthodes de résolution directe des systeémes
d’équations linéaires. Enfin dans le septieme chapitre nous avons abordé quelques

méthodes indirectes de résolution de systemes d’équations.

Une fois toutes ces méthodes maitrisées et effectuées manuellement, il serait bon
d’automatiser les étapes des opérations pour chaque méthode avec Excel. Il serait aussi
trés recommandé de programmer les différents algorithmes sous MATLAB ou a défaut a

I'aide d'un autre langage de programmation haut niveau tel que le C ou le Pascal.
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Semestre: 4

Unité d’enseignement: UEF 2.2.2
Matiere 1: Méthodes numériques
VHS: 45h00 (Cours: 1h30, TD: 1h30)
Crédits: 4

Coefficient: 2

Objectifs de I'enseignement :
Familiarisation avec les méthodes numériques et leurs applications dans le domaine des calculs
mathématiques.

Connaissances préalables recommandées :
Mathématiques 1, Mathématiques 2, Informatiquel et informatique 2.

Contenu de la matiére :

Chapitre 1. Résolution des équations non linéaires f(x)=0 (3 Semaines)
1. Introduction sur les erreurs de calcul et les approximations, 2. Introduction sur les méthodes de
résolution des équations non linéaires, 3. Méthode de bissection, 4. Méthode des approximations
successives (point fixe), 5. Méthode de Newton-Raphson.

Chapitre 2. Interpolation polynomiale (2 Semaines)
1. Introduction générale, 2. Polyndme de Lagrange, 3. Polyndmes de Newton.

Chapitre 3. Approximation de fonction : (2 Semaines)
1. Méthode d’approximation et moyenne quadratique. 2. Systémes orthogonaux ou pseudo-
Orthogonaux. Approximation par des polynomes orthogonaux, 3. Approximation trigonométrique.

Chapitre 4. Intégration numérique (2 Semaines)
1. Introduction générale, 2. Méthode du trapeze, 3. Méthode de Simpson, 4. Formules de quadrature.

Chapitre 5. Résolution des équations différentielles ordinaires

(Probléme de la condition initiale ou de Cauchy) (2 Semaines)
1. Introduction générale, 2. Méthode d’Euler, 3. Méthode d’Euler améliorée, 4. Méthode de Runge-
Kutta.

Chapitre 6. Méthode de résolution directe des systemes d’équations linéaires (2 Semaines)
1. Introduction et définitions, 2. Méthode de Gauss et pivotation, 3. Méthode de factorisation LU, 4.
Méthode de factorisation de Choeleski MM, 5. Algorithme de Thomas (TDMA) pour les systémes tri
diagonales.

Chapitre 7. Méthode de résolution approximative des systemes d’équations linéaires

(2 Semaines)
1. Introduction et définitions, 2. Méthode de Jacobi, 3. Méthode de Gauss-Seidel, 4. Utilisation de la
relaxation.




Mode d’évaluation :
Controle continu : 40 % ; Examen final : 60 %.
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Le présent polycopié se trouve étre un support pédagogique de cours, destiné aux
étudiants de 2¢me Année des Licences LMD assurées au département d’électronique
(filieres Electronique, Télécommunication et Génie Biomédical). Il forme une synthése des
méthodes étudiées dans les différents chapitres du cours de Méthodes Numériques. Il
rejoint le programme officiel des Licences harmonisées par les comités pédagogiques
nationaux de domaines CPND. Les matieres requises pour pouvoir suivre les
enseignements contenus dans ce polycopié sont: Mathématiques 1, Mathématiques 2,

Informatiquel, Informatique2 et Informatique 3.
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