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Préface

Ce polycopié est issu du cours de Mécanique Quantique Il, que j’enseigne a
I’université des Sciences et Technologie d’Oran M-Boudiaf depuis 1’année 2012 a 2018, il est
destiné aux étudiants de la troisieme année Domaine: Licence Sciences de la Matiére- Filiere:
Physique- Spécialité: Physique Appliquée Science et Vie (PASV) et Physique des
Rayonnements.

La structure de ce cours a été pour I’essentiel imposée afin de respecter le programme

national.
Les objectifs de ce cours:

- Approfondir les concepts de base et se familiariser avec les outils mathématiques de la
mécanique quantique.

- Compléter sa connaissance des concepts de base de la mécanique quantique 1 et les
approfondir en les appliquant a des systémes quantiques concrets.

- S'initier aux méthodes de calcul de la mécanique quantique par des applications
détaillées dans chaque chapitre du polycopié.

Connaissances préalables recommandées :

Notions acquises de Mécanique Quantique | étudiée en deuxiéme année Domaine : Licence

Sciences de la Matiére.

Dr DJERABA Aicha

Maitre de Conférence B

Département de Physique Energétique Faculté de Physique
Université des Sciences et de la Technologie d’Oran USTOM-Boudiaf

e-mail : djeraba.al@gmail.com
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Introduction Générale

Jusqu'a I’année 1900, les prédictions des théories de la physique (Mécanique,
Electromagnétisme et Thermodynamique) ont toujours été en accord avec les résultats
experimentaux. Ces théories traduisaient par des modeles ce que I'on observait directement du
monde macroscopique. A partir de cette date, les techniques expérimentales ont permis
d'atteindre l'aspect microscopique de la matiere et les phénoménes mis en jeu sortent du
domaine de la perception directe. Les théories existantes étaient insuffisantes pour expliquer
les résultats mis en évidence et sont qualifiées depuis de "classiques”. Ainsi, s'affirme la
nécessité d'une nouvelle théorie permettant de comprendre les effets microscopiques, rebelles
aux théories classiques. Cette théorie, la MECANIQUE QUANTIQUE, est dans son
formalisme actuel le fruit collectif d'une conjonction exceptionnelle de physiciens et de
mathématiciens. Une vingtaine d'années fut necessaire pour que I'on donne une forme précise
a cette theorie basee sur la mécanique ondulatoire de Louis de Broglie et Schrodinger et sur le
formalisme de Dirac unifiant la méthode matricielle d'Heisenberg et la mécanique
ondulatoire. Tous les phénomenes nouveaux que I'on a pu découvrir au cours de ces cinquante
dernieres années n'ont jamais remis en cause la validité de la théorie quantique. Ses concepts
ont permis non seulement l'interprétation des phénomenes atomiques (dont les distances
caracteéristiques sont de l'ordre de I'Angstrom et les énergies typiques de I'ordre de quelques
électron-Volt) mais aussi, ils s'appliquent avec le méme succés a I'étude de particules
élémentaires constituantes des noyaux et des atomes (pour lesquelles les distances
caractéristiques sont 106 fois plus petites et les énergies 109 fois plus élevées).

Aujourd'hui, on considére que la mécanique quantique est universelle, c'est a dire
utilisable pour comprendre tous les phénomenes physiques. C'est une description du
comportement de la matiére et de la lumiere dans tous leurs détails. Toute fois la mécanique
quantique n'est que de principe car dans de trés nombreux domaines la théorie classique suffit
pour interpréter de facon satisfaisante les observations. Donc la mécanique classique apparait
comme une approximation de la mécanique quantique. En fait, le champ d'application de cette
nouvelle théorie couvre un vaste domaine:

- dans le domaine macroscopique (échelle> A), équivalente a la physique classique.

Dr. DJERABA Aicha USTOM-B Cours de mécanique quantique 11

Page |7



- dans le domaine microscopique, ou la physique classique n'est plus valable (échelle<

um), elle permet de justifier les résultats expérimentaux.

Il ne faut dailleurs pas croire que la théorie quantique ne serve qua interpréter des
phénomeénes étranges, €loignés du quotidien. Ainsi, on assiste également a une invasion de
notre monde quotidien par des dispositifs dont le principe de fonctionnement repose sur des
phénomeénes quantiques. Les sources laser qui sont utilisées pour la lecture des disques
compacts, I’ophtalmologie ou les télécommunications optiques, sont basées sur
I’amplification de lumiére par des systemes atomiques dont les populations sont inversées. La
résonance magnétique des noyaux des atomes est couramment utilisée dans les hopitaux pour
prendre des images de plus en plus précises des organes du corps humain. Des millions de
transistors sont inclus dans les puces qui permettent & nos ordinateurs d’effectuer des

opérations a des vitesses prodigieuses.

Il est donc clair qu’un enseignement moderne de la physique quantique doit tenir
compte de ces développements, pour donner a I’étudiant ou au chercheur qui désire s’instruire
une image plus précise des progrés réalisés et pour accroitre sa motivation de mieux
comprendre des phénomenes physiques dont I’importance conceptuelle et pratique est de plus

en plus évidents.
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Chapitre I :

Oscillateur harmonique

unidimensionnel
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

I-1 Introduction

Le probleme de I’oscillateur harmonique est trés important en physique, d’abord par ce qu’on
peut résoudre I'équation de Schrddinger correspondante et plusieurs problemes physiques
(exemples : vibrations des atomes d’une molécule, réseau cristallin,...... ) se ramenant a celui

d'un oscillateur harmonique.

I-2 Etude classique

L’oscillateur harmonique classique a été étudi¢ de manicre détaillée en ondes et vibrations, en

mécanique classique le probléme d’un oscillateur harmonique est celui, par exemple, d’un

point matériel M de masse m soumis a une force de rappel F.

0 VoA
I 4
| |
| :
| :
I I e
I :
| 1
I v
I
| m X
X [ 1 N O [ =
v »
— X =—-a [0} X=a
v P
Systéme oscillatoire masse-ressort Profil du potentiel oscillateur harmonique

- L’équation de mouvement: ¥(t) + w?x(t) = 0 avec w? = %
- La solution : x(t) = xysin (wt + @)
. 2
- Lénergietotale:  E = E,+E, =T +V(x) = >mx? + ~kx? = 2 4 Zm2x?
2 2 2m 2

Avec p, = mv = mx(t)

I-3 Etude quantique
En mécanique quantique, le probléme correspondant est celui d’une particule de masse m

a une dimension d’hamiltonien H.
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

Régles de correspondance
L’énergie E — 1’opérateur hamiltonien H
La position x — I’opérateur position X

La quantité de mouvement p,, — I’opérateur quantité de mouvement P,

On obtient I’hamiltonien H= et “mw?X? (1-1)

L hamiltonien H est indépendant du temps, le systéme est conservatif (Z—IZ = 0).

Par conséquent, 1’étude quantique de 1’oscillateur harmonique se raméne a la résolution de

I’équation aux valeurs propres : Hlo,) = E,|¢,) (1-2)

En représentation {|X)} (Base de Dirac) : (X|H|¢p,) = <X % + %ma)z)?2|<pn> = (X|E, |p,)

Sachant que P, = —iAV,= —ih%

L’équation de Schrodinger indépendante du temps s’écrit :

nr d®> 1 S
(- o o+ 3mw?X?) u(X) = Enu(X)  (1-3)

I-3-1 Calcul des valeurs propres

Par commodité de calculs, considérons les opérateurs sans dimension X, P.et H :

S mw ~ 1 ~ 1
X = ’TX ,Px—mpx etH—EH

A ) LoH _ PR 1 a2
On divise 1’équation (I-1) par hw : o=t —mw X

A=1(X2+P") (14

Le probléme est de chercher les solutions de I’équation :

H |(Pn> = snl(pn) (|'5)
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

Avec g, = :—Z) sont les valeurs propres de H sans dimension.
- Calcul du commutateur [X, B :
En général le commutateur de deux opérateurs A et B: [A,B] = AB — BA

[£,B]= |& \/_[XP] %ih=i (Ona [X,P,] = ih).

a- Définition des opérateurs d'annihilation @, création @* et nombre de particules N

A 1,5 .= A 1,5 my g A N PPN
=\/—§(X+LP), a+=\/—5(X—LP)d0u X= (a+a+)et P=%(a+—a)

<||

d et @*sont non hermitiques mais adjoints 1’'un de ’autre.

- Calculons le commutateur [a,a"] :

1, o, o o =
E(X2 +iPX — iXP + P?)
1, o 1,
=3 (X% + P?) — > (iXP + iPX)
=2 (X2 + P2) +[BX]
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

On peut écrire (1-4) H = %()?2 + P;z) =a‘ta+

N |-
Il
jo
QD
|
|

Posons N = @*a opérateur nombre de particules donc # = N + %

Les vecteurs propres de H sont vecteurs propres de N et vice versa
Onal[N,d] = —det [N,at]=a*
b- Vecteurs propres et valeurs propres de N

Soit |¢,,) valeurs propres de N avec la valeur propre n, on a alors : N|¢,) = n|@,)
~ 1 1 1 1
Hlgw) = (N + 0w = Nlgw) + 5190 = nlon) + 5 low) = (1 +3) 1oa) = exlopn)

D’ou g, = (n + %) de plus E,, = hwe,

= E, = ho(m+3;)aecneN (n=0,123... (1-6)

c- Détermination du spectre de N

Théorémes
1- Le spectrede N estn € N..
2- Si |¢,) est un vecteur propre de N associé a la valeur propre n, alors @*|¢p,) est un

vecteur propre de N avec la valeur propre n + 1.
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

3- Si |¢,) est un vecteur propre de N associé a la valeur propre n, alors d|¢g,) est un

vecteur propre de N avec la valeur propren — 1, sin =0 algy) =0

Démonstration
1- Calculons la norme de @|g,,) , llale,) 1> = 0 = (p,la*ale,) =0

= (@,IN|pn) = 0 = n{pulp,) =20=>n=>0

(On a{@,l@,) = 1 états propres normalisés de H
En particulier ||@|@y) 1> = 0 = dlp,) =0

2- Na+|(pn> = d+dd+|(pn> = a+(N + 1)|(pn> = na+|‘ﬂn) + d+|(pn> = (Tl + 1)a+|§0n>

D’oul Nat|@,) = (n+ Datle,) (I-7)

3- Nd|py) = a*adley,) = (aa* — Dale,) = aN|p,) — dle,) = (n — Dale,)

D’ou
Nalg,) = (n - Dalg,) (1-8)

Remarque :
atlon) #0
Calculons ||a*|e,) II?
lla*lon) 117 = (pnla@@*len) = (pal(@*a + Dipy)
= (@nl(N + Dlpn) = (n + 1){@nlen) >0

Conclusion

|@,,) est vecteur propre de N avec la valeur propre n, il en résulte que |¢,,) est vecteur propre

de H avec la valeur propre hw(n + i) avecn € N donc :
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

- L’¢énergie de I’oscillateur harmonique est quantifiée, le niveau le plus bas est différent
. h o . . - . ,: .
de zéro E, = Tw . S’1l était nul, il serait en contradiction avec le principe d’incertitude

de Heisenberg.

- Les niveaux d’énergie sont équidistants de hw

E
Es

‘ hw
Eo

- OnalN,alle,) = —ale,) < (Na—anN)|e,) = —adle,)

N(@lpy)) = (n — Daley,)
et

H(alg,)) = ((n -+ %) ho(@len))
= <(n + %) hw — hw) (@ley) )
= (En - hw)(al(pn>)

L’application de I’opérateur @ fait baisser 1’énergie d’un quantum hw, pour cette raison a est

appelé opérateur d’annihilation.

- Ona[N,a*]=a* e (Na* —a*N)|g,) =a*le,)

N(@@*lon)) = (n+ Da" |on)
et

H(@* gn) = ((n +1) +§> hw(@*19a))

_ ((n + ) ho + hw) @ lgn))

= (En + hw)(d+|<pn) )

L’application de 1’opérateurd™ fait augmenter 1’énergie d’un quantum hw, pour cette raison

dtest appelé opérateur de création.
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

I-3-2 Calcul des vecteurs propres
a- Représentation {|¢,,) }

v' H et N sont des observables avec des valeurs propres non dégénérées par conséquent
{H} (ou {N}) constitue un ECOC dans I’espace des états.

v" On peut exprimer tous les vecteurs de base {|¢,,)} en fonction de |¢@,)

Démonstration
Sachant que Nd‘*|e,)= (n+ 1)d*|e,) on peut écrire a*|p,) = clg,+1) (les valeurs

propres sont non dégénérées) d’ou

{ la*lon) 17 = (pal@d*|p,) = c@ni1l@ni1)
(@n|(N + Doy) = (n+ 1)((pn|§0n> =c?=n+1=c=vn+1
d’ou: o
atlgn) =vn+ 1oy (1-9)
Méme démonstration pour I’opérateur @ : | @|e,) = Vn|@,_1) (1-10)

On tire |(pn+1> \/—A+|(pn>

Pourn =0 = |@,) =a*|g,)

Pourn=1= |g,) ——a+|<p1) d atlee) = \/%(@Jr)zkﬂo)

Pourn =2 = |gs) ==a*1p)) = 2= (a")%0,)

On généralise pour l@,) = \/% @™ ee)  (1-11)

D’ou

(Pni1) = T @™ Lo (1-12)
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

b- Action des opérateurs X et P sur |@,,)

Les operateurs X et P s’expriment en fonction de @ et a* :

_fLA q+ =i |Fme st g
X = 2mw(a+a) et P=1i . @ar—a

h
X|pn) = (@ |on) +ale,)) = /%(\m +1|@ni1) + V1 |@p-1))

2mw
[hmw R . |[hmw
Plp,) =i ) (a%|gy) —aley) =i 2 (Vn+1|@ui1) — \/HI(Pn—l))
Application

1- Trouver les éléments de matrice des opérateurs H @, a*, X et P en représentation

Ugn)}-

2- Calculer les valeurs moyennes suivantes : (X), (P), (X?), (P?)

3- Calculer les écarts quadratiques moyens :AX et AP, conclure.

Solution

- on a  He)d=ho(n+3)le) = (@ulHlgm) = ho (n+3) (@nles) =

hw (n + %) Omn avecmn =0,1,2 ... ... e o ...

200 0
2
o 2 o0 0
2
. . 5
La forme matricielle de H : H = hw 0 - 0
o -~ :
: : 0
0 0 0 n+-
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

akﬂn) = ‘/Zl(pn—l) = (‘pmlal(pn) = ‘/H <§0m|¢n—1> = \/ﬁ 6m,n—1
et a+|§0n) =vn+ 1|§0n+1) = ((pmla+|§0n) =Vn+1 ((pm|§0n+1) =Vn+1 5m,n+1

R A N \|

0
@:|s 0 0 V3 | ot Gt =
: 0

PO L
o - 0 0 0 0 0 Vvn 0
X = /ﬁm &) = (omlXlon) = [ (pmla+ a*lgn)

. |k A A ., |h A A
et P=i [== (" — @) = (pnlPlon) = i [ (pmla* — alpn)

-oﬁlo

X= |—I
\ 0
0 0 Vvn 0
/ 0 V1 0 0\
([~ o vz - o]
h _ :
etP=i |22 0 V2 0 V3o |
2 | 0 —3 -~ |
\ S
0 0 —vn 0
h ~ ~ h ~ ~
2- (X) = (@nlXlgn) = [ Aguld + a¥lgn) = == (@nlal@n) + (Pul @*pn) =
h h
%(‘/ﬁ<§0n|§0n—1) +Vn + 1(§0n|‘.0n+1)) = /m(\/zan,n—l +Vn + 1511,n+1) =0
=X)=0
/hma)
(P) = (¢n|P|(pn) =1 2 <(pn| a*t - al(pan)
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

. |hmo

=1 T(((Pnldﬂq)n) - ((pnl @l(ﬂn)

=i /hmTw(\/n + 1@l ons1) + \/ﬁ<(,0n|§0n—1>)

= l mTw(Vn + 16n’n+1 + \/%671,11—1)
=0
=(P)=0

(Xz) = (‘panZI(pn)

h ~ A~
= _((pnl(a + a+)2|§0n)

2mw

h ~ 2 o »
= M(«DnlaleDn) + ((Pn|a+ |§0n) + {(pnla*ale,) + (p,laa*|e,)

i <§0n|a2|§0n> = (pplaale,) = Vnvn — Uonlon-2) = Vnvn — 16n,n—2 =0

i <¢n|a+2|§0n) = ((pn|a+a+|¢n>

= Vn + 1Vn + 2(@n|@ni2)
=Vn+ 1vn + 26,42

=0
o (pplatale,) + (pplaat|e,) = Vnvn(enle,) + Vn+ 1Wn + Wp,le,) = 2n+ 1

h 1
= (X?) = —(n+3)
hmw R R
(P?) = (@alP?lgn) = = ——(gnl(@* = D)?|pn)
hmw

= =2 (@nl@* |on) + (nl@®lpn) — (@nla*@lpy) — (@nlad*|pn))

(P?) = —hm—w(—Zn -1) = hma)(n+l)
2 2
34X = J{X*) - (X)* = (n"’%)% , AP = /(P?) —(P)?* = (n+%)hma)
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel
AX X AP = (n + %) h> % on retrouve le principe d’incertitude de Heisenberg

I-3-3 Fonctions d’ondes associées aux états stationnaires

a- Calcul de @((x) et @, (x)

~_ 1/ .5\ _ 1,  |mw ., P
Ona a—ﬁ(X+LP)—\/§( hX+l—m)

alpo) = 0 en représentation {{|X)}}, (Xl@lpo) =0 = ==X+ z\/%) (p0> =0
L d
avecp = —lha
d
( / = xo(x) + /—wa%(@) =0 = "2x@(x) +—@o(x) = 0
dpy(x) mw _1lmw ,
= — xdx = @o(x) =Ae 27 h
pox) Yo
On normallsef “loo(0)|2dx =1 - Azf e h dx =1
400 _ a2 _ 2 [mho_ — (M9\1/4
Sachantque [__e dx_\ﬁ=>A /mw—1=>A—(”h)
= (9143 (113
@o(x) = ( ) (1-13)
. P
lpn) = \/— (@ )"po) avec a* \/—(X lP) \/—( lm)
1 d _ mow 1m
_ _ n/2 _ _~3n 1/4 ———x
(Klgn) = n0) = = Gy 2 = Ly oyl 2%
1Mmw
= (EVA 2By — Dynema R Y
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

d _1lmw 2
Pu(x) = = (COVA AT x — TqmeTTnt (1-14)

Doip = 5(5) (o) (a-f)e i

mw

010 = (E (") Wiax et (115)

d 1mw_o»

Etp,(x) = == (G V4 () {E2x — e T2 n Y

1m(o 2

En développant {~~x — %}2 = {0+ dd —2(5-%) 7 }e 2

. 1/4 1mw

On obtient @, (x) = (%) (2 sz —1 ez X (I-16)
@, (x) se met sous la forme suivante :

Pn(x) = ,ﬂ% Ad e (1-17)
ol Hysont les polyndomes d’Hermite donnés par H,(z) = (—1)"eZZ :—;e_zz (1-18)
avec z= |~—x

h

Hy(z) =1,H,(z) =2z, H,(2) = 42> — 1
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Chapitre I Oscillateur harmonique unidimensionnel

Ci-dessous, les fonctions d'ondes associées aux trois premiers niveaux de l'oscillateur

harmonique en mécanique quantique (n = 0,1,2).

Le nombre de zéros dans ¢,,(x)est égal a n, en effet:
@o(x) ne s'annule jamais

@1 (x) s'annule 1 fois

@2 (x) s'annule 2 fois

¢, (x) s'annule p fois.

o (x) yri(x) wa(x)
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Chapitre II :

Moment cinétique et spin
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

II-1 Théorie générale du moment cinétique en mécanique quantique

II-1-1 introduction

Le moment orbital permet d’étudier la dynamique des systémes en mouvement soumis a un
potentiel central ou a symétrie sphérique V(¥) = V(r). Comme en mécanique classique le
moment orbital est conservé pour ces systemes en mécanique quantique.

Le moment orbital joue un réle important pour 1’é¢tude de la rotation moléculaire, le
mouvement des électrons dans les atomes et ainsi que le mouvement des nucléons dans les
noyaux.

La théorie du moment orbital est pré-requise pour étudier les systemes moléculaires,

atomiques et nucléaires.

II-1 -2 Le moment angulaire ou orbital L

En mécanique classique le moment orbital est noté [ :

[=7AD = (yp, - zp,)i + (2D — xp,)] + (xp, — yp )k (1I-1)

En mécanique quantique, on détermine 1’opérateur moment orbital L par la correspondance

(9
| 8x

ly = Ly, l, > Ly, l, > L, 7 — Retp — —ihV avec V= R

la
0z

Les composantes de L :

(Lx=YPZ—ZPy=—ih<Y%—Zaa—y> (Ir-2)
_ 0 ]
<Ly=ZPx—XPZ=—lh(Za—X£> (Imr-3)
, 0 9
kLZ=XPy—YPx=—U*L(X@—Yg) (Im—-4)
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

II-1-3 Relations de commutations
Sachant que [R;, R;] = 0,[P;, P;] = 0 et [Ry, P] = ihd;;

1sii=j

Avec §;; = {O siiz] ou §;; est le symbole de Kroneker et i,j = x,y,z

En remplagant L,, L, et L, par leurs expressions et en utilisant les résultats de commutations

des opérateurs R et P on trouve :

[Ly,L,| = —ihYP, + ihXP, = ih(XP, — YP, = ihL,

Les calculs sont identiques pour [Ly, LZ] et[L, L,]

Donc [Ly, Ly| = ihL,, [Ly, L,] = ihL,, [L, Ly =ihL, (11-5)
Remarque :

Les opérateurs Ly, L, et L, ne commutent car [Ly, Ly] # 0, [Ly,L,] #0, [L, L #0

Donc il est impossible de mesurer simultanément les composantes de 1’opérateurL .

I1-2 Formalisme générale du moment cinétique J

I1-2-1 Définition
On appelle moment cinétique quantique 1’opérateur vectoriel J I’ensemble des trois
composantes J,, J, et ], qui verifient entre elles les relations de commutations analogues au

moment orbital L défini a partir du moment orbital classique (notons que c¢’est une définition

abstraite).

II-2-2 Relations de commutations

Ona U] = itdo, Uy ds] = it Undil = itd, (11-6)
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

Par suite, il est impossible de mesurer simultanément les différentes composantes du moment

cinétique quantique donc elles ne possédent pas des états propres communs.

Il est cependant possible d’introduire 1’opérateur J? = J,> + ]y2 +J,% carré du moment

cinétique qui commute avec toutes les composantes de J :
[J2,]J:1 =0 (11-7) avec i =x,y,z

Calculons [J2,/,]
U2 0 = Ux® + 1% + 1.5 0] = U de] + Uy 2 Je] + U220 ]

on a [,5]=0 = UL =110+ 0 = LUy Je] + Uy delly + J202 0] +
Uzr]x]]z :]y(_ih]z) + (_ih]z)]y +]z(ih]y) + (ih]y)]z =0

Remarques

- J% est un scalaire, c’est un opérateur hermitique donc une observable.

- En mécanique quantique, on s’intéresse 4 mesurer simultanément J2et J,(qui est la
projection du vecteur moment cinétique sur 1’axe 0z).

- En mécanique quantique, le moment cinétique est lié aux rotations dans 1’espace
ordinaire, il se «conserve » autrement dit il commute (pour certaines de ces
composantes) avec ’hamiltonien du systeme qui est 1i¢ a I’existence de certains
symétries de I’hamiltonien. Dans ce cas les états propres de 1’hamiltonien sont

communs avec ceux des opérateurs J2 et J,.
II-2-3 Vecteurs propres, valeurs propres- regles de sélections

a- Définition des opérateurs d’échelle

Pour les deux composantes j.et ], il est utile de définir les opérateurs d’échelle ], et

J_ adjoints 1’'un de I’autre :

Je=Jeti, (18) et  Ji=Jo—i, 1:9) =] =0T ety =0T
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

- Utilité de J, et J_ce sont des opérateurs intermédiaires de calcul, trés utiles dans la

théorie du moment cinétique.
Dou: JoJo = Up+i)Ux —ify) = L2+ 12 — il y =12 = 1.2 + 1),
JJe = Ue = i) Ux +ily) =12+ 1,2 + il dy] =12 = 1.2 — ),

Par somme, on en déduit :

P=30d-+1J0+17 =2 o)

Compte tenu des relations précédentes de J, Jxr Ty ]z et J?, les relations de commutations

suivantes sont vérifiées :

U+ J-1=20], N-12), [J%, ] =0 (11-12), [J,.J+] = £hJ,  (11-13)

Ces différentes relations permettent de déterminer les états propres communs aux opérateurs

J?et],.

b- Déterminations des vecteurs propres et valeurs propres de JZ et ],
On sait que J2commute avec J,, Jy,J, €t chague composante de J peut étre mesurée avec J?
mais /. J,, et J, ne commutent pas entre eux. On cherche les vecteurs propres communs & J%et
J, pour former une base afin de représenter les opérateurs du moment cinétique. Pour cela on
travaille dans un sous espace &(j) dans le quel J2 et J, forment un ECOC.

e Lesvaleurs propres de J? sont réelles positives et sont notées 22j(j + 1) avec j € R*

e Lesvaleurs propres de J, sont notées mh avec m € R

e Les vecteurs propres communs a J2et J, sont notés |j, m)
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

D’ou
J2lj,m) = h%j(j + 1)|j,m) et],|j,m) = mh|j,m) (11-14)

Notons que j et m sont des nombres quantiques dont les valeurs sont restreintes a des valeurs

précises.

c- Regle de sélection sur m
Nous allons démontrer quelles sont les valeurs possibles de m (m € R).
Ona:

Ji- = Ue + ) Ux = Uy) = L2+ 1% = il dy] =12 = 1.2 + 1,

JJe=Ue—=U)Ue+ i) =12+ L2+ il =12 =12 = 1,

2
Sachant que la norme de /+est positive ou nulle c'est-a-dire ”]tlj, m) ” =0

= (j,m|=eljm) = G,mly? = 1.2 F #, i, m)
= (,mlJ?lj, m) = (j, m|J,.[j, m) F h(j, mlJ,|j,m) = 0
= h%j(j + 1){j, m|j, m) — m?h%(j, m|j,m) ¥ h?m(j,m|j,m) = 0
Ona(jmljm)=1
= hji+1)-—-mPR2Fmh?20=j(+1)-m*Tm=20=j2+—-m?>*Fm=0

G-m@G+m+1)=0
=({-mi+tm+j+m=20= ou
G+rm)j—m+1)=>0

Ces deux conditions sont vérifiées simultanément si —j < m < +j

sm={—j,-(G—-1),—-G—2), .. 0o, — 1, +j)
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin
d- Regle de sélection sur j

Sachant que |j, m) sont les vecteurs propres de J2 et J,.

Si on applique p fois J_sur |j, m) on obtient |j, —j) avec m — p = —j ou p est un entier,

De méme si on applique q fois J,sur [j,m) on obtient |}, +j) avec m + g = +j ou g est un

entier.

En faisant la différence : p + g = 2j (entier) =j = Pzﬂ d’ou j est un entier ou demi-entier
j {0 ! 1 3 2 }
] 12; 121

Remarque : Pour chaque valeur de j on a 2j + 1 valeurs de m.

J J

Représentation géométrique du moment cinétique J

e- Action de J, et J_ sur |[j,m)

J? et ], forme un ECOC donc J.|j,m) = c|j,m + 1)

4 1j, m)I? = c? et Wi lj, m)I% = G, ml_J,lj,m) = (j,m|]? = J,> — &J, |j,m) =

h2j(j + 1) — m?*h% — mh? (j,m|j, m)

= h%j(j + 1) —m?h? —mh? = K2(j(G + 1) —m(m + 1)) = ¢?

=c=n/ji+1)-m(m+1)
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

Dou | J.ljm)=h/j(+1) —m@m+1)|jm+1) (11-15)

= J:ljj)=0

De méme

J_ljm)=h/j(j+1) —m@m—1)|jm—1) (11-16)

II-2-4 Représentation matricielle de ]

Sachant que /2 et J, commute et {|j, m)} base discrete orthogonale compléte.
Donc {|j, m)} vérifient les relations d’ortho-normalisation et de fermeture :
Uomlj',m')y = 6;;16pm et Yjmli,m)j,ml =1

Les opérateurs J? et ], sont diagonales dans la base {|j, m)}

G m'| J2ljm) = 0% + 1)8;1i6 et (,m'| ], 1j,m) = mhS; 8,
Les opérateurs /. ne commutent pas avec J,, ils sont représentés par des matrices non

diagonales.

', m'| 4 [j,m) = h/jG + 1) — m@m £ )88, 1m41

J++]- J+—]-
Ona]x=(+2 )et]y=(+21)

D’ou

h
(j,rmlllx |]; m) = E(\/](l + 1) - m(m + 1)‘Sj’j(sm'm+1 + \/](] + 1) - m(m - 1)8j’j8m'm—1)

=/ ! = h eyl Py
(j',m |]y lj,m) = 21 Wi+ 1) —m@m+ 166/ me1 — ViG+1) —m(m-— 1)6;/i8,m'm-1)
Application

Trouver les matrices qui représentent J, et /. dans la base {|j,m)} pour j = % etj=1

=1 1.1 . 11, |1 1
- Pourj=- m=--,+- donclabase{lj,m)}_{|E,E),|E,_E)}
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

On calcule les éléments de matrice G',m'| J,lj,m) = mhs;1 i6,im

On a une matrice (2 x 2)

11 11

Gl i) =noge =5 Gl ) =3nonm =

1 -1 1 -1 _Zr

T L e e e T AL TS
h

azn_"m 0

z _2(0 —1)

On calcule les éléments de matrice

G m'| ], lj,m) = afjG + 1) —m(m + 1818, m 41

11 11 3_3 11 11 341
Galilsa)=nfi-tomes=0 Gi|nl33) = nfi+ioum=n

1 -1 _ ’___ 1 -1 1 -1 /3 1 _
<— |]+| > h 1 4512;5212—0 < |]+| > h 4+45%%6—71%—0

1 =1y o)

- Pourj=1 ,m=-1,0,+1 donclabase {|j, m)} = {|1,1),11,0),]|1, —1)}

On calcule les éléments de matrice (' ,m'| J,ljm) = mhd;i 6,

On a une matrice (3 x 3)

Les calculs sont identiques aux précédents
. 1 0 O
M—nlo o o
0O 0 -1
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

On calcule les éléments de matrice (j',m’|J, |j,m) = h\/j(i +1)—m(m+ 1)8]-rj6mrm+1

Les calculs sont identiques aux précédents

0 V2 o0
W _p
+ = 0 O \/E
0 0 O

II-3 Application : Moment orbital et les harmoniques sphériques

Le moment orbital a été introduit au début du chapitre, il est donné par les trois composantes

de I’opérateur L :

)
L,=YP,—ZP, = —ih (Y

{L,=ZP. —XP, = —ih (z

Lz = XP, = YP, = ~if (X

Ces opérateurs obeissent aux relations de commutations définissant le moment cinétique en
mécanique quantique.

Les états propres communs a L? et L, sont notés |I, m) de valeurs propres A21(l + 1) et mh :

L?|l,m) = R%l(l + 1)|I,m) et L,|l,m) = mh|l, m)

Toutefois, [ ne peut prendre que des valeurs entiéres positives ou nulle. Les coordonnées

cartésiennes sont mal adaptées a la résolution de ce probleme et les coordonnées sphériques

x =rsin6 cos @
sont le meilleur choix. y =rsinfsing
z=rcos6

etr = /x?+y?+ z?, y

A7

0 !
Z=cos® =6 =cos1Z .y
r r 1
Yy 1Y :
- = fel = - !
o tan ¢ @ = tan . |
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

1
1+x2

Sachant que(cos™1x)" = et (tan"lx) =

-1
V1+x2

- . a 4 .0 . -
D’ou les expressions de %' 9y et_—en coordonnées sphériques.

d singp 0 cosgcosf 0 7] . . d cosf singp 0 cosg 0
— =sinf@cosp — — — — , —=sin@sinp— — —
dx (,0 rsinf 6<p+ r 08 ° oy (p6r+ r dp rsinf 060
9 = cosg L _sn89
9z d r 96

a a8 .0 o
En remplacant %3y et— dans Ly, Lyet L, on obtient :

= ih(sin @+ 22y (11-20)

tan@ d¢

= ih(— cosq)% :m’;;p) (11-21)

.. 0
L, =—ihy (11-22)

On peut aussi écrire les opérateurs d’échelle L, et L_ en coordonnées sphériques.

Ly =Lyt ily = he? (2 4 i— 0
+ =l T 26 ' ‘tan 6 ag
L =1L,—il —he—i<ﬂ(_—a+ 1 9
- yo 06  tanfdg

Sachantque : L2 = L, *+L,* +L,” = (LL +L_L)+L,>?

1 a 162)

— 2
602 tan@ 80  sin02 dp?

=—h2( eae(smé) )+s"“9Za )(“23)

La partie angulaire de L? représente la partie angulaire du Laplacien en coordonnées

sphériques.

1
60) rZ sin 02 g p?

(Sln (7] (11-24)

_ _ 2
A=V r2 ar ( ) r23m0 a0
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

? 20 L?
=>A=—+— —

ar2 ' ror hZr?

(11-25)

L2
h2r2

Les opérateurs L? et L, ne font intervenir que les variables 6 et ¢ et pas r.

Le terme

représente 1’énergie de rotation.

Le moment cinétique orbital est celui d’une particule dans I’espace des états, dont 1’état est

décritpar Y (@) = Y(x,y,2) = YP(1,0, ).

Les fonctions propres communes a L? et L, associées aux valeurs propres A21(l + 1) et mh
sont notées |1, m). En représentation position{|r)}, les états propres communs a L? et L, sont

les harmoniques sphériques Y7*(0, @) = (0, @|l, m).

II-3-1 Calcul des harmoniques sphériques Y7 (0, @)

L, dépend uniquement de ¢ donc Y7*(0, ) = F7' () () (11-26)

a- Calcul de ¢,,,(9)
., 0 . Om
L, = ~ihg, = L,Y"(0,¢) = mh¥[™(6,9) = ~ihF}'(6) “52 % = mhET'(6) fm(p)
.z 09m(9) _ dpm (@) — i — img
= —ih =2 mem(p) = ol — mde = ¢m(p) = Ce

Par normalisation (¢, |¢p,,) = 1 = C? fOZ" dp=1=C= \/%_ﬂ

= ¢m(@) = 7= ™ (11-27)

¢ (@) doit étre périodique en ¢ de période 27 : ¢,, (@) = P, (@ + 2m)
= e!MPF27) = oiM¢ — PIM2T — | = cos 2rm + i sin2mm = 1

Cette équation est verificesim = 0,+1,+2 ... ... ... donc —l <m < +l avec [l un entier.
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

Pour le moment orbital L, I et m sont des entiers.
b- Calcul de F}*(6)

En prenant m = [ sachant que L, Y}'(8,¢) =0

L =h€i(p<i+i . i)=>iei""<i+icotgHi)Fl(ﬁ)e”“’=O
* 00  tanf do 21 a0 dp/) !

— hel® (i+ icotgei) Fi(8)e!® =0 = (i— lcotg@) Fi(6)=0
90 ap) ! do :

= dF}(0) = Lcotg O FL(0)d6

dsinf dsinf cos 6 do
=cosf = =

Or dae sin ~ sin@

= cotg 0 dO

dFj(6)  dsiné
Fi()  sin@

= LnFL(0) = Ln(sin@)! | = Fj(8) = C,(sin 6)" (11-28)

Donc Yi(0,¢) = \/%Cl(sin 0)! eil®

LY/
Par normalisation de Y;'(8, ¢) on trouve C; = (2,‘?' /(21;1)!

D’ou: _ (-»! @i+

Yi(0,9) = - [ (sin@)' e (11-29)

L’action de L_Y}'(8, @) =21 Y}1(8, @)

EtL_Y'"1(0,9) =221 - 1) Y}71(6, )
Par application répétée de L_ on peut construire toutes les Y;"*(8, ¢) jusqu’a m = —I

On obtient :
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

m (-1t [(21+1)(1+m)! imp __1 di-m . 21 i
Y 0, 9) = 2l 4am(l-m)! € (sin )™ d(cos §)!-™m (sin6) (11-30)

D’ou:
1
Y9 (6, 9) = —
0 @ I
3

Y2(6,9) = 7 €08 0

3 .
YF1(0,0) = F 8. ¢ et¥ sin6
Y2(6,9) = /T(Bcosze -1)
15 .
Y 6,9) = F a7 ¢ et¥ sin 6 cos 6
15

et29 sin2% g

YZiZ (9, (P) =

w
N
)

Il est aussi possible d’écrire les harmoniques sphériques sous la forme suivante obtenue par

application de L? aux Y™ (0, ¢) avec

[* = —h? a—2+—1 i+—1 ) pe (— 96 +—1 9
= — _ = — (sm 50 ; >

00?%  tanB 00 sin 6?2 g2 sin 6 90 sin 62 d¢

EtY"(0, ) = —Fm(e)e‘m"’
—h? 1 0 d 1 0?
L2y (6, =— 60— F*(6 img
"0.9) = = <1n969( SMY%0° " sinezag > ©)e
_ R21(141) img
N F*(6)e
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

En éliminant la dépendance en ¢, on obtient 1’équation différenticlle de Legendre :

sin @ dd_B(SinH %) + (l(l + 1) B

5 29> F*(8) = 0 dont la solution est donnée par :

F*(0) = C]"P*(cos 0)

Avec P/"(cos 6) sont les fonctions de Legendre associées : Pj"*(x) = (1 — xz) z

_ -m _ om _ m ’(21+1)(l m)!
Avec x = cos 6 Pl (.X') = Pl (X) et Cl ( 1) 4n(l+m)!

Par normalisation

[T dg [TFsingdo v (6,) V™0, ¢) = [T de [T sin6 dO(', m'16, ) (6, ol m) =

Pl(x)

611’ 6mm’

P;(x) est le polynéme de Legendre P;(x) = leld l( x? — 1)t

Pour [ =0:Py(x) =1,1=1: Py(x) = x, | = 2: P,(x) = > (3x2 — 1),

[ =3: Py(x) = 7 (5x® — 3x)

Polynéme de Legendre P;(cos 8) | Fonction de Legendre associée P/™(cos 8)

Py(cosB) =1 PP (cos ) = cos @
P;(cos0) = cos @ Pi(cos@) = sin@
P,(cos @) = %(350529 -1) Pi(cos @) = 3 cos @ sinf
1 P2(cos ) = 3sin?6
P;(cos @) = = (5c0s30 — 3 cos 0) 2
2 L ] 5cos°6 — 1
P3(cos @) = 3sin Q(T

Remarque

Les harmoniques sphériques forment une base hilbertienne, de carré sommable sur la sphere
de rayon unité. lls ont un réle important en physique atomique et moléculaire. Leurs
combinaisons linéaires donnent les orbitales atomiques des électrons externes des atomes

monovalents et en particulier de I’atome d’hydrogene H que I’on va étudier par la suite.
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

&
(3]
L

I=¢ I=1 =2
m={ m={ m=0

Représentation des harmonique sphériques pour 1=0,1,2 avec m=0.

II-4 Le moment cinétique de spin S=1/2

I1-4-1 Introduction

Les observables étudiées jusqu’a présent ont toutes un équivalent classique et c’est d’ailleurs
a partir de la définition des grandeurs classiques qui leur sont associées que nous avons trouvé
leur forme. Comme ces observables s’expriment en fonction des opérateurs position et
impulsion R et P, Elles correspondent & des degrés de liberté externes. Cette restriction
quantique pour les grandeurs classiques a donné beaucoup de succes et semblait répondre a
toutes les exigences de la physique, mais un grand nombre de faits expérimentaux (expérience
de Stern et Gerlach, effet Zeeman anormal, clivages des raies spectrales,...) n’ont pu é&tre
interprétés dans le cadre de ce formalisme et il a fallu introduire une grandeur correspondant a
un degré de liberté interne et qui n’a pas d’équivalent classique : le spin

On peut comprendre 1’origine de ce degré de liberté dans le cadre d’une théorie quantique
relativiste mais, a ce niveau nous postulerons son existence.

En faisant remarquer quand méme que le mot spin, venant de 1’anglais “to spin” qui signifie
tourner autour de soi-méme, introduit un degré de rotation de la particule ponctuelle autour
d’elle méme qui vient s’ajouter aux trois degrés de liberté de translation qu’on a considéré
jusqu’a présent. C’est a partir de nombreux résultats expérimentaux incompris, que Goudsmit

et Uhlenbeck ont, en 1925, fait I’hypothése de 1’existence d’un degré de liberté interne pour
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

I’¢lectron, qui est son moment cinétique propre ou moment cinétique intrinseéque caractérisé

par un nombre quantique s = %
I11-4-2 Expérience de Stern et Gerlach (1921-1922)

L’expérience consiste a faire passer des atomes d’Argent dans un champ magnétique non
uniforme de direction verticale. Le schéma de l'expérience est présenté sur la figure ci-
dessous. Des atomes d’argent issus d'un four sont collimatés a l'aide de diaphragme puis
passent a travers un aimant. Celui-ci crée un gradient de champ magnétique. Or, si les atomes
ont un moment cinétique, ils ont aussi un moment dipolaire magnétique (ces deux quantités
sont mathématiquement proportionnelles, leur rapport s'appelant le rapport gyromagnetique).
L'interaction avec un gradient de champ magnétique conduit donc a une force dirigée ici
perpendiculairement au jet atomique (normale aux faces de 1’aimant). Le jet est donc devié

suivant le signe du moment cinétique, la déviation est vers le haut ou vers le bas.
(a) (b) (o] (d)

R
FOUR T m |

ENTREFER ‘ ’ ‘
AIMANT

(a) Schéma de I'expérience de Stern et Gerlach.
Les figures de droite représentent les résultats attendus: (b) pour un comportement
classique, (c) pour un comportement quantique en tenant compte du moment cinétique

orbital (d) en tenant compte du moment cinétique de spin.

a-Explication de I'’expérience

- Prédiction en mécanique classique
Les atomes d’Ag possédent 47 électrons, la couche 5s possede un électron. Le moment
cinétique des 46 électrons internes est nul [ = 0. Le moment cinétique de 1’atome est celui de
I’électron le moins lié. Cela se passe comme si I’atome ne posséde qu’un seul électron.

Sur I’écran on doit avoir une seul tache au lieu de deux.
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

- Prédiction en mécanique quantique

Si I’atome posséde un moment magnétique dipolaire M, 1’énergie potentielle correspondante

N , o U dB
est U =—B.M = —B M, I’atome est soumis a une force F = -5, = Za_zz'

De plus un électron de moment cinétique orbital L posséde un moment magnétique :

M =g (ﬁ) L ol g est le facteur gyromagnétique avec M, = g (_—e) L,

2m

Le moment cinétique orbital est quantifié, le moment cinétique sur un axe a des valeurs
discrétes mh avec m € Z symétriques par rapport a 0. On s'attend donc a un nombre impair

de taches, le nombre de tache est 21 + 1 avec [ le moment cinétique de I'atome.

- Résultat de I'expérience - Nécessité d'introduire un autre moment cinétique, le

spin

Expérimentalement Stern et Gerlach ont observé deux taches !

Cela ressemble donc a un comportement quantique, mais on associé a I’électron un moment
cinétique interne : le spin.

Sa projection sur oz prend 2 valeurs (2 taches) tel que:2s+1=2 ==+ =% ce qui est

impossible pour un moment cinétique orbital.

Ce nouveau moment cinétique, qui n'a pas d'analogue classique a été appelé spin.
Historiquement le spin a été découvert avant cette expérience pour expliquer l'apparition de
raies spectrales supplémentaires pour une vapeur dans un champ magnétique intense.

Donc si on admet que I’électron possede un moment magnétique dipolaire intrinseque.
Uhlenbeck et Goudsmit en 1925 ont représenté 1’électron par une sphére chargée qui pivote
autour d’un de ses axes, d’ou le nom de « spin » cette hypothése expérimentale s’est ensuite
montrée comme une conséquence de la théorie quantique relativiste développée par Dirac en
1927.
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

Si I’électron a un moment de spin S , I’opérateur quantique correspondant doit suivre les

mémes réegles de quantifications que le moment orbital L:

. 1
Pour S2 on associe les valeurs propres #%s(s + 1) avec s = 5

Pour S, on associe les valeurs propres mgh avec my = +

N |-

Par analogie on a le moment dipolaire magnétique de spin :

ﬁs = s = s (—_8)3’ = _gsﬂfg (11-31)

Avec pg le magnéton de Bohr (ug = 0,27 10727] /Tesla)
g, le facteur gyromagnétique de spin (g5 = 2)

Généralisation

=ﬁ’=g(i)j (I1-32) avecg={

1 pour L
2 pour S

Dans un champ magnétique extérieur, une particule de spin S posséde une énergie

pOtentie”e cUg = _I_is-Bext =J9s ‘%BSBext = gs”?B S,B, = gsl%B mshB, = gsmg ugB,

- Exemple de valeur de spin

Si on utilise L pour le moment cinétique orbital, c'est S pour le spin et s pour le nombre

(entier ou demi-entier) qui le caractérise.

Ce moment cinétique na pas d'équivalent classique et n'agit pas dans l'espace réel a trois

dimensions. On définit un espace vectoriel spécifique, I'espace vectoriel de spin. Toutes les

particules possédent un spin.

. . 1
Par exemple, électron, proton et neutron ont un spin s de 3

La valeur entiere ou demi-entiéere du spin est en fait liée a la notion de bosons et de fermions :

- Notation
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

Le spin est une grandeur purement quantique qui n'a pas d'équivalent classique. Il agit donc
dans un espace vectoriel différent de l'espace des fonctions d'onde qu'on vient juste d’étudié.

On est ainsi amené a utiliser les notations de Dirac pour décrire I'état de spin.
I1-4-3 Théorie générale du spin
a- Relations de commutations

La théorie du spin est identique a la théorie générale du moment angulaire, le spin est aussi
représenté par 1’opérateur S de composantes S,,S, et S, qui obéissent aux relations de

commutation :

[Sx. S| = ihS,,[S,,S,] = ihS et [S,,S,] = ihS, (11-33)

De plus S2 et S, commutent, les vecteurs propres communs sont notés |s, mg)

S2%|s,mg) = h?s(s + 1)|s,mg) et S,|s,ms) = mshls,m,)  (11-34)

avec —s <mgy < +s

Les opérateurs d’échelle S s’écrivent :

Sils,mg) = hs(s+1) —my(m, £1) |s,m;+1) (11-35)

Avec S, =S, +iS, et s* =S +S7+S7
Les états propres |s, m¢) forment une base compléte :
<S,I m;lsl ms) = 6 ! 6 ! et Zm5=+slsims)(si mSl = H

s'sYmgmg mg=—s
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b- Spin % et matrices de Pauli

Pour une particule de spin % (électron) my = +

N |-

Les états propres de la particule de spin %sont E%) E - ;)

Les matrices associées aux opérateurs : S2, S,, S;,S_, Sy et S,

#b( ) senG Y
U I
Se=36+50=3n(] o) ets, =5, -5 =20 (0 )

1 . . - . ,
Pour s = S on introduit les matrices de Pauli oy, o, et g, données par :

_(0 1 _ (0 —i (1 0
Ux_(1 0>’Uy_(i o)etaz_(o —1)
Ces matrices obéissent aux propriétés suivantes :
6]-2=]1 avec (j =x,y,z) etojor+o,0; =0 pourj+k

Et [ax, ay] = ihoy, [ay, O'Z] = ihoy, [0, 04] = iho,

II-5 Addition de deux moments cinétiques. Coefficient de Clebsch-

Gordan
II-5-1 Principe

Soient £(1) I’espace des états de moment cinétique J; et £(2) ’espace des états de moment

cinétique J,.
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

€ est I’espace des états de moment cinétique total | = J; + J, , formé par la réunion de £(1)
etER)telque: € =E) P ER)

Dans I’espace (1) : {|j;, m,)} base formée par les vecteurs propres communs a J,%et J;,
Dans I’espace £(2) : {|j,, m,)} base formée par les vecteurs propres communs a J,2et J,,

Dans I’espace €, on peut former la base suivante : {|j;, j,, m,, m,)} ou simplement {|m,, m,)}

car j, et j, sont constants ou fixés.

Donc on se fixe deux bases :

Base 1: B; = {|m4, m,)} formée par les vecteurs propres communs a {]12,]22,]12,]22}
Avec J;?[my,m;) = h2j(jy + Dlmy, my)

J2* lmy, ma) = h%j,(jp + 1)lmy, my)

J1izlmy, my) = Aimy|my, my)

J2zlmy, my) = hmy|my, my)

OuJf =Jix +Jiy +Jiz €5 =J5x + 3y + )3,

Base 2 : B, = {|J, M)} formée par les vecteurs propres communs a {]12,]22,]2,12}
Avec J1*|, M) = 12}, (jx + D], M)

J2* 1, MY = 12)5(jo + DI, M)

JAL M) = R + DI, M)

J\J, M) = aM|], M)

Oujz =]12 +]22 etJ, =Jiz + /22
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Le probleme est de trouver {|J, M)} en fonction de {|m,,m,)} c'est-a-dire exprimer les
vecteurs de la base B, en fonction des vecteurs de la base B;. On désigne par P la matrice de

passage de B, a B, les éléments de cette matrice sont appelés coefficient de Clebsh-Gordan.

Remarque : intérét de la base B,

Pour la base B, : {J1%,J2°,J12.J22} J1 €t ], ne sont pas constantes de mouvement([H, J,] # 0 et
[H,],] # 0) alors que J? et J, sont des constantes de mouvement ([H,J?] = 0 et [H,],] = 0).
Par conséquent, on construit la base B, formée de vecteurs propres communs a j2 et J, a
partir des vecteurs de base de B;. L’intérét est de déterminer les états stationnaires du
systeme, c'est-a-dire les états propres de H, car il est plus simple de diagonaliser la matrice
représentant H dans la base B, comme [H,J?] =0 et [H,],] = 0 . La matrice est diagonale
par blocs.

II-5-2 Détermination de la matrice de passage, calcul des coefficients de

Clebsh-Gordan

En introduisant la relation de fermeture 2;;111:_].1 Z:;{;}h my, my)my, my| = Lsur|J, M) :

M)y =1]J,M) =37 S92 |my,m,)my,my| ], M)

my=—ji ~“my=—j,

= Z;{llz—hzyzzz_jz(ml’mz”' M)|my, my) (11-36)

avec (m, m,|J, M) un scalaire qui représente les coefficients de Clebsh-Gordan.

Réciproquement :

my,my) = limy,my) = $j72 S|, M)(J, M| my, my)

J=1-J =
+ +
= YL, T U MImy,my)l), M) (11-37)
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avec (J, M|m,, m,) un scalaire qui représente les coefficients de Clebsh-Gordan
a- Regle de sélection de J et M : quelles sont les valeurs possibles de J et M ?
Pour J; et J;, ona (2j; + 1) états avec —j; < my; < +j;

Pour J, et J,, on a (2j, + 1) états avec —j, < m, < +j,

Onj, =izt etM=m; +m,

AVEC Mymax = 1) Moamax = 12

D’ou Myax = Mimax + Mamax = J1 +J2 = Jmax

Or € est I’espace des états de moment cinétique total | = J; + ], , formé par la réunion de

EetE2)telque:E=EQ) D E(2):

J=Imax=J1t]2

> @D =@h+ D@+ D

J=Jmin
= Qjmin+ 1D+ Qjmins1 + 1) cev e o + 23U +j)+1)
J=Jmax Jmax Jmax
z (2j+1)=22j+21
J=Imin Jmin Jmin

Calculons Ymax 1 -

Jmin
ExempleY1°1=1+1+14+14+141+1=7=(10-4)+1=7
Donc Z;Tmn: 1=jmax —Jmin+1

jmax 7 -

Calculons 3" j

— (jmax+jmin)(jmax_jmin+1) o)
2 !

Pour cela démontrons que Zﬂ‘;’l‘ j
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Exemple 1%/ =4+5+6+7+8+9+10 =49

109 8 7 6 5 4=49

14 14 14 14 14 14 14

41;0]. — (10+4)(210—4-+1) — 49
Jmax Jmax Jmax (] 4 )(] ) n 1)
— Z 2] +1=2 Z ] + Z 1= max Jmin ;nax Jmin +jmax _jmin +1
Jmin Jmin Jmin

= (imax + jmin + 1)(imax — Jmin + 1= jr%tax _jrznin + 2jmax +1
= (jmax + 1)2 _jrznin

(jmax + 1)2 _jrznin = (jl +j2 + 1)2 _jrgu'n = (2j1 + 1)(2j2 + 1)
= jimn = U1+ + 1D = (2 + D2+ 1) = jZ +jZ — 2juj, = (1 — j2)?

= Jmin = |]1 _j2|

= |j1 —J2l < j <j1+J2

I1-5-3 Application : addition de deux spin %

S=5+5,
1 1 1 1 1 1
Sl:E :—ESm51S+E et52=5 ﬁ—ESm52S+E

11y fr_1 11, |1 1

ecllm}={32. -2 . ellm)}={52.[ -}

Puisque s; = s, = %on peut noter {E%} E —%}} = {E) |—%)} ={|+),|-)}

= e {41} et e:{l+)[-)}
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Les bases B; et B, :

B;: {S%: S%»Su» Saz} = {|S1,52;m51:m52)} = {lmsl'm52>}

B,: {S%,55,5%,S,} = {Is1, 52,5, M)} = {IS, M)}

Avec |s; — 5| <S<s;+s, >0<5<1=5=0,§=1
S=0=M=0

S=1=M=+1,0,—-1

La nouvelle base qui est B,: {|S, M)} = {|1,1),]1,0),|1,—1),]0,0)}

On écrit maintenant les vecteurs de la nouvelle base {|S, M)} en fonction de I’ancienne base

{lmsll mSZ >}
Pour le vecteur |1, 1) : le moyen d’avoir|1,1), c’est d’avoir les deux spins vers le haut
11,1) = [+,+)

Pour le vecteur |1, 0) : on applique I’operateur d’échelle S_

S_11,1) = ~/S(S+ 1) — M(M — 1) |1,0) = V2A|1,0)
On fait le calcul en considérantque S = S; +S, = S_=S5;_+S,_

S_11,1) = S;_11,1) + S, |1,1) = (Sq— + S, )|+, 4) = Si_ |+, 4+) + So_ [+, +)

= h\/sl(sl +1) — msl(ms1 — 1) |—, +) + hJsz(sz +1) — mSZ(mS2 — 1) |+, —)

=h(l—+)+ [+ -)
D’ou par égalité des deux expressions (1) et (2) de S_|1,1) :
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On tire |1,0) :

1
11,0) _ﬁ(l_’+)+ |+ =)

Pour le vecteur |1, —1) : on applique 1’operateur d’échelle S_

S_11,0) = hy/S(S+ 1) — M(M — 1) |[1,0) = V2|1, 1))
On fait le calcul en considérantque S = S; +S, = S_=5,_+S5,_
S_11,0) = $1-[1,0) + 5;-11,0) = (S1- + S;-) 5 (1=, +) + |+, =)

1

=51_\/7

1
=+ ++-N+ Sz-ﬁ(l—ﬁ) +1+-)

h h
= ﬁ\/sl(sl +1) —m, (ms, — 1)1+, +) + ﬁ\/sl(sl +1) —m, (ms, — 1) |-, —)

h
+ﬁ\/52(52 +1) = mg,(mg, — 1) |—,—)

h
+ ﬁ\/sz(sz +1) —ms,(ms, — 1) |+,4)

= (it (i 4 (Nt (2= D) =

2h
2,
D’ou par égalité des deux expressions précédentes de S_[1,0) : V2h|1,—1) = 3—; |—, —)

Ontire |1, —-1): 1, -1) =|—,—)

Pour le vecteur |0, 0) : on I’écrit comme combinaison linéaire de |—, +), |+, —)

10,0) = a |-, +) + Bl+,—)

|1,0) et |0,0) sont orthogonaux

(1,010,0) = 0 = = (=, +| + (+,=D(@ |- H +pl+, ) = 0= a+p=0=a=—p
=100 =a (|- +)—[+-)

On calcule @ par normalisation
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Chapitre I1 Moment cinétique et spin

(0,010,0) = a?*((—, +| = (+,—D(—+) — |+, -) =1

=2at=1= !
ac = a=—
V2
1 1
|070):_ |_F+>__|+I_>
V2 V2
Le changement de base s’écrit sous la forme matricielle suivante:
1 0 0 O
11,1) 1 1 |+, +)
1,00 |_| ~v2 v2 | [I+-)
1,-1) 10 o o 1|{|-+
10,0) \0 L= 0/ - -)
V2 V2
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Chapitre III :

Etude de I'atome d’hydrogene
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

III-1 Introduction

L’étude de I’atome d’hydrogéne a une grande importance historique. Ce fut Bohr qui décrivit,
dés 1910, un premier modele semi-empirique de 1’atome d’hydrogéne permettant de trouver
les niveaux d’énergie de 1’¢électron dans cet atome et d’en déduire les longueurs d’onde du
spectre expérimental. En 1926, Erwin Schrédinger écrivit sa fameuse équation pour 1’atome
d’hydrogéne. Il montra que les solutions de cette équation permettaient de retrouver les
valeurs des niveaux d’énergie obtenus par Bohr. L’équation de Schrédinger allait rapidement
servir de fondement a la mécanique quantique en étant généralisée a tous les systemes tel que
les atomes hydrogénoides qui sont des atomes avec Z électrons mais ionisés (Z — 1) fois,

possédant ainsi un électron interagissant avec un noyau de charge Ze via un potentiel en

. _— L1
grande partie assimilable a ~

III-2 Potentiel central

I11-2-1 Définition
Soit r la distance séparant un électron de charge -q, d’un noyau de charge +q. les deux

particules sont soumises au potentiel coulombien attractif qui ne dépend que de la distance r :

2
V@) =V(r) =—-1-2 | & estla permittivité du vide.

4meg T
L’énergie potentielle V(r) est de type potentiel central a symétrie sphérique. Le systéme
électron-noyau correspond a un probléme a 6 dimensions, que nous allons scinder en deux
problémes a 3 dimensions, celui d’une particule libre (le centre de masse du systéme) et celui
d’une particule dans un potentiel dépendant de la position relative r de 1’électron par rapport
au noyau.

Dans le systéme du centre de masse (SCM) 1’étude du mouvement de deux particules en
interaction peut se ramener a celui d’une seule particule de masse réduite u autour du centre

de masse qui est un noyau fictif stationnaire et de masse infinie.
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

I1I-2-2 Détermination de I'équation Schrédinger pour I'atome d’hydrogéne

L’atome d’hydrogéne est formé d’un proton portant une charge positive e et d’un électron

chargé négativement, gravitant autour du noyau. Notons m,, la masse du proton et m, celle de

. mem , . N Je
I’¢lectron ; on a : m, ~ 1836m,. Soit yu = # la masse réduite du systeme formé par
eTMp
I’¢lectron et le proton. La masse m, étant importante par rapport a m,, la masse réduite est

peu différente de m, (u = —o2 ~ TP

~ m, car my, > m,), le centre de masse est
me+my my

proche du proton. Soit le référentiel oxyz

A e(me)

Systeme électron-Proton

Ona:
V)= -5 (1) avec k= —— =
r &g
Xe Xp
P=f-% =r=|f—-%| avec# = <ye> et7, = (yp>
Z, Zy
L’équation de Schrodinger dépendante du temps s’écrit :
flz 2 flz 2 - = s d - =
<— Ve ~ EVP + V(r)> Y(7,, Ty t) = ih E‘P(re,rp, t) (111-2)
02 02 62 62 62 62

Avec V, 2= ™
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

or V(r) = — <= ne dépend pas du temps alors (7, 7, t) = x(%..7,) iyt
r)=-—= p p p Te,Tp,t) = X(Tes1p )

flz 2 hz 2 > o _ - o

= <— P~ V,“ — Evp + V(r)) )((re,rp) = E)((re, rp)
hz 2 hz 2 ez —_ — _ - —
= (— Ve — EVP — m) x(Fe.7p) = Ex(7., 7)) (111-3)
On ne peut pas séparer les variables.
III-3 Méthode de résolution
I11-3-1 Séparation du mouvement de centre de masse
On fait le changement de variable : (7, 7%,) — (R,7)
F=f,—7 et =06 ="l
My +me
2_ 0%  o° 0% 2_ 0% 0% 0%
Vr'= oxz Tovz T oz2 etv; oz T dy2 | 9z2
ty2ylyz=ly2ily? - _ Mmemmp_
Ona eve +mpvp = Hvr +MVR avecM =m, +m, ety = —r—
L’équation de Schrodinger s’écrit :
(- Ve? — v, — ) 4 (R ) = Ex(R.7) (111-4)
2m R 2u T r ! !

Pour séparer les variables, on pose : x(R,7) = ®(R)p() (111-5)

Aprés substitution dans 1’équation différentielle (111-4) et division par y, on obtient :

( 12 85 ®(R) _ 12 A, p() _i) —E (111-6)

" 2M ®([R) 2u 9@ T
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

Par conséquent les fonctions d)(ﬁ) et () satisfont respectivement aux équations séparées :

_%Ar‘/’m —%IP(?) = E,A (@) (111-7)

i — 2 Ar®(R) = Ex®(R) (1-8)

L’énergie totale du systéeme est : E = E,. + Eg (111-9)
Onam,=9110"3%g , m, =1610"kg = % ~ 103

memy, memy,
~ ~m
e

LAY — ~ —_
D’ouM =m,+m, comme my,>m, = M = m,etpu ety )

L’équation (ITI-8) montre que le centre de masse du systéme évolue comme une particule

libre de masse M et d’énergie Exnon quantifiée.

La solution de ’équation (I1I-8) : ®(R) = Ae'K R = ( 21;3 elKR (111-10)
n2K?
et Epg = 2 (11-11)

L’équation (III-7) montre que le mouvement relatif de 1’¢électron, soumis a un potentiel central
V(r) par rapport au noyau, est décrit par le mouvement d’une particule de masse réduite p,
plongée dans le potentiel V () ayant une énergiekE,..

Le traitement du probléme de deux corps est ramené a 1’étude d’une particule de masse

réduite.

II11-3-2 Mouvement relatif de I’électron

Apres réduction du systeme au centre de masse, 1’équation de Schrodinger indépendante du
temps, décrivant le mouvement relatif d’un électron par rapport au noyau pour une interaction

coulombienne est donnée par 1’équation (111-7). Le potentiel VV(r) est un potentiel central, ce
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

dernier impose une symétrie sphérique dont 1’avantage est I’utilisation des coordonnées
spheriques.

Sachant que le Laplacien en coordonnées sphériques s’écrit :

1 32 2 29 L?

2_ - £ 4£c_ = -
rzar( ar) rzsmOaO(Slne )+r251n626(p 6r2+r6r h2r2 (111-12)

A=V

Puisque L? agit que sur les variables 8 et¢, ses fonctions propres communes avec

I’hamiltonien sont de la forme R(r)Y7*(0, ).

Les solutions de 1’équation (III-7) sont sous la forme (séparation des variables radiales et

angulaires) :

Les fonctions angulaires sont les harmoniques sphériques données par (Voir chapitre 1l

moment cinétique):

Y70, 9) = —Fm(B) ime — FCum(COS 0)e™e (111-14)

Les ¥/™(8, p)vérifient I’équation : L2YT*(0, @) = A2L(L + 1)Y*(8,¢) (111-15)

Substituant (111-13) et (111 -15) dans 1’équation (I1l -7) on obtient 1’équation radiale pour la

fonction R(r) :

n2(1.d( 5dR@)) I(+1) e2 B
zu<r25(r )~ R(r))—TR(r)—ErR(r) (111-16)

En divisant (111-16) par —% ;

A 2
Tautdeter) 14 (2 dRY) 1D pey 4 2 (g, 1 CY Ry =0 (ni-27) (10

r2 dr dr
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

L’équation (IT1-17) possede pour E > 0 une solution physiquement acceptable, le spectre
d’énergie est continu, ce qui correspond a un électron libre effectuant une collision (diffusion)
avec un noyau de charge +q (phénomenes de diffusion coulombienne).

Nous étudions le cas E < 0, pour trouver les différents états possibles de 1’électron lié¢ au

noyau et le spectre discret de 1’énergie associée.

I11-3-3 Résolution de I'’équation radiale

Effectuons le changement R,,;(r) = U%m dans I’équation (ITI-17), on obtient :

_ h_zdzun,(r) (l(l+1)h2 _ e?
2n  dr?

)Unl(r) = E,Uy(r) (111-18)

2ur? r

L’équation (I11-18) probléme unidimensionnel a une seule variable. Cette derniére équation
représente 1’équation de Schrodinger du mouvement a une dimension d’une particule de

masse u dans un potentiel effectif :

I+DR? €2 I(+DR?

Vesfectif (1) = = 5= =+ = g2 T V(@) pourr =0 (111-19)

Pour que Y (r, 8, @) soit une fonction d’onde « acceptable » il faut que R(r) reste finie en

(o) sir<o0

r =0 (limy_g Uy (r) = lim_gTRy (r) = 0) avec Vesr = {Veff(r) sir >0

Vesr= 0, U, =0 r=0

Le probléme d’une particule dans un potentiel central a symétrie sphérique se ramene a

I’étude d’un mouvement unidimensionnel sur une demi-droite limitée par r = 0.

- Comportement de U,,;(r) au voisinage de zéro :  lim,_,q Uy (1) = U,;(0) =0
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

R d?Un(r) L(1+1)h? _
Pour les petites valeurs de r : T + ( 22 )Unl (r)y=0

La solution mathématique est de la forme : U,,;(r) = Ar'** + Br~!

La solution physique est : U(r) = Art*1(111-20)

N .. . . B
D’apres la condition de finitude limB r™" = lim - = o
r—0 r—0r
d?u _2uE
Pour les grandes valeurs de r : AU “ (1)

dr?

I(1+1)h%  e?

Parce que Py 0 — Opourr >
: Arati . — pAr —Ar _ |2u(ZE)
La solution mathématique est de la forme : U,,;(r) = Ce*” + De avec 1 = v
La solution physique est : U,,;(r) = De=*" (111-21)
D’apres la condition de finitude llrE Ce’ = o
T—>10

La solution générale s’écrit : U, (1) = r'*1f(r)e " (111-22)
On remplace U,,;(r) dans 1’équation (18), on obtient I’équation suivante :

d2f(r) I+1 daf(r) A(+1)+pe?/n

SO 2(-2) L0+ 2 [—]f(r) 0 (111-23)

f(r) est solution polynomiale : f(r) = X7, by *
d w - d _
YO 5 bkt et LD =50 bk~ 1yrk
On remplace les dérivées dans 1’équation (23), on obtient :
Yrolk(k + 2l + Dbr*2 + 2[-A(k + 1 + 1) + ue?/n?lbr*1} =0
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

- Pourk=0 2[-A(+ 1)+ ue?/h?]byr1
- Pourk=1 Q2+2Dbyr 1 +2[-A(l+ 2) + ue?/n?1b,
- Pourk=2 221+ 3)by +2[-A(l + 3) + ue?/h?\b,r

Par récurrence :

COrt+()+CIr+CIr2+ oo = 0 (pour de fortes valeurs de r).
Donc tous les coefficients sont nuls :

2L+ Dby + 2[-A(U + 1) + pe?/h?]by = 0

2(L+3)by + 2[-A(L + 2) + ue?/n%lb, =0

Engénérale:  k(k+ 21+ 1)by + 2[—A(l + k) + ue?/h?lby_, =0 (111-24)
Donc f(r) = by + byr + byr? + -+ e oo oo . +byT Y

Onpose bys1 =byiz = i i v e =0

On remplace k = N + 1 dans I’équation (I11-24) :

(N+ 1)L+ N+ 2)byyq +2[-A(L+ N+ 1) + ue?/h%lby = 0

2u(-E)

= —A(+N+1)+ pue?/h? avec = =

— 2
@ (N+1+D =5 onposen=N+1+1

2 h2
4
On trouve I’énergie E : E,=-— (%)% (111-25)
4
Pour uy=m, =E, = — (";; )% = —% (eV) c’est I’énergie de liaison pour

I’électron de ’atome d’hydrogéne trouvée par Bohr.

Ona:n=N+101+1,=01,2..... y,n=123, ... et l=0123.......,n—1
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

4 2
L énergie E dépend de n : E,=-— (ﬁ) L=_ (‘3—)1112 (111 -26)

212) n? 2a,

2 —
avec a, = % rayon de Bohr, d’ou A = ’Zuf(le) = /a ;nz = a—ln (111-27)
0 0

D’ou la fonction radiale :

1
1 Ap _ -
Ru(r) = L Un(r) = 2 f (@)™ = Ayrle” @ Bl o byt (111-28)

Remarque :

La fonction radiale est aussi donnée par 1’équation suivante :

1 1
_ _2r N T am T2t (21
Rnl(r) - Anl( aon) € 0 Ln+l (aon)
241 (21 les polynomes de L donnés par LY () = 4=
L3 (@) sont les polyndmes de Laguerre donnés par LY (1) =—5 Li()
r ak k, -1

avec Ly(r) =e —w(re™)

- Pourn=1=N+14+1=1=1=0etN=0 = Ryo(r) = Ajpe “ b,

Calcul de la constante de normalisation : f0+°° Ri*(r) rédr =1

+00 +o0
_2r _2r
=>J- A2ge @0 bg r?dr =1 :A%Obgf r?e @ dr=1
0 0

n!
qn+i

Sachant que [ r"e~" dr =

3
2. =1 = A%h} =% onpose Ajg =1 = by =2 (ay)" 2
=) 0

ao

On trouve A%,b3
_3
D’ou R19(r) = 2 (ag) ze% (111-29)
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

- Pourn=2=N+1l+4+1=2=N+1=1,l=0,1etN =0,1
T
= Ry¢(r) = Azpe? (by + by1)

bk _ 2[ A(l+k)+pe? /h?]
- k(k+21+1)

D’aprés 1’équation (111-24) :

2 E)
avec aj =— etd= / ”;LZ /ao 7 =

b
Ontrouve =Xt =-——
bo 2(10

Calcul de la constante de normalisation : f0+°° Ry0%(r) r2dr=1
+0 +oo
-Tr T
j A3pe% (by + byr)2r2dr =1 = | A3,e% (b + b?r? + 2byb;r)r2dr = 1

0
400

1 -r
obo(f r2ed dr+—f r eao dr—— r3ed dr) =1
ag
0

2! + 1 4! _i 3!
3 2 5
G G “G)

= A%,b5(2a3 + 6a3 —6a3) =1 = A5,bi2a3 =1 = A%p4a5°2a3 =1 = 845, =1

=1

2 2
= Azobo 2

1 1

On trouve A5¢ = NN

-r

D’ou: Ryo(r) = (ao) T2 (1 — —r) e2“o =22ay)” (1 — ir) ez (111-30)

La solution générale s’écrit :
IIJ(T, 0, ‘P) = ]I)nlm(r; 0, ‘P) = Rnl(r)Y}"(O, ‘P) = nlrle an Z Obk rkym(e ‘P) (”I 31)

Avec Y™ (0, ¢) les harmoniques sphériques données par 1’équation

m _ Db euD@m)! iy 1 di-m , 21 (111
Yi'(6,¢) = 2L \’ an(-m) € (sin@)™ d(cosg)l-m (sin 8) (111-32)

Avec n=1,23,..... ,0=0123,......,.n—1let—1<m< +1
Exemples :
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

v Pourleniveaulsonan=1l=0etm=0

= Y100(10,9) = R1g(Y(6,9) = P100(r.0,) = J1—3e‘% (111-33)
may

v Pourleniveau2sonan=2[1l=0etm=0

1 _r
= P200(1,0,9) = Rpo(1)YJ(0,0) = P00(1,0,9) = \/;ag(l - i)e 2a0 (111-34)

v' Pourleniveau2ponan=2,l=1etm=+1,0,—-1

V211(1,0,0) = Ryy(NY1(0,0) = ,11(1,0,9) =——2e 2%05inf e (111-35)
S,n 0

Qa
a30

1 T
P210(1,0,9) = Ry1 (NY(0, ) = 210(1,0,9) = Ze 2w cos@ (111-36)
4,2nag

ao

P21-1(1,0,90) = Ryy(NY11(0,9) = P2;_1(1,0,9) = L aLe_msinBe‘i‘P (11-37)
8,na3 0

a- Dégénérescence de I'état

Pour chaque nombre quantique n, il existe g,, fonctions d’onde qui correspondent a la méme

mee*\ 1 13,6 ]
)= @)

énergie E,, (donnée par E, = — (
gn =3I+ D) =nn-1D+n=n?  (111-39)

Notons que cette dégénérescence peut étre levée par I’application d’un champ magnétique

extérieur (Effet Zeeman)

b- Densité de probabilité
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Chapitre II1 Etude de I'atome d’hydrogéne

Il est intéressant de déterminer la probabilité de présence de 1’¢lectron entre les sphéres de
rayon r et r + dr . La probabilité de présence de 1’électron dans un volume dV est donnée

par :

dPnlm(r: 0: (P) = hpnlm(r: 9: (P) |2dV

En coordonnées sphériques dV = r2sin 6 df d¢o

400121
Pnlm(r; 9! (p) = j-f |Rnl (r)ylm(el (0)'2 .r.Z dI‘ Sin 9 d@ d(p
000
+o© 2T

= [ rRu@ar [ 1970, 0)17sin0 a0 do
0 00

Les harmoniques sphériques Y;™ (0, ¢) vérifient la relation d’ortho normalisation :

2T 21 T

V3
f d(pfsianH Yl’r”’*(H,(p) Y™ (6, ) =J d(pfsin@dG(l’,m]H,(p)(9,<p|l,m)
0 0 0 0
= 6,6

'
mm

to o

Par conséquent : P, (1,8, ) = P (r) = [ 7% Ry (r)|?dr

Donc %20 ~ 42|R,, (1> (111-39)

Par exemple pour 1’état 1s la densité de probabilité de présence de 1’¢lectron est :

2r

r2R%,(r) ~ r?e @, cette fonction passe par un maximum pour r = a, c’est la valeur du
rayon de Bohr. On retrouve ainsi la premiére orbite sur la quelle devait se déplacer 1’¢lectron

dans le modéle de Bohr.

Lorsque n augmente, les maxima les plus prononcés de la densité de probabilité de présence
ont lieu pour les valeurs de r croissantes. L’¢lectron s’¢loigne, de plus en plus du proton

lorsque les niveaux d’énergie augmentent.
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Chapitre IV :

Théorie de perturbations

stationnaires
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Chapitre IV Théorie de perturbations stationnaires

IV-1 Principe

La théorie de perturbations est un outil important pour la description des systemes quantiques
réels, car trouver des solutions exactes de I’équation de Schrodinger pour des hamiltoniens
complexes peut étre difficile. Les hamiltoniens pour les quelles on connait les solutions
exactes comme ceux de 1’atome d’hydrogéne de 1’oscillateur harmonique et d’une particule
dans une boite de potentiel sont tres idéalisees pour décrire les systémes physique ils ne
visent que des systemes a une seule particule. En utilisant la théorie de perturbation, on peut
utiliser les solutions connues de ces hamiltoniens simples comme premiéres approximations
des solutions pour des systéemes plus complexes ainsi en ajoutant un champ électrique, on peut
calculer les déplacements faibles des raies spectrales de I’atome d’hydrogeéne (effet Stark).

La méthode des perturbations est utilisée lorsque dans une équation de Schrédinger figurent

des quantités suffisamment petites pour pouvoir étre négligées lors d’un premier calcul,
permettant ainsi d’obtenir une certaine solution, notée w,(LO)).

Un second calcul, qui constitue la méthode des perturbations proprement dite, consiste alors a

déterminer approximativement par étapes successives les corrections a différentes ordres, a
ir de la solution [y
partir de la solution |y, ).

Soit un systéme physique décrit par 1’hamiltonien suivant :

A=H,+H, (V-1

H, : hamiltonien du systéme non perturbé
H, : hamiltonien de perturbation avec H, = AW  (IV-2)
W : perturbation dont les éléments de matrices sont petits ou faibles par rapport & ceux de H,.

A : paramétre de perturbation(1 < 1).

Si H, et Wsont indépendants du temps donc 1’hamiltonien H du systtme est aussi

indépendant du temps (systéme stationnaire %—i’ = 0).
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On suppose connus les vecteurs propres zp,(lo)) = |¢,) et que les énergies propres E de

’hamiltonien non perturbé H, forment un spectre discret noté E,(lo).

Le probléeme a résoudre par la méthode des perturbations consiste a trouver de maniere

approchée les solutions de 1’équation :

ﬁl‘l’n) = (HO + AW)th) = Enllpn) (IV-3)

Donc on va déterminer les valeurs propres E,, et les vecteurs propres |i,,) de I’hamiltonien

perturbé A.

IV-2 Cas des niveaux d’énergie non dégénérés

On suppose que toutes les valeurs propres E,So)sont non dégénérées et que les vecteurs propres
1,0,(10)) sont normés. La perturbation étant supposée faible, nous allons chercher les valeurs

propres et les vecteurs propres de H sous forme de série (série de puissance du paramétre 1).

E,=E® + 2" + 22E® 1 ... (1IV-4)
[Wa) = [$) + 2|0y + 22[pP) + - (1V-5)

Pour A = 0 pas de perturbation= E, = E,(lo) et |Y,) = |t/)£l°)) = |p).
Substituant (1V-4) et (1V-5) dans (IV-3) :

(Hy + AW ) (|¢n) + ,1|¢511)) + 12|1p1(12)) + ) -
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EY +AEL + 2ED + ) (1) + 2| + 2Py +)  (v-6)
Regroupons les termes selon les puissances successives de A :

Holdpn) + A (Ho ") + W) + 22 (Ao [0 D) + W[w)) + - = E|p,) +

A(ED|w®) + EP1n)) + 22 (ED WD) + EL [w) + EP 1)) + -+ (1IV-7)

Pour que 1’égalité soit vérifiée quelque soit 4, on identifie les termes de méme puissance en A.

a- Terme d’ordre zéro

Holpn) = EQ |,y (1V-8)

b- Terme du premier ordre

Ho|p)) + Wigp,) = EQ [wP) + EP 1) (1V-9)

c- Terme du deuxieme ordre

73 2 A7 1 0 2 1 1 2
Ho[p®) + W) = EQ[w®) + EL[p") + EP1¢a) (1V-10)

On se limite a déterminerE’Y, E$) et |l/),(l1))

Puisque 1 < 1 = |¢,) = [,) et(P,l,) =1 (IV-11)

IV-2-1 Correction du premier ordre
a- Calcul de I'énergie

On remplace |y,,) dans (IVV-11) donc (IV-5) dans (IV-11)
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(bultn) = (Sl () + A" + 22[pP) + )
= (Pnldn) + MDY + 22 WD) + - = 1

= UPulpP) + 22(PulpP) + - =0 (IV-12)

Donc les coefficients des puissances en A s’annulent :

= (Do) = (PulpP) = =0 (IV-13)

Afin de déterminerE,(ll), on multiplie (1V-9) par (¢,,|
([ Holw) + (@al 1) = B (] #5°) + B il )

= B {gn| ) + (0al Wln) = BV Avec galpi) = 0t (@alpn) = 1

D’ou :

EL = (@a|W|pn) (IV-14)

On injecte I’équation (IV-14) dans I’équation (1V-4)
En = Er(LO) + AEr(ll) = Er(10) + A<¢n|W|¢n>

E,=E + (o |H,|0,) (1V-15)

b- Calcul du vecteur propre
{|®,)} base orthonormée, |l/)7(11)) s’écrit en fonction des |¢;,)
On introduit la relation de fermeture Y,,,|dm) (| = 1

[0 = ) (D [”)
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9 = Snean{ S ) 1) (1V-16)
Sin=m <¢n|¢(1)>

Les coefficients <¢)m|l/),(ll)> s’obtiennent en multiplions (1V-9) par {(¢,,|
([ Ho [S2) + (B W[dn) = B ($m[) + Dl h)
= B0 [) + (0l |0} = B (6 0°)  avec @l = 0

Pm|W |
= (pmfw) = L% (va17)

On injecte (1V-17) dans (1V-16)

[9) = Zen 25705 1) (1v-189)

La fonction propre |1,,) de H au 1% ordre s’écrit en remplagant |1pfl1)) équation (IV-18) dans

(IV-5) :

0] (¢m|W|¢n)
) = [¥n”) + Bman A LG 9m)

) = [ + B 220 ) (1V-19)

IV-2-2 Correction du deuxiéme ordre
a- Calcul de I'énergie

Pour déterminer E,(lz), on multiplie (1V-10) par |¢,,)
(0] o 02) + (| W ]9 ") = B (80w ) + EL (S0l ®) + B (Gl bn)

ESO (09 ®) + (0] W [0) = ED avec ([0 ) = 0, (09"} = 0 et (pulp) =1
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ED = (o, ||y ) (1IV-20)

On remplace |z/;,(ll)) c'est-a-dire équation (I\VV-18) dans (1V-20).

_ ((Dm|W|bn) (D W | i) (D | W[ )

m#+n m#n

. 2
w
Eglz) — Zm¢n|<¢m| |¢n>| (IV'21)

Foar

L’énergie propre avec correction au 2™ ordre est obtenue en substituant I’équation (IV-20) et

(IV-14) dans I’équation (IV-4)

Ep = E® + (pn] Hy| ) + S 2ol (IV-22)

oD

Remarque : on peut calculer les termes a tout ordre, mais cela devient lent et compliqué.

IV-3 Cas des niveaux d’énergie dégénérés

Considérons a présent le cas d’une valeur propreE,go) qui est f fois dégénérées, il lui
correspond f vecteurs propres orthonormés : zp,(l?) = |ppa)aveca = 1,2, ..o oo, f

IV-3-1 Al'ordre zéro (systtme non perturbé)

Holpna) = E | na) (1V-23)

Eest indépendante de a
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IV-3-2 Correction du premier ordre

|1I)n> = ¢1(10)> = Zlfz=1 Ay |¢na> (IV'24)

On injecte 1’équation (IV-24) dans I’équation (IV-3)

f f
Z(ﬁo + AW)aald)na) =E, Z Ay |¢na)
a=1 a=1
= 2 D [ fna) + HplPna))@a = En Ih_y o |$na) (1V-25)

On multiplie (1V-25) par (¢ng] :

f f
E(ES)) <¢nﬁ|¢na> + (¢nﬁ|ﬁp|¢na>)aa = En z Aq <¢nﬁ|¢na)
a=1 a=1

AVEC (PnplPna) = Oap
= ¥ (B Sug + (Pup|HplPna))ae = En XL _1an 845 (1V-26)
Poura =8 =¥  a,8.5=as
agE, = agEY + Y, _ a0 (buplHpldna)  (IV-27)
AVEC (Prg| Ayl pna) = Hy, g

(A — ES8ug)ag =0  (1V-28)
Avec E&V = E, — E

On obtient un systéeme de f équations linéaires homogenes de coefficients a,.

Les coefficients ne sont pas tous nuls quand le déterminant : ﬁpaﬁ — E,(ll)(saﬁ =0
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H, - E, H, oo lef
H,, H,, — E;’ - szf
: : : =0 (1V-29)
o g g g
pr1 pr1 prf - E;

Ce déterminant fournit une équation de degré f en E,(ll), qui determine les corrections
d’énergie au 1% ordre. L’équation (IV-29) est appelée équation séculaire. Les racines de cette

équation peuvent étre simples ou multiples.

- Cas extréme, les racines sont distinctes, donc les f valeurs propres de H sont non
dégénérées. Donc la perturbation leve complétement la dégénérescence.
- Cas extréme, une racine d’ordre f, la dégénérescence n’est pas modifiée.

- Cas intermédiaire, c’est la levée partielle de la dégénérescence du niveau non perturbé.

L’énergie et la fonction propre au 1% ordre sont données par :

Eng = EY + EV (1V-30)
[Wn,) = Xhoy Qay [Wny) (1v-31)

IV-4 Application de la théorie de perturbations stationnaires

Exemple 1 : (oscillateur harmonique chargé dans un champ électrique)
Soit une particule de masse m et de charge g en mouvement dans un potentiel harmonique
1D de pulsation w , soumise a un champ électrique faible &.
1- Trouver I’expression exacte de 1’énergie E,,.
2- Calculer I’énergie au 1* ordre avec la méthode de perturbation et comparer avec le
résultat exact obtenu questionl.

Solution :

Dr. DJERABA Aicha USTOM-B Cours de mécanique quantique 11

Page |72



Chapitre IV Théorie de perturbations stationnaires

1- L’interaction entre la particule chargée et le champ électrique extérieur donne un terme de

—~ —~ —~ 2 2
perturbation A = Ay + H, = _h_ %4_ Linw?X? + gEX.

Les énergies propres de H peuvent étre obtenues exactement sans utiliser la théorie de

perturbation. Pour cela on développe le terme %mszZ + gEX comme suit :

1 1 2q& q*E? 1 q*E?
2y2 — 2 2 2
EmwX +q£X—§mw (X +WX+m2w4 —Em G

1 q€ 1q2€?
= — 2 X 2
2w X+ mwz) 2 mwz
On fait le changement de variable : qu = constante
On remplace dans A
_h a1 ay2  147€°
D’ou H = 2deZ+ mw“Y s
_ R2 42 1 1q2€2
Hl¢,) = <__d?+ mw? >|¢n>_5m|¢n>:En|¢n>
~ - 1 q2£2 1 q%E?
Algn) = Boldn) ~ 53 19,) = (n+5) holda) — 3 = 16,)
1 1q282
= (n+_)hw__ |pn) = Epldn)
2 2
= (n+3)ha - 1L
—3 = —_—
n =\ T Y me?

2- En utilisant la théorie de perturbation, &€ est faible avec ﬁp = q&X

Au 1% ordre, la correction de 1énergie est ESV :

By = (¢u|W|bn) = g€l RIdn) = 0
Sachantque £ = [ (@ +a*) etaldy) = Vit [fn-s) @*16) = VA F 1 [fas)

Donc la valeur moyenne de X : (¢, |X|¢pn) = /ﬁ«pnm + a*| )
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A h
= /% (bnlaldn) + (Drla*|pn) = /%wﬁ@nl«ﬁn—ﬂ +Vn + Unl b))

h

= |5 (\/H(Sn,n—l +Vn+16pn41 =0 car (6pn-1 = Spn+1 =0)

2maw

Au 2°™ ordre, la correction de 1’énergie est E1(12) )

[{Pm W |pn)?

2)
Er(l = Zmin
FONED

~ 5 h
(bm|W|¢n) = q&(Pm|XIpn) = q€ /%«%lal%) + {dmla*pn)

’ h
=q¢& M(\/ﬁ«pml(pn—l) +Vn + Udmldni1)

’ h
=q<& %(\/ﬁ Omn-1+ VN +18mn41

@)
E =
n EO _ (0O

n+1

(0 (0
Ey” — En—l
Calculons chaque terme de la sommation

‘

E® _ ©

\

2c2
Do E? =L m+1)+

—2mw?

2¢2
&

q n=
2mw?2

Dr. DJERABA Aicha

[(Sraa P10 | [ bnas W]

qZSZ

2mw?

USTOM-B

Page |74

_ f h — / h —
J <¢n+1|W|¢)n> =q€& I (\/H On+1n—1 TV + 18p41n41) = qE Mo n+1

1 3
il =hw<n+§)—hw<n+§) = —hw

p
~ h A
< (@n-1|W|dy) = q€ ’%(\/ﬁ Opn-1n-1F VN +16p_1541) =qE€ /%\/ﬁ

1 1
E,(lo) —E,(lo_)1 = hw <n+§> — hw (n—§> = +how
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L’¢énergie du systeme perturbé est :

282

E,= E1(10) + Eﬁl) = hw (n + %) — 4 Méme résultat que la question 1

2mw?

Pour la fonction d’onde :

W <¢m| |¢n) (('bn 1| |¢n) <¢n 1|A|¢n)
|¢ 1 ;Wmm) Wl¢n+l) +(®—E(0)|¢n—1)
- hw o Vntl |¢n+1>+ ’ \/_|¢n )
qS

= %o |2m (‘/_|¢n 1 =vVn+1|¢pne1))

La fonction d’onde du systéme perturbé est :
) = L)+ = 160) + L |2 (il 1) = VAT T Ibsa))
n n n n hw me n— n+

Exemple 2 : (effet d’'un champ électrique sur I'atome d’hydrogeéne : Effet Stark)

Nous allons étudier 1’effet d’un champ électrique uniforme et faible suivant 0Z, £ = &k sur
I’état fondamental de I’atome d’hydrogeéne en négligeant le spin.

Solution :

L’effet d’un champ électrique externe sur les énergies d’un atome est appelé effet Stark.

En absence de champ ¢lectrique, 1’hamiltonien non perturbé de 1’atome d’hydrogene s’écrit:

~ P2 e?

0=

2u r’

Les fonctions propres : Y,um (1, 6, ) = R(r)Y™ (6, p) = (r,0,¢|n,l,m)
Pour I’état fondamental n =1, =m =0

[Ynim) = In, L, m) = [100) = [1,0,0)

L’hamiltonien de perturbation ﬁp =e&7

e2 o

—~ —~ —~ 52
L’hamiltonien du systeme perturbé s’¢crit : H = Hy + H,, = g—ﬂ -t eEZ

La dégénérescence des états énergétiques de ’atome est g,, = n?
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Pour I’¢tat fondamental de 1’hydrogene est g, =1 (un seul état énergétique, 1’état
fondamental est non dégénéré)
L’énergie de I’atome d’hydrogeéne au 2°™ ordre de perturbation s’écrit :

|(n,1,m|2|1,0,0)|”

Z|1,0,0) + e2€? Z 0

nlm=100 100 nlm

Ei00 = E) + €£(1,0,0

(n, l,m|Z |1,0,0) = [|¥100(r)|?Z d3r  avec ’élément de volume en cordonnées sphériques
d3r =dxdydz =r%drsin6 df do
[1100(r)|?Z d3r = 0 car la fonction Z est impaire multiplié par [t100(r)|? donne une

fonction impaire, 1’intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique est nulle.

5 2
E® = AF = e2¢? Z [(n 1, m|2]1,0,0)]

O] O]
nimz100  E100 ~ Eum
Calculons El(gz, — ET(S,)H pour n = 2, on peut écrire El(gz) - ET(L?,)n < E100 — E200
2
Sachant que ’énergie de I’atome d’hydrogéne est E,, = — % (eV) =— ;—a %
0

K2 N :
avec a, = o rayon de la premiére orbite de Bohr.

3 3e?
(0) 0 _ -
Ej00 = Ezp0 = T4 13,6 = _8_ao

Calculons
Sime100l(, L mIZ|L0,0)|” = Bnime100(1001Z[nlm)nim|Z|100)
=(100|Z Xnim=100/nlmNnim|Z[100)
=(100|Z?|100)
(on a Y, mnlm){nim| = 1 relation de fermeture)
OnaZ =rcosf et{rfp|100) = R,,(1)YJ (8, p)

(100|Z2%]|100) = flt/)loo(r)lz Z%r%dr df do

T 2T

+o0
=j |R10(r)|2r4drff Y9° (6, ¢) sin 6 cos? 0 d6 dg
0 0 0

. . . - 1
Par normalisation des harmoniques sphériques on trouve Y3 = =

~ 2 +o0 T ,02 . 2
= Ynmme100l(n Lm|Z|1,0,0)|" = [ 1Ry o) > r*dr [ Y (6,9)sinfcos?6db [, do
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3 T

La fonction radiale R;gest donnée par 1’équation (I11-29) R;o(r) = 2 (ay) " ze @

D’ou :
2
IR M2 rtdr = [T 4azde @ rtdr =4a33 [“rte a0 dr = 4a5% —— = 3a?
0 0 0 0 Jo 2 0
)
(avec foﬂor"e‘” dr = a:il)
T 2T 1 T
f Y9° (6, @) sin 6 cos? 6 def do = pp an sin @ cos? 0 do
0 0 0
3 Vs
=" _cos?@dcosf =—+9 1
270 2 3 lg 3
= 2 1
|(n,1,m|Z|1,0,0)|” = 3a3 x 3= a3
nlm=100
7 2 2 3
D’ou Eﬁ))o = e?g? anmilOO% = e?E? % =% &2
Ei00~Enim (-5 3
8a0
En résumé :
(0) e2 ) ) 843 2 _p® L p) @ _ _ € 8af o
B0 = = 5q,7 Fr00 = 0 Eigo = —— € = E100 = Ejg9 + Eqg0 + Eqgo = z_ao_TOg
Conclusion :

Au 1% ordre la correction est nulle, pas de correction a 1’énergie qui est proportionnelle au
champ électrique donc pas d’effet Stark linéaire (physiquement I’atome d’hydrogéne a 1’état
fondamentale n’a pas de moment dipolaire électrique permanent).

Par contre au 2°™ ordre Il y’a une dépendance quadratique de I’énergie avec le champ

¢lectrique, c’est D’effet Stark quadratique. Cette correction est connue par 1’énergie (Shift)
AE = —- a£2 avec «a: la polarisabilité donnée para = 18meyad. On obtient une limite
supérieure du déplacement Stark de 1’état 1s en remplagant E1(82) 1(1?2" par Ejgo — Ez00 Qui

est négative.
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2eme

Donc la correction au ordre baisse 1’énergie de 1’¢tat fondamental 1s de 1’atome

d’hydrogene.
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