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0.1 Avant Propos

Ce polycopié est un document de base dans le module d’algébre destiné aux étudiants
de premiéres années école supérieur d’économie. Il peut aussi étre utilement utilisé par
les étudiants d’autres paliers aussi bien en sciences et sciences et techniques que ceux de
Biologie ou autre.

Cette polycopie est un peu les mathématiques générales .Il sera composé de 7 cha-
pitres : Les éléments de logiques;les ensembles et les relations binaires;les applications
linéaires ;les structures algébriques ;les nombres complexes;les polynomes et les fractions
rationnelles et Le dernier chapitre est le calcul matriciel. Toutes les remarques et com-
mentaires sont les bienvenus de la part des étudiants ainsi que de la part d’enseignants ou
spécialistes en mathématiques ou utilisateurs de mathématiques. Ces remarques et com-
mentaires nous permettront certainement d’améliorer le contenu ainsi que la présentation
de la version finale.

Pr. Ch chellali



Chapitre 1

Les éléments de logique

1.1 Logique

1.1.1 Assertions

Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.

Exemple 1. — la somme de deux nombres positifs quelconques est un nombre positif
— le carré de n'importe quel nombre réel est un nombre positif.
-242=4
-2x3=7
— Pour tout v € R; 22 > 0.

Si la proposition est vraie on lui affecte la valeur 1 ou "V" si elle est fausse on lui affecte
la valeur 0 ou "F". ces deux valeurs sont appellées valeurs de vérité de la proposition.On les
places dans un tableau qui s’appelle la table de vérité .On note généralement la proposition

logique par P ou Q.

1.1.2 la négation d’une proposition

On appelle la négation de la proposition logique P la proposition notée P qui est

fausse si P est vraie;et vraie si P est fausse.Sa table de vérité est présentée comme suit

[a—
— o |3




ou bien

P |V|F
nonP‘F‘V

FIGURE 1.1 — Table de vérité de P

1.1.3 Les quantificateurs

On cherche une maniére systématique de décrire des propositions utilisant le moins de

mots possible On introduit donc les notations suivantes (ou quantificateurs) :

Definition 1.1.1. Un quantificateur permet de préciser le domaine de validité d’'une pro-
position le symbole V qui signifie quelque soit ou pourtout représente le quantificateur
universel "All" (A renversée ) Le symbole 3 qui signifie "il existe" représente le quantifi-

cateur existentiel (exit E renversée)

Exemple 2. Avec ces notations on peut traduire de la maniére suivante :

1. "Etant donné un nombre entier quelconque, en lui ajoutant 2, on obtient encore un

nombre entier” se traduit par
VneN,n+2eN.

2. “la somme de deur nombres positifs quelconques est un nombre positif “se traduit par
Ya > 0,Y0>0,a+b>0

3. “le carré de n’importe quel nombre réel est un nombre positif” se traduit par

Vo € R, 22 >0

4. "tout nombre réel positif est le carré d’un nombre réel” se traduit par

VeeRT,IyeRa? =y

La négation des quantificateurs

La négation de Vo € E P(z) est Jx € E non P(z) .

Par exemple la négation de Vz € [1,+00[ (22 > 1) est assertion

3z € [1,400] (a2 <1)



En effet la négation de 2* > 1 est non(z? > 1) mais s’écrit plus simplement z? < 1.

L’ordre des quantificateurs est trés important. Par exemple les deux phrases logiques
VreR JyeR (z+y>0) et JyeR VreR (z+y>0).

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse.

L’équivalence <=

[’équivalence notée par : P <— @

On dira P est équivalent a @) ou P équivaut a () ou P si et seulement si (). Cette
assertion est vraie lorsque P et () sont vraies ou lorsque P et () sont fausses i-e : si elles
ont les méme valeurs de vérité.

La table de vérité est :

P\Q|V|F
VvV |V|F
F |F|V

FIGURE 1.2 — Table de vérité de P <— (@

Exemples :

— Pour z,2’ € R, 'équivalence -2’ =0 <= (x =0 ou 2’ = 0) est vraie.

— Voici une équivalence toujours fausse (quelque soit 'assertion P) : P <= P.

1.1.4 Opérations logiques

La conjonction

Soient P et () deux propositions logiques; on appelle conjonction de P et @ la

propositions logiques notée P A Q)

la propositions P A () est vraie si P et () sont vraies a la fois

Sa table de vérité est donnée par :



plg|petq

1{1] 1

1/0| o

0[1] o0

0[0] 0
P\Q|V|F
Vo | VI|F
F|F|F

FIGURE 1.3 — Table de vérité de P et Q)

La proposition P A P est une proposition fausse.

Exemple 3. 1. 34+2=5A2x6=12 proposition vraie.
2. 3x2=9A2x6=12 proposition fausse.

La disjonction

La disjonction de deux propositions P et () est la proposition notée PV @)

PV Q qui est vraie dés que 'une au moins des deux propositions est vraie.

Sa table de vérité est donnée par :

plq|poug
11 1
1o 1
01| 1
ojo| o
P\Q|V|F
VolV]|V
F |V|F

FIGURE 1.4 — Table de vérité de P ou @)

Remarque. La proposition PV P est une proposition vraie.

Exemple 4. 1. 3+2 =5V 2 x6 =12 proposition vraie.

2. 3 x2=9V2x6=12 proposition vraie.



Proposition 1.1.1. Lois de Morgan Soient P et () deux propositions logiques ; alors :

PANQ<+= PVQ
PVQ+<=PAQ
preuve.
pla|P|q|pVqg|DPNT
111100 0 0
010|111 1 1
11010]1 0 0
0111110 0 0

Definition 1.1.2. Si p et g sont deux propositions, alors I'implication si p alors ¢” est une
proposition qui est vraie si p est fausse, ou bien si p et ¢ sont simultanément vraies. Cette
implication est fausse uniquement si 'antécédant p est vrai et le conséquent ¢ faux.On

note p = ¢ sa table de vérité :

Proposition 1.1.2.
P=— Q<+ PVQ

P\Q|1]0
1 |1]0
0 |1]1

FIGURE 1.5 — Table de vérité de P — @

preuve.

Proposition 1.1.3. Etant donnée deux propositions logiques P et Q,alors;

P—=Q+<=QVP

preuve.
Plqg|p|p=>q|DPVQq
11110 1 1
0| 0|1 1 1
1100 0 0
0|11 1 1

10



Definition 1.1.3. Soient P et () deux propositions logiques ,alors
1. la négation de I'implication P = @ est la proposition P A Q
2. La contraposée de I'implication est la proposition Q = P

3. La réciproque de I'implication est la proposition () =— P

propriétés 1. SoientP,Q), et O trois propositions logiques on a :
1. OVP)vVQ=0V(PVQ)
2. (ONP)VQ=0ON(PAQ)

11



1.2 Types de raisonnement

Dans notre programme on s’intresse de 5 types de raisonnement

1.2.1 raisonnement direct

on veut montrer que I'assertion P = () est vraie, on suppose que P est vraie et on

montre qu’alors () est vraie
Exemple 5. Montrer que si a,b € Q alors; a+b e Q

Solution 1.2.1. Prenons a € Q et b € Q ,rappelons que les rationnels sont les nombres
s’écrivant § avec p € Z et q € N*, alors :a = § pour certain p et q,de méme b = % donc

a+b:’%:’q’—: avec p” € Z et ¢ € N*. Ainsia+beQ

1.2.2 raisonnement par disjonction des cas

Si Pon souhaite vérifier une assertion P(z) pour tous les z dans un ensembleF on
montre 'assertion pour les x dans une partie A de E ,puis pour les x n’appartenant pas

a A ,c’est la méthode des disjonction des cas ou du cas par cas.
Exemple 6. Montrer que :
Ve eR |z —1] <2 —ax+1

Solution 1.2.2. Nous distinguons deux cas :

1. pourx>1ona:,|Jv—1=x—1 Calculons 2> —x+1—|z—1| =2 —x+1—-2+1 =
(x—12%2+1>0Ainsia>—z+1—|x—1/>0

2. Pourxz <1 |v—1| = —ax+1 Calculons x*—x+1—|z—1| = 2> —z+1+2—1 = (2)> > 0
Ainsiz> —x+1—|z—1]>0 DoncVz e R, [z — 1| <a2? —z + 1

1.2.3 raisonnement par contraposée
Le raisonnement par contraposée est basé sur ’équivalence suivante :
P=Q+=Q=P
Donc si 'on souhaite montrer ’assertion P = (),on montre son contraposée

Exemple 7. Soit n € N montrer que si n? est pair,alors n est pair.

12



Solution 1.2.3. Nous supposons que n est impair et on montre que n? est impair ,donc
JkeNn=2k+1

Alors :
n=0k+1)* =4k +4k+1=20+1

1.2.4 raisonnement par ’absurde

Le raisonnement par ’absurde pour montrer P = () repose sur le principe suivant : on
suppose a la fois que P est vraie et () est fausse et on cherche une contraduction, ainsi si

P est vraie alors () doit étre vraie et donc P = () est vraie.

Exemple 8. Soit
a b

140 1+a

a,b > 0; montrer que si

Solution 1.2.4. Nous raisonnons par l’absurde : supposons que

a b
= ta #b
45 T+a"7
Comme 4 = HLQ alors :a(1+ a) = b(1 +b) donc a+a®> =b+b*> doua®—V*=b—a
cela conduit a (a — b)(a + b) = —(a — b) comme a # b alors :on peut diviser par a — b
on obtient a+b = —1 la somme des deur nombres positifs ne peut pas étre négative. Nous

obtenons une contraduction.

raisonnement par contre-exemple

Si l'on veut montrer qu'une assertion du type Vo € E, P(x) est vraie pour chaque x de
E il faut montrer que P(x) est vraie .Par contre pour montrer que cette assertion est
fausse alors il suffit de trouver = € E telque P(x) soit fausse.trouver x c’est trouver un

contre exemple.
Exemple 9. Tout entier positif est somme de trois carrées non nuls.

Solution 1.2.5. L’assertion est fausse contre exemple :7 on ne peut pas l’écrire comme

somme de trois carées.

raisonnement par récurrence

Le principe permet de montrer qu’une assertion P(n) dépendant de n est vraie pour

tout n € N la démonstration par récurrence se déroule en trois étapes : Lors de

13



I'initialisation on prouveP(0) ,pour I’étape de I’hérédité ;on suppose n > 0 donné avec
P(n) vraie et on démontre alors que l'assertion P(n + 1) finallement dans la conclusion

on rappelle que par le principe de récurrence que P(n) est vraie Vn € N
Exemple 10. Montrer que Vn € N,2" > n

Solution 1.2.6. Pour n = 0;2° = 1 > 0 supposons que P(n) est vraie et monirons que

P(n+1) est vraie . On a 2" =2"4+2">n+2">n+1>n DoncVn € N,2" > n

1.3 Exercices

Soient les quatre assertions suivantes :
(@) IxreRVyeR z+y>0 ; (O VeeRIyeR z+y>0;

(c)VzeRVyeR x4+y>0 ; (d)3reRVyeR 3 >u.

1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?
2. Donner leur négation.
Correction. 1. (a) est fausse. Car sa négation qui est Ve e R Jy e R x4y <0 est

vraie. Etant donné x € R il existe toujours un y € R tel que x +y < 0, par exemple

on peut prendre y = —(x + 1) et alorsc+y=ov—2r—-1=-1<0.

2. (b) est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y = —x + 1 et alors

x+y=1>0. La négation de (b) est It e RVy e R z+y <0.

3. (¢) : Ve eRVy e R x+y >0 est fausse, par exemple v = —1, y = 0. La négation
estdre RdyeRax+y <0.

4. (d) est vraie, on peut prendre x = —1. La négation est : Vx € R Iy e R 3? < z.
Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniére la plus précise possible, les
énoncés qui suivent :

1. Pour tout z € R f(z) < 1.
2. L’application f est croissante.
L’application f est croissante et positive.

Il existe x € R tel que f(z) < 0.

ook

Il existe x € R tel que quel que soit y € R, si z < y alors f(x) > f(y).

14



Correction. 1. Cette assertion se décompose de la maniére suivante : ( Pour tout

—

S Ot = W N

x € R) (f(x) < 1). La négation de “( Pour tout x € R)" est “Il existe x € R" et
la négation de “(f(x) < 1)" est f(x) > 1. Donc la négation de l'assertion compléte
est : “Il existe v € R, f(z) > 1.

Rappelons comment se traduit Dassertion “L’application f est croissante” : “pour
tout couple de réels (x1,13), si x1 < xo alors f(x1) < f(xs). Cela se décompose en :
“(pour tout couple de réels x1 et x3) (1 < x9 implique f(x1) < f(x2))". La négation
de la premiére partie est : “(il existe un couple de réels (x1,x2))" et la négation de la
deuzieme partie est : “(x1 < xo et f(x1) > f(x2))". Donc la négation de 'assertion

compléte est : “Il existe 1 € R et xg € R tels que x1 < x5 et f(x1) > f(x2)".

La négation est : Uapplication f n’est pas croissante ou n’est pas positive. On a déja
traduit “Uapplication f n’est pas croissante”, traduisons “Uapplication [ n’est pas
positive” : Gl existe x € R, f(x) < 0". Donc la négation de l'assertion compléte
est : “ Il existe x1 € R et x5 € R tels que ©1 < xo et f(x1) > f(x2), ou il existe
xR, f(x) <0

Cette assertion se décompose de la maniére suivante : “(Il existe x € RY) (f(z) <
0)". La négation de la premiére partie est : “(pour tout x € RT), et celle de la
seconde est :“(f(x) > 0)". Donc la négation de lassertion compléte est : “ Pour tout
x €RT, f(z)>0"

Cette assertion se décompose de la maniére suivante : “(Ax e R)(Vy e R)(x < y =
f(z) > f(y))". La négation de la premiére partie est “(Vx € R), celle de la seconde
est (Jy € R), et celle de la troisieme est (x <y et f(z) < f(y)). Donc la négation
de lassertion compléte est : “Vr e R,Jy € Rz <y et f(x) < f(y)"

1.4 Exercices avec solutions

Soit f, g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les

expressions suivantes :
f est majorée;
f est bornée;
f est paire;
f est impaire;
f ne s’annule jamais;

f est périodique;

15



7.
8.
9.
10.
11.
12.
13.

Correction.

10.
11.
12.
15.

© % RS G e

f est croissante ;
f est strictement décroissante ;

f n’est pas la fonction nulle;

f n’a jamais les mémes valeurs en deux points distcincts;

f atteint toutes les valeurs de N;
f est inférieure a g;

f n’est pas inférieure a g.

1. 3M e RVz e R, f(x) < M;

M eR ,ImeR, Ve e Rm < f(x) < M;

Ve eR, f(z) = f(—x);

Ve eR, f(z)=—f(—x);

Vo eR, f(z)#0;

Ja e R*Vz e Rf(z +a) = f(x);

V(z,y) ER? (z <y = f(x) < f(y)):

V(r,y) €R? (x <y = f(x) > f(y));
dreR, f(x) #0;

V(z,y) eR® (z #y= f(z) # f()):
VneN ,Jz eR f(x) =n;

Ve e R, f(z) <g(x);

Jr € R, f(z) > g(z).

Montrer par disjonction des cas que pour tout n ,n(n + 1) est un entier pair

Tous les entiers peuvent se séparer en deux parties : les pairs et les impairs . On va donc
d’abord étudier le cas n pair : n = 2k et donc n(n + 1) = 2k(2k + 1) = 2(2k* + k) pair Si

n impair : n = 2k + 1 donc n(n+1) = (2k +1)(2k + 2) = 2(2k + 1)(k + 1) pair

Montrer

par contraposée puis par 'absurde que si a? +9 = 2" alors a est impair .

1. Par contraposée : la contraposée est si a pair alors a? + 9 # 2" Si a est pair alors a?

est pair donc a? + 9 est impair; or 2" est pair . Donc a? + 9 # 2"

2. Par I'absurde : supposons a? + 9 = 2" et a pair . Alors 9 est pair contradiction

Montrer :

k:
2
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Correction. Rédigeons la deuxieme égalité. Soit A,, n € N* ["assertion suivante :

) +1)@n+1)
Z’f 6

~ Ag est vraie (1=1).

— Etant donné n € N* supposons que A, soit vraie. Alors

n+1
ZkQ—ZkQ + (n+1)?
k=1

_ (n+1)6(2n—|—1) L+ 1)
_n(n+1)2n+1)+6(n+ 1)
6
_ (n+1)(n@2n+1) +6(n+1))
6
m+1)(n+2)2(n+1)+1)

Ce qui prouve A, 1.
— Par le principe de récurrence nous venons de montrer que A,, est vraie pour tout n € N*,

222 — 3

Soit la suite (z,)nen définie par xg =4 et x4 = )
T, + 2

1. Montrer que : Vn ¢ Nz, > 3.

2. Montrer que : Vn € N z,,; — 3 > %(:rn —3).

Correction. 1. Montrons par récurrence Yn € N x, > 3. Soit [’hypothése de récur-
rence :
(H,): x> 3.

e La proposition Hy est vraie car xo =4 > 3.
o Soit n > 0, supposons H,, vraie et montrons que H, 1 est alors vraie.
22,2 —3 22,2 — 3z, — 9

i — 3= 2 3
Tntl T, + 2 T, + 2

Par hypothése de récurrence x,, > 3, donc x, +2 > 0 et 22,%> — 3z, —9 > 0 (ceci
par étude de la fonction x — 2x? — 3z — 9 pour x > 3). Donc 41 — 3 et Hppt
est vraie.
e Nous avons montrer
VneN H, = Hyu
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et comme Hq est vraie alors H, est vraie quelque soit n. Ce qui termine la dé-

monstration.

2. Montrons que zn41 — 3 — 3(x, — 3) est positif.

3 25,2 -3 3 12,2 + 32, + 12
=3 (e =3 = 2 (g, - 3) =
Tnt o =3) = o — @ =) = 57— —

Ce dernier terme est positif car x,, > 3.

Soit x € R, donner la négation des propositions suivantes :

[N
£}
\Y

!

2

>
)
A
=

AT

Solution 1.4.1. 1. (zx =1)V (x = —1) la négation (x # 1) A (z # —1)

2. (x > =2) A (x < 1) la négation (x < =2) V (z > 1)

. 0< 2 <1 la négation 0 > x > 1

22 =1Az >0) la négation (x #Z0) A (22 # 1V x <0)

a —~
IA
8
N <
-~

) = (10 < 2 < 17) la négation (3 <x <T7)A (10 >z > 17)
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Chapitre 2

Ensembles et relations binaires

2.1 Ensemble

Definition 2.1.1. On appelle ensemble E toute colletion d’objets appelés éléments de
I’ensemble E ,si le nombre de ces objets est fini on 'appelle cardinal de E et on le note
CardFE

Exemple 11. 1. L’ensemble des entiers naturels E = N
2. E={1,2,3,4,5,6,7,8}, CardE = 8.

3. Uensemble vide est noté (,c’est ’ensemble qui ne contient aucun élément. On a alors

Card(D) = 0.

4. Un ensemble contenant un seul élément est appelé “Singleton”, donc de cardinal égal
al.

Definition 2.1.2. Si x est un élément de I'ensemble E'; on note z € E et on dit que x
appartient a F
si x n’appartient pas & F on note x ¢ E. Le symbole € est une relation entre un élément

et un ensemble.

2.1.1 Détermination d’un ensemble

Pour définir un ensemble, — ou bien on connait la liste de tous ses éléments, on dit alors
que ’ensemble est donné “par Extension”, — ou bien on connait seulement les relations
qui lient les éléments et qui nous permettent de les retrouver tous, on dit alors que

I’ensemble est donné par “Compréhension”.
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2.1.2 Opérations sur les ensembles
Inclusion, union, intersection, complémentaire

. L’inclusion On dit qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, ou que A est
une partie de I'ensemble B, ou que A est un sous ensemble de B si tout élément de

A est un élément de B. On note A C B et on a formellement :

AC B« Ve(r € A=z € B)

L’ensemble de toutes les parties d’un ensemble A est noté P(A).

Exemple 12. (a) Soit A= {1,a,2} ,on a cardA = 3 alors CardP(A) = 23, et
P(A) = {0, {1}, {a}, {2}, {1, a}, {1,2}, {a, 2}, A}

(b) E=0,CardE =0 donc CardP(A) =2° =1 et P(E) = {0}

. L’égalité Soient A et B deux ensembles, on dit que A est égal a B, on noteA = B,

s’lls ont les mémes éléments. Formellement on a :

A=B«<=Ve(r € A<z € B)

. Complémentaire. Si A C F,

On le note aussi £\ A ou CA

Exemple 13. Soit £ = {1,2,3,4,5} et soit A un sous ensemble de E avec A =
{1,5} alors le complémentaire de A dans E est l'ensemble {2, 3,4}

. Union. Pour A,B C F,

AUB={z€E|zeAouzc B}

Le « ou » n’est pas exclusif : x peut appartenir & A et & B en méme temps.
Exemple 14. Soit A = {1,2,3,4,5} et soit B = {«, 5} alors AUB = {1,2,3,4,5, a, f}

. Intersection.

AnB={z€FE|zc Aetz e B}

Exemple 15. Soit A ={1,2,3} et soit B = {a,1,8} alors AN B = {1}
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Proposition 2.1.1. Soit A un ensemble, alors ) € P(A) et A € P(A).

Ensembles disjoints. On dit que F et G sont disjoints si F NG = ().
On dit que des ensembles F; sont deux & deux disjoints si (Vi € N) (V5 € N),
i # N F; # 0.

2.1.3 Différence

La différence de deux sous-ensembles F' et G de E, c’est 'ensemble des éléments de F'

qui n’appartiennent pas a G,

F\G={reE|(zreF)Ax¢G))}=FnCxG.

2.1.4 Différence symétrique

La différence symétrique de deux ensembles F' et GG est I’ensemble noté FFAG définit par

FAG = (F\G)U(G\ F) = (FUG)\ (FNG)

Exemple 16. Soit F' C Z [’ensemble des entiers divisibles par 2 et G C Z [’ensemble des
entiers divisibles par 3. Alors FAG est l’ensemble des entiers divisibles par 2 ou 3 mais
pas par 6, FAG ={...,—9,—-8,—4,-3,-2,0,2,3,4,8,9,14,15, .. .}.

2.1.5 Reégles de calculs

Soient A, B, C' des parties d’un ensemble F.
- AnNB=BNA
- ANn(BNnC)=(AnB)NnC
- AN =9, ANA=A ACB< ANB=A
- AUB=BUA
- Au(BUC)=(AuB)uC
- AUug=A, AUA=A, ACB<~ AUB=RB
- AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
- AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
fC(CA):A et donc AcC B<+=(CBc(CA
- C(AnB)=C0AUCB
- C(AuB)=CANCB
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2.1.6 Cardinal

Définition 2.1.1. Soit E Un ensemble; le nombre d’éléments de E est noté £ = n. cet
entier n est unique et s’appelle le cardinal de E (ou le nombre d’éléments) et est noté

CardE .

Enfin quelques propriétés :

1. Si A est un ensemble fini et B C A alors B est aussi un ensemble fini et CardB <
CardA.

2. Si A, B sont des ensembles finis disjoints (c’est-a-dire A N B = &) alors

Card (A UB) = CardA + CardB.

3. Si A est un ensemble fini et B C A alors

Card (A \B) = CardA — CardB.

En particulier si B C A et CardA = CardB alors A = B.

4. Enfin pour A, B deux ensembles finis quelconques :

Card(AU B) = CardA + CardB — Card(AN B)

La preuve de la derniére propriété utilise la décomposition
AUB=AU(B\(ANB))
Les ensembles A et B\ (AN B) sont disjoints, donc

Card(AU B) = CardA + Card(B\ (AN B)) = CardA + CardB — Card(AN B)

2.1.7 Produit cartésien

Soient E et I' deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x F, est ’ensemble des

couples (z,y) ol x € E ety € F.
ExF={(z,yt,x e ENy € F}

Exemple. 1. Vous connaissez R = R x R = {(z,y) | z,y € R}.
2. Autre ezemple [0,1] x R = {(z,y) |0 <2 < 1,y € R}
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3. 10,1] x [0,1] x [0,1] = {(x,y,z) |0<=x,y,2z< 1}

2.2 Relations binaires sur un ensemble

De facon informelle, une relation binaire sur un ensemble £ est une proposition qui lie
entre eux certains elements de cet ensemble. Plus proprement, une relation binaire R sur
un ensemble F est d’éfinie par une partie G de £ X E. Si (z,y) € G on dit que x est en

relation avec y et on le note zRy.

Exemple 17. si E = P(F), ensemble des parties d’un ensemble F', on peut definir la
relation d’inclusion entre éléments de E. St A et B sont deuz parties de F, on dit que "A

est inclus dans B” et on écrit A C B si les éléments de A appartiennent tous d B.
Proposition 2.2.1. une relation binaire R sur un ensemble E est
1. réflexive si Vo € E,xRx

transitive siVr,y,z € E, (rRyetyRz) — xRz

symétrique siVz,y € B, (xRy) = (yRx)

e

antisymétrique siVr,y € E, (rRyetyRr) = = =y

2.2.1 Relations d’équivalence

Definition 2.2.1. Une relation binaire R sur un ensemble E qui est réflexive, transitive

et symétrique est appelée relation d’équivalence sur E.

Exemple 18. Soit R une relation binaire définie par :
Vo, y e RizRy <= 22 —1=¢y*—1

Montrer que R est une relation d’équivalence.
Solution 2.2.1. Pour qur R soit une relation d’équivalence; il faut montrer qu’elle soit
reflexive transitive et symétrique :

1. R est bien reflevive puisque xRy <= 2?2 — 1 =22 — 1

2. R est symétrique puique tRy <= 2> —1=9> - 1=y’ -1 =22 -1

3. R est transitive tRy <= 2> —1=9y> -1 et yRz <= y*> — 1 = 22> — 1 donc xRz
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2.2.2 Relations d’ordre

Definition 2.2.2. Une relation binaire R sur un ensemble E qui est réflexive, transitive
et antisymétrique est appelée relation d’ordre sur £. Deux elements xet y d’un ensemble
FE muni d’une relation d’ordre R sont dits comparables si x Ry ou yRx. Si tous les éléments
de F sont deux & deux comparables la relation d’ordre est dite totale.C’est 'ordre n’est

pas totale alors on dit que c’est une reletion d’ordre partielle.
Exemple 19. 1. la relation d’ordre usuelle< ou > sur R (ou sur Q) est une relation
d’ordre totale.

2. la relation d’inclusion entre parties d’un ensemble E est une relation d’ordre partielle.

2.2.3 Exercices avec solutions

Exercice 2.2.1. Montrer l’assertions suivante, E étant un ensemble :
VA, BeP(E) (ANB=AUB)=— A=B

Correction. Nous allons démontrer [’assertion par deuxr méthodes.

1. Tout d’abord de facon “directe”. Nous supposons que A et B sont deux parties de E
telles que AN B = AU B. Nous devons montrer que A = B.
Pour cela étant donné x € A montrons qu’il est aussi dans B. Comme x € A alors
r€ AUB doncx € ANB (car AUB = ANB). Ainsi x € B.
Maintenant nous prenons x € B et le méme raisonnement implique x € A. Donc tout
élément de A est dans B et tout élément de B est dans A. Cela veut dire A = B.

2. Ensuite, nous pouvons démontrer par contraposition. Nous supposons que A # B et
non devons monter que AN B # AU B.
Si A # B cela veut dire qu’il existe un élément x € A\ B ou alors un élément

r € B\ A. Quitted échanger A et B, nous supposons qu’il existe v € A\ B. Alors
r€ AUB maisx ¢ ANB. Donc ANB # AU B.

Exercice 2.2.2. Soient A, B et C trois sous-ensembles de E. Montrer que :
St AUC CAUB et ANC C AN B alors C C B.

Correction. étant donné x € C montrons qu’il est aussi dans B. Sixz € C alors v € AUC
et puisque AUC C AUB doncx € AUB Ona:x € AUC etx € AUB alorsx € A ou
bien x € B, Six € A alors v € ANC et puisque ANC C AN B doncx € AN B ainsi
reDB.
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Chapitre 3

les applications

3.0.4 Définitions

1. une application est une relation entre deuxr ensembles pour laquelle chaque élément
du premier (appelé ensemble de départ ou source) est relié & un unique élément du
second (I’ensemble d’arrivée ou but). Le terme est concurrencé par celui de fonction,
bien que celui-ci désigne parfois plus spécifiquement les applications dont le but est un
ensemble de nombres et parfois, englobe plus largement les relations pour lesquelles
chaque élément de [’ensemble de départ est relié a au plus un élément de [’ensemble
d’arrivée
Nous représenterons les applications par deux types d’illustrations : les ensembles
« patates », l’ensemble de départ (et celui d’arrivée) est schématisé par un ovale ses
éléments par des points. L’association x — f(x) est représentée par une fleche.
L’autre représentation est celle des fonctions continues de R dans R (ou des sous-
ensembles de R).

L’ensemble de départ R est représenté par l'axe des abscisses et celui d’arrivée par

Paze des ordonnées. L’association x — f(x) est représentée par le point (z, f(x)).

2. Egalité. Deuz applications f, g : E — F sont égales si et seulement si pour tout x € E,
f(z) = g(x). On note alors f = g.

3. Legmphedef:E—>Festh:{(x,f(:L’)) EExF!xEE}

4. Composition. Soient f: F — F et g: F — G alorsgo f : E — G est l'application
définie par g o f(z) = g(f(x))

5. Antécédents Fizonsy € F. Tout élément x € E tel que f(x) =y est un antécédent de
Y.

En termes d’image réciproque 'ensemble des antécédents de y est f~'({y}).
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Exemple 20. 1. L’dentité, Idg : E — E est simplement définie par x — x et sera trés

utile dans la suite.

2. Définissons f, g ainsi

f o ]0,400[ — 10,400 g : 10,400 — R
z — % 7 T — i—ﬁ

Alors go f :]0,+oo[— R vérifie pour tout x €]0, +oo| :

QOf(fC)zg(f(x))zg(é) = f;i = ;zz—g(x)

3.0.5 Image directe, image réciproque

Sotent £, F deux ensembles.

Definition 3.0.3. Soit A C E et f: E — F, 'image directe de A par f est 'ensemble

f(A) = { 1) | = € A}

Definition 3.0.4. Soit B C Fet f : E — F, 'image réciproque de B par f est I’ensemble

f(B)={z € E| f(z) € B}

Remarque. 1. f(A) est un sous-ensemble de F', f~1(B) est un sous-ensemble de E.

2. La notation « f~1(B) » est un tout, rien ne dit que f est un fonction bijective (voir

plus loin). L’image réciproque existe quelque soit la fonction.

3. L’image directe d’un singleton f({z}) = {f(z)} est un singleton. Par contre I’image
réciproque d’un singleton 1 ({y}) dépend de f. Cela peut étre un singleton, un en-
semble a plusieurs éléments; mais cela peut-étre E tout entier (si f est une fonction

constante) ou méme ensemble vide (si aucune image par f ne vaut y).

3.1 Injection, surjection, bijection

3.1.1 Injection, surjection

Soit E, F deux ensembles et f: E — F une application.
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Definition 3.1.1. f est injective si pour tout z,2’ € E avec f(x) = f(2') alors z = 2.

Autrement dit :

Ve, o' € E (f(z) = f(2/) = z=2)

Definition 3.1.2. f est surjective si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x).
Autrement dit :

Vye F JzeE (y=f(z))

Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(F) = F.

Remarque. Une autre facon de formuler linjectivité et la surjectivité est d’utiliser les

antécédents.

— [ est injective si et seulement si tout élément y de F' a au plus un antécédent (et
éventuellement aucun,).

— f est surjective si et seulement si tout élément y de F a au moins un antécédent.

Exemple 21. 1. Soit fi : N — Q définie par fi(z) = ——. Montrons que f, est injective.

1+x
soit x,x" € N tels que fi(x) = fi(a"). Alors ﬁ = ﬁ, donc 1+ x =1+2" et donc

x =1a'. Ainsi fi est injective.

Par contre fi n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’an-

técédent par f1. Par exemple y = 2 n’a pas d’antécédent. Ainsi f1 n’est pas surjective.
2. Soit fo: Z — N définie par fo(x) = 2. Alors fo n'est pas injective. En effet on peut

trouver deuz éléments x,x' € différents tels que fo(x) = fo(a'). 1l suffit de prendre

par exemple x = 1, 2’/ = —1.

fa nest pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € Z qui n’ont aucun

antécédent. Par exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par fo, nous aurions

fo(x) =y, cest-a-dire x° = 3, d’'o v = ++/3. Mais alors x n’est pas un entier de Z.

Donc y = 3 n’a pas d’antécédent et fo n’est pas surjective.

3.1.2 Bijection

Definition 3.1.3. f est bijective si elle injective et surjective. Cela équivaut a : pour

tout y € F il existe un unique = € E tel que y = f(z). Autrement dit : Yy € F© Jlz €
E (y=f(2))
L’existence du x vient de la surjectivité et lunicité de linjectivité. Autrement dit, tout

élément de F' a un unique antécédent par f.

Definition 3.1.4. Soit E, F' des ensembles et f : E — F une application.alors si f est
bijective donc elle est inversible i-e : il existe une application g : F' — E telle que fog =p

et go f =g. g est 'application inverse de f et vice versa.
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Definition 3.1.5.

Proposition 3.1.1.

Si f est inversible alors application g est unique et elle aussi est bijective. L’application

g s’appelle aussi la bijection réciproque de f et est notée f='. De plus (f_l)*1 = f.

Remarque. fog = Idr se reformule ainsi

Vye F f(gly) =v.

Alors que go [ = Idg s’écrit :
VeeE g(f(z)) =u.

Exemple 22. f : R —]0,4o00| définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection ré-
ciproque est g :)0,+oo[— R définie par g(y) = In(y). Nous avons bien exp (ln(y)) =,
pour tout y €]0,+oo[ et In (exp(x)) = x, pour tout T €.

Proposition 3.1.1. Soient f: E — F et g: F — G des applications bijectives. L’ appli-

cation g o f est bijective et sa bijection réciproque est (go f)™' = flog™?

28



Chapitre 4
Les structures algébriques

Definition 4.0.6. Soit £ un ensemble. Une loi de composition interne (LCI) sur E est
une application * de £ x E dans F.
Exemple 23. 1. La somme sur N,Z,Q,R .
2. Le produit sur N, Z,Q, R .
3. La différence sur R ouZ
4. Les lois U;N; A\ (reunion, intersection et différence symétrique) définies sur P(F).
Definition 4.0.7. Soient * et o deux lois de compositions internes sur un ensemble £
1. *x est commutative si Va,b € E;axb=0bxa
2. * est associative si Va,b,c € F;(axb)xc=a* (bx*c)

3. * est distributive par rapport a o si
Va,b,c € E;ax (boc) = (a*b)o(a* c)et(boc) x a = (b*a)o(c* a)
4. e € F un élément neutre a gauche (respectivement a droite) de la loi * si
de € E,Va € E;exa=a

respectivement(Je € E,Va € F;axe = a)

Exemple 24. 1. La différence n’est ni associative ni commutative sur R.

2. Les lois U,N, A\ sur P(F) sont associatives et commutatives. FElles admettent pour

neutres respectifs 0, F, ().

Si * admet un élément neutre, celui-ci est unique. Soit x un élément de E. Si * est
associative (et admet un élément neutre) et si x admet un symétrique pour *, celui-ci est

unique.
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4.1 Groupe

4.1.1 Définition

Definition 4.1.1. Un groupe (G, *) est un ensemble G auquel est associé une opération

* (la loi de composition) veérifiant les quatre propriétés suivantes :
1. pour tout x,y € G, x*y € G (x est une loi de composition interne)
2. pour tout z,y,2 € G, (r*xy)xz=x*(yxz) (laloi est associative)
3. ilexiste e € Gtel que Ve G,xxe=x et exx=x (e est'élément neutre)

4. pour tout z € G il existe 2’ € G tel que  xx2' =2'xx =€ (2 est 'inverse de x

et est noté x 1)

Si de plus 'opération vérifie
pour tout x,y € G, TxY=1Y*x,

on dit que G est un groupe commutatif (ou abélien).

— L’élément neutre e est unique. En effet si ¢’ vérifie aussi le point (3), alors on a ¢'xe = ¢
214 / _ ! !/ s _ ! 4
(car e est élément neutre) et ¢’ xe = €’ (car €’ aussi). Donc e = ¢/. Remarquez aussi que
I'inverse de I’élément neutre est lui-méme.
— Un élément x € G ne posséde qu'un seul inverse. En effet si 2/ et 2" vérifient tous les
deux le point (4) alors on a x x 2" = e donc 2/ * (x * 2”) = 2’ * e. Par l'associativité
(2) et la propriété de I’élément neutre (3) alors (2’ * ) x 2" = a’. Mais 2’ * x = e donc

exx" =2 et ainsi 2" = 2.

4.1.2 Exemples

1. (R*, x) est un groupe commutatif, x est la multiplication habituelle. En effet :
(a) Siz,y € R* alors z x y € R*.
(b) Pour tout z,y,z € R* alors x X (y X z) = (z X y) X z, c’est 'associativité de la
multiplication des nombres réels.

(c) 1 est élément neutre pour la multiplication, en effet 1 x x = x et © x 1 = z, ceci
quelque soit = € R*.

(car x X % est bien égal a I'élément

8] =

(d) L’inverse d’un élément x € R* est 2/ =
neutre 1). L’inverse de z est donc 27! = %

Ces propriétés font de (R*, x) un groupe.
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(e) Enfin z x y = y X x, c’est la commutativité de la multiplication des réels.

Definition 4.1.2. Soient (G, %) un groupe et H une partie de G. H est un sous-groupe de
(G, *) si et seulement si H est non vide, stable pour * (c’est a dire V(x,y) € H* z*xy € H)

e et G sont des sous-groupes de (G, *) appelés sous-groupes triviaux du groupe (G, *).

Definition 4.1.3. Soient (G, *) un groupe et H une partie non vide de G

lee H
Hest un sous groupe <= ¢ 2)V(z,y) € H>,xxy € H
3WVre H ' e H

Definition 4.1.4. (Caractérisation d’un sous groupe) Soient (G, %) un groupe et H une

partie non vide de GG
Hest un sous groupe <= V(x,y) € H*, xxy ' € H

Exemple 25. Soit
H={(r,y) €eR*2x+y =0}

Montrer que H est un sous groupe de (R?,+)
Solution 4.1.1. 1)(0,0) € R?
2)(x,y) € H,(«',y') € H
(z,y) = («y) =(z—a"y—y)e H
En effet 2(x —2') + (y—y') =0

Remarque. 1. L’intersection de deux sous groupes est un sous groupe.
2. La réunion de deux sous groupes n’est pas en général un sous groupe.
3. Pour tout ensemble G ;I’ensemble {e} et G tout entier sont des sous groupes de G.

4. Tout sous groupe d’un groupe abélien est un groupe abélien.

Hommomorphisme de groupe

Soient (G;*) et (G';0) deuz groupes; et soit f une application de (G;*) vers (G';0) est

dite hommomorphisme de groupe si :

Va,b € G, f(axb) = f(a)o f(b)
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St f bijective,on dit que f est un isomorphisme

St G = G on dit que f endomorphisme ,si de plus f bijecive on dit que f est un auto-
morphisme.

Exemple 26.

f: (R +) — (R*, x).

x +— exp(x)

f: @Z+) — (G, x).

n—a”

4.1.3 Anneaux et corps

Anneaux

Soit A un ensemble non vide ayant au moins deux éléments muni de deuz lois de compo-
sition interne (notées + et X ). (A, +, X) est un anneau ,

1. (A,+) est un groupe commutatif

2. a) X est associative b) X posséde un élément neutre dans A

3. X est distributive sur +

4. Six est commutative, 'anneau est dit commutatif

Exemple 27.1. (R, 4+, X) est un anneau commutatif.

2. (R?,®,®) est un anneau commutatif.avec :
(a,b) ® (a',b') = (a+d,b+ 1)
(a,b) ® (a',b") = (ad’, bb')

Corps

Soit (K,+, x) un anneau. (K,+,x) est un corps si et seulement si tout élément non
nul de K admet un inverse (pour x) dans K. Si X est commutative, le corps est dit

commutatif.
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Exemple 28. (Q,+, X), (R, +,) sont des corps commutatifs.
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Chapitre 5

Les nombres complexes

5.0.4 Deéfinition

Definition 5.0.5. Un nombre complexe est un couple (a,b) € R? que l’on notera a + ib

avec 12 = —1

Cela revient a identifier 1 avec le vecteur (1,0) de R?, et i avec le vecteur (0,1). On note C
l’ensemble des nombres complexes. St b =0, alors z = a est situé sur ['aze des abscisses,
que ’on identifie a R. Dans ce cas on dira que z est réel, et sib# 0 et a =0, z est dit
imaginaire pur. En particulier un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie
imaginaire est nulle. Un nombre complexe est nul si et et seulement si sa partie réelle et

sa partie imaginaire sont nuls.

5.0.5 Opérations sur les nombres complexes

Siz=a+1ib et 2/ =a + b sont deur nombres complexes, alors on définit les opérations
suivantes :

— addition : (a +1ib) + (a' + ') = (a+d') +i(b+ V)

— multiplication : (a+1ib) X (a' + V') = (aa’ — bb') +i(ab' + ba’). On développe en suivant

les regles de la multiplication usuelle avec la convention : > = —1

5.0.6 Partie réelle et imaginaire

Soit z = a + ib un nombre complexe, sa partie réelle est le réel a et on la note R(z) ; sa

partie imaginaire est le réel b et on la note (z).

zZ=2z = et
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5.0.7 L’opposé et I'inverse d’un nombre complexe

— L’opposé de z = a +ib est —z = (—a) +i(—b) = —a — ib.

— La multiplication par un scalaire A € R : X -z = (Aa) + i(\D).

— L’inverse : si 2 # 0, il existe un unique 2’ € C tel que 22’ =1 (ou1=1+ix0).T T" —
TT" >4 0
Pour la preuve et le calcul on écrit z = a + ib puis on cherche 2/ = a' + b tel que
zz' = 1. Autrement dit (a + ib)(a’ + ib') = 1. En développant et identifiant les parties

réelles et imaginaires on obtient les équations

aa' —bb' =1 (L)
ab +ba’ =0 (L2)

En écrivant aly + bLy (on multiplie la ligne (Ly) par a, la ligne (Ly) par b et on
additionne) et —bLy + alLy on en déduit

! (42 b2 — [ a
a(a®+b)=a done a 2152
W (a® + %) = —b 4 b

= e

L’inverse de z, noté %, est donc

2,_1_ a L —b a —1b
oz a2+ b a2+ b2 a2+ b2

— La division : 5 est le nombre compleze z x %
— Puissances : 2> = 2z X z, 2" = z X --+ X z (n fois, n € N). Par convention 2° = 1 et
-n— (L\" = L

5.0.8 Conjugué, module

Le conjugué de z = a+1ib est Z = a —ib, autrement dit R(z) = R(z) et I(2) = —(z). Le
point z est le symétrique du point z par rapport a l’axe réel.

Le module de z = a+ib est le réel positif |z| = v/a® + b2. Comme 2z x Z = (a+ib)(a—ib) =
a? + b2 alors le module vaut aussi |z| = \/2z.

Quelques formules :

—z+ 2 =zZ42, Z=2z z2=2Z
—2=Z<4+=z€R
e =2xz |2l =12l, |22 =27
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~lzl=0<=2=0

Proposition 5.0.1 (L’'inégalité triangulaire). |z + 2| < |z| + |7/|

preuve. Pour la preuve on calcule |z + 2| :

lz4+ 22 = (z+2)(z+2)
= 22427 4+ 22+ 2%

= |z* +|¢]* + 2R(<'2)

< el 4 | + 2103
< 2P|+ 2]z
< (2] + 1Z])?

5.1 Racines carrées, équation du second degré

5.1.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Soitz un nombre complexe, une racine carrée est un nombre compleze w tel que w? = z.

Par exemple si x €R,, on connait deuz racines carrées : \/x,—+/x. Autre exemple : les

racines carrées de —1 sont 1 et —i.

Proposition 5.1.1. Soit z un nombre complexe, alors z admet deux racines carrées, w

el —w.

S z # 0 ces deux racines carrées sont distinctes. St z = 0 alors w = 0 est une racine
double.

Pour z = a + ib nous allons calculer w et —w en fonction de a et b.

preuve. Nous écrivons w = x + iy, nous cherchons x,y tels que w? = z.

W=z = (z+iy)’=a+ib
2 2 . . . .
T4 -yt =a en identifiant parties réelles
{ Yy fiant p

2ey = b et parties imaginaires.

. L. . . . 2 . L . .
Petite astuce ici : nous rajoutons l'équation |w|” = |z| (qui se déduit bien sir de w? = z) qui

36



s’écrit aussi x° +y? = Va2 + b2. Nous obtenons des systéemes équivalents aux précédents :

2?2 —y?=a 222 = Va2 + b2 +a CE:i% Va? +b?+a
20y = b = 22 =Va2+ b2 -0 = y::t% Va2 +b? —a
22 + % = Va2 + b2 2xy = b 20y = b

Discutons suivant le signe du réel b. Si b > 0, x et y sont de méme signe ou nuls (car
2xy =b>0) donc

w

1
iﬁ (\/\/a2+b2—|—a+i\/\/a2—|—b2—a),
1
w::tﬁ (\/\/a2+b2+a—i Va2+b2—a).
=

En particulier si b = 0 le résultat dépend du signe de a, si a 0, Va?> = a et par
conséquent w = ++/a, tandis que si a <0, Va? = —a et donc w = tiy/—a = +i\/|al.

et sib<0

Exemple 29. Les racines carrées de i sont +*/7§(1 +1i) et —*/75(1 +1).
En effet :

W=i = (v+iy)’=i

22 —y?=0
<~ Y
20y =1

Rajoutons la conditions |w|* = |i| pour obtenir le systéme équivalent au précédent :

22 —y* =0 2% =1 r==*r
20y = 1 =1 =1 = y=+
2+ =1 20y =1 2ry =

Les réels x et y sont donc de méme signe, nous trouvons bien deux solutions :

1 1
i
V2 V2

T4y = ou T+ =— —1

1 1
V2 V2

5.1.2 Equation du second degré

Proposition 5.1.2. L’équation du second degré az®> +bz+c =0, ot a,b,c € C et a # 0,
posséde deux solutions z1, zo €C

Soit A = b2b— 4(§Lc le discrz’mmalf)zt 6§ 0 € C une racine carrée de A\. Alors les solutions
— + — —

¢ —

2a ¢ =2 2a

sont z1 =
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Et si A =0 alors la solution z = zy = zo = —b/2a est unique (elle est dite double).

Exemple 30. — 22 +2+1=0, A= -3, § =iV3,

les solutions sont

L —1+4V3

2
S =0, A=, 6= L2(1+14),
les solutions sont v
1+ 2(1+4) 1 42
= 2 = ——+ (147
& 2 ;g (1+10)

On retrouve aussi le résultat bien connu pour le cas des équations a coefficients réels :

Corollaire 5.1.1. Si les coefficients a, b, ¢ sont réels alors A € R et les solutions sont de
trois types : )
— st A =0, la racine double est réelle et vaut 50

a
—b+ VA

a

- st A >0, on a deuz solutions réelles

—b+iv—-A

- st A <0, on a deuzr solutions complexes, mais non réelles, 5
a

preuve. On écrit la factorisation

) , b e b\>
az"+bz+c = alz"+-z2z+—-)=a|llz+—) —5+-
a a 2a 4a?2  «a

- N\ 2) T2a ) P ) T

_ a(z— _2;5) <z— _Z;5> —a(z—2) (2 — 2)

Donc le binéme s’annule st et seulement st z = z1 ou 2 = 29.

5.1.3 Théoréme fondamental de ’algébre

[d’Alembert-Gauss] Soit P(2) = ap2" + an_ 12" + -+ + a1z + ag un polynéme a coeffi-
cients complezes et de degré n. Alors l’équation P(z) = 0 admet exactement n solutions

complexes comptées avec leur multiplicité.
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En d’autres termes il existe des nombres complezes z,...,z, (dont certains sont éven-

tuellement confondus) tels que

Pz)=a,(z—21)(z—22) (2 — z,) -

5.2 Argument et trigonométrie

5.2.1 Argument

Si z = x + iy est de module 1, alors x* + y* = |z|*> = 1. Par conséquent le point (z,y) est
sur le cercle unité du plan, et son abscisse x est notée cos@, son ordonnée y est sinf, o
0 est (une mesure de) langle entre 'axe réel et z. Plus généralement, si z # 0, z/|z| est

de module 1, et cela améne a :

Definition 5.2.1. Pour tout z €C* un nombre 6 € R tel que
z = |z| (cos @ + isin0)

est appelé un argument de z et noté 0 = arg(z).

Proposition 5.2.1. Soit k € Z .L’arqument satisfait les propriétés suivantes :
— arg (22') = arg(z) + arg (2') + 2knw

— arg (2") = narg(z) + 2k

—arg(1/2) = —arg(z) + 2knw

- arg(z) = —argz + 2kmw

preuve.

22" = |z|(cosf +isinf)|z'| (cos@ +isinf’)
= |22/| (cos@cost —sinfsinb + i (coshsinf + sinfcost'))

= |2Z'|(cos (0 +6') +isin(6+6))

donc arg (z2') = arg(z)+arg (2) (mod 2m). On en déduit les deuz autres propriétés, dont

la deuxiéeme par récurrence.
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5.2.2 Formule de Moivre, notation exponentielle

La formule de Moivre est :

(cosf + isinf)" = cos (nf) + isin (nd)

cette preuve est hors programme mais on vas le faire comme méme

preuve. Par récurrence, on monire que

(cos® +isind)” = (cosf+isind)" ' x (cosf + isin6)
= (cos((n—1)0) +isin((n—1)0)) x (cos + isinf)
= (cos((n—1)0)cosh —sin((n — 1)6)sinb)
+i (cos ((n — 1)) sinf + sin ((n — 1) @) cos 0)

= cosnd + isinnb

0

Nous définissons la notation exponentielle par e = cos@ + isin® et donc tout nombre

complexe s’écrit z = pe' ot p = |z| est le module et § = arg(z) est un argument.

. . . . . -n/
Awvec la notation exponentielle, on peut écrire pour z = pele et 2/ = p’e’e

P :pp/eweie' :pple
N — (pew)” — pn (619)" — pneinO
1/z =1/ (pe) = %e_w

6

i(6+6")

z = pe

La formule de Mowvre se réduit a [’égalité : (eie)n = e,
Et nous avons aussi : pe'? = p'e’® (avec p,p > 0) si et seulement si p = p' et = ¢

(mod 2).

5.2.3 Racines n-iéme

Definition 5.2.2. Pour z € C et n € N, une racine n-iéme est un nombre w € C tel que

n

W =Zz.

Proposition 5.2.2. Il y a n racines n-iémes wy,wi, . .. ,wn_1 de z = pe?, de la forme :

i0+42ikm
1/n =

w =p'"e , k=0,1,....n—1
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preuve. Ecrivons z = pe? et cherchons w sous la forme w = re' tel que z = w".

Nous obtenons donc pe? = w" = (re)" = r"e™. Prenons tout d’abord le module :

p = ‘peiﬂ = |r"e™| = ™ et donc r = p"/™ (il s’agit ici de nombres réels). Pour les

arguments nous avons e™ = e et donc nt = 0 (mod 27) (n’oubliez surtout pas le modulo

21 ). Ainsi on résout nt = 0 + 2kr (pour k € Z) et donc t = & + 2% Les solutions de

. . 10+ 2ik . L .

Uéquation w" = z sont donc les wy = p'/"e” n . Mais en fait il n’y a que n solutions
k

distinctes car w, = wy, Wpi1 = wi, ... Ainsi les n solutions sont wy,wr, ..., wWn_1.

Par exemple pour z = 1, on obtient les n racines n-iémes de 'unité e>*™/ k =0,...,n—1

qui forment un groupe multiplicatif.

5.2.4 Applications a la trigonométrie

Soit 0 € R ,les formules d’Euler sont :

et 4 =i ol _ =it
_— sin = ——

0 =
o8 2 ’ 2

Nous les appliquons dans la la linéarisation.

Linéarisation. On exprime cos™ 0 ou sin" 0 en fonction des cos kO et sin k6 pour k allant

de 0 a n.

10 60

Méthode : avec la formule d’Fuler on écrit sin" 0 = (e S ) . On développe a laide du

binéme de Newton puis on regroupe les termes par paires conjuguées.

Exemple 31.

i0 _ ,—if\ 3
. 3 e’ —e
0 = ([————
aro = (£55)
1 ; ; . ; . .
— = ((616)3 o 3(6z9)2€—10 + 3619(6—19)2 o (6—29)3)
1 . . . )
_ ¥ (6310 _ 3620 4 36—10 _ 6—319)
—ol
1

30 _ =30 i _ o—ib
= —= -3
4 ( 21 21 >

sin 36 n 3sind
4 4

5.3 Nombres complexes et géométrie

On associe G toul point M de R* de coordonnées (x,y), le nombre compleze z = x + iy

appelé son affize.
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5.3.1 Equation complexe d’une droite

Soit
ar +by =c
I’équation réelle d’une droite D : a,b,c sont des nombres réels (a et b n’étant pas tous les

deuz nuls) d’inconnues (z,y) € R2.

Eerivons z = x + iy € C, alors

donc D a aussi pour équation a(z+z) —ib(z —z) = 2¢ ou encore (a —ib)z+ (a+1ib)zZ = 2c.
Posons w = a+1b € C" et k = 2¢ € R alors l’équation complexe d’une droite est :

wzH+wZz=kotweC*etkecR.

5.3.2 Equation complexe d’un cercle

Soit C(Q, 1) le cercle de centre Q et de rayon r. C’est l’ensemble des points M tel que
dist(2, M) = r. Si l'on note w Uaffize de Q? et z Uaffize de M. Nous obtenons :

2 2

dist(Q,M)=1r < |z—w|=7r <= |z—w]’=1r" <= -w)(z—w) =1

et en développant nous trouvons que [’équation complexe du cercle centré en un point

d’affize w et de rayon r est : 22 —wz —wz=71*—|w? otweC etreR.

5.3.3 Equation =4 =k

Proposition 5.3.1. Soit A, B deux points du plan et k € R,. L’ensemble des points M

tel que % =k est

— une droite qui est la médiatrice de [AB], si k =1,

— un cercle, sinon.
Exemple 32. Prenons A le point d’affize +1,B le point d’affize —1.

preuve. Siles affixes de A, B, M sont respectivement a, b, z, cela revient a résoudre [’équa-
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tion 2= — k
|z—0b] ’

2 = al

|2 = bl

=k < |z —al* =Kz - b?
> (z—a)(z—a) =k (z—b)(z — D)

> (1 - k*)2z — 2(a — k*b) — 2(a — k?b) + |a* — K*|b|* = 0

Donc sik =1, on pose w = a—k?b et I'équation obtenue zo+zw = |a|>*—k?|b|? est bien celle

d’une droite. Et bien sir [’ensemble des points qui vérifient MA = M B est la médiatrice

. 1.2 . . _ _ _ _ 2 ]{32 b2

de [AB]. Sik # 1 on pose w = “1_",;21) alors l’équation obtenue est 22—z —Zw = |a‘+k2”

- . . . _ 2 k‘2b2

C’est Uéquation d’un cercle de centre w et de rayon r satisfaisant r* — |w|* = %,
. —k2p|2 —lal24+k2|b|2
soit 12 — lazk?b| lal?+&[b2

(1-k2)2 1—k2
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Chapitre 6

Polynoémes et fractions rationnelles

6.0.4 Polynomes

Definition 6.0.1. On désigne par K le corps R ou C ,on appel polynéme toute expression
de la forme P(z) = ag + a1z + azx? + azz®...... + a,z"

Un polynome quelconque s’écrit donc sous la forme
P(X) =) aX"
k=0

Exemple 33.1. P(z) =5+ 3z — 22* + 23 polynéme a coefficients réels.
2. Q(x) =74 (2i+9)x + (6 — 1)2® — 8ix® polynéme a coefficients complexes.

L’ensemble des polynomes a coefficients réels est noté R[X]. L’ensemble des polynomes a

coefficients complezes est lui noté C[X]. Le polynome nul est donné par P(x) = 0,VX

Definition 6.0.2. Si P # 0, on note deg(P) le rang du dernier coefficient non nul de P.
Par convention, on posera le degré du polynoéme nul est —oo. On appellera les polynomes
de degré 0 les polyndomes constants : ils sont de la forme P(X) = ag avec ay un réel ou un
complexe non nul. On notera K,,[X] ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égale
an.

Exemple 34. Calculer suivant les valeurs de \ le degré de P avec P(z) = (A2 + 2\ +
DX3+ (A+3)X+5

1. Si A= —1, le degré de P égale a 1

2. Si A= —let \= -3, le degré de P égale a 0

3. Si AN# —let \# —3 , le degré de P égale a 3
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6.1 Opérations sur les polynémes

6.1.1 Addition

Considérons P(X) =2X +1 et Q(X) =1+ X — X?

On peut additionner des polynémes
PX)+Q(X)=(P+Q)(X)=2+3X - X*

6.1.2 Multiplier un polynéme par un scalaire

3x P(X)=(3-P)(X)=6X+3

Multiplication de deux polynémes

PX)-Q(X)=(P-Q)(X)=1+3X + X*-2X3

6.1.3 composition de deux polynémes

PoQ(X)=P[Q(X)] =—-2X2+2X+3 QoP(X)=Q[P(X)] =—-4X*-2X +1

Proposition 6.1.1.

deg(P + Q) = sup(deg(P), deg(Q))
deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q)
deg(P o Q) = deg(P) + deg(Q)

6.1.4 Division euclidienne de polynémes

Soient A et B deux polynomes de K[X], avec B # 0. Alors il existe un unique couple
(Q, R) de polynomes tels que

A=B-Q+R avec deg(R) < deg(B)

Si R(x) =0, on dit que A est divisible par B.
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A X5+ X4 - X3 +X -1 X3+X%2+2

BQ, X%+ X4 +2X? i(i\—}/
Exemple 35. A - A_DB 3 9 o

L =A—BQ, . —X3-2X24+ X —1

BQ, : — X3 X2 —2

R=A —BQ, . - X’ +X+1

Cela veut donc dire que
X4+ X' - X+ X - 1=(X+X*+2)(X* - 1) - X+ X +1

On a bien R(X) = —X?+ X + 1, deg(R) = 2 < 3 = deg(B).
St R =0, on dit que A est divistble par B, ou que B divise A, ou encore que A est un

multiple de B.
Par contre, vous connaissez les nombres premiers : ce sont les nombres entiers supérieurs
a 2 qui ne sont divisibles que par 1 et euxr-mémes. Nous avons besoin d’une définition

équivalente pour les polyndomes : on les appelle les polynomes irreductibles

6.1.5 Polynomes irreductibles

Un polynéme P est irréductible si
1. deg(P) =1
2. les seuls diviseurs de P sont 1, P, et leurs associés.

Cela revient a dire qu’un polynome irreductible ne peut pas s’écrire sous la forme Py - Py
avec Py et Py des polynomes de degré supérieur ou égal a 1.

En particulier, tous les polynomes de degré 1 sont irréductibles.

Polynémes irreductibles dans C[X]

Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1

Exemple 36.
(X-3)
(X-1)
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Polynomes irreductibles dans R[.X]

Les polynomes irréductibles de R[X] sont
1. les polynomes de degré 1

2. les polynomes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

Exemple 37.1. P(X) = X?+ X +5 est un polynéme irréductible dans R[X| puisque son

discriminant est négatif.

2. P(x) =x +5 est un polynome irréductible dans R[X]

6.1.6 Racines d’un polynéme

On dit que « est une racine de P (ou un zéro de P) lorsque P(a) =0

Par exemple, P(X) = X? + 1 admet deux racines dans Clx] et aucune dans R[z].

Le polynome P est divisible par (X — «) si et seulement si « est une racine de P

PX)=(X—-a)Q+R avec deg(R) < deg(X —a) =1

Definition 6.1.1. Si a est une racine de P, alors X — a divise P, c’est a dire qu’il

existe un polynome @ tel que
P(X)=(X —a) x Q(X).
Soit k € N*, on dit que a est de racine de multiplicité k£ de P si
(X — a)" diviseP

et si
(X — )" ne divise pasP

Tout polynome non constant de Clx] admet au moins une racine.

En effet, puisque les seuls polynomes irréductibles de Clz]| sont les polynomes de degré
1, tout polyndéme non constant de Clx| peut s’écrire comme produit de polyndmes de
degré 1 : tout polynome non constant peut donc s’écrire sous la forme (X — a)@Q qui

admet donc au moins une racine a.
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6.2 Division selon les puissances croissantes

Nous verrons dans la section suivante qu’il peut étre utile d’écrire un polynome A sous

la forme
A= BS + XPHT avec deg(S)p

le polynome B étant donné et devant étre obligatoirement de valuation 0 (en gros, le
coefficient de X° est non nul).

Cela donne pour A=1—-2X + X3+ X4 et B=1+X+X? a lordre p =2

A 1-2X + X% + XY |1+ X+ X2
BQ, 1+ X + X2 1—3X —2X2
A— B L =3 X - XPHXP X Q1 Q2 Qs
BQ, . —3X —3X?_3X3
A — BQ, — BQ, . 2X2% 4 4X3 4+ X4
BQs . 9X2 4 2X?% 4 2X*
A— BQ, — BQy — BQs . 9x3 _ X4
On a donec A= (1-3X+2X*)B+(2—-X)X?
.
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6.3 Fractions rationnelles

Definition 6.3.1. Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynomes. Autre-
ment dit, ¢’est une fraction dont le numérateur et la dénominateur sont des polynémes.
Le numérateur peut étre une constante et les polynéomes peuvent étre écrits sous diverses

formes.

(X3-3X+1)(X+1)

(XZ_D)(X+1) est

Par exemple, F(X) = % est une fraction rationnelle; F(X) =

aussi une fraction rationnelle
6.3.1 Degré d’une fraction rationnelle

Soit F' une fraction rationnelle ; une fraction rationnelle F' = %, alors :

deg(F) = deg(A) — deg(B)

6.3.2 Pobles et zéros

Soit F' une fraction rationnelle et deux polynéomes A et B tels que F' = A/B soit une

forme irréductible de F'. On appelle
(a) Pole de F' les racines de B
(b) Zéro de F les racines de A

Par exemple F(X) = ﬁj}f admet pour poles —1 et 1 et pour zéro —32.

6.3.3 Partie entiére d’une fraction rationnelle

On peut écrire de maniére unique toute fraction sous la forme F' = E + % avec deg % =
deg(R) — deg(B) < 0, c’est a dire d’'un polynéme plus une fraction de degré négatif
(le degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur).E est appellé la

partie entiére de F', la division euclidienne nous permet d’obtenir la partie entiére.

Par exemple, nous avons vu précédemment que
X4+ X' - X4+ X -1=(X"+X*+2)(X*-1) - (X*-X 1)

et donc que
XX X4 X1, XX
X34+ X242 B X34+ X242
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En effet, la division euclidienne de A par B s’écrit
A=B-Q+R avec deg(R) < deg(B)

c’est a dire
A
5=
, et donc le quotient de la division euclidienne de A par B est bien la partie entiére de
A/B.

Q—i—g avec degg<0

6.4 Décomposition en éléments simples

Structure de la décomposition

Notre fraction F' s’écrivant sous la forme £ + R/B, le E nous intéresse car c’est un
polynome qu’on sait intégrer. Pour la partie R/B, qu’'on appelle la partie polaire,
ce n’est pas toujours évident d’en trouver une primitive. Pour nous aider, on va la

décomposer en éléments simples dans R(X) et dans C(X).

6.4.1 Décomposition en éléments simples dans C(X).

P
Soit — une fraction rationnelle sur C. Le dénominateur () peut s’écrire sous la forme
du produit
AMX —a)P(X —ag)P? .. (X — ag)P,

ou les p; sont des entiers et les a; et A des complexes.

Il existe alors un polynéome FE et des éléments b;; de C tels que :

P b11 512 bl bk
—=F e
O T T e T X —a T T X
. . P bij . .
E s’appelle la partie entiére de — et les ———— s’appellent des éléments simples.
Q (X —a;)

6.4.2 Deécomposition en éléments simples dans R(X).

P
Soit. — une fraction rationnelle sur R. Le dénominateur () peut s’écrire sous la forme

du produit

/\(X—CL1>p1 (X—Clg)p2 R (X—Clk)pk (X2+b1X+C1)q1 (X2+b2X+C2>q2 Ce (X2+ng+Cg)qZ,
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ol les p; et ¢; sont des entiers et les a;, b;,c; et A des réels tels que b? — 4¢; < 0.
Il existe alors un polynéome FE, des éléments d;; de R et des polynomes A;; de degré

inférieur ou égal a 1 tels que :

P diy di2 dlp dkrp-
—=F+ + +.oo .+
Q (X —a1) (X —a)? (X —ay)» (X — ag)P

An A Alql Ae%

+ +.. +..
(X2 + 0 X +c1) (X2+b0X +¢p)? (X2 + b0 X +cp)n (X2 + b X + cp)r

— le polynome E s’appelle la partie entiére de @,

— les fractions de la forme s’appellent des éléments simples de premiére

(X — ai)j
Aij
(X2 10X + )i

espéce,

— les fractions de la forme des éléments simples de seconde es-

péce.

Exemple 38.
R(z) 3 —2lw -7

B(z) (z+2)(z—12(z2+2+1)

éléments simples de 1espéce :

e le pole x =1 de multiplicité 2 ~~ 2 éléments simples :

Ay Ag
r—1" (z—1)?
e le pole x = —2 de multiplicité 1 ~~ 1 élément simple
Az
x+2

éléments simples de 2espéce : 1 seul, associé au facteur irreductible x* + x + 1

Bl$+01
2+ax+1

Remarque. il faut toujours s’assurer de la décomposition compléte du dénominateur.

Soit F(x) = A(z)/B(zx) une fraction rationnelle alors F se décompose dans R(X) de

maniére unique en somme de tous les éléments simples relatifs a B comme suit :

R(x) Bz + Cjy,
B(x) ZZ (x — 1) ZZ :EQiLbaH—]c])

Exemple 39. Dans ['exemple précédent la décomposition théorique en éléments simples
de R(z)/B(x) est
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R(l’) .1'3 —2lx—7 Al AQ Ag Bl.’L’—i—Cl
= = + ++
B(z) (z+2)(z—-1)(z+2+1) 2z—-1 (zr—1)2 r+2 r4+rz+1

Maintenant, on vas calculer les coefficients de la décomposition.

6.4.3 Calculs des coefficients de la décomposition

Cas ou la fraction ne présente que des podles simples

dox —29

F(z) = (x4 3) (x —38)

F(x) présente deux poles simples :—3 et 8 . La forme de sa décomposition est donc :

La division selon les puissances croissantes pour les pdles multiples

La deuzieme méthode pour trouver les coefficients est par la division selon les puissances

croissantes appliqué pour les poles d’ordre de multiplicité assez élevé

F( ) 382430+ 222+ 1522
T) =
(z+2)3(z+1)

F(z) présente —2 comme pole triple , —1 comme pole simple.

La forme de la décomposition de F(z) est donc :

o B v )

F(z) =
(z) (x—2)3+(x+2)2+x+2+x+1

Je fais dans F(x) le changement de varriable v = h — 2
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2h — 2+ 2h3 + 31?2
1 (h— 1)

F(h—2) =

Je divise le numérateur obtenu par h — 1 suivant les puissances croissantes a ['ordre

2=3—1 (3 est l'ordre de —2 comme pole de la fraction). J'obtiens :

2h—2+2h*4+3h*=(h—1)(2—3hn%) +5h°

Pour revenir a F(h—2) je divise les deuz membres de cette égalité par h* (h—1) ce qui

me donne aussitot

2 3 5
Fh-2)=———+——
( ) h* h h-1
Je pose h = x + 2 ce qui me donne :
2 3 )

F(z) =

@12 242 741

Autres méthodes

On peut souvent se débrouiller autrement : parité, limite en l'infini, valeurs particuliéres.

. Méthode des limites ou méthode de substitution

Cette méthode consiste o multiplier d’abord par la plus basse puissance qui intervient
dans la décomposition en éléments simples, et de prendre la limite x — oo (o il suffit
de garder les puissances les plus élevées). Ainsi, on a dans le membre de droite la
somme des coefficients qui correspondent a cette puissance, qui permet de déterminer

un coefficient en terme des autres.

Exzemple : Considérons

1’3—211'—7 A1 A2 Ag le‘i_Cl
F(x) = = + +
(x+2)(z—-1)(xz+2x+1) x2—-1 (x—1)2 242 2242+1

On multiplie par x, la limite donne alors

4

llmx—5:0:A1+A3+B1
X
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et donc Bj=—-A; —A;3=-2-1=-3

. Méthode des valeurs particuliéres
Une autre méthode consiste a simplement prendre des valeurs particuliéres pour x (dif-
férents des poles) et ainsi d’avoir un systéme d’équations qui permettra de déterminer
les coefficients manquants.

Ezxzemple En gardant notre exemple, prenons v =0 :

-7 As
7——A1+A2+7+C1

et donc y
7 3 7 1
4 2+ 1 2 5 2—|- +3 5 +5

Remarque : dans le cas général, il faut ainsi créer un systéme d’autant d’équations
(indépendantes) qu’il reste de coefficients 4 déterminer.
. Par identification

La méthode générique qui marche toujours mais qui n’est pas toujours pas la plus rapide,
consiste a réécrire la somme des éléments simples sur le dénominateur commun qui est
B(x), et d’identifier les coefficients des mémes puissances de x du membre de gauche
(coefficients de R(x)) et du membre de droite (les A, B, C' multipliés par une partie des
facteurs de B(x)).

Ainsi on obtient un systéeme d’équations linéaires dont la solution donne les coefficients

(manquants).

Résumé

Pratique de la décomposition

(a) On détermine la partie entiére & l'aide d’une division euclidienne. on pose F =

E+ g.Ensuite on décompose la fraction g

(b) On détermine les péles de @ avec leur ordre de multiplicité et on dresse la liste des

diviseurs primaires du dénominateur.
(¢) On écrit la décomposition théorique de g dans R ou dans C .
(d) On choisit la méthode que l'on va pour trouver les coefficients de la décomposition

(e) Une fois g décomposée, en lui ajoutant la partie entiére .
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Chapitre 7

Les matrices

7.1 Rappels et notions

On se donne un corps K avec (K = C ou K = C). On note M, ,(K) Uespace des

matrices & m lignes et n colonnes a coefficients dans K.
A= (ay)ie€[l.m]etje[l.n]

A = (ay;) est la transposée de A

A" € My n(K) tel que aj; = @j; est la matrice adjointe de A.

1 -1 0
1 2
Exemple 40. 3 —1 6
3 4
3 0 0
Definition 7.1.1. — Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme taille et que
les coefficients correspondants sont égaux.

— L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans est noté M, ,().

Les éléments de M, ,(R) sont appelés matrices réelles.

7.1.1 Matrices particuliéres

Voici quelques types de matrices intéressantes :

~ Sin = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice carrée.
On note M, (K) au lieu de M, ,(K).
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11 Q12 .. a1n

Q21 Q22 ... Azn
p1 Qp2 ... Qpnp
Les éléments a1, a2, ..., ann forment la diagonale principale de la matrice.

— Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou vecteur

ligne. On la note
A= <a171 arz ... Cll,p> .

— De méme, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée malrice

colonne ou vecteur colonne. On la note

CLn,l

— La matrice (de taille n X p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la
matrice nulle et est notée 0,, ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la

matrice nulle joue le role du nombre 0 pour les réels.

7.1.2 opérations sur les matrices
Addition de matrices

Definition 7.1.2 (Somme de deux matrices). Soient A et B deux matrices ayant la

meéme taille n x p. Leur somme C' = A 4+ B est la matrice de taille n X p définie par
Cz‘j = aij + b”

En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients. Remarque : on note indif-

féremment a;; ot a; j pour les coefficients de la matrice A.

Exemple 41.

3 =2 0 5 3 3
5% A= et B = alors A+ B= .
1 7 2 —1 3 6
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—2

Par contre si B = ( )

> alors A+ B nlest pas définie.

Produit d’une matrice par un scalaire

Le produit d’une matrice A = (a;;) de M,,() par un scalaire a € K est la matrice
(aaij) formée en multipliant chaque coefficient de A par «. Elle est notée a - A (ou

simplement oA ).

Exemple 42.

1 2 3 2 4 6
S A= et a=2 alors aA = )
010 0 20

La matrice (—1)A est 'opposée de A et est notée —A. La différence A — B est définie par
A+ (—B).

Exemple 43.

] 2 -1 0 -1 4 2 3 -5 =2
S A= et B= alors A— B = .
4 =5 2 7 =5 3 -3 0 -1

L’addition et la multiplication par un scalaire se comportent sans surprises :
Proposition 7.1.1. Soient A, B et C trois matrices appartenant & M, ,(K). Soient a € K
et B € K deux scalaires.

1. A+ B= B+ A : la somme est commutative,

2. A+ (B+C)=(A+ B)+C : la somme est associative,

3. A+ 0= A :la matrice nulle est I’élément neutre de ’addition,

4. (a+ B)A=aA+ PA,

5. a(A+ B) = aA+ aB.

preuve. Prouvons le quatriéme point. Le terme général de (a+ 5)A est égal a (a+ f)a;.
D’apres les régles de calcul dans K, (a+0)ai; est égal & aa;j+ Pa;; qui est le terme général

de la matrice oA + BA.

Exercice 7.1.1. Soient



1. Calculer toutes les sommes possibles de deux de ces matrices.
2. Calculer 3A 4+ 2C et 5B — 4D. Trouver « tel que A — aC' soit la matrice nulle.
3. Montrer que st A+ B = A, alors B est la matrice nulle.

4. Que vaut 0- A7 et 1- A7 Justifier Uaffirmation : a(BA) = (af)A. Idem avec nA =
A+A+---4+ A (n occurrences de A).

7.2 Multiplication de matrices

7.2.1 Définition du produit

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes

de A est égal au nombre de lignes de B.

Definition 7.2.1 (Produit de deux matrices). Soient A = (a;;) une matrice n x p et
B = (b;;) une matrice p x g. Alors le produit C' = AB est une matrice n x ¢ dont les

coefficients ¢;; sont définis par :
P
Cij = g it brj
k=1
On peut écrire le coefficient de facon plus développée, a savoir :
Cij = inbyj + aigbaj + -+ + aipbrj + - - + aipby;.

1l est commode de disposer les calculs de la fagon suivante.

— — X X X X

«— AB
X X X X - — = Gy
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Avec cette disposition, on considére d’abord la ligne de la matrice A située a gauche du
coefficient que ’on veut calculer (ligne représentée par des x dans A) et aussi la colonne
de la matrice B située au-dessus du coefficient que 'on veut calculer (colonne représentée
par des x dans B). On calcule le produit du premier coefficient de la ligne par le premier
coefficient de la colonne (an X by;), que Uon ajoute au produit du deuzieme coefficient de
la ligne par le deuziéme coefficient de la colonne (a;2 X byj), que U'on ajoute au produit du

troisieme. . .

7.2.2 Exemples
Exemple 44.
1 2 3 b2
2 3 4
1 1

On dispose d’abord le produit correctement (& gauche) : la matrice obtenue est de taille
2 x 2. Puis on calcule chacun des coefficients, en commencant par le premier coefficient

cii=1x1 4+ 2x(=1) + 3x1=2 (au milieu), puis les autres (& droite).

1 2 1 2 1 2
-1 1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1 1

1 2 3\ [en e 12 3 2 ¢ 123 2 7
2 3 4 Co1 C292 2 3 4 Co1 C29 2 3 4 3 11

Remarque. Le produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne st on a deux vecteurs u

et v avec

Alors uxwv est une matrice de taille 1 x1 dont l'unique coefficient est a1b1+asba+- - -+a,b,.

7.2.3 remarques

Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.
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En effet, il se peut que AB soit défint mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux
définis mais pas de la méme taille. Mais méme dans le cas ot AB et BA sont définis et

de la méme taille, on a en général AB # BA.

Exemple 45.

OG-0 e D002

AB =0 n’implique pas A=0 ou B =0.
1l peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on
peut avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0.

Exemple 46.

1 2 _
A= % B = k et AB = 00 .
0 5 0 0 0 0

AB = AC n’implique pas B = C. On peut avoir AB = AC et B # C.

Exemple 47.

0 —1 4 —1 2 5 5 —4
A= B= C= et AB=AC = .
(o 3) (5 4) <5 4> (15 12)

7.2.4 Propriétés du produit de matrices

Proposition 7.2.1.1. A(BC) = (AB)C : associativité du produsit,
2. ABB+C)=AB+ AC et (B+C)A = BA+ CA : distributivité du produit par

rapport a la somme,

3. A-0=0 e 0-A=0.

preuve. Posons A = (a;;) € M, (), B = (b;;) € M,,() et C = (c;;) € My.(). Prouvons
que A(BC) = (AB)C en montrant que les matrices A(BC) et (AB)C ont les mémes

coefficients.
p

Le terme d’indice (i, k) de la matrice AB est x;, = Zawbgk. Le terme d’indice (i,j) de

=1
la matrice (AB)C' est donc

q q p
E inkckj:g E @irby, Ckj-
k=1

k=1 =1
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q
Le terme d’indice (¢,7) de la matrice BC' est y,; = Zbgkckj. Le terme d’indice (i,j) de
k=1

p q
Z 027 (Z bzkckj> .
k=1

(=1

la matrice A(BC') est donc

Comme dans la multiplication est distributive et associative, les coefficients de (AB)C et

A(BC) coincident. Les autres démonstrations se font comme celle de l’associativité.

7.2.5 La matrice identité

La matrice carrée suivante s’appelle la matrice identité :

0 ... 0
0

I, =
0 0 1

Ses éléments diagonaux sont égauzr a 1 et tous ses autres éléments sont égauzr a 0. Elle
se note I, ou simplement I. Dans le calcul matriciel, la matrice identilé joue un réle
analogue a celui du nombre 1 pour les réels. C’est I’élément neutre pour la multiplication.

En d’autres termes :

Proposition 7.2.2. 5i A est une matrice n X p, alors

I,-A=A e A-I,=A

7.2.6 Puissance d’une matrice

Dans ’ensemble M, (K) des matrices carrées de taille n x n a coefficients dans K, la
multiplication des matrices est une opération interne : si A, B € M,(K) alors AB €
En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-méme : on note A> = Ax A,
A3 =Ax Ax A.

On peut ainsi définir les puissances successives d’une matrice :

Definition 7.2.2. Pour tout A € M, (K), on définit les puissances successives de A par
A% =1, et AP*t = AP x A pour tout p € N. Autrement dit, A = Ax Ax --- x A.

p facteurs
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1 0 1
Exemple 48. On cherche a calculer AP avec A= |0 —1 0. On calcule A%, A® et A*

0 0 2
et on obtient :
1 0 3 1 0 7 1 0 15
A2= 1|0 1 A=A2xA=10 -1 0 At=AxA=101 0
0 0 4 0 0 8 0 0 16

L’observation de ces premiéres puissances permet de penser que la formule est : AP =
1 0 2P — 1
0 (=17 0 . Démontrons ce résultat par récurrence.

0 0 2P
Il est vrai pour p =0 (on trouve lidentité). On le suppose vrai pour un entier p et on va

le démontrer pour p+ 1. On a, d’apres la définition,

1 0 22-1 1 0 1 1 0 el
ATt =APx A=10 (-1)» 0 |[x|0 =1 0|=[0 (=1 0
0 0 P 0 0 2 0 0 optl

Donc la propriété est démontrée.

7.2.7 Formule du bin6me

Comme la multiplication n’est pas commutative, les identités binomiales usuelles sont
fausses. En particulier, (A + B)? ne vaut en général pas A®> + 2AB + B?, mais on sait
seulement que

(A+ B)* = A+ AB+ BA + B*.

Proposition 7.2.3 (Calcul de (A+ B)? lorsque AB = BA). Soient A et B deux éléments
de M,() qui commutent, c’est-a-dire tels que AB = BA. Alors, pour tout entier p > 0,

on a la formule

(A+ By = Xp: (i) A=k gk

k=0

oU (Z) désigne le coefficient du bindme.

La démonstration est similaire a celle de la formule du bindme pour (a + b)P, avec a,b €.
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1111 0111
0121 00 21
Exemple 49. Soit A = . Onpose N=A—1= . La matrice
0013 0003
0001 0000
N est nilpotente (c’est-a-dire il existe k € tel que N¥ =0) comme le montrent les calculs
sutvants :
00 2 4 0006
0006 0000
N? = N? = et N'=0.
0000 0000
0000 0000

Comme on a A =1+ N et les matrices N et I commutent (la matrice identité commute
avec toutes les matrices), on peut appliquer la formule du binéme de Newton. On utilise

que I¥ = T pour tout k et surtout que N*¥ =0 si k > 4. On obtient

p 3
R I M e R

k
k=0 k=0
D’ou
L p p p(p*—p+1)
4p — 01 2 pBp—2)
0 0 1 3p
0 0 O 1

4 _ 21 0 8 2 5
Exemple 50. 1. Soient A = (8,24 02), B = (8 1 03), C= (:gg), D = ( 21): E =

9 _

(SC Y z). Quels produits sont possibles ¢ Les calculer!

2. Soient A = (%?é) et B = (%)_81 ) Calculer A%, B?, AB et BA.
200
020

0
2
0
2) et B = (g § §>. Calculer AP et BP pour tout p > 0. Montrer que
p

7.2.8 Matrices triangulaires, matrices diagonales

Soit A une matrice de taille n x n. On dit que A est triangulaire inférieure si ses éléments

au-dessus de la diagonale sont nuls, autrement dit :

Z<] — CLZ‘]‘:O.

63



Une matrice triangulaire inférieure a la forme suivante :

aj; 0 oo e 0
Q21 Q22

0
Ap1  Ap2 Anp

On dit que A est triangulaire supérieure si ses éléments en-dessous de la diagonale sont
nuls, autrement dit :

Z>j — aij:().

Une matrice triangulaire supérieure a la forme suivante :

ay; a2 ... ... ... QAp
0 a2 ... ... ... Q9pn
0 0 ann

Exemple 51. (d gauche), (a droite) :
4 0 0
5 0
0 -1 0
1 =2
3 =2 3

Deux matrices triangulaires inférieures

1 1 -1
-1 -1
0 -1

Une matrice triangulaire supérieure

Une matrice qui est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure est dite diagonale.
Autrement dit : i # j = a;; = 0.
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Exemple 52. Fxemples de matrices diagonales :

20
et

Exemple 53 (Puissances d’une matrice diagonale). Si D est une matrice diagonale, il

o O
o o O
o o O

est tres facile de calculer ses puissances DP (par récurrence sur p) :

a; 0 of 0
0 ay O 0 0 of 0 0
D= : — DP = | :
0 a,.1 0 0O ... 0 &, 0
0 ay, 0 0 o

Une matrice A de taille n x n, triangulaire, est inversible si et seulement si ses éléments

diagonauz sont tous non nuls.

7.2.9 La transposition

Soit A la matrice de taille n X p

a1; a2 ... Qip

Q21 Q22 ... QA
A=

Qp1 Ap2 ... Gpp

On appelle matrice transposée de A la matrice A de taille p x n définie par :

aj;p Q21 ... Gpi

A12 Q22 ... Qp2
Al =

Q1p Agp ... QApp

Autrement dit : le coefficient & la place (i,7) de A" est aj;. Ou encore la i-éme ligne de

A devient la i-eme colonne de A' (et réciproquement la j-éme colonne de A est la j-éme

ligne de A).

Notation : La transposée de la matrice A se note aussi souvent 'A.
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Exemple 54.
t

1 2 3 1 4 -7
4 5 -6 =12 5 8
-7 8 9 3 =6 9
t
0 3 0 1 1 1
1 -5 :< ) 1 =2 5)'=]-2
1 3 =5 2 .
L’opération de transposition obéit aux regles suivantes :
1. (A+B)!=A"+ B!
2. (@A) = aA
3. (A=A
4. (AB)! = B'A!
7.2.10 La trace
Dans le cas d’une matrice carrée de taille n X n, les éléments a1, ass, . .., Gny, sont appelés

les éléments diagonau.

Sa diagonale principale est la diagonale (a11, oo, . .., Qnp)-
a;r a1 ... Q1n
21 Q29 ... Qon
Ap1 QAp2 ... Qpp

Definition 7.2.3. La trace de la matrice A est le nombre obtenu en additionnant les

éléments diagonaux de A. Autrement dit, trA = a;; + aso + -+ - + Gy

Exemple 55. newline
- SiA=(%1), alorstrA=2+5=T.

fPourB:(%% : ),B:1+2—10:—7.

110 —10
Soient A et B deux matrices n X n. Alors :
1. tr(A+ B) =trA + trB,

2. tr(aA) = a trA pour tout o € K,

3. tr(A) =trA,

4. tr(AB) = tr(BA).
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7.2.11 Matrices symétriques

Definition 7.2.4. Une matrice A de taille n x n est symétrique si elle est égale a sa
transposée, c¢’est-a-dire si
A=A

ou encore si a;; = aj; pour tout ¢, j = 1,...,n. Les coefficients sont donc symétriques par

rapport a la diagonale.

Exemple 56. Les matrices sutvantes sont symétriques :

-1 0 5
0 2
0 2 -1
2 4
5 —1 0
7.2.12 Matrices antisymétriques

Definition 7.2.5. Une matrice A de taille n x n est antisymétrique si

Al = —A,
c’est-a-dire si a;; = —aj; pour tout 7,5 =1,...,n.
Exemple 57.

0 4 2
0 -1

-4 0 =5
1 0

-2 5 0

Remarquons que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont toujours tous

nuls.

Exemple 58. Toute matrice est la somme d’une matrice symétrique et d’une malrice
antisymétrique.

Preuve : Soit A une matrice. Définissons B = 3(A+ AT) et C = $(A— AT). Alors d’une
part A= B+C ; d’autre part B est symétrique, car B' = $(A'+ (A")") = L(A'+ A) = B;
et enfin C est antisymétrique, car C* = $(A' — (A")") = —C.

Exemple :
2 10 2 9 0 1
Pour A= alors A = + .
8§ —3 9 -3 -1 0
—— S——
symétrique antisymétrique
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Exercice 7.2.1. 1. Montrer que la somme de deux matrices triangulaires supérieures reste

triangulaire supérieure. Montrer que c¢’est ausst valable pour le produit.

2. Montrer que si A est triangulaire supérieure, alors AT est triangulaire inférieure. Et si
A est diagonale ?
x1
2
3. Soit A = ( : > Calculer AT - A, puis A- AT,
Tn

4. Soit A= (2%). Calculer (A-A").

5. Soit A une matrice de taille 2 X 2 inversible. Montrer que si A est symétrique, alors

A~ aussi. Bt si A est antisymétrique ?

6. Montrer que la décomposition d’une matrice sous la forme « symétrique + antisymé-

trique » est unique.

7.3 Inverse d’une matrice : définition

7.3.1 Définition

Definition 7.3.1 (Matrice inverse). Soit A une matrice carrée de taille n x n. S’il existe

une matrice carrée B de taille n x n telle que
AB=1 et BA =1,

on dit que A est inversible. On appelle B I'inverse de A et on la note A~

On verra plus tard qu’il suffit en fait de vérifier une seule des conditions AB = I ou bien

BA=1.

— Plus généralement, quand A est inversible, pour tout p € N, on note :

AP = (AP =A71A A
pfaz;,urs

— L’ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(K).

7.3.2 Exemples

Exemple 59. Soit A = (}3). Etudier si A est inversible, c’est étudier ’evistence d’une

matrice B = (%%) a coefficients dans , telle que AB =1 et BA=1. Or AB = I équivaul
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o= ()(0)-()

Cette égalité équivaut au systeme :

a+2c b+2d B 10
3¢ 3d | \o 1

Sa résolution est immédiate : a = 1, b -2 ¢c=0,d = % Il n’y a donc qu’une

a =

. ) . . 1-2 . . )

seule matrice possible, & savoir B = (0 . ) Pour prouver qu’elle convient, il faut aussi
3

1 -2
montrer I’égalité BA = I. La matrice A est donc inversible et A= = (O 13>.
3

a b
Exemple 60. La matrice A = (39) n’est pas inversible. En effet, soit B = < d> une
c

matrice quelconque. Alors le produit

A [° b\ (3 O _ 3a+5b 0
c dJ \5 0 3c+5d 0
ne peut jamais étre égal o la matrice identité.

Exemple 61. — Soit I, la matrice carrée identité de taille n x n. C’est une matrice
wversible, et son inverse est elle-méme par l'égalité 1,1, = I,,.

— La matrice nulle 0,, de taille n x n n’est pas inversible.

7.3.3 Propriétés
Unicité

Proposition 7.3.1. Si A est inversible, alors son inverse est unique.

Inverse de l’inverse

Soit A une matrice inversible. Alors A™' est aussi inversible et on a : (A”1)"1= A
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Inverse d’un produit

Proposition 7.3.2. Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB
est inversible et (AB)™' = B~1A™!

1l faut bien faire attention a l'inversion de [’ordre !

preuve. Il suffit de montrer (B'A Y (AB) =1 et (AB)(B7'A™1) = I. Cela suit de

(B'A™)(AB) = B"Y(A"'A)B=B'IB=B'B=1,
et (AB)(B'A™) = A(BB HA = AIA' = AA = 1.

Simplification par une matrice inversible

Si C est une matrice quelconque de M, (K), nous avons vu que la relation AC' = BC ou A
et B sont des éléments de M, (K) n’entraine pas forcément 'égalité A = B. En revanche,

st C' est une matrice inversible, on a la proposition suivante :

Proposition 7.3.3. Soient A et B deuz matrices de M, (K) et C une matrice inversible
de M, (K). Alors l’égalité AC = BC' implique [’égalité A = B.

preuve. Ce résultat est immédiat : si on multiplie & droite ’égalité AC = BC par C~1, on
obtient I'égalité : (AC)C~! = (BC)C ™. En utilisant l’associativité du produit des matrices
on a A(CC™1) = B(CC™Y), ce qui donne d’apres la définition de linverse AI = BI, d’ot
A=B.

Exercice 7.3.1.1. Soient A = (3'2) et B = (23). Calculer A™', B™* |, (AB)™1,
(BA)™!, A2,
. 100
2. Calculer Uinverse de <(1) (2) g)

3. Soit A = <_(2)1 _82 §>' Calculer 2A — A2. Sans calculs, en déduire A",

7.4 Inverse d’une matrice : calcul

Nous allons voir une méthode pour calculer ['inverse d’une matrice quelconque de manieére
efficace. Cette méthode est une reformulation de la méthode du pivot de Gauss pour les
systemes linéaires. Auparavant, nous commencons par une formule directe dans le cas

simple des matrices 2 X 2.
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7.4.1 Matrices 2 x 2

b
Considérons la matrice 2 x 2 : A = (a d) .
c

d —b
Proposition 7.4.1. Si ad — bc # 0, alors A est inversible et A™1 = adibc ( )

—C a

Démonstration. On vérifie que si B = —— (4. 70) alors AB = (}9). Meme chose

pour BA.

7.4.2 Meéthode de Gauss pour inverser les matrices

La méthode pour inverser une matrice A consiste a faire des opérations élémentaires
sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité 1. On fait
stmultanément les mémes opérations élémentaires en partant de la matrice I. On aboutit

alors & une matrice qui est A~'. La preuve sera vue dans la section suivante.

En pratique, on fait les deux opérations en méme temps en adoptant la disposition sui-
vante : a coté de la matrice A que 'on veut inverser, on rajoute la matrice identité pour
former un tableau (A | I). Sur les lignes de cette matrice augmentée, on effectue des

opérations élémentaires jusqu’a obtenir le tableau (I | B). Et alors B = A7,

Ces opérations élémentaires sur les lignes sont :

1. L; < \L; aveec X # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément
de \{0}).

2. L; < L+ A\Lj avec X\ € (et j # i) : on peut ajouter & la ligne L; un multiple d’une
autre ligne Lj;.

3. L; <+ Lj; : on peut échanger deuz lignes.

N’oubliez pas : tout ce que vous faites sur la partie gauche de la matrice augmentée, vous

devez aussi le faire sur la partie droite.

1 2 1
Exemple 62. Calculons l'inverse de A= 4 0 -1
-1 2 2

Voici la matrice augmentée, avec les lignes numérotées :

1 2 1/100)\
AlD=| 4 0o -1]0 1 0|
~12 210001/ 1



On applique la méthode de Gauss pour faire apparaitre des 0 sur la premiére colonne,
d’abord sur la deuzieme ligne par ['opération élémentaire Lo <— Lo — 4L1 qui conduit a la

matrice augmentée :

0O -8 -5/—-4 10 LotLo—4L,

Puis un 0 sur la premiére colonne, a la troisieme ligne, avec L3 < Ls + Ly :

1 2 1 1 0 0
0 -8 -5]—4 1
0 4 3 1 0 1 L3<L3+L1

On multiplie la ligne Lo afin qu’elle commence par 1 :

1 2 1|11 0 O
O 1 g % —% O LQ<——%L2
04 3|1 0 1

On continue afin de faire apparaitre des O partout sous la diagonale, et on multiplie la

ligne L. Ce qui termine la premiére partie de la méthode de Gauss :

1211 0 0
50 1 1
01 53 —50
0 0 % _]_ % 1 L3<—L374L2
PULS
1211 0 0
50 1 1
01 5]z —50
O O 1 _2 1 2 L3«+2L3

1l ne reste plus qu’a « remonter » pour faire apparaitre des zéros au-dessus de la diagonale :
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puLs

% L1+ L1—2Lo—L3

o O =
o = O
_ o O
13
|
N
|
NI

Ainsi Uinverse de A est la matrice obtenue a droite et aprés avoir factorisé tous les coef-

1

1, on a obtenu :

ficients par

, 2 2 9
A7l = vl B
8 4 8

Pour se rassurer sur ses calculs, on n’oublie pas de vérifier rapidement que A x A=1 = 1.
Exercice 7.4.1.1. Sipossible calculer Uinverse des matrices : (23), (2% %), (92), (*3'1).

2. Soit A(0) = (9 ~snf). Calculer A(6)7".

sin@ cos@

3. Calculer l'inverse des matrices : ( > 1 Pl), (3 I é), (
—211 11 2
7.5 Inverse d’une matrice : systémes linéaires et ma-

trices élémentaires

7.5.1 Matrices et systémes linéaires

Le systéeme linéauire

a1 T+ a2 x2 + - 4+ ap T, = b
ao1 T1 + Qo T2 + -+ Qop Tp = b2
Up1 T1 + Ap2 T2 + -+ + app T, = by

peut s’écrire sous forme matricielle :

ay; ... Qip T b1
Q21 ... Qzp ) b2
Api .. Gpp Tp b,

~ ~ —— ——
A X B

73



On appelle A € M, ,(K) la matrice des coefficients du systéme. B € M, 1(K) est le vecteur
du second membre. Le vecteur X € M, (K) est une solution du systéme si et seulement
St

AX = B.
Nous savons que : Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soil une

seule solution, soit une infinité de solutions.

7.5.2 Matrices inversibles et systémes linéaires

Considérons le cas ot le nombre d’équations égale le nombre d’inconnues :

ai;y ... Qip T b1
a1 ... Qo9pn i) bQ
Anl .. Gpn Tn b,
-~ 7
A X B

Alors A € M, (K) est une matrice carrée et B un vecteur de M, 1(K). Pour tout second

membre, nous pouvons utiliser les matrices pour trouver la solution du systeme linéaire.

propriétés 2. Si la matrice A est inversible, alors la solution du systeme AX = B est

unique et est : X = A7'B.

La preuwve est juste de vérifier que si X = A™'B, alors AX = A(Ale) = (AAfl)B =
I - B = B. Réciproquement si AX = B, alors nécessairement X = A~'B. Nous verrons
bientot que st la matrice n’est pas inversible, alors soit il n'y a pas de solution, soit une

infinité.

7.6 Déterminant des matrices inversibles

Comment savoir si une matrice est inversible ? Il suffit de calculer son déterminant !
Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. De

plus si A est inversible, alors :
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7.6.1 Le déterminant d’une matrice
Déterminant en dimension 2 et 3

En dimension 2, le déterminant est trés simple a calculer :

a b
det< > = ad — bc.
c d

C’est done le produit des éléments sur la diagonale principale (en bleuen gris foncé) moins

le produit des éléments sur l'autre diagonale (en orangeen gris clair).

7.6.2 Matrice 3 x 3

Soit A € Ms() une matrice 3 x 3 :

11 Aaiz2 A3
A= Q21 Qg2 (23

a3 dasz2 a33

Voici la formule pour le déterminant :
det A = aj1aga3s + a12a23a31 + A13021A32 — A31022013 — A32023011 — (33021012 -

1l existe un moyen facile de retenir cette formule, c’est la régle de Sarrus : on recopie les
deux premiéres colonnes a droite de la matrice (colonnes grisées), puis on additionne les
produits de trois termes en les regroupant selon la direction de la diagonale descendante
(a gauche), et on soustrait ensuite les produits de trois termes regroupés selon la direction

de la diagonale montante (4 droite).

2 1 0
Exemple 63. Calculons le déterminant de la matrice A= |1 —1 3
3 2 1
Par la regle de Sarrus :
det A=2x(—-1)x1+1x3x3+
— — — = —6.

(i) le déterminant est linéaire par rapport & chaque vecteur colonne, les autres étant fizés ;
(i1) si une matrice A a deux colonnes identiques, alors son déterminant est nul;

(111) le déterminant de la matrice identité I, vaut 1.
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On note le déterminant d’une matrice A = (a;;) par :

det A

ou

Si on note C; la i-éme colonne de A, alors

det A= Cl

Cy

Cn == det(Cl,C’g, e

ail  aig
ag1  A22
ap1  Ap2

A1n

A2p,

a’TLTL

,Cn) -

Awvec cette notation, la propriété (i) de linéarité par rapport a la colonne j s’écrit : pour tout

A €, det(Ch, .
s01t
a1
Q41
an1

Exemple 64.

Cey )\C'j—l—uC]’, . ,On) = )xdet(Cl, .
)\alj + ua’lj QA1
Aaij + pa; Qin
Aay; + ,ua’nj Ann
a1y a1; QA1p, 11
= Aay Q5 Qi | T 1|5
an1 Qpj Apn, an1
5 4 6 1
—10 -3 =5x|7 =2
25 -1 12 5
Car la seconde colonne est un multiple de 5.
4—3 3 2 4
3—2|=1|7T =5 3|—|7
10 -4 9 2 10

Par linéarité sur la troisiéme colonne.
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det (AT) =det A

7.6.3 Inverse d’une matrice

Soit A € M,(K) une matrice carrée.

Nous lui associons la matrice C' des cofacteurs, appelée comatrice, et notée Com(A) :

Cll C112 e Cln

021 022 T CZTL
C=Cy)=| . . .

Cnl CTLQ T Cnn

Sotent A une matrice inversible, et C' sa comatrice. On a alors

1
A—l _ t
det A
1 10
Exemple 65. Soit A= | 0 1 1 |. Le calcul donne que det A = 2. La comatrice C'
1 01

s’obtient en calculant 9 déterminants 2 X 2 (sans oublier les signes +/—). On trouve :

1 1
C = - t d Ail == . OT = —
1 1 1 et donc ot A 5

7.6.4 Meéthode de Cramer

Le théoreme suivant, appelé regle de Cramer, donne une formule explicite pour la solu-
tion de certains systemes d’équations linéaires ayant autant d’équations que dinconnues.

Considérons le systéeme d’équations linéaires a n équations et n inconnues suivant :

a11r1 + a1 + -+ apr, = b
a91T1 + Qoo + -+ - + A9px, = bg
Ap1T1 + GpaZo + -+ + ATy = bn
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Ce systeme peut aussi s’écrire sous forme matricielle AX = B ou

a1; Qa2 -+ Aip T by

a21 Q22 -+  Q2n X2 ba
A= T Tl eM(K), X=] et B=

Ap1 Ap2 - Ann Tn bn

Définissons la matrice A; € M,,(K) par

ay; ... Qa1j-1 bl ayj+1 ... QAip

Q1 ... A2 -1 bg agj+1 .. QA2p
Aj= .

Qp1 ... Qpj-1 bn Qpj+1 -+ QApp

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplacant la j-éme colonne de A par le
second membre B. La régle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du systéeme
dans le cas ot det A # 0 en fonction des déterminants des matrices A et A;.
[Reégle de Cramer| Soit

AX =B

un systeme de n équations a n inconnues. Supposons que det A # 0. Alors l'unique solution

(1,22, ..., x,) du systéeme est donnée par :
det A; det A, det A,
T = Ty = . T, = .
' det A 7 detA det A

Exemple 66. Résolvons le systéme suivant :

Ty + 23 = 6
—3x1 + 4z + 623 = 30
—xr1 — 29 + 3x3 = 8.
On a
1 0 2 6
A= -3 4 6 B=1 30
-1 -2 3 8
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6 0 2 1 6 2 1 0 6
A= 30 4 6 Ay=1| -3 30 6 Az=1 -3 4 30
8 —2 3 -1 8 3 -1 -2 8

et
det A =44 det A; = —40 det Ay =72 det A3 = 152.

La solution est alors

CdetA; 40 10 detA, 72 18  detA; 152 38

T et A T 4 11 T detA 44 11 T detA 44 11

La méthode de Cramer n’est pas la méthode la plus efficace pour résoudre un systéme,

mais est utile si le systeme contient des parametres.
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