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Préface

Ce cours a destination des étudiants de deuxiéme année licence Mathématique LMD,
il comporte le module de Probabilités. Il contient ’essentiel de cours avec des exemples.
Des exercices d’applications sont proposés avec des solutions en fin de chaque chapitre
pour permettre a ’étudiant de tester ses connaissances et de se préparer aux tests et aux
examens finaux.

D’aprées mon expérience, lors de I’enseignement de ce module durant quelques années,
j’ai décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fondamentales liées a
ce module.

Vu le programme proposé par le ministere, j'ai partagé ce modeste travail en deux
parties essentielles. La premiére partie contient le chapitre des variables aléatoires dis-
crétes et la deuxiéme comporte le chapitre des variables aléatoires absolument continues.
J’ai commencé la présentation de cet ouvrage par un rappel sur les Probabilités et les
Probabilités conditionelles (partie enseignée en L1).

Ensuite, j’ai présenté les deux autres parties, en respectant le contenu et l'ordre des
chapitres suivant le canevas donné par le ministére.

Enfin, vu les erreurs répétées souvent dans les copies des examens de ce module, j’ai
constaté que la majorité des étudiants ne donnent pas I'importance au cours et ils font
des exercices en se basant directement sur les corrigés. Je conseille alors les étudiants de
lire d’abord le cours attentivement, de faire tous les exemples cités aprés chaque résultat
donné et enfin de passer a résoudre les exercices proposé sans retourner au corrigé. Les
solutions des exercices sont utiles uniquement pour tester le niveau des efforts fournis par
I’étudiant.

Finalement, j’espére que ce petit document peut aider les étudiants qui veulent maitriser

bien cette partie de domaine des Probabilités.
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Chapitre 1

Probabilité et Probabilité

conditionelle

1.1 Analyse combinatoire et denombrement

Le dénombrement s’emploie pour étudier et dénombrer divers types de groupements que

I’on peut faire & partir d’ensembles finis.

Définition 1.1 On considére un ensemble fini E de n éléments distincts {x1, 2, ..., T, } .

On appelle cardinal de E, son nombre d’éléments n et on écrit card (E) = n.

1.1.1 Permutations

Définition 1.2 Tout classement ordonné de n éléments distincts est une permutation
de ces n éléments. Par exemple aebed est une permutation des éléments a,b, c, d, e.

Le nombre de permutations de n éléments peut étre calculé de la facon suivante : il y
a n places possibles pour un premier élément, n — 1 pour un deuxiéme élément, ..., et il
ne restera qu’une place pour le dernier élément restant.

On remarque facilement alors qu’il y an X (n — 1) X (n — 2)-... X 2 X 1 permutations
possibles.

On noten X (n —1) X (n —2) X ... x 2 x 1 =nl. Par convention, 0! = 1.

Il y a donc n! permutations de n éléments distincts. Alors le nombre de permutations

de n éléments noté P,, égal n!.



Exemple 1.3 De combien de fagons peut-on ranger 5 livres différentes sur une étageére.
La réponse est Ps = 5! = 120. Donc on peut ranger ces livres dans cette étagére en 120

facons différentes.

1.1.2 Permutations avec répétition

Définition 1.4 Tout classement ordonné den éléments se répartit en k groupes ny, na, ..., ng
(i.e. ny 4+ ng+ ... + ni = n) tel que les éléments de chaque groupe sont indiscernables
(identiques), est une permutation avec répétition de ces n éléments. Par exemple
aabab est une permutation avec répétition des éléments a,a,a,b,b.

On peut remarquer facilement que le nombre de permutations avec répétition de n

éléments que l’on notera P "™ est

~ |
Pz, e — n:
n

ny! X ngl X ... x ng!’

c’est le nombre de toutes les permutations possibles entre les n éléments (on considére que
les n éléments sont différents) et on enléve les permutations possibles entre les éléments

de chaque groupe.

Exemple 1.5 De combien de fagons peut-on ranger sur une étagére 5 livres dont deux
livres de mathématiques de méme copie et les trois autres livres de physiques sont de
meémes copie.

La réponse est ]352 3 = = 10. Donc on peut ranger ces livres dans cette étagére

2! x 3!
en 10 facons différentes.

1.1.3 Arrangements

Définition 1.6 Un arrangement de p éléments choisis parmis n éléments est une col-
lection de p objets pris parmis les n dont on s’interesse a l'ordre d’apparition et chaque
élément ne peut apparaitre qu’une seul fois.
Le nombre des arrangements de p éléments choisis parmis n éléments est noté AP.
Le premier peut étre choisi de n facons différentes, le deuxiéme peut étre choisi de

(n — 1) fagons différentes,...et le p-iéme élément peut étre choisi de (n —p+1) fagons



différentes. D’ot le nombre des arrangements de p éléments choisis parmis n éléments

est
n!

A=nxn—-1)x..x(n—p+1)=——
(n—p)!
Exemple 1.7 De combien de fagons peut-on construire un code composé de trois chiffres

différents.
10!

m = 720. Donc on peut construire ce code en 720 facons

; 3 _
La réponse est Ay, =

différentes.

Remarque 1.8 Une permutation de n éléments est un arrangement de n éléments choisis

parmis n.

1.1.4 Arrangements avec répétition

Définition 1.9 Un arrangement avec répétition de p éléments choisis parmis n élé-
ments est une collection de p objets pris parmis lesn dont on s’interesse a l’ordre d’apparition
et chaque élément peut apparaitre plus d’une fois.

Le nombre des arrangements avec répétition de p éléments choisis parmis n éléments
est noté Av{’l.

Le premier peut étre choisi de n fagons différentes, le deuxiéme peut étre choisi de n
facons différents,...et le p-iéme élément peut étre choisi de n facons différentes. D’ou le
nombre des arrangements avec répitition de p éléments choisis parmis n éléments est

p fois

 p———
AP =nxnx..xn=nb

Exemple 1.10 De combien de fagons peut-on construire un mot francais de 3 lettres (on
ne s’interesse pas au sens du mot).

La réponse est 236 = 263. Donc on peut construire ce mot en 26% facons différentes.

1.1.5 Combinaisons

Définition 1.11 Une combinaison de p éléments choisis parmis n éléments est une
collection de p objets pris parmis les n dont on ne s’interesse pas a l'ordre d’apparition

de ces éléments.



Le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmis n éléments est noté CP.
Si l’on permute les éléments de chaque combinaison, on obtient tous les arrangements.

1l y’a donc p! fois plus d’arrangements que de combinaisons, ce qui s’écrit
AP = plCP,

d’ot le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmis n éléments est

n!

o L —
" pl(n—p)!

Exemple 1.12 De combien de fagons peut-on choisir un comité constitué de 3 étudiants

dans un groupe de 20 étudiants.
20!

317 1140. Donc on peut construire ce comité en 1140 facons

; 3 _
La réponse est Cyy =

différentes.

1.2 Espace de Probabilité

1.2.1 Expérience aléatoire, Espace des événements, Epreuves et

événements
Définition 1.13 Une expérience ou un phénomeéne est dite aléatoire, si on ne peut

pas prédire le résultat avec une certitude.

Autrement dit si tous les résultats de cette expérience sont régis par le hasard.

Exemple 1.14 Si on lance un dé équilibré, alors on peut obtenir soit le 1, soit le 2, ...,s0it

le 6.

Définition 1.15 L’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire est
appelé l'ensemble des résultats possibles ou l’espace des événements et on le note

par €.

Exemple 1.16 Reprenons l'exemple 1.14, l’ensemble des résultats possibles est ) =

{1,2,3,4,5,6} .

10



Définition 1.17 Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est vérifiée
ou non une fois le résultat de ’expérience connu. Mathématiquement, un événement est
caractérisé par l’ensemble des résultats dans lesquels il est réalisé (un tel résultat est alors
appelé une réalisation de ’événement). Ainsi si 2 lespace des événements associé a une

expérience aléatoire, tout sous ensemble A de ) est appellé événement.

Exemple 1.18 1. Reprenons l'ezemple 1.14, c’est-a-dire Q = {1,2,3,4,5,6}.
o L’événement : "le lancer est un nombre pair” est l’ensemble {2,4,6} .
o L’événement : "le lancer est un 5" est ’ensemble {5} .

2. On lance deux fois un dé, ’espace des événements ) est
Q={(r1,r) [/ ri,re{1,2,3,4,5,6}}.
o L’événement : "le second lancer est un 6" est l’ensemble
{(r,6) / re{1,2,3,4,5,6}}.
o [’événement : "le premier lancer est supérieur au second” est l’ensemble
{(r1,m2) / r1 >mre oury,re € {1,2,3,4,5,6}}.

Définition 1.19 Un singleton (c’est-a-dire un événement réduit & un unique élément de
Q) est appelé événement élémentaire ou bien épreuve. On appelle ) I'événement
certain et @ l'événement impossible. Si A est un événement, on appelle A° = A
I’événement contraire de A. Si A et B sont deux événements, on appelle A N B
l'événement « A et B » et AU B l’événement « A ou B ». Finalement, st ANB =&,

A et B sont dits disjoints, ou tncompatibles.

Définition 1.20 Une famille <Ai)z‘:1,...,n des événements de €} forme un systéme complet
de ), si

i) pour tout i # j (i,j=1,..,n): A,NA; =0,

ii) iglAi = Q.

11



1.2.2 Tribus et probabilités

Définition 1.21 (Tribu). Soit Q un ensemble quelconque. Une famille T' d’éléments de
P (Q) (’ensemble de toutes les parties de l’ensemble Q1) est dite tribu si elle vérifie les
conditions suivantes :

i)QeT,

it) T' est stable par passage au complémentaire, i.e. pour tout élément A de T, son
complémentaire A° = A est un élément de T,

i11) T est stable par réunion dénombrable, i.e. si Ay, ..., A,,...une suite finie ou infinie

d’éléments de T, L>JlAn est un élément de T

Exemple 1.22 1. {@,Q} est une tribu et est appelée tribu grossiére. On ne peut en
construire de plus petite.

2. Si Q est dénombrable, P (Q2) est la plus grande tribu définie sur €.

3. 8i A C ), 'ensemble des parties {@, A A, Q} est une tribu sur €.

Proposition 1.23 Soit F une famille de parties de 2. Il existe une plus petite tribu sur

Q qui contient F. On l'appelle tribu engendrée par F et on la note o(F).

Exemple 1.24 La tribu Borélienne sur R, notée Br est la tribu engendrée par les inter-

valle |—o0, z] ou x € R.

Définition 1.25 Lorsque T est une tribu sur ), le couple (2, T) est appelé espace prob-

abilisable.

Définition 1.26 (Probabilité). Soit (2,T) un éspace probabilisable. On appelle prob-
abilité sur (2, T), toute application

p: T — [0,1]
A — p(A)

vérifiant :
) p(Q2) =1,
it) (o-additivité) Pour toute suite (Ay,)n>1 d’éléments de T deux & deux disjoints (in-

compatibles)



Remarque 1.27 Si p est une probabilité définie sur un espace probabilisable (Q,T), le
triplet (0, T, p) s’appelle éspace de probabilité.

e Propriétés

Proposition 1.28 Soit (2, T,p) un éspace de probabilité, alors
i) (Additivité finie) Soit Ay, ..., A1 une collection finie d’événements 2 a 2 disjoints.
Alors,

p (iglAi) - ip (4:),

i) p(2) =0,
iti) pour tout A€ T, p(A) =1-p(A),
iv) (Monotonicité) pour tout A, B € T, tel que A C B

p(A) <p(B),

v) (Sous - o-additivité) Soit I un ensemble fini ou dénombrable et (A;)icr une collection

d’événements. Alors,

p <ig]Ai) <Y p(A),

el

vi) pour tout A, B € T,
p(AUB)=p(A)+p(B)—p(ANB),

vii) plus généralement, pour tout collection finie Ay, ..., A,

p(iQIAi) = ip(Ai)— Z p(A;iNA)+ Z p(AiNA;NA)— ..

1<i<j<n 1<i<j<k<n

(=) p(ANAN .. NA).

Démonstration. i) Elle est immédiate d’aprés la Définition 1.26, il suffit de prendre
pour tout it >n+1: A; = O,
ii) D’aprés i) on a :
1=p(Q)=p(QUZ)=p(Q)+p(2),

13



donc p (@) = 0.

iii) D’aprés i) on a :
1=p(Q)=p(AUA)=p(4)+p(4),

donc p (A) =1—p(A).
iv) On a :
p(B)=p(AU(BNA))=p(A)+p(BnA),
donc p (A) =p(B) —p(BNA) <p(B)carp(BnA) >0.
v) Soit la famille d’événements (B;),.; tels que
By = Ay, By = Ay~ Ay = Ay N Ay, ..., By = A ~ (j@ifj) Gel).
11 est clair que les événements B; (i € I) sont disjoints deux a deux, pour tout i € I :

BZ' C Az et UAz = UBZ Donc
il icl

p <iL€JIAi) =p (igIBi> =Y p(B) <D p(A).

el i€l

vi)Ona: AUB=(AN(ANB))U(ANB)U (B~ (AN B)) et les trois événements
AN (ANB), AN B et B~ (AN B) sont disjoints deux & deux. Alors

p(AUB) = p(AN(ANDB))+p(ANB)+p(B~(ANB))
= p(A) —p(ANB)+p(ANB)+p(B)—p(ANB)

car p(A) =p(AN(ANB))+p(ANB)etp(B)=p(B~(ANDB))+p(ANnB).Dou

p(AUB)=p(A)+p(B)—-p(ANDB).

14



vii) En utilisant vi), on trouve

p(ATUAsUA3) = p(A1UAy) +p(A3) —p((AL U Az) N A3)
= p(A1) +p(A2) —p (A1 N As) +p(A3) —p((A1NAz) U (42N A3))
= p(A) +p(As) +p(A43) —p (A1 NAy) —p (A1 N A3) —p(Ay N As)
+p (A1 N AN A3),

car

= p(AlﬂAg)—f—p(AgﬂAg)—p(AlﬂA2ﬁA3).

On peut déduire par récurrence que

p(04) = ipmi)— > opAinA)+ D pAnANA) - .

1<i<j<n 1<i<j<k<n

+ (=) p(ANA N NA,).

Un cas particuliérement important est celui ou la méme probabilité est associée a

chaque résultat possible de I'expérience. Bien entendu, ceci n’est possible que si €2 est

fini.

e Probabilité uniforme

Définition 1.29 Soit (2, T,p) un éspace de probabilité. Les éléments de Q2 (fini) sont

dits équiprobables ou bien la probabilité p est dite uniforme sur ) si

VwGQ:p(w):@.

ot Q2| désigne le cardinal de ’ensemble €.

Proposition 1.30 L’orsqu’il y a équiprobabilité des éléments de €2, la probabilité d’un

15



événement A est simplement donnée par

En d’autres termes, la probabilité de A est alors donnée par le quotient du nombre
de cas favorables (le nombres de cas ot l’événement A est réalisé) par le nombre de

cas total (le nombre des éléments de ).

1.3 probabilités Conditionelles

1.3.1 Généralités

Définition 1.31 Soient (2,7, p) un espace de probabilité et B un événement de € de
probabilité strictement positive (i.e. p(B) > 0). On appelle probabilité de l’événement

A sachant que B est réalisé, qu’on notera p (A/B), le nombre

p(ANB)

p(a/B) ="

Proposition 1.32 Soient (2, T,p) un espace de probabilité et B un événement de ) tel

que p (B) > 0. L’application

pg: T — 0,1]

est une probabilité sur (2,T).

Démonstration. 1. D’aprés la propriété de monotonicité, il est clair que

p(ANB)
p(B)

0<pp(A)=p(A/B) = <

_ _p@nB) _pB) _

16



3. Soit (A,),~, une suite d’éléments de 7', disjoints deux & deux, alors

(o) = o((wa) 17) - p( () 05)

p(B)
p(nL>J1(A”mB)) Zp(AnﬂB)
N p(B) ~ p(B)

car les éléments de la suite (A, N B), -, sont disjoints deux & deux. Donc

Zp p(An/B)
_ p(B A n/B)
m(gm) = X

= ) p(Au/B) :ZPB (A

Ainsi lapplication pp est bien une probabilité sur (2,7'). =

1.3.2 Formule des probabilités composées

Proposition 1.33 Soit (2, T, p) un espace de probabilité, et soit la famille d’événements
n—1
A1, As, ... A, telle que p (ﬂlAZ) #+ 0. Alors

p(A14:) = p (A1) X p(Aa/Ar) X p (/A1 0 A) X o X P (An/A1 N A2 110 Ay ).
En particulier

p(A1NAsNA3) =p (A1) X p(As/Ar) X p(As/A; N Ag).

17



Démonstration. Par récurrence, en effet :
pour n = 2, c’est juste la définition de la probabilité conditionelle.

pour n = 3, on a

p(AlﬂAgﬂAg) = p(AlﬂAg) Xp(Ag/AlmA2>

= p(Al) Xp(Ag/Al) Xp(Ag/Al PIAQ)

On suppose que ’égalité est vraie jusqu’a 'ordre n et montrons qu’elle est vraie &

I'ordre n + 1,

p((E04) =2 (4] 0 4wes) =2 (A2 xp (Araf f 4)

= p (A1) xp (Ag /A1) xp (A /A1 N Ag)X oo xp (A /A1 OV Ag (oo N A1) xp (Anﬂ/ir;%1 Ai> ,

car I'égalité est vraie & 'ordre n. =

1.3.3 Théoréme des probabilités totales

Théoréme 1.34 Soit (2, T,p) un espace de probabilité, et soit la famille d’événements
Ay, Ag, . An qui forme un systéme complet de Q tel que p(A;) > 0 pour tout i €

{1,2,...,n}. Alors pour tout événement B € T, on a

p(B) = Zp(Ai)p(B/Ai) .

Démonstration.

n

(BNA)) =D p(BNA),

i=1

(@]

p(B)Zp(BﬂQ)Zp(Bﬂ (g&)) =p(

i=1

car les événements A; N B sont disjoints deux & deux. En utilisant la définition de la

probabilité conditionelle, on trouve
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1.3.4 Théoréme de Bayes ou formule de Bayes

Théoréme 1.35 Soit (2, T,p) un espace de probabilité, et soit la famille d’événements
Ay, Ag, .. Ay qui forme un systéme complet de Q tel que p(A;) > 0 pour tout i €
{1,2,..,n}. Si B un événement (B € T) tel que p(B) > 0. Alors pour tout j €

{1,2,...,n},
(B/4;)

p(A,)B) = P AP
Zp B/A)

Démonstration. Soit j € {1,2,...,n}, alors

p(BNA) _ p(A)p(B/4;)

PIB) =y T D)

En utilisant le Théoréme des probabilités totales, on trouve

Zp p(B/4A),

p(A/B) = p(4;)p(B/4;)
Zp B/A)
| |

Exemple 1.36 La production totale d’une usine est réalisée par trois machines A, B et C'
suivant les pourcentages 75%, 15% et 10% respectivement. Les proportions de la production
défectueuse sont 3%, 5.5% et 6% respectivement. On choisit au hasard une unité de la
production de cette usine.

1. Quelle la probabilité que cette unité sera déféctueuse.

2. Sachant que l'unité choisie est bonne, quelle est la probabilité qu’elle serait produite
par la machine C.

En effet : On considére les événements suivants :

My = "unité choisie est produite par la machine A"

My = "l’unité choisie est produite par la machine B"

Ms . "l’unité choisie est produite par la machine C'"
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D : "l’unité choisie est déféctueuse”

B : "T'unité choisie est bonne”.

Il est clair que : Q@ ={U /U wunité produite par la machine A ou bien B ou bien C'}
les événements My, My et M3 forme un systéme complet de Q2 et p (M;) = 0.75, p (M) =
0.15, p (M) = 0.1, p(D / M) = 0.03, p(D / My) = 0.055 et p(D | M;) = 0.06.

1. En utilisant le Théoréeme des probabilités totales, on a

p(D) = p(My)p(D / M) +p(M)p(D [/ Ma)+p(Ms)p(D [/ Ms)

= 0.75 x 0.03+ 0.15 x 0.055 4+ 0.1 x 0.06 ~ 0.037
2. L’évéenement B est [’événement contraire de l’événement D, donc
p(B)=1—p(D)=1-0.037 ~ 0.963

En utilisant le Théoreme de Bayes, on trouve

_ p(M3)p(B/Ms)  p(Ms)p(B/M;3) 0.1 x0.06
POBIB) =5 a p(B) ~ 70963

ZP (M;) p (B/M;)

=1

~ 0.006.

1.3.5 Evénements indépendants

Définition 1.37 Deux événements A et B liés a une expérience aléatoire dont l’espace

des événements est ), tels que p(A) > 0 et p(B) > 0, sont dites indépendants si
p(A/B)=p(A).

Remarque 1.38 La condition p(A/B) = p(A) entraine que p(B/A) = p(B), et donc
l'indépendance entre deux événements segnifie que la réalisation de ['un n’influe pas sur

la probabilité de la réalisation de l’autre.

Proposition 1.39 Deux événements A et B liés a une expérience aléatoire dont [’espace
des événements est ), tels que p(A) > 0 et p(B) > 0, sont dite indépendants si et
seulement sip (AN B)=p(A)p(B).
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Démonstration. On a

A et B sont indépendants < p(A/B) =p(A)
p(ANB)

p(B)
& p(ANB)=p(A)p(B).

=p(A)

Proposition 1.40 Soit A et B deux évenments, alors les assertions suivantes sont équiv-
alentes

i) A et B sont indépendants,

ii) A et B sont indépendants,

iii) A et B sont indépendants.

Démonstration. Pour démontrer la Proposition on va démontrer les implications
suivantes
i) = ii), ii) = i) et iii) = ).
i) = ii)
p(A)=p(ANB)+p(ANB),

car les évenments A N B et AN B sont disjoints. Donc

p(ANB) =p(A) —p(ANB)=p(A) —p(A)p(B)=p(A) (1 -p(B)) =p(A)p(B),

d’ou I'indépendance de A et B.

ii) = 4ii) immédiatement de la preuve de i) = ii), ott B joue le role de A dans i) et
A joue le role de B dans 7).

De méme pour #ii) = i), il suffit d’utiliser la deuxiéme implication i) = 4ii) deux

fois. m

Définition 1.41 Une famille (A;)ic; d’événements est une famille d’événements mutuelle-
ment indépendants si, pour tout ensemble d’indices K fini et dans I, la famille (A;)iex

forme une famille d’événements indépendants.
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1.4 Exercices

Exercice 1.1. On jette une piece de monnaie équilibrée trois fois de suite.
1. Décrire I'espace des événements ().
2. Ecrire les sous-ensembles de €2, correspendants aux événements suivants :
a) A; : " la piéce sort pile au ¢ jet" i = 1,2, 3,
b) B;: " la piéce sort au plus i piles" i = 1,2, 3,
c) C; : " pile sort exactement i fois" i = 1,2, 3.

3. Calculer p (4;), p(B;), P(C;) et p (E) ,i=1,2,3.

Exercice 1.2. Soit (€2,7T) un espace probabilisable, et soient A, B et C' trois événe-
ments quelconques de €.

1. Représenter les evenements suivants

i) Les événements A, B et C' se réalisent.

ii) Exactement un des événementst A, B et C' se réalisent.

iii) Aucun des événements A, B et C ne se réalise.

iv) Au plus un des événements A, B et C se réalise.

v) A ne se réalise pas mais au moins un des événements B et C' se réalise.

vi) Exactement deux des événements A, B et C' se réalisent.

Exercice 1.3. On jette deux dés cubiques (a 6 faces 1,2,...,6).

1. Décrire ’espace des éveénement €2 et écrire les sous-ensembles de €2, correspendants
aux évenements suivants :

A : "la somme obtenue est au plus égale & 5",

B : "la somme obtenue est au moins égale & 5",

C' : "la somme obtenue est strictement inférieure a 3".

2. A et B sont-ils contraires 7

3. B et C sont-ils incompatibles 7

4. A et C sont-ils incompatibles ?

Exercice 1.4. Soit (2,7, p) un espace de probabilité et soient A, B deux événements
1 2 3
1 A)=—-,p(B)=- ANB)=—.
tels que p(A) = 7, p(B) = ¢ et p(ANB) = 5

1. Calculerp(AUB),p(AﬂE) etp(AUE).
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2. A et B sont-ils indépendants.

Exercice 1.5. On lance un dé a 6 faces. On note p; la probabilité de sortie de la face
marquée . Ce dé est truqué de telle sorte que les probabilités de sortie des faces sont :
p1 =0.1; p, =0.2; p3 = 0.3; p, = 0.1; p; = 0.15.

1. Quelle est la probabilité de sortie de la face marquée 6.

2. Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair.

Exercice 1.6. Dans une population donnée, le nombre de males est la moiti¢ du
nombre de femelles. La fréquence d'un caractére "A" est de 4% chez les males et 2.5%
chez les femelles.

1. Quelle est la probabilité, qu’un individu pris au hasard de cette population, ait le
caractére "A".

2. Sachant que l'individu choisi ayant le caractére "A", Quelle est la probabilité qu’il

soit un male.

Exercice 1.7. On dispose de deux urnes U; et U,. L’urne U; contient trois boules
blanches et une boule noire. L’urne U,y contient une boule blanche et deux boules noires.
On lance un dé non truqué. Si le dé donne un numéro inférieur ou égal a 2, on tire une
boule dans 'urne U;. Sinon on tire une boule dans I'urne Us. (On suppose que les boules
sont indiscernables au toucher).

1) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

2) On a tiré une boule blanche. Calculer la probabilité qu’elle provienne de I'urne Uj.

Exercice 1.8. On doit former un comité comprenant 3 mathématiciens et 2 phisiciens
sur la base d’un groupe plus large, formé de 7 mathématiciens et 5 phisiciens.
Quel est le nombre des cas possible pour former ce comité si :
1. Le comité peut comprendre n’importe lequel des mathématiciens et des phisiciens
2. Un phisicien particulier doit-étre membre du comité.

3. Deux mathématiciens particuliers doivent étre exlus du comité.

Exercice 1.9. 1. Quel est le nombre des cas possibles pour ranger 6 livres de

mathématiques et 4 livres de physique sur une étageére.
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2. Quelle est la probabilité pour obtenir 3 livres de mathématiques particuliers rangés
ensembles.

3. On considére que les livres des mathématique sont des copies de méme livre et de
méme pour les livres de physique.

Combien y a-il de fagons pour ranger ses livres.

Exercice 1.10. A T'ouverture, le rayon boulangerie d’'un magasin en libre service
contient cent baguettes dont x seulement sont fraiches, les autres étant 'invendu de la
veille.

1. Madame N est la premiére cliente de la journée. Elle choisit au hasard k£ baguettes.
Quelle est la probabilité pi(m) que m d’entre elles soient fraiches 7

2. Si Madame N n’est pas la premiére cliente de la journée et si n baguettes (n <
100 — k) ont déja été achetées (toutes choisies au hasard) avant son arrivée, qu’est devenue

la probabilité py(m) ?
Solutions des exercices

Solution de I’exercice 1.1.

1.
Q:{(T17T27r3) /TZZWVF,Z:]_,273}
2. a)
A = {(mrymr3) [ri=7mVEFi=2,3},
Ay = {(r,mr3) /ri=mVFi=13},
A3 = {(r,ro,m) /ri=mVFi=12}.
b)

B, = {(F,F,F),(r,F,F),(F,m,F),(F, F,m)},
By, = {(F,F,F),(r,F,F),(F,n,F),(F,F,n),(m,7n,F),(n,F,m),(F,m,m)}
By = {(F,F,F),(r,F,F),(F,n,F),(F,F,n),(r,n,F),(r, F,7) , (F,m,m), (m,m,m)}.
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Ci1 = {(n,F,F),(F,m,F),(F,F,m)},
Cy = {(m,nm,F),(m, F,m),(F,m,m)},
Cs = {(mmm)}.

3. La piéce de monaie est bien équilibré, donc tous les éléments de 2 on la méme

probabilité, ainsi pour tout événement A de (2

D’ou

Il est facile de remarquer que

1
p(A2) =p(A3) =p(A1) = 5
B | By | 41
*p(B) = Q] — 8 2
|By| 7
B, = =2 __
et
P(B3)—p(9):1
T
.p(cl) - |Q| _87
T
et
1
p(03)=§~
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et

_ 11
'p(Bl) = 1_19(31):1—5:5,
S 7 1
p(Bz) = 1—P(Bz):1_§:§7
p(Bi) =1-p(By)=1-1=0.
Solution de I’exercice 1.2.
1.i) AnBNC.
i) (ANBNC)U (ANBNC)U(ANBNC).
iii) ANBNC.
iv) ( ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(AnBNC).
v) AN(BUC).

vi) (ANBNC)U(ANBNC)U (ANBNC).

Solution de ’exercice 1.3.

1.

e Q) = {(r1,m) /r,r€{1,2,3,4,5,6}},
o A = {(r,re) /11,72 €{1,2,3,4,5,6} et r; +ry <5}

= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4, 1)},
e B = {(r,r) /ri,ro€{1,2,3,4,5,6} et r; +1ry > 5}

= AUu{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}.

o C ={(r,r) /11,72 € {1,2,3,4,5,6} et ri +ry <3} ={(1,1)}.

2. A n’est pas ’événement contraire de B, car B # A. L’événement contraire de A est
A={(r1,ry) /ri,ra €{1,2,3,4,5,6} et ry +my >5}.

3. B et C sont incompatibles (i.e. disjoints) car BN C = &.
4. A et C ne sont pas incompatibles car ANC = {(1,1)} # @.
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Solution de ’exercice 1.4.

1.

(G281 )
|
)
S| e
N | =

RS

ep(AUB)=p(A)+p(B)—-p(ANDB) =

ep(A) = p(ANQ) =p(AN(BUB))=p[(ANB)U (AN B)]
= p(ANB)+p(ANnB),

car les deux événements A N B et AN B sont disjoints. Donc

— 1 3 1
_ _ 1 2 1
«p(AUB) = p()+p(B) -p(anB) =+ (1-3) -
_ 1,3 1.3
4 5 10 4

2. Comme

3 1 2
ANB)=— A B)=-x-=—
P(ANB) =55 #p(A) xp(B) =7 %z =15,
alors les deux événements A et B ne sont pas indépendants.

Solution de ’exercice 1.5.

1. Lespace des événements  est 'ensemble {1,2,3,4,5,6}, on a alors

p(Q) = p{1)+r({2}) +r{3}) +p({4}) +p({5}) +p({6}) =1
< prt+p2tp3s+pst+ps+ps=1
= ps=1—(01+02+03+0.1+0.15)=1—0.85 = 0.15,

c’est-a-dire la probabilité de sortie de la face marquée 6 est 0.15.

2. La probabilité d’obtenir un nombre pair est

p({2,4,6}) =p({2}) +p({4}) + p({6}) = 0.2+ 0.1 + 0.15 = 0.45.
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Solution de ’exercice 1.6.

1. On considére les événements

M : " I'individu choisi est un male",

F: " I'individu choisi est une femelle",

A : " I'individu choisi ayant le caractére A".

Alors les donnés de I’exercices sont présenté par
1
p(M) = 5P (F), p(A/M) =0.04 et p(A/F) = 0.025.
En appliquant le Théoréme des probabilités Totales, on trouve

p(A)=p(M)p(A/M)+p(F)p(A/F),

P (F)+p(F)=1,

ainsi

d’ou
1 4 2 2.5

2. Il s’agit de calculer p (M/A). En utilisant le Théoréme de Bayes, on trouve

1 4
- p (M) p(A/M) _p(M)p(A/M) 3% 00 _ 4
P (M) = O A + p (P ATE) —  p(A) oms 90

Solution de ’exercice 1.7.

1. On considére les événements

B : " la boule tirée est blanche",

Ajq : " la boule tirée provienne de 'urne U;",

Ay : " la boule tirée provienne de 'urne U,",
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Alors

2 1
() = p({L2) =7 =3,
4
p(AQ) = p({3747576}>:_:§7
ch o3 cf 1
B/A) = 2 =" et p(B/A ==
p(B/A) 0414619(/2) a3
En utilisant la formule des probabilités Totales, on trouve
1 3 2 1 17
B)=p(A B/A A B/Ay) = - x -+ -x=-=—~04T7.
p(B) = p(A0)p (B/A) +p(A)p (B/ds) = 5 X f 4+ % 5 = o

2. Il s’agit de calculer p (A;/B), en utilisant le Théoréme de Bayes, on trouve

w

1

p (A1) p (B/A1) :§X1:3~053

p(A)p(B/A) +p(A)p(B/A) — 1T ~ 17—
36

p(Al/B) =

Solution de ’exercice 1.8.

1. Le nombre des cas possibles est

7! 5!
3 2 _ —
Cr x C =3 X — STET = 350.

2. Le nombre des cas possibles est

71
C2 x O} x C} = 7 < 4= 140,

3. Le nombre des cas possibles est

5! 5!
3 2 _ _
Cs x C =530 X — 513 = 100.

Solution de ’exercice 1.9.

1. Le nombre des cas possibles pour ranger 6 livres de mathématiques et 4 livres de
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physique sur une étagére est
10l =10 x 9 x ... x 1 = 3628800.

2. La probabilité pour obtenir 3 livres de mathématiques particulier ranger ensemble
est
8x3lx7 1

= — ~0.06.
10! 15

3. Si les livres des mathématique sont des copies de méme livre et de méme pour les

livres de physique, alors le nombre de fagons pour ranger ses livres est

Solution de I’exercice 1.10.

1. On considére événement A :"

m bagettes parmis les k bagettes achetées sont
fraiches",

donc, il est facile de voir que

m k—m
_ Oyt x Cipe”,

Pk (m) =P (A) C{foo

2. On suppose que n baguettes ont déja été achetées. Il reste donc 100 — n baguettes.
La probabilité que j baguettes fraiches aient été achetées avant que Madame N n’arrive
est
oo () = Cy zgﬁ)f)j—z.
100
La probabilité que Madame N obtienne m baguettes fraiches sachant que j ont déja été

achetées est i
m —m
Crt i X Cloo n—stj

k
C’100—71

Donc, en utilisant le Théoréme des probabilités totales, la probabilité p}c (m) que Madame
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N obtienne m baguettes fraiches est

n m
/ - Z z—j C’100 natj  CF X Cloole
Jay Fo0—n 100
. .
B Z (Oa:—j X C’;) (0100 n—z+j x Coo :c)
— - ,
e CToo—n X Cloo
mais on a la relation
k P _ k
CpxCy_,=CrxCy,
car ces deux nombres sont égaux a
n!
Elpl (n — k —p)!
D’ou
m _ m J
Oy, x C’j crx C_,,
C’100 n—xc+j C(100 x C(100 T C(100 r—k+m
et
n o __ k n
0100 n % Cloo = Croo X Cloo—-
Ce qui donne
n J
/ - CCL‘* C(100 z—k+m C;n C'100 T
pk (m) - X Ck
=0 100—](: 100
O x 0100 r
= —Ck =pr (m).
100

car
j
Coom X ClOO z—k+m

ClOO—k
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Chapitre 2

Variables aléatoires discrétes

2.1 Définitions et généralités

Définition 2.1 Soit (Q,T,p) un espace de probabilité. On appelle variable aléatoire

réelle définie sur (2,T), toute application

X : Q9 — ECR

w — X (w)

qui vérifie la condition, pour tout x € R :
X t(-o0,z]) ={weQ: X (w) <z} eT.

Exemple 2.2 Si on lance une piéce de monaie 3 fois de suite et on s’intéresse au nombre
de piles obtenus.
On désigne par X : 7 le nombre de piles obtenus lors des trois lancers’.

Montrons que X représente une variable aléatoire sur (Q,T') tel que
Q={(ar,a2,a3) /a, =7V F oui=1,23} etT=P(N).

En effet:
si v <0: X1 (]—o00,1]) =2,
si0<z<1:X!(-00,z]) =

sil<z<2: X !(-o00,z]) =



si2<z<3:XY-o0,z])={(F,F,F),(r,F,F),(F,n,F),(F,F,m),

(m,m, F), (m, Fym), (Fym,m)},

siz>3: X (-0, z]) = Q.

Donc il est évident que pour tout v € R : X! (]—o0,x]) € P (), donc X représente

une variable aléatoire sur (Q,7T).

Remarque 2.3 En général on note l’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire

X, par Dx et on l’appelle le support de la variable aléatoire X.

Définition 2.4 Soit X une variable aléatoire réelle de support Dx. Si Dx est un sous

ensemble dénombrable de R, X est alors appelé variable aléatoire discréte.
Exemple 2.5 Reprenons I’Exemple 2.2. 1l est clair que le support de X est Dx =

{0,1,2,3}, donc X est une variable aléatoire discréte.

2.1.1 Propriétés

Proposition 2.6 Si X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes sur (2,T), alors
i) pour tous réelles a,b: aX + bY est une variable aléatoire discréte,
i1) XY est une variable aléatoire discréte,

it1) sup (X,Y) et inf (X,Y) est une variable aléatoire discréte.

Proposition 2.7 Soit X une variable aléatoire définie sur ), et a valeurs dans Dx =

{z1, 22, ...,z } . Si pour touti =1,....n:

Alors, la famille {A; /i=1,...,n} forme un systéme complet de ) et

X:Zn:ZEZ IAi
=1

ot 14, désigne la fonction indicatrice de l’ensemble A;, c’est-a-dire

1 st w€E A;
'[Ai (w) =
0 sinon



Démonstration. D’une part, il est clair que : pour tout w € €2, il existe iy €
{1,2,...,n} tel que w € A;,, donc Q = GlAi et les événements A; sont disjoints deux a
iz
deux, d’otu la famille des événements A;, As, ..., A, forme un systéme complet de €.

D’autre part, soit w € . Alors il existe iy € {1,2,...,n} tel que X (w) = x;,. Do

X(w) = zy x1=a4 I, (w)
= @y I, (w)—i—inIAi(w),

1711

ainsi

X (w) = Zx Iy, (w).

2.2 Loi d’une variable aléatoire discréte
Définition 2.8 Une fonction réelle p de la forme

i st x =5

0 sinon

ot x; € {x1,...,x,} (resp. x; € {x1,....,xp,...}) et p; € [0,1], est appelé une loi de

probabilité si
n n +o00 +o0
S opla) =) pi=1(resp. Y plx:) =Y pi=1).
=1 =1 =1 =1

Exemple 2.9 Pour tout n € N*, la fonction

1
p(z) = - st x €{l,....,n}
0 sinon

représente une loi de probabilité, car
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2.2.1 Fonction de masse d’une variable aléatoire discréte

Définition 2.10 Soit X une variable aléatoire définie sur l’espace de probabilité (Q2, T, p) ,
de support fini Dx = {x1,xa,...,x,} ou infini dénombrable Dx = {x1,z9, ..., xp, ...} .
e On note par (X = x;) lévénement {w € Q: X (w) = z;} .

e Les quantitées
p(X=x)=p({weQ: X (w)=ua;}) tel que z; € Dx

sont appelées les masses au points x;.

Pour détérminer la lot de probabilité de X ou bien la fonction de masse de X,
il faut et il suffit de détérminer les quantités p (X = x;) pour tout z; € Dx. En général
on note les quantitées p (X = x;) par px (x;) ainsi la fonction de masse d’une variable

aléatoire X par px.

Exemple 2.11 Reprenons l'exemple 2.2. On a, Dx = {0,1,2,3} et la loi de X est:
P(X=0)=p({w € Q: X (w)=0) = p({(F,F, F)}) = ¢

pIX —1}) =»

p(X

(w) (o Fy ), (Fym B, (F. o)) = &
p{weQ: X (w)=2})=p((n,n, F),(n,F,n),(F,m,7)) =
p(X=3)=p({weQ: X (w) (

=0

) =
N=pHwe: X (w
=2)=

col w

’

Donc la fonction de masse de X est

¢ 1 ]
§ st =20
§ st =1
Px (x) = % st =2
3 st =3
0 ailleur.

\

De la définition précédente on déduit immédiatement la remarque suivante

Remarque 2.12 Si X est a valeurs discrétes dans {x1, xa, ..., } (resp. dans {1, xs,..., Ty, ...

la loi de X est entiérement caractérisée par les quantités p (X = x;) avec i € {1,2,...,n}

(resp. i € {1,2,...,n,...}).
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D’apres les Définitions 2.8 et 2.10 on déduit immédiatement la Proposition suivante

Proposition 2.13 Une fonction p(z) est la loi d’une variable aléatoire discréte X de

support Dx si et seulement si

Z p(x;) =1

acZEDX

Démonstration. <) immédiatement d’aprés les Définitions 2.8 et 2.10.
=) On suppose que Dy = {x1,...,2,} . Alors les événements (X = x;) sont disjoints

deux & deux et 'Q (X =x;) =Q. Don

La méme idée si le support Dx est infini. =

Exemple 2.14 On jette un dé deux fois de suite et on note S la variable aléatoire égale
a la somme des deux nombres obtenus.

1l est clair que
Q= {((Il,ag) /CL,‘ = 1,2, 76 o1 = 1,2}, DS = {2,3, ceey 12}

et la loi de S est donnée par le tableau suivant

S; 2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12
I 2 1314516 [543 I
P(S=5) | o5 | o= | on | o= | o | 2n | o | om | o= | om | 2
36 136 136 1361361361361 361361361 36

Nous remarquons que

S;€EDx

Remarque 2.15 D’aprés la Définition 2.10 et la Proposition 2.13, on déduit que

pour tout réel x ¢ Dx : p(X =) = px () =0,

c’est-a-dire les masses en dehors du support de X sont nulles.
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Proposition 2.16 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (Q2,T), de support
Dx et de fonction de masse px. Alors pour toute partie B de R,

p(X € B) = Z px (x;).

z,€Dx et x;€B

Démonstration. On suppose que Dx = {21, ..., Zp, ...},

p(XeB) = p{weQ: X (w) € B})

(

= p({weQ: X (w)e BNDx}U{weQ: X (w) € BNDx})
(
(

)
)
ye BNDx}) +p({weQ: X (w) € BNDy})
)

= p{weQ: X (w
= p{weQ: X (w)e BnDx}),
p({wGQ:X(w)EBﬂD_X}) < p({wEQ:X(w)ED_X})
= 1-pH{we: X (w) e Dx})=0,
puisque

p{w e Q: X (w) € {z1, ey n, . }}) = p (:G‘i weQ: X ()= xi}))

- Zp({w €Q: X (w) =1;})

car les événements {w € Q : X (w) = z;},-, sont disjoints deux a deux. Comme pyx est la

fonction de masse de la v.a X on obtient

p({weQ: X (w) e Dx}) = ZP z’):ZpX(x)—

LBiEDX
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Ainsi

p(X € B)

p{weQ: X (w)€e BNDx})

— p(:Ljol({IUEQiX(w)—ti/tieBﬂDX}>>

= Z p(X =t)= Z px (t;) .

t;€Dx et t;€B t;€Dx et t,€B

Dans le cas ou le support Dy = {x1,...,x,} (i.e. Dx est fini) la preuve est plus facile. =

2.2.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte

Définition 2.17 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur l’espace de probabil-
itée (0, T,p), de support Dx et de fonction de masse px. On appelle la fonction de

répartition de la variable aléatoire X, la fonction réelle notée Fx définie par

Fx : R — 0,1]
r — Fx(z)=p(X <uz).

c’est-a-dire

Fx(x) = p(X <2)=p(X €)—oc,])

= Yo pX=m)= Y px(w).

z,€EDx et x;<x r,€EDx et x; <z

Exemple 2.18 Soit X la variable aléatoire discréte de fonction de masse px donnée par

le tableau suivant

x, 113 |7 |15
SRR EE
n) | == | —=|=
bx 51201 10120

Alors, la fonction de répartition de X est :

Six <1:Fx(x)=0 par convention,
1
si1§x<3:FX(:c):pX(1):g,
3<w<T:Fx(x)=px(1)fpx(3) =t = 1
= X Px Px 5 T 90 20,7 ; -

. 1
Si 7§91:<15:FX(35):px(l)—|-JUX(3>+]9X(7):3-1—%4_1_0:%7
3

) 1 7 3
st xZ15:FX(JJ):pX(l)+px(3)+px(7)—|—px(15):5+%+E+%:1,
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ainst

st x <1
st 1<xr<3
s1 3<x<T .

st T<x<15

mi-li==1i=a

\ st x>15
Voici la courbe de la fonction Fx
Fx(x}“
1k
17720 <
11720 —
15 F —C
[ L l .
1 3 7 15 x

Proposition 2.19 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur l’espace de probabilité
(Q,T,p), de support Dx et de fonction de masse px. Si Dx = {x1, 22, ....,x,} (Dx fini)

tel que x1 < x9 < ... < x,, alors la fonction de répartition de X est :

(
0 st x <1
i i
Fy (z) = Zp(X:xk):ZpX(xk) st x; < x < T
k=1 k=1
\ 1 St x> Ty,
Si X prend une infinité de valeurs {x1,Ta, ..., xp, ...} avec v1 < To < ... < T, < ..., ON

distingue deux cas:
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St MaxT; n’est pas fini, alors
1=

0 st T <X

FX (IL‘) == i ‘
D p(X =) =) px(or) si ;<2<
k=1 k=1

Si maxx; est fini, alors
i>1

0 st x <11

Fx (z) = ZP(X =1x1) = ZPX (zr) st 2 < T < TP
k=1 k=1

1 S$i x > maxzc;
N i>1

Remarque 2.20 Les sauts de la fonction de répartition Fx ont lieu en les points x;
(x; € Dx) et le saut aux point x; est égale & p(X = x;) = px (x;) qui sont appelés les

masse en ;.

e Propriétées de la fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte

Proposition 2.21 Soit X une variable aléatoire discréte, de fonction de répartition Fx,
alors

i)0< Fx(x) <1,VreR,

it) xﬁmooFX () =0 et x@TooFX (x) =1,

i11) F'x est croissante,

iv) Fx est continue a droite.

Remarque 2.22 Pour qu’une fonction réelle F, puisse étre considérée comme une fonc-
tion de répartition d’une variable aléatoire discréte, il faut qu’elle vérifie les quatre condi-

tions de la Proposition précédente.

2.2.3 Probabilité attachée a un intervalle

Proposition 2.23 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur l’espace de probabilité

(Q,T,p), de support Dx, de fonction de masse px et de fonction de répartition F, alors

i) p(X €la,b]) = Fx (b) — Fx (a),
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En utilisant la formule p (AN B)

ii)

En utilisant la formule p (AN B)

it) p (X € [a,0]) = Fx (b) — Fx (a) + px (a) — px (b)

ii) p(X €la,b]) = Fx (b) — Fx (a) — px (b),
w) p(X € [a,b]) = Fx (b) — Fx (a) + px (a),
v) p(X €la,+00]) =1 = Fx (a),

vi) p(X € [a,+o0]) =1 — Fx (a) + px (a).

Démonstration. i)

ep(Xe€lab]) = plue:a< X (w
= p{weQ: X (w)>a et X (w)<b})
= p[{we: X (w) >a})N

=p(A)+p(B)

) < b})

({we Q: X (w) <b})].

—p(AU B), on obtient

p(X€la,bt) = p{we: X (w)>a})+p(H{weQ: X (w) <b})

—p[{w e Q: X (w) >a})U

= (1—=Fx(a))+ Fx (b)

ep(X€ad) = pwe:a< X (w)<b})
= p{weQ: X (w)>a et X (w)<b})
= pl{we: X (w)>a})N

=p(A) +p(B)

—p(9)

= Fx (b) —

{w e Q: X (w) <b})

FX<CL).

Hw € Q: X (w) < b})]

—p(AU B), on obtient

p(Xelab) = p(fweQ:X (w)>a})+p{we: X (w)<b})

—pl{weQ: X (w)>a})U({w e Q: X (w) < b})]
= p{weQ: X(w)>a})+p{we: X (w)=a})+p({w e Q: X (w) <b})

—p({w e Q: X (w) =b})
= (1 — Fx (a)) +px (a) + Fx (b)
= Fx(b) — Fx (a) +px (a) — px
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De méme fagon on peut démontrer iii) et iv).

v)

p(X €la,+oo]) = p({weQ: X (w)>a})

= p{lweQ: X (w)<a})=1- Fx(a).
vi)

p(X €la,+o0]) = p{we: X (w) > a})
= p{weQ: X(w)>a})+p({weQ: X (w)=a})

= 1-Fx(a)+px(a).

2.3 Moment d’ordre k, Espérance mathématique et
Variance d’une variable aléatoire discréte

Définition 2.24 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur l’espace de probabilité
(Q,T,p), de support Dx et de fonction de masse px. Le moment d’ordre k (k € N*),
de X noté £ (Xk) , s’il existe est défini par

E(XF) =3 abp(X=z)= Y afpx(u

z;€Dx z;,€Dx

e La moyenne de la variable aléatoire X ou bien l’espérance mathématique de X

est le moment d’ordre 1,

xieDX -Z'ieDX

e La wvariance de la variable aléatoire X est le moment d’ordre 2 de la wvariable
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aléatoire (X — E (X)),

var (X) =E(X - E(X))?= Y (z;— E(X))” px ().
z,€EDx
e La quantité \/var (X) notée ox est appelée I’écart quadratique moyen ou l’écart

type de la variable aléatoire X.

Remarque 2.25 1. Dans le cas ou le support Dx est un ensemble dénombrable infini

(i.e. Dx = {x1,...,xp,...}), Uexistence des moments d’ordre k est liée & la nature de la
+oo

série numérique g o px (i) .
i=1
2. La variance d’une variable aléatoire X mesure la dispersion des valeurs de X autour

de sa moyenne E (X).

e Propriétés

Proposition 2.26 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur l’espace de probabilité
(Q,T,p), de support Dx, de fonction de masse px, d’espérance E (X) et de variance
var (X) . Alors pour tous réels a,b

i) E(aX +b) =aF (X)+0,

ii) var (aX +b) = a* var (X),

iii) E(a) =a et var(a) =0,

iv) la variance de X peut s’éxprimer par la formule suivante

var (X) = E (X?) — [E (X)),

2.4 Transformation de variables aléatoires discrétes

Proposition 2.27 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur [’espace de probabilité

(Q,T,p), de support Dx et de fonction de masse px et soit l'application

hZDX—>R

r h(x)
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On pose Y =ho X = h(X), c’est-a-dire
Y=hoX : Q — R
w — hoX (w)=h(X(w)).
Alors Y est une variable aléatoire discréte de support Dy = h(Dyx) et de fonction de

masse py définie par

Z Px ([L'J) st y; € Dy
py (yi) =p (Y =y;) = ¢ zer'({wi})

0 sinon
ou

ht ({yi}) = {t; € Dx : h(t;) = i} -

Exemple 2.28 Soit X la v.a.d de fonction de masse px donnée par le tableau suivant

2 —2l-1]0 1 |2
ISR EAR
PXWils 17012120120

On pose Y = h(X) = X2. DoncY est une v.a.d de support
Dy = h(Dx) = {h(l‘) T € DX} . {0,1,4}

et de fonction de masse définie par les quantitées suivantes

O =py=0= 3 pcla)=px(0)=

27
z;€h~1({0}) . 5 .
py()=p(Y=1)= > px(@)=px(-D)+px(1)=—+-==1,
10 20 4
zich-1({1})
1 1 1
py (4) = p( ) -e;;{l})pX@) px (—2) +px (2) 5+20 1

D’ou la fonction de masse de la v.a Y est donnée par le tableau suivant

T T1T]1
Py (¥i) 3 l71l1

Proposition 2.29 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur l’espace de probabilité
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(Q,T,p), de support Dx et de fonction de masse px et soit lapplication

h : DX — R
xr — h(x).

L’espérance mathématique de la variable alétoire h (X) peut s’éxprimer comme suit

E(h(X)) = Z h(zi) p(X =) = Z h(z:) px (zi) .

r;€Dx z,€Dx

Exemple 2.30 Reprenons I’Exemple précédent (i.e. I’Exemple 2.28), on a

E(|X]) = Z || px (2:)

x;EDx

= =2 xpx (=2) + [=1] x px (=1) + [0] x px (0) + [1] X px (1) + |2 x px (2)

= 2><1+1>< 1Jr1>< 3+2>< 1 —3—075
N 5 10 20 20 4 7

2.5 Fonctions remarquables liées a une variable aléa-
toire discréte

Définition 2.31 On appelle variable aléatoire complexe toute application Z de (2, T, p)

vers C qui a tout w dans €2 associe

ot X etY sont des variables aléatoires réelles.

Définition 2.32 On dit qu’une variable aléatoire complexe Z = X + 1Y, admet un
moment d’ordre 1 (son espérance E (Z) existe) si les espérances des variables aléatoires

réelles X et'Y existent. Si c’est le cas, on a
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2.5.1 Fonction génératrice

Définition 2.33 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et de fonction de masse

px. On appelle fonction génératrice de X la fonction

Gy : C — C

ot N
E(zY) = sz px (k)
k=0
qui est une série entiere.

En utilisant la définition de la fonction génératrice d’une variable aléatoire, nous re-

marquons que

Gx (1) =) px (k) =1,

donc le rayon de convergence R de la série entiere est supeérieur ou egal & 1. Si R > 1, on

peut échanger somme et dérivée, ce qui donne
+00 +oo
Gx(2) =) k"' px (k)= Gx(1)=> kpx(k)=E(X)
k=0 k=0
et
/ +OO / +OO
Gx(2) =) k(k=1)"2px (k)= Gx (1) =) k(k—1) px (k) = E[X (X - 1)].
k=1 k=1

Nous avons donc le résultat suivant.

Proposition 2.34 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N dont la fonction généra-

trice Gx(z) admet un rayon de convergence strictement supérieur o 1. Alors on a

et



Démonstration. En utilisant la Proposition précédente et la Proposition 2.26, on

trouve

Var (X) = E[(X -E(X))’] = BE[(X - E(X)) (X — E(X))]
= BE[(X-EX))(X-1+1-E(X))]
= EX(X-D+FEXQQ-EX))]-E[E(X)X - E(X))]

!y

= e+ (1-Gr ) Gy () =G )+ E ()~ (G )

2.5.2 Fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire

réelle discréte

Définition 2.35 Soit X une v.a réelle discréte de support Dx et de fonction de masse
px. On appelle fonction génératrice des moments de la v.a X, la fonction réelle Mx
définie par :
My : R — ECR
t — My (t)=E (eX) ,
a savoir

*Si Dx est fini (i.e. Dx ={x1,...,x,}),

My (t) =) €™ py ().

J=1

*Si Dx est dénombrable infini (i.e. Dx = {x1,...,xp,....}),
+o0
My (t) =) €' px ().
j=1

2.5.3 Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle dis-

créte

Définition 2.36 Soit X une variable aléatoire discréte définie sur l’espace de probabilité

(Q,T,p), de support Dx et de fonction de masse px. On appelle fonction caractéris-
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tique de la v.a X la fonction réelle py définie par :

oy ¢+ R — C
t — oy (t)=E(e™)

ot i est le nombre complexe qui vérifie i2 = 1.

*Si Dx est finie (i.e. Dx = {x1,....,2,},

n

ex (t) = Z et px (a;) .

J=1

*Si Dx est dénombrable infini (i.e. Dx = {x1,...,Tpn,....},
+oo ‘
px (1) = ™" px (x;).
j=1

Remarque 2.37 La fonction caractéristique d’une variable aléatoire discréte est toujours

définie sur R. En effet :
Si Dx est fini, il est clair que oy (t) est bien définie pour tout t € R.

Si Dx est dénombrable infini,
+oo . +00
lox (O] <Y || px (1) = px (7) = 1,
j=1 j=1

+oo
donc la série E ei' px (x;) est convergente sur R, ainsi la fonction ¢ est bien définie

=1
sur R.

Proposition 2.38 Si X est une vartable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre

n, alors la fonction caractéristique de X est de classe C™ et on a :
Vi e {1,..,n}: o) (0) = i*E (X*).

En particulier, si X admet un moment d’ordre 2 et est centrée avec une variance o2,

on a le d eveloppement limité en O :



2.6 Quelques lois usuelles discrétes

2.6.1 Loi de Bernoulli

Définition 2.39 (Ezxpérience de Bernoulli). De toute expérience aléatoire on peut
s’interesser & deux résultats v et ro et on les note respectivement (succé et échec). On
peut construire une v.a.d qui suit une loi de Bernoulli (variable aléatoire o deux valeurs)

de parameétre p; ot p; = p (succé) .

Définition 2.40 Soit (2,71, p) un espace de probabilité, et soit A un événement tel que
p(A) = p; > 0. L’application

X:]A Q0 — {0,1}
w — X (w) =14 (w)

est une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de paramétre p; et on note
X ~ B(p1)-
Remarque 2.41 1. Si X ~ B(py), alors
p(X=1)=p et p(X=0)=1-p1.
2. Toute variable aléatoire a deux valeurs suit une loi de Bernoulli.
Proposition 2.42 Si X ~ B(p;), alors
E(X)=p et var(X)=p1 (1 —p1).
Démonstration.

° B(X) = Z zip(X =) =0x (1—p1) +1xpr=p1

:L'Z‘GDX

.E(X2): Z x?p(X:,’L’Z):O2X(1—p1)+12xp1:p1

.Z'z‘GDX
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donc

var (X) = E(X?) = (B(X)) =pi—pi =pi (1 —p1).

2.6.2 Loi Binomiale

Si on répete 'expérience de Bernoulli n fois de fagons indépendantes, on peut construire
une variable aléatoire qui suit une loi Binomiale de parameétres n, p; ol p; est le paramétre

de Bernoulli.

Définition 2.43 On dit q’une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité
(Q,T,p), suit une loi Binomiale de paramétres n,p, et on note X ~ B(n,py) si

Dx ={0,1,...,n} et sa fonction de masse px est donnée par

Crki p’f (1 —pl)nik Si ]’C € DX
px (k) =
0 sinon

En utilisant le binome de Newton il est facile de montrer que la fonction px représente

une loi de probabilité, en effet :
ch I=p)" " =@m+(1-p)" =1"=1
Proposition 2.44 Si X ~ B (n,p;), alors
E(X)=mnp; etvar (X)=mnp; (1 —p1).

Démonstration.

e F(X) = szp Z/{:C’k (1—p)" K
xleDX

= chk (1—p)" "

“ n!
= Y ke ph (1—p)""
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n!

k=1 (k— D! (n—k)! P —p)" "

|
B

n—1

n! L
= Z—)'p{+1 <l_p1) 1—j

it —1—7
La derniere égalité vient du changement de variable j = &k — 1. Donc

(n—1)!

P npz P]1( p)

l(n—1-

= anO,’;fl pjl (1 _pl)n—l_]‘
Jj=0

— np(py+ (1= p))" ™ = mp” = np,

.E(XQ) - ZZUP Zk20k (1—p)" e

zi€Dx

- ZkZ CEpf (1 —pl)nfk
k=1

n! .

k=1

n! .
= kz:;k (k—l)!(n—k)! plf <1—p1)

n—1

— Z_; (j+1) j'(n—n—'l—])' p11‘+1 (1 —pl)nflfj

La dérniere égalité vient du changement de variable j = k — 1. Donc

n—1

n! ‘ | A
E(X?) = P L E—A L R
h o j!<"—1—j)!pjl o +Z] n—l—j) o (1-p)

n—1

n! - nlj
: '2(7'_1)!(”—1—]')!pj1+ (1=p +Z

j+1 ne1—j
— D 1-—
’fl 1-— ]) 1 ( pl)

n!

N Zl'(n—g_l)lpll+2 (1—py n2[+np1z 1p]1 - )n_l_j
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n—1

= n(n-—1) p1z 2p1 (1—p)"™ - l—i—anZCn 1p1 (I-p )n_l_j

7=0
= n(n— 1)p1+np1.

Donc

var (X) = E(X?) = (E(X))*=n(n—1)p} +npi — n’p}

= np1 (1 —pl)-

2.6.3 Loi Uniforme discréte

Définition 2.45 On dit q’une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité

(0, T,p), suit une loi Uniforme sur {1,...n} et on note X ~ Uy, ny, si son support

-----

est Dx = {1,...,n} et sa fonction de masse px est donnée par

1
— sike{l,..,n}
0 sinon
Proposition 2.46 St X ~ Uy, alors
1 21
E(X):n+ et vaT(X):n :
12
Démonstration.
1
e (X)) = inp(X:xi): k —
r;€Dx k=1 n
1 — 1 /n n+1
n ;; PACEREL 2

oE(X2) = Z ip(X =1;) = k2%:l2k2




s nn+1)2n+1) . |
car;k = 6 . D’ou
var (X) = E(X?) - E*(X)
_ (n+1)(2n+1)_(n+1)2_n2—1.

6 2 12

Exemple 2.47 La variable aléatoire X représentant le résultat du lancer d’un dé non
truqué (dé équilibré) suit la loi uniforme sur l’ensemble {1,2,3,4,5,6} .

Il est clair que Dx = {1,2,3,4,5,6} et p(X =k) = % pour tout k € Dy, donc
X ~Uq,. .6

Remarque 2.48 De méme maniére donnée dans la définition 2.45 on peut définir une
variable aléatoire X qui suit la loi uniforme sur l'ensemble {1, ..., x,} par sa fonction de

masse suwivante

1
— stk e€{xy,....,x,}
0 sinon

2.6.4 Loi Hypergéométrique

Définition 2.49 On dit q’une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité
(Q,T,p), suit une loi Hypergéométrique de paramétres N,Ny,n et on note X ~

H (N,Ny,n) si Dx ={0,1,...,min (Ny1,n)} et sa fonction de masse px est donnée par

Ch x C};‘,’_’jvl
px (k) = Cx

0 sinon

SikEDX

Exemple 2.50 Considérons une urne contenant N boules dont Ny boules blanches et
N — N; boules noires. On tire en une seule fois n boules et on note par X : " Le nombre
de boules blanches parmis les n tirées”.

En utilisant la théorie classique des probabilités, il est facile de remarquer que
C]’i,l X C]’\‘,ilﬁvl

X =Fk) =
p( ) cn

pour tout k € {0,1,...,min (Ny,n)},
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donc il s’agie d’une varitable aléatoire qui suit une loi hypergéométrique de paramétres

N, Ny, n, c’est-a-dire X ~ H (N, Ny,n).

Proposition 2.51 Si X ~ H (N, Ny,n), alors

N —n
N -1

E(X)=mnp; et var(X)=mnp; (1 —p1)

. Ny
ol p1= .

2.6.5 Loi Géométrique

Définition 2.52 On dit q’une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité
(Q,T,p), suit une loi Géométrique de paramétre p; et on note X ~ G (p1) st Dx =

{1,2,...} = N* et sa fonction de masse px est donnée par

pr(1—py)* sik € Dy
px (k) =

0 sinon

Exemple 2.53 On lance une piéce de monaie tel que p (w) = py et on note par X : " Le
nombre de lancers nécéssaires pour obtenir le premier pile”.

Il est clair que Dx = {1,2,...} = N* et

p(X=1)=p{weQ: X (w)=1} ou Q= {mr, F}, donc

p(X =1)=p{r} =p1
p(X=2)=plweQ: X (w)=2} o Q={(r,rs) / r,rs =7V F}, done
p(X=2)=p{(F,m)}=p(1-p1).
p(X=3)=plweQ: X (w) =3} o Q= {(r1,79,73) / r1,72,75 =7V F}, donc

p(X =3)=p{(F.F.m)} =p (1 —p1)*.
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En utilisant la formule récurente on peut remarquer que pour tout k € N*

p(X: k) :p{<F7F7aF77T)} :pl(l_pl)k
tel que (F, F,...,F, ) contient k composantes.

Proposition 2.54 Si X ~ G (py), alors

E(X)= e et var (X) = C —2p1)'

D1 V4

Démonstration. En utilisant le Théoréme de dérivabilité pour les série entiéres on a

CE(X) = Y ap(X Zk‘pl 1—p)*

xiEDX

= kaqlf_l ouq =1—p,

donc
+o0 400 !
E(X) = piy k™' =p <Zq’f>
k=1 k=1
i) (rr) 5
= DN =p|—F]=5=—.
Il—q (1—q)° U
«B(X?) = ) alp(X Zk pr(1—p)*
z;€EDx
+00
= p Ykt 1-Dkg T ong =1-p.
k=1
donc
+oo
E(XQ) — Z(k+1 kl_plqukl
k=1

+oo (2) +oo '
o (z q> . (z q'f)
k=1 k=1
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2.6.6 Loi de Poisson

Définition 2.55 On dit q’une variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité

(Q,T,p), suit la loi de Poisson de paramétre \ (A > 0), et on note X ~ P () si son
support est Dx ={0,1,2,...} =N et sa fonction de masse px est définit par

k

A

e N —

0 sinon

stk eN

Proposition 2.56 Si X ~ P (\), alors

E(X)=Xetvar(X) =\

Démonstration.
—+00 )\k
OE(X) = Z xip(X:xi):Zke*)‘H
z;€EDx k=0
+o00 k +o0 k—1
A A
Y Ay A
= e ;k ] e Z(k_l)'
+oo j
A\
_ -2 A\
= Je Z i = Xe et =\
5=0
+oo )\k
cB(XY) = Y (X —a)= Y RN
zr;€Dx k=0
\ +o0 ) )\k \ +o00 )\k—l
= e k* — = de” k
c kz_; Ko 2 (k—1)
+o0 1 +oo 400
N N A
= A GHD T =AY gt T+ il
=0 =0 =0



=AN+1) =X+
D’ou

var (X) =E(X?) = E*(X) =X+ A - =\

Le tableau suivant exprime la fonction génératrice, la fonction génératrice des moments

et la fonction caractéristique de quelques variables aléatoires discrétes usuelles.

v.a f.g Gx (1) f.g.m Mx (t) f.c oy (t)

B(p1) |pt+1l—-m 1 —p1+pie 1 —pi + pre”

B(n,p1) | (mt+1—=p1)" | (1 —p1+pie))” | (1 —p1+ pie™)”
pit pre’ pre’”

G (p1) 1—(1—p)t 1—(1—py)et 1—(1—py)et

P () expA(t—1)] |exp[-A(1—e)] | exp[-A(1—e")]

2.6.7 Approximation d’une loi Binomiale par une loi de Poisson

Proposition 2.57 Si X ~ B (n,p;) et sous les conditions que n assez grand (i.e. n —

+00) et py assez petit (i.e. py — 0) on peut approximer la loi de X par la loi de Poisson

de paramétre X = npy, et on note B (n,p;) ~ P (np1).

Démonstration. Soit k& € {0,1,...,n}, on a

op(X=k = Chpf 1—p)" "= #‘_k),])]f (1—p)" "
npi\"
_ =1 (n-2)..(n—(k-2) (n— (k1)) (npy)" (1_ 7)
n* k! (1—p)*

Posons A = np;, on trouve

)\n
1-2
nn—1)(n=2)...(n—(k=2))(n—(k—1)) \ n
(X =y = MR D02 (2 2) 1 »y(@p}k-
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Pour n — 400 le support de X devient ’ensemble N. Fixons k£ € N, on trouve

A\ A
 onn=1D(n=-2)...(n—(k—=2)(n—(k—-1))\ <1_ﬁ> Lk (1_5
lim A F % = lim F N /S
s 7 e T AR T,
= G_A)\_k
k!
car
lim 1—i n:e”‘et lim (1— )k_(}
n—+00 n n—-+oo p1
p—0
|

Remarque 2.58 Dans la pratique on peut approximer la loi Binomiale B (n,p;) telle que

n > 30 et p < 0.1, par la lov de Poisson de paramétre A = np;.

2.6.8 Approximation d’une loi Hypergéométrique par une loi

Binomiale

Proposition 2.59 Si X ~ H (N, Ny,n) et sous la condition que N assez grand (i.e.
N — +00) on peut approximer la loi de X par la loi Binomiale de paramétres n et

N N N
P = Wl (i.e. B (n, ﬁ)) et on note H (N, Ny,n) = B <n, Wl) .

Démonstration. Soit k& € {0,1,...,min (Ny,n)}, on a

k n—=k
Cx, X Cn_\,

Cx
KRN =K (n— k) (N —N;— (n—k))! N!
n! N (N —Ny)! (N —n)!

-k (N, — k! NI (N—N,—(n—k)

n!
— m [Ny (N1 — 1) ... (Ny — k+1)]

(N—n)(N-n—-1)..(N—n— (N, —k)+1)

% NN 1) (N =N, +1)
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= oo () () - ()

(N-n)(N—-n—-1)..(N—n—(N;—k)+1)

A
% NN—1)..(N—N + 1)

e (3) (5 ) - (55

(N=Ni—(n—(Ny=1) = 1)) .. (N= Ny — (n— ((k+1) = 1))) (N = Ny — (n — k — 1))

o 1 NN —k
NF N(N—=1)..(N =N, +1)
NM

Posons p; = JX}, on trouve

Pour N assez grand (i.e N — +00) il est facile de voir que p (X = k) s’écrit sous la forme

Tl' n— n—
p(X:k‘) = k:!(n——k)!plf(l_pl) k:Crkz; plf (1—]91)

Exemple 2.60 Si X ~ H (31.10°%,28.10°%,20) , alors la loi de X peut s’approximer par la

lot Binomaiale B (20 ?j)

2.7 Exercices

Exercice 2.1. Soit (2,7, P) un espace de probabilité, avec 2 fini, Q = {w; : i =1,...,n}.
On considere lapplication X : (Q,7) — R.
a-Sin=2T={2,0}, X (w) =1 et X (wy) = 2, o0 71 # Ts.
X est-elle une variable aléatoire sur (2,7)?
b- Sin =5,T = P () 'ensemble de toutes les parties de Q, X (w;) =0 et X (wy) =
X (w3) =1, ou X (wy) = X (ws) = 2.
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1. Montrer que X est une variable aléatoire sur (€2, 7).
2. Déterminer la fonction de masse et la fonction de répartition de cette variable

aléatoire en supposant que les w; sont équiprobables.

3. Déduire les probabilités P (—1 < X <2) et P (X > 2).

Exercice 2.2. Soit p une fonction de R dans R, définie par

si ke{2,..,n}

0 sinon

1. Trouver la valeur de la constante a, pour que p puisse étre considérée comme une
loi de probabilité.

On pose la variable X de fonction de masse p.

2. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

3. Calculer la probabilitée P (X € ]i,i + 1[).

Exercice 2.3. Soit la fonction réelle p définie par :

1
plz) =4 z(x+1)
0 sinon

six € N*

1. Montrer que p est une loi de probabilité d'une variable aléatoire réelle X.
2. Déterminer la fonction F'y la fonction de répartition de la v.a X.

3. Déduire la valeure de p(h < X < k) ou h,k € Net h < k.

Exercice 2.4. La fonction de masse d’une variable aléatoire X est

p
2p st zx=1

P si x=2
4p  si m:?)'

0 ailleurs

1. Déterminer la valeur de p.

2. Evaluer P(0 < X <3)et P(X >1.6).
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Exercice 2.5. On choisi au hasard une boule d’une urne contenant 8 boules numérotées
-3,-2,-1,0,1,2,3,4.

Soit X la variable aléatoire représentant le numéro de la boule choisie.

1. Déterminer la fonction de masse, la fonction de répartition, la moyenne de la v.a

X.

2. Reprendre la question 1, pour les variables aléatoires | X| et X2.

Exercice 2.6. Un joueur lance un dé équilibré et gagne 1 DA si le résultat est pair, il
perd 1 DA si le résultat est un ou trois et ne perd ou ne gagne rien si le résultat est cing.
On note X la variable aléatoire égale au gain du joueur.

1. Déterminer la loi de X.
2. Calculer F (X) et Var (X).

3. Déterminer la loi de de la variable aléatoire Y = X? et calculer E (V).

Exercice 2.7. L’oral d’'un concours comporte au total 100 sujets ; les candidats tirent
au sort trois sujets et choisissent alors le sujet traité parmi ces trois sujets. Un candidat
se présente en ayant révisé 60 sujets sur les 100.

1. Quelle est la probabilité pour que le candidat ait révisé :

(a) les trois sujets tirés,
(b) exactement deux sujets sur les trois sujets,
(c) aucun des trois sujets.

2. Définir une variable aléatoire associée a ce probléme et donner sa loi de probabilité,

son espérance.

Exercice 2.8. Un livre de 800 pages contient 1200 erreurs d’impression, réparties au
hasard. On désigne par X la variable aléatoire qui compte le nombre d’erreurs dans une
page donnée.

1. Quelle est la loi exacte de X.

2. Peut-on approximer la loi exacte de X, par une autre loi discréte. Justifier.

3. Calculer alors les probabilité, que dans cette page:

(a) il n’ y ait aucune erreur,

(b) il y ait au moins 3 erreurs.
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Exercice 2.9. Soit n nombres réels yy, ..., y, en progression arithmétique et X une
variable aléatoire réelle qui suit une loi Uy, . (loi uniforme discréte sur I’ensemble
{1,...,n}).

Montrer qu’il existe un couple (a, b) de constantes réelles telles que la variable aléatoire

réelle Y = aX + b suive la loi Uy, .. y.1-

Exercice 2.10. 1. Déterminer la loi de probabilité de la variable T'=n — S, ou S
est une variable aléatoire réelle qui suit la loi B(n,a).
2. Déterminer la loi de probabilité de la variable V' = n — U, ot U est une variable

aléatoire réelle qui suit la loi H(N, N1,n).

3 3
Exercice 2.11. Soit X ~ B (8, Z_l)’ la loi Binomiale de parametres 8 et 1
1. Calculer p(X > 7).
2. Evaluer E (X) et Var (X).

Exercice 2.12. Soit S une variable aléatoire de loi B(n,a).
1. Déterminer 'espérance mathématique de la variable aléatoire U = S(S — 1).

2. Si la fonction génératrice Gg de la loi Binomiale B(n,a) est
Gs(t)=E(t%) = (at+1—a)",

déterminer I'espérance mathématique de la variable aléatoire W = S(S—1) (S — 2) et en

déduire E (S3) .

Exercice 2.13. Une urne contient 4 boules blanche et 6 boules noires.
a- On tire sans remise 2 boules de cette urnes.
1. Trouver la loi de la variable aléatoire X égale au nombre de boules noires extraites.
2. Calculer E (X) et Var (X).
b- On tire avec remise 2 boules de cette urnes.
1. Trouver la loi de la variable aléatoire Y égale au nombre de boules blanches
extraites.

2. Calculer E (Y) et Var (Y).

Exercice 2.14. Soit (2, T, p) un espace de probabilité et soit A et B deux événements
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1
tels que p(A) = p(B) = p; ou py 6]0,5{. On pose X =14+ Ig ou

1 siwe A
Iy (w) =
0 sinon

Déterminer la loi de X et calculer E (X) et Var (X) dans les cas suivantes
1. Les deux événements A et B sont indépendants.

2. Les deux événements A et B sont incompatibles.

Solutions des exercices.

Solution de ’exercice 2.1.

a)
X est une v.arsur (Q,7) & Ve € R: X (|—00,2]) € T.

Suposons z; < xs : si x € [z, 23],
X1 (-o00,2]) ={weQ: X (w) <z} ={w} ¢T,

donc X n’est pas une variable aléatoire sur (Q, 7).
b) 1. Tl est clair que pour tout z € R, X! (]—o0, z]) € P (Q2), ainsi X est une variable
aléatoire sur (92, P (2)) .
2. Le support de la variable aléatoire X est Dx = {0,1,2}, et sa fonction de masse

px est définie par :

px (0) = p(X =0) = p({un}) = .
px (1) = p(X = 1) = p({uz,us}) =
px(2) = p(X =2) = p({wr,us}) =

\)

Y

o] DU

La fonction de répartition Flxy de X est définie par :

Sizx<0: Fx(z) =0,

1
SiO§m<1:FX(x):pX(O):g,
1 2 3
Sil§$<2:FX(:B):pX(O)ijX(l):gng:g’
1 2 2
Stz 22:Fx(@)=px (0)+px (1) +px(2) =+ 4+ =1
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d’ou

0 si x<0
1
(@) § si 0<z<1
FXx:
— si 1<z<?2
5
1 siz>2

\

3. En utilisant la Proposition 2.23, on a

p(-1<X<2)=Fx(2)—Fx(-1)=1-0=1
et
2 2
pP(X22)=1-Fx(2)+px(2)=1-1+-=7r=04

Solution de I’exercice 2.2.

1.
~a(k—1
p est une loi de probabilité < E M = 1.
n
k=2
n n n—1
a(k—1) a a ,
R = 1 —_ —_ ey —_ fr
o - <:>HE (k—1) 1<:>n§ j=1
k=2 k=2 j=1
PR it U [ S N 2
— n — = a = a =
n 2 2 n—1

2. La fonction de répartition F'y de X est définie par :
Six<2:Fx(z)=0,
Sii<z<i+1l(ie{2..,n—1}),

Fetr) = 2 Sy = = L

n(n—1 ps n(n—l)j:1 n(n—1)
Sll’Zan():l,
d’ou
0 st o <2
Fy () (=Di G icrcitliel2 1
r)={ —— st i<z <i i N :
* n(n—1) - ’
1 si x>n
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3. En utilisant la Proposition 2.23, on a

p(X€eli,i+1)=Fx(i+1)—Fx (i) —px (i+1)

donc,
Sii+1<2 (e i<l):
p(X €li,i+1]) =0,

Si2<i<n-—1:

p(Xe€liyi+l]) = Fx(i+1)—Fx () —px(i+1)
i(i+1)  (i—1)i 2i

— — =0.
nn—1) nn-1) n(n-1)
de méme si i =n :
. (n—1)n
X 1f)=1—-——-0=0.
p(Xeliiti)=1- T
Sii>n:il est clair que p(X € ]i,i 4+ 1]) =0.
Solution de ’exercice 2.3.
1.
+00 1
p est une loi de probabilité < Zl m =1
1 1 1 1

L=y tout k>1:— = — ——
On pose S ;k(k:—i-l) Comme pour tout k£ > Fie1)  k kT

3

g -1 oo
" kzlk(k+1) k:lk: k:1k+1
n 1 n+11 1
- ;E_jzgz RS

d’oll

= 1 1
Y ———= lim S, = lim <1— ):1
— E(k+1) notoo n—+o00 n+1
2. La fonction de répartition F'y de X est définie par :
Six<1:Fx(z)=0,
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Sti<z<i+1(ieN):

1 1
FX(SE') = Z _— I—
k<z et kEN*k(k+1) k=1 k(k_'_l)
1 1
= 1—- — ’
1+1  i+1
d’ou
0 si x <1

si t<r<i1+1,1€N*

1+ 1

3. En utilisant la Proposition 2.23, on a

p(X € [hk]) = Fx (k) — Fx (h) + px (h).

Sih=0:

SiheN*:

k h 1 Eooh—1
X € [hH]) = —— _ _ht
e ) = g v T h e kel h

Comme exemple

p(X €2,4]) = ~0.3.

[SVIN )
=

Ol W~

+

Solution de I’exercice 2.4.

1. f est une fonction de masse de la v.a.r X, alors son support est Dx = {1,2,3}.

3
f est une fonction de masse de X < Z f(x)=1

r=1
3

1
D@ =leptptip=1ep="

r=1
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2. 1l est facile de déduire que la fonction de répartition de la v.a.r X est

p

0 si z<1
2
(@) z si 1<zx<?2
Fxﬂj: 5
= si 2<x<3
7
1 si x>3

\

donc, en utilisant la Proposition 2.23, on trouve

p(0<X <3) = p(Xe[0,3) = Fx(3) = Fx (0) +px (0) —px (3)

= 1-0+4+0 1
= ==

| w

et

2
p(X>1.6):1—FX(1.6):1—?:§.

Solution de ’exercice 2.5.

1. Le support de X est Dy = {—3,—2,—1,0,1,2,3,4} et sa fonction de masse px est

définie par :

px (=3) = px (=2) = px (=1) = px (0) = px (1) = px (2) = px (3) = px (4) = %’

c’est-a-dire X suit une loi uniforme sur 'ensemble {3, -2, —-1,0,1,2,3,4} (X ~ Ur_3_2 _1,01234})-

Il est facile de déduire que la fonction de répartition de la v.a.r X est

(

0 six<—3
1
g si —3<z< -2
— si —2<zx< -1
Fy(w=48 = =7 ,
1 si >4
\
et
1 1
E(X):é(—3—2—1—|—0+1—|—2+3—|—4):§.
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2. Onpose Y = hy (X) = |X| et Z = hy(X) = X? et en utilisant la Proposition

2.27, on trouve que
Dy = hl (DX) = {O, 1,2,3,4} et DZ = h,2 (Dx) == {0, 1,4, 9, 16}
et les fonctions de masse py et pz des v.a.r Y et Z sont définit par :

Z Px (CL’Z) si Y; € Dy

Py (yj) = r,€EDx et hl(wi):yj
0 sinon
et
Z px () si z; € Dy
pZ (Z]> - $1‘GDX et hg(aﬁi):Zj ,
0 sinon
d’ou

pr(0) = px(0)=3,
() = px(-D4px() =2,
(@D = px (-2 tpx(2) =2
w3 = (-3 +pxd) ==,
py (4) = px(3)=%
et
pz(0) = px(O)Z%,
pz (1) = px(—1)+px(1)=§,
pr(d) = px(-2)+px ()=,
p2(9) = px(=8)+px(3) = 2
p2(16) = px(d) =g,
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Les fonctions de répartition Fy et F; de Y et Z sont définie par

(0 si y <0
1
g si 0<y<1
= si 1<y<2
Fy(y) =1 §
§ si 2<y<3
= i 3<y<4
g si 3<y
! siy>4
et
(
0 si 2<0
1
g si 0<z<1
- si 1<z<4
Fz(z)=1 §
% si 4<2<9
= 1 9<2<16
g S92z
\ 1 si z>16
L’espérance des v.a.r Y et Z sont donnés par
1 2 1
EY)=0x<c+(14+24+3)x-+4x <=2
8 8 8
et
1 2 1
E(Z):0><§+(1+4+9)x§+16x§:5.5.
Solution de ’exercice 2.6.
1. Le support de la v.a.r X est Dx = {—1,0, 1} et sa fonction de masse px est définit
par
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1 1
E(X)=(-1)X-40x>+1x=-=~-~0.17
()= (D x g +0xc+1xg =7
et
E(XZ):(—1)2><—+02><1+12><1:—.
3 6 26
D’ou
5 1 29
X)=FE(X)-FE*X)==—-—==1~038.
var (X) = £ (X7) (X) =536 36 =98

3. Il est clair que le support de la v.a.r Y est Dy = {0,1} et sa fonction de masse py

est définit par :

py (0) = px(0)=

py (1) = px(=1)

Donc

Solution de ’exercice 2.7.

1. Il est clair que 'espace des événements () de cette expérience aléatoire est
Q= {{31, 9,53} / Si(i=1,2,3) un sujet parmis les 100 Sujets} )

Nous remarquons aussi que chaque élément de 2 a la méme probabilité de se réaliser,

donc pour tout événement A, on a

a) On note A; :"le candidat ayant révisé les trois sujets tirés", alors

A CE 34220
_ Al - ~ 0.21.
Q] — C3, 161700

p (Al)

b) On note A, :"le candidat ayant révisé exactement deux sujets sur les trois sujets
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tirés", alors
A C3xCl, 70800 043
@ c3, 161700 — T

p(Az)

c) On note As :"le candidat n’ayant révisé aucun des trois sujets sur les trois sujets

tirés", alors
_ 4| _ G 9880

= = — ~ 0.06.
19| C?oo 161700

p (A3)

2. Notons X la variable aléatoire représente "le nombre de sujets révisés par le candidat
parmis les trois sujets tirés".

Il est clair que Dy = {0,1,2,3} et X ~ H (100,60, 3) . Ainsi

Solution de l’exercice 2.8.
1. X : ”le nombre d’erreurs dans une page donnée (par exemple la page 235)".

11 est clair que le support de X est Dx = {0,1,...,1200} et

p (un erreur quelconque se trouve a la page donnée) = 300"

donc il s’agit d’une loi Binomiale de parameétres n = 1200 et p; = (ie. X ~

1
B ( 1200, — ).
( 00’800))

2. En appliquant la Proposition 2.57, on peut approximer la loi de la v.a.r X par la

800

1200
loi de Poison de parameétre A = 500 = 1.5 (i.e. A =1.5).
3. a)
Ls(15)°
p(X=0)=e 15—0! =e
b)

= 1—(e™"") (14 (1.5) + 1.125) ~ 0.19.
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Solution de ’exercice 2.9.

Si r est la raison de la suite arithmétique, on a, pour k € {1,2,...,n} :
ye=r(k—1)+uy.

Donc si I'on pose

Y=r(X-1)+yp=rX+y—r,
on obtient une variable aléatoire Y de support Dy = {41, ..., y,} et de fonction de masse
définie par :

1
p(Y:yk):p(rX+y1—r:rk+y1—r):p(X:k):ﬁ.

La v.a.r Y suit donc une loi uniforme sur {yi,...,y,} .
Yn — U1
n—1

Comme r = , on a aussi

_yn—le nyl_yn‘
n—1 n—1

Solution de ’exercice 2.10.
1. On a le support de S est Dg = {0,1,...,n}, donc d’aprés la Proposition 2.27, le
support de T" est Dy = {0,1,...,n} et pour tout k € {0,1,...,n}, on a

p(T=k) = pln—-S=k)=p(S=n—k)

Cr ke k(1 —a)* =CF (1 —a) a7,

car C" % = C* pour tout k € {0,1,...,n}. Ainsi T ~ B (n,1 —a) (i.e. loi Binomiale de
parameétres n, 1 — a).
2. On a le support de U est Dy = {0,1,...,n}, donc d’aprés la Proposition 2.27, le
support de V est Dy = {0,1,...,n} et pour tout k € {0,1,....,n}, on a
B CyvExCk_y,

PV =R) = p(n—U = k) = p(U = n— k) = i

Ainsi V.~ H (N, N — Ny,n) (i.e. loi Hypergéométrique de parametres N, N — Ny, n).
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Solution de ’exercice 2.11.

1. En utilisant la Proposition 2.23, on trouve
p(X>7)=p(X €[7,+00]) =1— Fx (7) + px (7)

or d’aprés la Proposition 2.19, on a

e = g -o-ai (5 (-3

et

px (N =p(X =17 =CF (%>7<1—§1>8_7:8x (2)7 i~027

p(X>7)=1-09+0.27=0.37.

d’ou

2. D’aprés la Proposition 2.44, on a

E(X):8><z:6 et var(X):8xZ><<1—§>:§:1.5.

Solution de ’exercice 2.12.

1. D’aprés la Proposition 2.29, on a

n

E(S(S—-1) = Xn:k(k’—l) => k(k—1)Cla"(1—-a)""
= ZkZCkkl—a B nkC’ffk( —a)" "

() p <s>:<var<s§+[E<s>F)—E<s>

= na(l—a)+n?®—na=n(n—1)d

[e=]

[’égalité I’avant dérniére découle de la Proposition 2.44.

73



2. On a pour tout ¢t € R,

donc la dérivée 3 de la fonction Gg est
G (8) =D k(k=1)(k=2)t"® ps (k) = Dk (k= 1) (k = 2)*° ps (k).
k=3

d’ou
n

GO W)= k(k—1)(k—2) ps(k)=E[S(S—1)(S—2)].

k=0

Comme Gy (t) = (at +1 —a)", alors
ES(S—1)(S—=2)]=nn-1)(n-2)d

On a aussi

S k(k—1)(k—2) ps(k)=> K ps(k) =3 K ps(k)+2> k ps(k)

k=0

ainsi

E(S%) = E[S(S—1)(S—2)]+3E(S*) —2E(S)
= n(n—1)(n—-2)a*+3[na(l —a)+n’a’] —2na

= nn—1)(n—-2)a*+3n(n—1)a®+ na.

Solution de ’exercice 2.13.

a) 1. Si X est "le nombre de boules noires extraites", alors
X ~ H (10,6,2).
2. D’aprés la Proposition 2.51, on trouve
6

E(X)=2x 15 =12
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et

6 6 10 -2
var(X)—ZxEx (1_E> X 10_1_0.43.

b) 1. Si Y est "le nombre de boules blanches extraites", alors
X ~B(2,04).
2. D’aprés la Proposition 2.44, on trouve
E(Y)=2x04=038

et
var (Y) =2 x 0.4 x 0.6 = 0.48.

Solution de ’exercice 2.14.

11 est clair que le support de X est Dx = {0,1,2} car

0 siw¢ Aetw ¢ B
X(w)=4¢ 1 siweAetweg B ou we Betwé¢ A
2 siwweAetweB

1. Si les événements A et B sont indépendants, alors la fonction de masse de X est

donnée par :

p(X=0) = p{lweQ:w¢ Aetw¢ B} =p(ANB)

= p(A)p(B) =1 -p(A)1-pB) =1-p),
car les événements A et B sont indépendants (voir la Proposition 1.40).

op(X=1) = p{lwueQ:wecAdetwg B ou weBetw¢ A} =p((ANB)U (ANB))
= p(AnB)+p(AnB),

car les deux événements A N B et AN B sont disjoints. Comme les événements, A et

[6)



B sont indépendants et A et B sont indépendants (voir la Proposition 1.40), on trouve

p(X=1) = p(A)p(B)+pB)p(4) =p(A)(1—p(B))+p(B)(1-p(A)

= 2p(1—p1).

ep(X=2) = plweQ:weAetwe B}=p(ANB)

= p(A)p(B),

car les événements A et B sont indépendants. D’oul

Ainsi

E(X)=2p

et
var (X) = (=1 x (1= p1)* + 02 x 2py (1 — p1) + 12 x p? = 2py (1 — p1) .

2. Si les événements A et B sont incompatible (i.e. disjoints), alors la fonction de

masse de X est donnée par :
ep(X=0)=p{weQ:w¢Aetw¢ B} =p(ANB)

or

A=(AnB)U(ANDB)

et les événements AN B et AN B sont incompatibles, d’otl
p(ANB) =p (A) - p(AN B)

de méme

B=(AnB)U(ANB)
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et les événements AN B et AN B sont incompatibles, d’otl
p(ANB)=p(B)—p(ANB)=p(B),
car les événements A et B sont incompatible. Ainsi

p(X=0)=p(ANB)=(1—-p(A)—p(B)=1-2p.

ep(X=1) = plweQ:weAetwé¢ B ou we Betw¢ A}
= p((AnB)U(ANB))
= p(ANB)+p(AnB),

car les deux événements A N B et AN B sont disjoints. Comme
p(ANB)=p(B)—p(ANB)=p(B),

et de méme

p(ANB) =p(A)—p(ANB) =p(A),

alors

p(X=1)=p(ANB)+p(ANB) =p(A)+p(B) =2p.

Il est clair que

ainsi le support de X se restreint a 'ensemble {0, 1} et donc X suit une loi Bernoulli de

parameétre 2p;. D’ou

E(X)=2p; et var(X)=2p;(1—2p;).
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Chapitre 3

Variables aléatoires absolument

continues

Définition 3.1 Soit (2, T, p) un espace de probabilité. Une variable aléatoire
X : Q@ — DxCR

est dite variable aléatoire continue si son support Dx est un intervalle ou bien réunion

d’intervalles.

Exemple 3.2 1. Si on désigne par X : 7 la durée de vie d’une ampoule”.

Il est clair que le support de X est Dx =0, +o0[, donc X est une variable absolument
continue.

2. Si on désigne par'Y :7le temps d’attente avant ’arrivée du prochain bus”, donc'Y
est une variable absolument continue de support [0, 1 min].

3. St on désigne par Z : 7 la moyenne des tailles de 20 étudiants pris au hasard”, donc

Z est une variable absolument continue de support [, 3] .
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3.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire absol-

ument continue

3.1.1 Densité de probabilité d’une variable aléatoire absolument

continue

Pour la suite on suppose que toutes les variables aléatoires sont définies sur ’espace de

probabilité (2,7, p) .

Définition 3.3 Une fonction réelle positive est dite densité de probabilité ou bien

70f (x)dz = 1.

Définition 3.4 1. La variable aléatoire réelle X suit la lot de densité f ou bien la

densité si

variable aléatoire réelle X a pour densité la fonction f si pour tout intervalle I de R,
XD =p(X (D) = [ @)
1

2. Si la variable aléatoire réelle X suit la loi de densité f, alors le support de X est
I’ensemble

DX:{$€fo(I)>O}

Exemple 3.5 1. La fonction f(z) = est une densité de probabilité d’une

(1 + a2)
variable aléatoire X de support Dx = R. En effet :

400 400 +00
1 1 1
/}@Mw:‘/aizang/a:ﬁﬁx

- Lomorz- 13- ()1

2. La fonction réelle

e AT stx >0 \
f(x) = = Xe ™ Ijg 4oo] OU A >0,
0 sinon
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est une densité de probabilité d’une variable aléatoire X de support [0, +oc[. En effet :

+oo +oo +oo
/f (x)dr = /)\e_/\”dx = —/ — e Mdx
—o0 0 0

= —(eM]C=—(0-1)=1,

Remarque 3.6 i) Une variable aléatoire réelle continue posséde une densité de probabilité
est dite variable aléatoire réelle absolument continue.
i1) La fonction densité d’une variable aléatoire réelle absolument continue n’est pas

forcément continue sur R, elle est continue par morceauz, (voir 2 de I’Exemple précédent).

3.1.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire absolu-

ment continue

Définition 3.7 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonction

densité fx. La fonction de répartition de X notée F'x est définie par:

Fx : R — [0,1]

ou

pwg@:/ﬁ@m

Exemple 3.8 1. Soit X la v.a réelle de fonction densité fx définie par

1
six € [a,b] 1
fx(@)=4 b—a = —— Ijuy (2) ot abeR.

0 sinon
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La fonction de répartition de X est donnée par :

stx<a
i 1 T —a )
/ dt = sta<z<b
Fy (z) = ) b—a b—a
b
1 .
/ dt =1 stx>b
b—a
Tr—a
= - a[[%b} () + Ty 4 oo (x).

2. Soit la v.a.r X de fonction de densité f () = Ae™" Ijg o[ 00 A > 0. La fonction

de répartition de X est

stx <0

Fx(z) = ’
x (@) /)\e_/\tdt = —e_’\t}g =1—e sixzx>0
0
= (1 — eiAx) I[O,-I—OO[‘
Voici la courbe de la fonction de répartition Fx

Fx(x)
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D’aprés la définition de la fonction de répartition d’une v.a réelle absolument continue,

on peut déduire une Proposition équivalente & la Définition 3.4.

Proposition 3.9 La variable aléatoire réelle X suit la loi de densité f ou bien la
variable aléatoire réelle X a pour densité la fonction [ si pour tout réels a,b tel que

a < b,
b

p<Xe]a,b1>—/f<x>dx.

a

e Propriétés de la fonction de répartition

Proposition 3.10 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité fx. La fonction
de répartition Fx de X wvérifie les propriétées suivantes :

i) xl—Z;T—nOOFX () =0 et xl_’L;TOOFX (x) =1,

i1) Fx est croissante,

iii) Fx est continue sur R et dérivable a gauche et a droite en tout points x € R, mais
la dérivée a gauche n’est pas forcément égale a la dérivée a droite (voir l’exemple précédent

ie Exemple 3.8).
De la définition précédente on peut déduire imédiatement la Proposition suivante

Proposition 3.11 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité fx et de fonction
de répartition Fx.

Si Fx est dérivable en xq, alors

Fy (z0) = fx (20).

Remarque 3.12 La forme explicite de la fonction de répartition d’une v.a réelle absolu-

ment continue X, peut ne pas étre déterminer, elle sera évaluer par approximation.

Exemple 3.13 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité

fx (z) = e 2 pour tout x € R.
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La fonction de répartition de X est donnée par :

Fx (z) = / fx (B)dt = / jQ_We_?Zdt,

—00

Fx () ne peut pas étre déterminer par une primitive classique, elle sera évaluer par

approximation.

3.1.3 Probabilité attachée a un intervalle

De la Définition 3.4, on déduit la Proposition suivante.

Proposition 3.14 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité fx et de fonction
de répartition F'x. Pour tous nombres réels a,b tels que a < b, on a

i) p(X €la, b)) =p(X €a,b]) = p(X €]a,b]) = p(X € [a,b]) = Fx (b) = Fx (a),

it) p (X €]—00,b[) = p(X € ]—00,8]) = Fx (),

iii) p (X € |a,+o0]) =p (X € [a,+0]) =1 — Fx (a).

Démonstration. i)

p(X €la,b)) = p(X €lab]) =p(X €la,b])

= p(Xe[a,b])Z/fX(t)dt
= /fX(t)dt—/fx(t)dt:FX(b)—FX(a)-

ii)

p(X €]—00,b)) = p(X €]—00,b]) = /fX (t)dt = Fx (b).
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iii)
oo
p(X €a, +oof) = p<Xe[a,+ooD=/fx<t>dt

— +/OOfX(t)dt—/afx(t)dtzl—FX(a).

3.2 Parameétres d’une variable aléatoire absolument

continue

3.2.1 Valeur moyenne ou espérance mathématique d’une v.a.r
absolument continue
Définition 3.15 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonction

de densité fx. On dit que X posséde une espérance mathématique ou bien une

moyenne noté E (X) si lintégrale

+oo
/ |z| fx (z)dx = / |z] fx (x)de < +o0, (i.e. existe).
—0o0 Dx

Dans ce cas on a

E(X) = 701; fx (x)de = / z fx (z)dz.

Exemple 3.16 1. Si X a pour densité de probabilité fx () = Ae ™" I too[. Alors

+oo +o0o +oo
0/ 2| fx (x)dx = / 2| Ae A dx = /)\x e Mdr.
o 0 0
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En utilisant 'intégration par partie une fois on trouve,

+oo

1
/\x]fx )dx = / |z| Ae ™ da = //\:Ue My = — 3

0

d’ot X posséde une espérance mathématique.

+o0o
X):/x fX(x)dx:%

2. St X a pour densité de probabilité fx (v) =

1l est clair que

1
m pout tout x € R, alors la

variable aléatoire X n’admet pas un moment d’ordre 1 (un espérance). En effet :

+oo +0o0 |$|
/|x|f(x)dx = /mdl’
- _100 : +oo
| [ae
+Oo—oo 0
_ %/—(1fx2)d:v 72T1 (1+2?)]7% = +o0.

0
3.2.2 Variance d’une v.a.r absolument continue
e Moment d’ordre k£ d’une v.a.r absolument continue

Définition 3.17 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonction

de densité fx. On dit que X posséde un moment d’ordre k noté E (Xk) (k € N*) si

|X\ /]x\ fx (x d:c—/]:c\ fx (z)dzr < 4o0.

Dans ce cas
—+o0

E(X*) = /a:kfx (z) de = /xkfx (z) dz

—00 Dx

Définition 3.18 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonction

densité fx. Si X posséde un moment d’ordre 2 (E (\X|2) < 400), alors la variance de
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la v.a X, notée var (X) ou bien o% est donnée par :
var (X) = E [(X — E(X))?] .

La quantité \/var (X) notée ox est appelée l’écart quadratique moyen ou l’écart

type de la variable aléatoire X.

Remarque 3.19 i) Lorsqu’une v.a.r absolument continue X vérifie Var(X) =1, on dit
que la variable est réduite,

it) la variance d’une v.a.r absolument continue X peut s’éxprimer par

var (X) = E (X?) — [E(X)].

e Propriétés

Proposition 3.20 Soit X réelle absolument continue de support Dx, de fonction densité
fx, d’espérance E (X) et de variance var (X). Pour tous réels a,b, on a :

i) E(aX +b) =aFE (X)+D,

i) var (aX + b) = a* var (X),

ii) E(a) =a et var(a) =0.

3.3 Transformation de variables aléatoires absolument
continues

Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue de support Dy et de fonction
de densité fx et soit h une application de Dy vers un sous ensemble E de R. Alors on
distingue deux cas, le cas ot F est dénombrable et I'autre cas, E est sous forme d'un

intervalle ou bien réunion d’intervalles.

3.3.1 Cas discréte

Théoréme 3.21 (Théoréme de transfert) Soit X une v.a réelle absolument continue

de support Dx et de fonction de densité fx et soit h : Dy — FE CR une appli-
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cation telle que h (Dx) est un sous ensemble dénombrable de R. Alors l’application

Y=hoX=h(X): Q — ECR
w — Y (w) =h(X(w))

est une v.a réelle discréte de support Dy = h (Dx) et de fonction de masse py définie par

/ fx(x)dx  si ye€ Dy
Py (W) =4 /8=

0 sinon

Exemple 3.22 Soit X la v.a.r de densité de probabilité la fonction fx définie par
fx (J}) = /\e_AtI[Oﬁ_oo[ , A> 0,

et soit la fonction h définie par h (z) = [z] (la partie entiére de x). Alors l'application

est une v.a réelle discréte de support
Dy =h(Dx)=h([0,400]) ={0,1,...} =N

et de fonction de masse py définie par:

Pour tout k € N,

pr(k) = p(¥ =k)=p([X] = k) =p(k < X <k+1)

= /fX(:E)dIZFX(k+1)_FX(k)
k
(e ey e 1),

car la fonction de répartition de X est Fx (t) =1 — e (voir I’Exemple 3.8).
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1l est facile de voir que

k+1

[re@is= [ fr@as

{t / [tI=k}

Remarque 3.23 Dans [’Exemple précédent il est clair que la fonction py représente une

loi de probabilité, en effet :

+oo —+00 +oo
Sopr(k) = e M-eN) = (1) Y ()
k=0 k=0 k=0
_ 1
= (1-e?)x ==L
+00
car Z (e_)‘)k est série géométrique de raison e
k=0

3.3.2 Cas Continue

Théoréme 3.24 (Théoréme de transfert) Soit X une v.a réelle absolument continue
de support Dx et de fonction de densité fx et soit h : Dy — FE CR une fonction

strictement monotone et continuement dérivable sur Dx. Alors l'application

Y=hoX=h(X) : Q@ — ECR
wo— Y (w) = h(X ()

est une v.a réelle absolument continue de support Dy = h (Dx) et de fonction de densité

fy définie par

fx (R (y)) si
=] ey e
0 Sinon

1 7
Exemple 3.25 Si X a pour densité fx (z) = 5 e 2 etsiY =h(X)=2X+3.
T

1l est clair que la fonction h vérifie les conditions du Théoréme précédent, d’ou la
variable aléatoire Y = h (X)) est absolument continue, de support Dy = h(Dx) =R et de

fonction de densité

_ Ix (W ()

) = Ty

pour tout y € R.
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y_

Comme h™ ! (y) = , alors pour tout y € R

fry) = = =

Proposition 3.26 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonc-

tion densité fx et soit h : Dy — FE CR une fonction continue sur Dx sauf,
+o0

éventuellement, en un nombre fini de points. Si l'intégrale / h(z) fx (z)dx est absolu-

—00
ment convergente, alors l'espérance de la variable aléatoire Y = h(X), peut s’exprimer

par :
400
E(X) = [h@) fx@d= [1@) fx @)

Si dans le Théoréme de transfert (Théoréme 3.24), la condition de monotonie de la
fonction h n’est pas vérifié, en utilisant la Proposition précédente on déduit le Théoréme

suivant qui exprime la loi de la v.a. h (X).

Théoréme 3.27 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonction
de densité fx et soit h : Dy — FE CR une fonction continuement dérivable sur

Dx. Alors Uapplication

Y=hoX=h(X) : Q — ECR
wo— Y (w) = h(X (w))

est une v.a réelle absolument continue de support Dy = h (Dx) et de fonction de densité
fy déduite par le calcul suivant :
Pour toute fonction continue ¢ et en utilisant le changengement du variable (y = h (z)),

on a

Ewmmm:/MMMfﬂmmz/wwany

Dx Dy
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ot fy est la fonction de densité de la variable aléatoire Y = h (X).

1,2

1 P
Exemple 3.28 Si X une variable aléatoire de densité fx (r) = e 2 etY =
V2T
h(X)=1|X].
Il est clair que le support de la v.a Y est Dy = [0,+o0[. Pour déterminer la fonction

du densité de la variable Y, en effet : soit la fonction continue ¢, alors

+oo x? +oo

E(p|IX]) = / o (2] jz_ﬁe?dw:z / o () jQ_We?dx
+o0 2 400
_ / o (2] f2_ﬂ 2 Lo | i = / o (W) fr (v) dy,

d’ot d’aprés le Théoréme 3.27, la fonction de densité de la v.a Y = |X| est

2
, v

fY (y) = \/ﬂe 2 I[O,-i—oo[-

3.4 Fonctions remarquables liées a une variable aléa-

toire absolument continue

3.4.1 Fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire
absolument continue
Définition 3.29 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonction

de densité fx. Si E (eX') existe sur]—a,af (a > 0), on définie la fonction génératrice

des moments de la v.a X noté Mx par :

Mx : R — ECR
t — Mx(t)=E ()

a savoir .
My (t) = [ & fx(2)de= [ e fx(2)da
[t ]



Proposition 3.30 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonc-
tion de densité fx. La fonction génératrice des moments Mx de la v.a X vérifie les
propriétés suivantes:

i) Mx est a valeurs dans [0, 400 et Mx (0) =1,

i1) Mx caractérise la loi de X (i.e. si deux variable ont la méme fonction génératrice,
alors elle ont la méme loi),

i) si B (|X|k) < +00, alors la fonction Mx est dérivable k fois en O et et la dérivée

k*me en zéro vaut

MY (0) = E (X").

3.4.2 Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle ab-

solument continue

Définition 3.31 Soit X une v.a réelle absolument continue de support Dx et de fonction
de densité fx. On appelle fonction caractéristique de la v.a X la fonction réelle

définie par :
vx * R — C

o oy (1) = B ()

a savoir .
ox ()= [ fe@de = [ fi (@ do,
— 00 DX

ot i est le nombre complexe qui vérifie i* = 1.

Remarque 3.32 La fonction caractéristique ¢ d’une variable aléatoire absolument con-

tinue X de fonction de densité fx est bien définie sur R, en effet :

+o0o “+o00
WHMS/kaﬂ@M—/h@MmJ,
+oo
d’ou ["intégrale / e fx (x)dx est absolument convergente, ainsi la fonction oy est bien

définie pour tout t € R.
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Proposition 3.33 Soit X une v.a réelle absolument continue de fonction caractéristique
wx. Alors

i) Pour toutt € R: |py (t)] < 1,

ii) ox (0) = 1,

i11) pour tout t € R : oy (—t) = oy (t) (0w px (t) est le conjugué du nombre complexe

Px (t))z

w) pour tout réels a,b: o x4, (1) = ey (at), Vi € R,

v) px est continue sur R.

Remarque 3.34 La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X discréte (resp.
continue) caractérise sa loi de probabilité c’est-a-dire si on connait la fonction caractéris-
tique ¢ d’une variable aléatoire X, on connait sa loi px (resp. fx). Autrement dit, si

deux variables aléatoires ont méme fonction caractéristique, elles ont méme loi.

Le Théoréme suivant montre cette remarque dans le cas ot X une v.a réelle absolument

continue de support Dx et de fonction de densité fx.

Théoréme 3.35 Si ¢y est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X et si oy

est intégrable sur R i.e.

+o0
/ lox (2)] d < +oo,

alors la v.a X admet une densité de probabilité définie par

Exemple 3.36 Si X est une v.a réelle absolument continue de fonction caractéristique

oy (t) = e alors sa fonction de densité est

1

= v R.
7w (1+22) Te

Ix (z)
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En effet :

_ i /€—i$t+tdt+ /e—ixt—tdt
2m

Eplee} 0

1 [ e(l—ix)t 0 _e—(l—i-ix)t 0
T o (1—2@)}_00—’— (1+m)}_oo

L S }
o2n [(1—dz)  (1+4ix)

1 (1—dx)+ (1 +dx) 1
2 (1 —iz) (1 +dz)  w(1+a2)

Proposition 3.37 Si X est une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre

n, alors la fonction caractéristique de X est de classe C™ et on a :

Vk e {1,..,n}: o (0) = i*E (X*)

ol gogl;) (0) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction ¢ au point 0.

En particulier, si X admet un moment d’ordre 2 et est centrée avec une variance o2,
on a le d eveloppement limité en O :
ot?

@X(t):1—7+0(t2).

3.5 Quelques inégalitées remarquables

Les inégalités suivantes sont valables pour toutes les variables aléatoire réelles soit discretes
ou bien absoluments continues. Mais les preuves dans cette partie sont donnés juste dans

le cas des variables aléatoire réelles absoluments continues.
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3.5.1 Inégalité de Markov

Proposition 3.38 Soit X une v.a positive de support Dx et de fonction de densité fx,

tel que E (| X]) < 400, alors pour tout a > 0,

EX)

a

p(X >a)<

Démonstration. Comme la v.a X est positive, on a

+oo +oo
B = [otx@drz [ofe @

car la fonction = fx () est positive. Donc

+o0 +o0o

E(X)Z/xfx(l‘)dxZa/fx(ﬂf)dw=ap(X>a)

a

ainsi

E(X)

p(X >a) <

3.5.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 3.39 Soit X une v.a réelle absolument continue de moyenne p et de vari-

ance o2, alors pour tout € > 0

0.2

p(X —pulze) <=

()

Démonstration. Il est clair que pour tout € > 0

p(IX —pl=e)=p (X —pu*>¢%).
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En appliquant I'inégalité de Markov a la v.a positive | X — ,u|2 , on trouve

p(IX—pl>e) = p(IX —puf>€?)
E(IX-u?)  wvar(X) o?
g2 T2 g2

3.6 Variables aléatoires absoluments continues usuelles

3.6.1 Loi Uniforme

Définition 3.40 La variable aléatoire réelle X suit la lot uniforme sur l’intervalle
[a,b] (w00 < a < b < 400) et on note X ~ Uy, si elle a une densité f constante sur

cet intervalle et nulle en dehors. On a alors

1 .
- six € [a, b 1 \
fx () = a =r Iiap) 00 a,beR.
0 sinon —a

La fonction de répartition Fx est affine par morceaux :

(

0 siz<a

X 1 _

/ dt:x a4 sia<z<b
Fx (z) = ab—a b—a
b
1 .
/ dt =1 siz>b
b—ua

\ a

La regle suivante permet en général d’éviter les calculs d’intégrales pour évaluer la
quantité P(X € B) lorsque B est une réunion finie ou dénombrable d’intervalles (voir

'exercice 8.2).

Proposition 3.41 Si X suit la loi uniforme sur [a,b], alors pour tout intervalle I de R,

1([a,b] N )

PEED = T )
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ou l (J) désigne la longueur de l'intervalle J.

En particulier pour I = [a, b] on voit que p(X € [a,b]) = 1. Ainsi une variable aléatoire
de loi uniforme est bornée. Elle a donc des moments de tout ordre.

Calculons ’espérance et la variance.

Proposition 3.42 Si X suit la loi uniforme sur |a, b, son espérance et sa variance sont

données par :

b b—a)

E(X):a+ et UCLT(X):( @) :

2 12

Démonstration.
+o0 +oo 1
e (X)) = /x fX(x)dm—/mb Iqpdx
—a
b . ) b

1 $2]b b2 — a? a+b

b—a 2 a:2(b—a): 2

Le moment d’ordre deux se calcule de la méme fagon.

+0o0 +o0
1
e E(X?%) = 2 fX(:v)dx:/be_ Lqpdx
b ] ] b
— 2 — 2
= /q: b—adm_b—a/xdw
1 23" -l
- b—ag]a:iﬂb—a)
 (b—a)(@®+ab+V*)  (a®+ab+b?)
B 3(b—a) B 3 ’
donc
var (X) = E(X?) - E*(X)
_ (a2+ab+b2)_ a+b 2_(b—a)2
- 3 2 12
[
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3.6.2 Loi Exponentielle

Définition 3.43 Soit \ un réel strictement positif. La variable aléatoire réelle X suit la

loi Exponentielle de paramétre \ et on note X ~ £ (\), si elle admet pour densité

e A stz >0 S
f(z)= _ =A™ o400
0 sinon

Proposition 3.44 Si X suit la loi exponentielle de paramétre \, son espérance et sa

variance sont données par :

Démonstration. Pour 'espérance de X voir ’'Exemple 3.15.

Pour le calcul du moment d’ordre 2 et de la variance de X, on a :

+00 +00 +00
e E(X?) = /x2 fx (z)dx = /m2 e Tio 4 ooid = //\ rle M dx.
o o 0
On fait I'intégration par partie (u = 2% = u' = 2rv et v' = \e ™ = v = —e~*) on trouve
N
E(X?) = —xQG_A:C}gOO + X//\ re d
0
2 2
- ZEX)=2
2B(X) =
d’ou
var (X) = E(X?) - E*(X)
2 1 1
SN NN
u
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3.6.3 Loi Gamma
Fonction Gamma

Définition 3.45 Soit r un réel strictement positif, la fonction Gamma noté I' () est

I’intégral généralisée
“+o0o

r'((r)= /e‘mxT_ldx.

0
Proposition 3.46 Soit r un réel strictement positif, alors
) (r) = (=T -1),
it) T'(n) = (n — 1)!, pour tout n € N*,
i) T(1) =1 etT @) _ /.

Définition 3.47 Une variable aléatoire réelle absolument continue X suit la lot Gamma

de paramétres \ et r (A > 0,17 > 0) si sa fonction de densité s’écrit

Ar — AT rT— o
_ F(?“)eA 2t st 220 _ N r-1g
fX (ZL’) = T (7“)6 Z (0,400
0 sinon

On notera X ~ T'y,.

Proposition 3.48 Si X suit la loi Gamma de paramétres A\, r, son espérance et sa vari-

ance sont données par :

r r
E<X):X et var(X):F.
Démonstration.
+o00 +o00 >\r )\r +o00
oFE(X) = /a:fX (x)dx = /xF(r)e)‘x " dr = N /em " dx.
— 00 0 0

En utilisant le changement de variable (y = Az, dy = A\dz), on trouve

+oo

0= [ (%
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AT‘
E 2 — 2 — 2 -z .r—1
o E(X?) 1’ fx (x)dr /x F(r)e " dx
)\r +00
_ -z 7’+1d
NG /e " dz.

0
En utilisant le changement de variable (y = Az, dy = A\dz), on trouve

+o0o +o0
oy _ A /—y yytrdy 1 /—y 1
EOC) = 5y /¢ <)\> X Trm )Y
0 0

C(r+2) r(r+1)T(r) 7“(7“—1—1).

AT(r) XD (r) N

d’ou

var (X) = B (X2) — B*(X) = 7’(3—?1) - G)? -

Remarque 3.49 1. La loi Gamma de parameétres \, 1 n’est autre que la loi exponentielle
de paramétre \.
1
2. La lot Gamma de parameétres A = 5,7" = g (n € N*) est appelée loi de Chi-deux a

n degrés de liberté notée 2.

3.6.4 Loi Normale

Définition 3.50 On dit que la variable aléatoire X suit la loi Gaussienne ou Normale

de parameétres m,c? et on note X ~ N (m,0?), si elle a pour densité la fonction :
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La loi N(0,1) est appelée loi Normale standard ou loi Normale centré réduite.

Voici la courbe de la fonction de densité de la loi N (m,o?)

Tous les calculs de probabilités concernant une variable aléatoire de loi N (m,o?)

peuvent se ramener a des calculs sur une variable de loi normale standard.

Proposition 3.51 Si la variable aléatoire X suit la loi N (m,0?) alors Y = suit

la loi N (0,1).

g

Démonstration. En utilisant la Proposition 3.8, on calcule P(a <Y < b) pour a et

b réels quelconques (a < b),

X_
Pla < Y<b=Pa<=>""<p)=Plac+m< X <bo +m)
g
bo+m (;L‘—m)2
= / L e 202 dx.
oV 2T

ac+m

r—m
Il suffit alors de faire le changement de variable y = pour obtenir

, 7
2

e

dy

9

b
VaER,‘v’b>a:P(a<Y§b):/
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y2

6_7, douY =
2 o

Donc Y a pour densité de probabilité ™ suit 1a loi N (0,1). m

Proposition 3.52 Si la variable aléatoire X suit la loi N (m,o?), alors

E(X)=m et wvar(X)=o>

" suit 1a loi N(0,1) et 'on a

Démonstration. La variable aléatoire ¥ =
o

X = oY + m. 1l suffit donc de montrer que F(Y) =0 et var (Y) = 1.

+o00 1 7y_2 1 +oo 7y_2
e E(Y) = /y —27r6 dy:——% —ye 2dy
v
1 i
= —— e 2 = 0.
V2T
+oo
oy P,
2\ _ 2 - _ 2
oE(Y)—/y\/%e Qdy——\/—Q_W —y’e 2dy.

En utilisant I'intégration par partie, on pose

u:y:>u':1
U’:—ye_? —v=c 2

on trouve B
217 4o g2
e E(Y?)=——={ye 2 — (e 2dyp =1,
27
+00 >

car

lim ye 2 = liril ye 2 =0 et /e 2 dy = V2m (Intégral de Gauss).

y——00 y—+00
Ainsi
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3.6.5 Loi de Cauchy

Définition 3.53 On dit que la variable aléatoire X suit la lot de Chauchy de paramétres

1,0 (11>086¢€R) sielle a pour densité la fonction :

1
fx (z) = e B— pour tout x € R.

;,u2+(x—9)2’

On notera X ~ C (u,0).
Sip=1etld=0,alors X ~C(1,0), sa densité de probabilité est

1 1
w1+ z2

pour tout x € R.

fx (z) =

Remarque 3.54 Si X ~ C(1,0), alors E (X) n'existe pas (voir I’Ezemple 3.15).

Le tableau suivant exprime la fonction génératrice, la fonction génératrice des mo-

ments et la fonction caractéristique de quelques variables aléatoires usuelles absolument

continues.
v.a f.gm My (¢) f.c oy (t)
6tb _ eta 6itb R eita
si t#0 —  si t#0
Ulaty t(b—a) it (b—a)
1 si t= 1 si t=0
A\ A\
r A .
M (/\—t) SLE<A <)\—z’t>
A A
A — sl t<A
£ Ao M Al 22
t t
N (m,c?) | exp (mt + UT) exp | imt — UT)
t? t?
N (0,1) exp (5> exp (—5)
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3.7 Exercices

Exercice 3.1. Soit la fonction réelle f définie par
f(x)=kx(l—x)lpa(z) k>0.

1. Déterminer la constante k pour que f une densité de probabilité d’une variable
aléatoire X.
2. Déterminer la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X.

3. Calculer F (X), E(X?) et var (X).

Exercice 3.2. a- Soit 6 un réel strictement positif et soit la fonction réelle f définie

par :
2
f o) = Qf si z €10,0]
0 sinon

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
b- Soit X la variable aléatoire de fonction densité f.
1. Calculer E (X), F (X?) et var (X) en fonction de 6.

2. Evaluer P(X < Z}

Exercice 3.3. La consommation journaliére en eau d’une aglomération au cours du

mois de juillet est une variable aléatoire X dont la densité fy a la forme :
Ix(@) =c(x —a)(b —x)La(x), =R,

ol a, b, c sont des constantes strictement positives (a < b).

1. Vérifier que 'on a pour tout n € N :

b
(b o a)n+2

/(x—a)n(b—w)dx: CEICEE

a

2. Exprimer la constante ¢ en fonction de a et b.
3. Calculer E (X —a) et E [(X — a)Q} . En déduire E (X) et var (X).

4. Déterminer la fonction de répartition F'x de la variable aléatoire X.
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5. Donner une approximation a la quantité p (X > a + 2).

Exercice 3.4. Soit X une variable aléatoire de densité fx et de fonction de répartition

Fx. X est dite symétrique par rapport a « si

p(X>a+zx)=p(X<a—-zx) VreR

1. Montrer que si X est dite symétrique par rapport a «, alors

Fx(a—z)=1—-Fx(a+x) VreR

2. Si X est symétrique par rapport & «, on peut déduire que

fx(a—2)=fx(a+z) VreR,

montrer alors que si X est symétrique par rapport a « et E (| X]|) < 400, on a

E(X)=a.

Exercice 3.5. Soit f la fonction définie sur R par :

a x 3* si x <0
fx) = _
ax37* si x>0
1. Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité. Déterminer la fonction de
répartition de X. Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.

3. On pose Y = 3%. Déterminer la fonction de répartition de Y. Y admet-elle une

espérance?

Exercice 3.6. Soit X une variable aléatoire de loi N (0,1).

1. Calculer E (X?"!) pour tout n € N,
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2. On pose ¢, = F (X?"). Montrer en intégrant par partie que

1
\ N:¢, = ——chi1.
n < C, 2n+1c+1

3. En déduire une formule explicite pour E (X?").

Exercice 3.7. a- Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale standard
N (m,o0?).

1. Détérminer la fonction de densité de la variable aléatoire Y = aX + 8 (o, 5 € R).

2. Sim = 0 et 0 = 1, détérminer la fonction de densité de la variable aléatoire Z = X2,

b- Soit X une variable aléatoire qui suit une loi Gamma I’y .

Déterminer la fonction de densité de la variable aléatoire 7' = aX (a € R).

Exercice 3.8. Soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f. On

note F'y la fonction de répartition de X. Montrer que

+o0

E(X)= / (1 - Fx (x))dx.

0

Exercice 3.9. On suppose que la durée de vie d'un disque dur est distribuée selon une
loi exponentielle. Le fabricant veut garantir que le disque dur a une probabilité inférieure
a 0.001 de tomber en panne sur un an. Quelle durée de vie moyenne minimale doit avoir

le disque dur ?

Exercice 3.10. D’aprés une étude récente, la taille des femmes francaises est dis-
tribuée selon une loi normale de moyenne m = 1,58 et d’écart-type ¢ = 0,06. Pour
produire un stock de vétements, un fabricant souhaite utiliser cette loi.

1. Tl commence par déterminer un intervalle de la forme [m—a, m+a] (donc symétrique
autour de la moyenne) contenant en moyenne 90 % (environ) des tailles des femmes
francaises. Calculer a.

2. Il en déduit trois tailles, S, M et L, correspondant respectivement aux intervalles

a a a

[m—a,m— g], [m — 3™ + g] et [m+ %, m +a]. Calculer le pourcentage de la production

qui doit étre affecté a chaque taille.
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Solutions des exercices
Solution de ’exercice 3.1.

1.
+o00o

f est une densité de probabilité < / f(x)dx =1.

—00

“+oo

400
/f(x)dx = 1(:)/“(1—%)]]0,1[@)@:1

1

& k/x(l—x)d:czl

2. La fonction de répartition de la v.a.X est la fonction réelle F'xy définie par

xT

FX(a:):p(ngc):/f(t)dt:/6t(1—t)[1071[(t)dt,

—0o0

alors,
siz<0:
FX(:U):/Odt:(),

si0<zxz<l1:

i 2 3" . 5
 (2) /6t( t)dt 6(2 310) (3 %),

0

siz>1:

1

FX(:B):/(St(l—t)dt:l,

0
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d’ou

0 si <0
Fx ()= ¢ 322 — 223 si 0<zx<1 .
1 si z>1
3.
+oo +oo
o H(X) = /xf(a:)dx:/x[Gx(l—az)]]o,l[(x)]dx
1
3 471
= 6/3:2(1—a:)dx: (%—%L)
0
= 6 1—1 = 0.5
3 4) 7
+oo +0o0
e B(X?) = /x2 f(x)de = /x2 (62 (1 — ) [ 1 (z)] do
; 4 571 1 1
—6[af1—a)dr=6["> -] |=6(-—2)=0.
6/:10( x)dz 6<4 5], 175 0.3,
0
d’ou

var (X) = E (X?) — (B (X))? = 0.3 — (0.5)* = 0.05.

Solution de ’exercice 3.2.
a- Il est clair que la fonction f est positive, donc pour démontrer que f représente une

densité de probabilité il suffit de montrer que

70f (x)dx = 1.

+o0 +002 [} 5
T T
° /f (x)dx = /F[[Oﬁ] (x)dr = —dx
. o 0



« B(X) = / v f(2)de = / 42—@"1{079} (x)} do

2z
e E(X?) = fo(x)dx:/m2 [?1[079] (x)} dx
f 470 4 2
= E/x3dx_3 T — ‘9_ _9_
¢ SR\ 4], *\4) 27
0
d’ou
=) - meor =L [ = Lo
rmR = 237 T8
2.

Solution Exercice 3.3.

1.

/b(x—a)”(b—x)da: = /(a:—a)”(b—a—l—a—:c)da:



= (b—a) (—(x a)”

n+1

) [
. n+2

G-a)"? (b-a)"?  (b—a)""?

1) (57

n+1 n+2  (n+1)(n+2)

2. fx est une densité de probabilité, alors

/f da:—/ (& — a)(b — )Ly (x :/cx—a \(b — 2)da.

—0o0

En utilisant la question 1, on trouve

+00
B (b—a)3_ . 6
/f(m)d:r:—l(:)c—ﬁ =1& S o—af

3. En utilisant la Proposition 3.26, on trouve

+oo

o (X —a) = /(w—a)f(m)dx

En utilisant la question 1, on trouve

6 b 2 _ _
E(X—a)z(b_a)3/(a:—a) (b—x)d:c—(b_a)3 TR
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et

oF (X —a)’ = +/oo(x —a)’ f (z)da
o 6
) Z o) [(b —p T WO D@ o
’ b
— = a)3/(:1: —a)3(b— x)da.

En utilisant la question 1, on trouve

2 = 0 T a3 — Tr)axr
Bl -a?) = (b—a)3a/( P(o )
B 6 (b—a)f’_3(b—a)2
T o(b—a® 20 10
Comme
E(X —a)=E(X)—a,
alors,
E(X):E(X—a)+a:b;a+a:a;b
On a aussi
E[(X —a)’] = BE(X?-2aX +a°) = E (X?) - 2aE (X) + d°,
donc

E(X?) = E[(X-a)’] +2aE(X)—ad®

3(b—a) (a+b) 5 3b%+3a®+4ab
= 9 _ a2 =
T R 10 ’
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ainsi

var (X) = E(X?) - [E (X))

3 +3a>+4ab  [(a+D)’
a 10 2

(b—a
20

4. La fonction de répartition de la v.a X est la fonction réelle F'x définie par

Px(@)= [ W= [ o2t — o

—00

alors,

siz<a:Fx(zx)=0,

sia<z<b:
6 x €T
Fx (z) = (b_a)3/(t—a)(b—t)dt: (b_a)3a/(t—a)(b—t)dt
= _(b_fja)ga/(tQ—(a+b)t+ab)dt
6 31° 27" .
= i (a),) e (3]) o)
6 2® —a®  (a+D)(a® —a?) bt a
- <b—a>3{ 3 s rabie—a),
six>b:
b
6
Fx (z) = (b_a)ga/(t—a)(b—t)dt: 1,
d’ou
0 siz<a
6 2 —a®  (a+0b) (2 —a?) :
Fx (z) = _(b—a)3 3 " 5 +ab(z —a) sia<x<b .
1 si z>0b
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5. En appliquant 'inégalité de Markov. En effet : comme le support de la variable

aléatoire X est |a, b[, alors la v.a X — a est positive, donc

E(X - b—
p(X>a+2)=p(X—-—a>2)< (2 a): 3 = 4a.

Solution Exercice 3.4.

1.

X symétrique par rapport a o« < p(X >a+z)=p(X <a-—-z) VreR
& l1l-pX<a+z)=pX<a—-z) VreR

& 1—-Fx(a+z)=Fx(a—z) VreR,

car X est une variable aléatoire absolument continue et donc pour tout réel y,

p(X<y)=p(X <y =Fx(y).

2. Comme F (| X]|) existe, alors on peut écrire

+00 +o0

E(X) = /xfx(x)dx:/(x—a+a) fx (x)dx
— 70(1' —a) fx(x)dx+ a+/°°fX (x)dx
= 70(91: —a) fx(z)dx+ «a,

+oo
car fx est une densité de probabilité (i.e. / fx (x)dx = 1). Donc il suffit de montrer

que
“+o00

/(x—a) fi (@) dz = 0.

—00
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—+00 o “+oo

o/(x—a) fX(.r)dx:/(x—a) fX(m)dx+/(x—a) fx (x) dz.

—0o0 —0o0 «

Posons le changement du variable (y = x — a = dy = dz), on trouve

/a<x—a> fx<x>dx:/0yfx<y+a>dy
et K ES
7<x—a> fx(l’)dfv—+/ooyfx(y+04)dy——/0tfx(a—t)dt——/otfx(HOé)dt,
[@-a) re@dr= [y fetrarty— [trce+ayi=o

Ainsi E (X) = a.

Solution de ’exercice 3.5.

1. La fonction f est positive si a > 0, et on a

+00 +o0 1 +o0 1
3Ty = f:z:ln(B)d — _ —zIn(3) — .
e Tk RYE)
0 0
En utilisant le changement du variable (t = —x = dt = —dz) , on trouve aussi
0 400
[rar= [3an— 2
—= €T =
v In (3)
—o0 0
Donc
400 0 +o00
/f(a:)dx = lea /3“’dx+/3_xdx =1
— 00 —00 0
2a In (3)
& =lea=—-—.
In (3) T

2. La fonction de répartition Fx de la v.a. X est donnée par :
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Siz<0:

] [ 1 [
FX (Qf) _ n<3)/3tdt: n<3)/€tln(3)dt

2 2
_ In (3) 1 etln(S)]f’f _ lexln(3) _ 3*
2 In (3) - 2 2
Siz>0:
In(3) [ m@3) | f f
Fx (z) = n2( >/3tdt: n2( ) /3tdt+/3‘tdt
—00 —00 0
_ In (3) 1 etln(3)}0 _ 1 6—t1n(3)]1‘
2 In (3) —o0 In (3) 0
1 ef:vln(S) 3-c
- -1 —z1n(3) 11 =1— —1—
2[ + ] 2 2
d’ou -
> si z<0
FX (l’) = 3-= ) :
1-— si x>0

La fonction z f(z) est négligeable au voisinage de +00 devant la fonction %, et il en est
de méme au voisinage de —oo car cette fonction est impaire. Elle est donc intégrable, et
X admet bien une espérance. En outre, toujours par imparité de x — x f(x), I'espérance
est nulle.

3. La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans R et on a

P <9 =p @ <0) = (X2 ).

On en déduit :

si0<y<1:

1 @ 1 @
FY (y) — _31n(g) — §eln(g) In(3) = %

\)
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siy>1:

3 G 1 _my)
Fy(y) = 1- 5= 1- 3¢ mm(s) 10(3)
= l—le_ln(y) = —i.
2 2y

En particulier pour y > 1, la densité de Y est :

fr (y) = Fxl/ (y) = 2_y2’

+o0

1 1
et donc au voisinage de +o00, on a yfy (y) ~ 50 et l'intégrale / 2—dy diverge, ainsi la
Y Y
1

v.a.r Y n'admet pas d’espérance.

Solution de ’exercice 3.6.

1. Soit n € N,

“+o0o
1 -52°
oF (XY = —/x2”+le 2 dx
(x*h) =

) 0 1 , 400 1 ,
_ 2n+1 —5:1: d + / 2n+1 _ix d
— x e x x e x
Vam /
—00 0
Or d’aprés le changement du variable (t = —z = dt = —dx) pour la premiére intégrale,
on trouve
0 1 0 1 400 1
__$2 __t2 —_t2
/x2”+1 e 2 dr= —/ (=1l e 2 dt = —/t2”+1 e 2 dt,
—00 +00 0
d’ou
E (X2n+1) _ O
2. Soit n € N,

“+00
2

1
o (x") == [o" 2 an

—0o0
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En utilisant I'intégration par partie

< u=a3""1e 2" = du= [(2n — 1) 2?2 — 2?7 e 2" dz >

on trouve
+o0 1 , . 1 , oo 5 ) +o0 1 , ) +o0 1 ,
e 20 dp = Zg¥tle 27 — M 22 e 2" d + = [ 22 e 2" do
2 2 2
1 +oo ) (2 1 +o00 1 )
— 5/x2"+262 dg — 20 )/:U2”62 dz,

—0o0 — o0

car
1 +oo
i
22, 9 —0
Donc
5 ) +oo 1 , . +o0 1 ,
<1 (2n — ))/x%e? dr = /a:2"+262 dx,
2 2

d’ou

+oo 1 +00 1

2 1 T2
/;EQ” e 2 dr= /x2"+2 e 2 dux,
2n+1
c’est-a-dire
1
o1

3. D’aprés la question 2, nous remarquons que E (X?") s’écrit sous la forme

E(X*) = %ﬁ(m—l)x(2n—3)><...><3><E(X2)
= L><(271—1)><(2n—3)><...><3><1
2m
ol 2 x(2n—1)x(2n—2)x (2n —3) X .. x4 x 3 x2x 1
- Vor 2n X (2n —2) X ... x 4 x 2
1 (2n)!
© V2r 2ml
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Solution de ’exercice 3.7. )
1(z—m)

1 2

a- 1. Si X ~ N (m,o), alors X a pour densité fx (z) = e2 o

oV 21

SiY = h(X) = aX+p, il est clair que la fonction h vérifie les conditions du Théoréeme

3.24, d’ou la variable aléatoire Y = h (X) est absolument continue, de support Dy =

h(Dx) = R et de fonction de densité

fx (1 (y))

m pour tout Yy & R.

fr(y) =

y—p

Comme h™! (y) = , alors pour tout y € R

e 202 o
_ Ix( ) _ ovor ! e 202
fr (v) ]h' (h=1 (y))] o aoV2r
1y — (am + B)
1 .2 (a0)
ao 2T

Ainsi Y ~ N (am + 3, (a0)2) .
122

1 -z
2. Si X ~ N(0,1), alors X a pour densité fx (z) = \/2_6 202,81 Z=h(X)= X2
7r

Il est clair que le support de la v.a Z est Dy = [0, +00[. Pour déterminer la fonction

du densité de la variable Z, nous utilisons le Théoréme 3.27, en effet : soit la fonction

continue ¢, alors

E(gp (XQ)) = /cp(xQ) \/12_7Te_gdx = /gp(xQ) \/lz_ﬂe_?dx,

e_? est paire.

car la fonction ¢ (2?)

5
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Prenons le changement du variable (z = 22 = dz = 2xdz), on a

400 CL’2 +00

2
1 - 1 -5 dz
E(p(X?) = 2 2 2de =2 2~
(O = 2ol e 2=z o) 2
0 0
+00 . z 1 400 . z 1
= z 6_2Z_§d2—/ z e 22 21 soldz,

d’ot la densité de la fonction de la v.a Z = X? est

z 1

1
fY<Z): \/%6 22 2 I[O,-FOO[(Z)?

c’est-a-dire la v.a Z suit une loi de Chi-deux a 1 degré de liberté Z ~ x3.

r

I (r)

SiT = h(X) = aX, il est clair que la fonction h vérifie les conditions du Théoréme

b- Si X ~ T, alors X a pour densité¢ fx (z) =

e—)\oc xr—l][0’+oo[.

3.24, d’ou la variable aléatoire T = h (X) est absolument continue, de support Dy =

h(Dx) = [0,400] et de fonction de densité
fr (y) = ————== pour tout y € R.

Comme h~! (y) = g, alors pour tout y € R,
«

v (3) O

R TOC o) twt Y
W = W) a T w
ot
= F(r) e (Oé) nyl
AinSiTNF/\ .
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Solution de ’exercice 3.8.

Une preuve facile utilise le théoréme de Fubini : on commence par remarquer que

= Fy(z) = p(X > 1) = /fX(t)dt,

et donc
+oo +o00 [ +o0
/(1—Fx(m))d;v _ / /fX(t)dt do
_ 70 /tdx fX(t)dt:ﬁfX(wdt:E(X)

le changement dans I'ordre d’intégration étant justifié par le fait que tout est positif.

Solution de I’exercice 3.9.
On appelle X la variable aléatoire donnant la durée de vie du disque dur.

X suit une loi exponentielle de paramétre A. Le fabricant veut garantir que
p(X <1)<0,001.

Comme p(X < 1) = Fx(1) par définition et la fonction de répartition F'y d’une loi

A

exponentielle de paramétre X est 1 — e, on obtient

1—e*<0,001= 0,99 < e,
) . : . .1
D’aprés la croissance de la fonction In (z) et la décroissance de la fonction —, on trouve
x

0,999 < e *=1n(0,999) < -\ = X < —1In(0,999)
1

— __ —999,5.
In (0,999) !

:>1>
A

1
Or, comme X suit une loi exponentielle de parameétre )\, son espérance est — . La durée

de vie moyenne du disque dur doit donc étre d’au moins 999, 5 ans.
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Solution de ’exercice 3.10.
1. Soit T la variable aléatoire représentant la taille d’'une femme. Par hypothése, T

suit une loi normale N (1.58,0.062). On cherche a > 0 tel que

p(T € m —a,m+al) =0.09.

T —
Soit la variable Y = ™ On sait que Y suit une loi normale standard N(0,1). De
o
plus, on a
a _T—-m _a
m—a<T<m+4as——< < —.
o o o
Donc

p(T'em—a,m+al) =09 pY €[— |)=0.9.

SHES
SHES

Cherchons donc A tel que
p(Y € [-\A]) =0.9.

On sait que

p(Y € [=AA]) = Fy(A) = Fy(=})
car Y est une variable aléatoire continue. De plus, par symétrie de la loi normale standard,
on Fx(—=\) =1— Fx(A), et ainsi

p(Y € [=A ) = 2Ry (\) — 1.

De ce fait, chercher A tel que p(Y € [\, A]) = 0,9 est équivalent a chercher A tel que

1409

Fy (\) 5

= 0.95.

La lecture de la table de la loi normale donne :

Fy(1.64) = 0.9495,

Fy(1.65) = 0.9505.

Pour avoir un intervalle 1égérement plus grand que celui recherché par le fabricant, on
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choisit A = 1.65. Si on pose a = oA = 0.06 x 1.65 = 0.099, on a donc

p(T € [m —a,m+a]) = P(T € [1.481,1.679]) ~ 0, 9.

2. Etudions le premier intervalle. On a

m—a < Tgm—g(:)—agT—mg—%
o —3<T_m<—i<:>—A<Y<—§,
c~ o — 30 I

donc

pT € fm-am—g)=pl¥ € A-g) = Fr (-3 )~ Fr (N

A
= 1—-Fy (g) —[1—=Fy (M) par symétrie

1.65
= 0.9505 — Fy <T) selon I'analyse précédente

= 0.9505 — 0.7088 par lecture dans la table

= 0.2417.

On a de la méme fagon

a a a a
—= < T<L - ——<T-m< +-=
m 5 S _m+3 3= m_+3

o o Tom_a Ay A

30 — o — 30 3 - — 3

p(T € [m—a,m-— %]) =p(Y € [-%,—f-g]) = Fy (5) Py (_i>

A
= 2Fy (g) —1 par symétrie

1.65

= 2x0.7088 — 1; selon ’analyse précédente

= 0.4176.
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Enfin :

m+§ < T§m+a@+§§T—m§+a
o L mm_a Ay
3o~ o T o 3 =
a A A
pT € fm-am=5)=p(Y € ) = ) - B (§)

= 0.9505 — 0.7088

= 0.2417.
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Z2

1 .
e 2dz, ou Z suit

Ver

La Table suivante représente les probabilités p (Z < t) = fjoo

la loi normale centré réduite (Z ~ N (0,1)).

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 | 0509 | 0,508 | 0,512 | 0516 | 0,520 | 0,524 | 0,528 | 0,532 | 0,526

0L | 0540 | 0544 | 0548 | 0,552 | 0,556 | 0,560 | 0,564 | 0,567 | 0,571 | 0575

02 | o579 | o583 | 0587 | 0,591 | o595 | o599 | 0603 | 0,606 | 0,610 | 0,624

03 | 0618 | 0622 | 0526 | 0629 | 0633 | 0637 | 0,541 | 0,644 | 0648 | 0652

Q0,4 0,655 | 0,652 | 0663 | 0,666 | 0670 | 0,674 | 0677 | 0,681 | 0,684 | 0,638

0,5 0,621 | 0,695 | 0658 | 0,702 | 0705 | 0,70% | O,712 | 0,716 | O,71% | 0,722

0,6 0726 | 0,729 | 0,732 | 0,736 | 0,739 | 0,742 | 0,745 | 0,748 | 0,752 | 0,755

07 |o07s8 | 0761 | 0764 | 0,767 | 0,770 | 0,773 | 0,776 | 0,779 | 0,782 | 0,785

0.8 0,788 | 0,791 | 0,754 | 0,797 | 0,800 | 0,802 | 0,805 | O,B0B | OB11 | 0813

09 | o816 | 0,819 | 0,821 | 0,824 | 0,826 | 0,829 | 0,831 | 0,834 | 0,836 | 0,839

10 0841 | 0,845 | 0846 | 0,B43 | 0,851 | 0,853 | Q855 | Q,B58 | Q.B80 | Q862

Quelques identités remarquables

0= Cr=1
cr = (OnP

Le bindme de Newton

(a+b)" = Z CFaFy=F,
k=0
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Fonction Gamma d’Euler

1
Fn+1)=n!, TO)=(1)=1 et T <§> -
~+00 r
/e_“xa:r_ld:v = ( ), a,r >0
a'l"
0
Intégrale de Gauss
+oo
/e“xQd:U = /5 a>o0
a
+00
/B_éxzdm = V2r
+o00
(L
/e‘aIQdex: ( £ 1), a>0etr>—1.
2a72
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