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Préface

Ce cours à destination des étudiants de deuxième année licence Mathématique LMD,

il comporte le module de Probabilités. Il contient l�essentiel de cours avec des exemples.

Des exercices d�applications sont proposés avec des solutions en �n de chaque chapitre

pour permettre à l�étudiant de tester ses connaissances et de se préparer aux tests et aux

examens �naux.

D�après mon expérience, lors de l�enseignement de ce module durant quelques années,

j�ai décidé de préparer ce polycopié qui contient toutes les notions fondamentales liées à

ce module.

Vu le programme proposé par le ministère, j�ai partagé ce modeste travail en deux

parties essentielles. La première partie contient le chapitre des variables aléatoires dis-

crètes et la deuxième comporte le chapitre des variables aléatoires absolument continues.

J�ai commencé la présentation de cet ouvrage par un rappel sur les Probabilités et les

Probabilités conditionelles (partie enseignée en L1).

Ensuite, j�ai présenté les deux autres parties, en respectant le contenu et l�ordre des

chapitres suivant le canevas donné par le ministère.

En�n, vu les erreurs répétées souvent dans les copies des examens de ce module, j�ai

constaté que la majorité des étudiants ne donnent pas l�importance au cours et ils font

des exercices en se basant directement sur les corrigés. Je conseille alors les étudiants de

lire d�abord le cours attentivement, de faire tous les exemples cités après chaque résultat

donné et en�n de passer à résoudre les exercices proposé sans retourner au corrigé. Les

solutions des exercices sont utiles uniquement pour tester le niveau des e¤orts fournis par

l�étudiant.

Finalement, j�espère que ce petit document peut aider les étudiants qui veulent maîtriser

bien cette partie de domaine des Probabilités.
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Chapitre 1

Probabilité et Probabilité

conditionelle

1.1 Analyse combinatoire et denombrement

Le dénombrement s�emploie pour étudier et dénombrer divers types de groupements que

l�on peut faire à partir d�ensembles �nis.

Dé�nition 1.1 On considère un ensemble �ni E de n éléments distincts fx1; x2; :::; xng :

On appelle cardinal de E; son nombre d�éléments n et on écrit card (E) = n:

1.1.1 Permutations

Dé�nition 1.2 Tout classement ordonné de n éléments distincts est une permutation

de ces n éléments. Par exemple aebcd est une permutation des éléments a; b; c; d; e:

Le nombre de permutations de n éléments peut être calculé de la façon suivante : il y

a n places possibles pour un premier élément, n � 1 pour un deuxième élément, ..., et il

ne restera qu�une place pour le dernier élément restant.

On remarque facilement alors qu�il y a n� (n� 1)� (n� 2)�:::� 2� 1 permutations

possibles.

On note n� (n� 1)� (n� 2)� :::� 2� 1 = n!: Par convention, 0! = 1:

Il y a donc n! permutations de n éléments distincts. Alors le nombre de permutations

de n éléments noté Pn; égal n!:
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Exemple 1.3 De combien de façons peut-on ranger 5 livres di¤érentes sur une étagère.

La réponse est P5 = 5! = 120: Donc on peut ranger ces livres dans cette étagère en 120

façons di¤érentes.

1.1.2 Permutations avec répétition

Dé�nition 1.4 Tout classement ordonné de n éléments se répartit en k groupes n1; n2; :::; nk

(i.e. n1 + n2 + ::: + nk = n) tel que les éléments de chaque groupe sont indiscernables

(identiques), est une permutation avec répétition de ces n éléments. Par exemple

aabab est une permutation avec répétition des éléments a; a; a; b; b:

On peut remarquer facilement que le nombre de permutations avec répétition de n

éléments que l�on notera eP n1;n2;:::;nkn est

eP n1;n2;:::;nkn =
n!

n1!� n2!� :::� nk!
;

c�est le nombre de toutes les permutations possibles entre les n éléments (on considère que

les n éléments sont di¤érents) et on enlève les permutations possibles entre les éléments

de chaque groupe.

Exemple 1.5 De combien de façons peut-on ranger sur une étagère 5 livres dont deux

livres de mathématiques de même copie et les trois autres livres de physiques sont de

mêmes copie.

La réponse est eP 2;35 =
5!

2!� 3! = 10: Donc on peut ranger ces livres dans cette étagère

en 10 façons di¤érentes.

1.1.3 Arrangements

Dé�nition 1.6 Un arrangement de p éléments choisis parmis n éléments est une col-

lection de p objets pris parmis les n dont on s�interesse à l�ordre d�apparition et chaque

élément ne peut apparaitre qu�une seul fois.

Le nombre des arrangements de p éléments choisis parmis n éléments est noté Apn:

Le premier peut être choisi de n façons di¤érentes, le deuxième peut être choisi de

(n� 1) façons di¤érentes,...et le p-ième élément peut être choisi de (n� p+ 1) façons
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di¤érentes. D�où le nombre des arrangements de p éléments choisis parmis n éléments

est

Apn = n� (n� 1)� :::� (n� p+ 1) =
n!

(n� p)!

Exemple 1.7 De combien de façons peut-on construire un code composé de trois chi¤res

di¤érents.

La réponse est A310 =
10!

(10� 3)! = 720: Donc on peut construire ce code en 720 façons

di¤érentes.

Remarque 1.8 Une permutation de n éléments est un arrangement de n éléments choisis

parmis n:

1.1.4 Arrangements avec répétition

Dé�nition 1.9 Un arrangement avec répétition de p éléments choisis parmis n élé-

ments est une collection de p objets pris parmis les n dont on s�interesse à l�ordre d�apparition

et chaque élément peut apparaitre plus d�une fois.

Le nombre des arrangements avec répétition de p éléments choisis parmis n éléments

est noté eApn:
Le premier peut être choisi de n façons di¤érentes, le deuxième peut être choisi de n

façons di¤érents,...et le p-ième élément peut être choisi de n façons di¤érentes. D�où le

nombre des arrangements avec répitition de p éléments choisis parmis n éléments est

eApn = p foisz }| {
n� n� :::� n = np:

Exemple 1.10 De combien de façons peut-on construire un mot francais de 3 lettres (on

ne s�interesse pas au sens du mot).

La réponse est eA326 = 263: Donc on peut construire ce mot en 263 façons di¤érentes.
1.1.5 Combinaisons

Dé�nition 1.11 Une combinaison de p éléments choisis parmis n éléments est une

collection de p objets pris parmis les n dont on ne s�interesse pas à l�ordre d�apparition

de ces éléments.
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Le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmis n éléments est noté Cpn:

Si l�on permute les éléments de chaque combinaison, on obtient tous les arrangements.

Il y�a donc p! fois plus d�arrangements que de combinaisons, ce qui s�écrit

Apn = p!C
p
n;

d�où le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmis n éléments est

Cpn =
n!

p! (n� p)! :

Exemple 1.12 De combien de façons peut-on choisir un comité constitué de 3 étudiants

dans un groupe de 20 étudiants.

La réponse est C320 =
20!

3!17!
= 1140: Donc on peut construire ce comité en 1140 façons

di¤érentes.

1.2 Espace de Probabilité

1.2.1 Expérience aléatoire, Espace des évènements, Epreuves et

évènements

Dé�nition 1.13 Une expérience ou un phénomène est dite aléatoire, si on ne peut

pas prédire le résultat avec une certitude.

Autrement dit si tous les résultats de cette expérience sont régis par le hasard.

Exemple 1.14 Si on lance un dé équilibré, alors on peut obtenir soit le 1; soit le 2; ...,soit

le 6:

Dé�nition 1.15 L�ensemble de tous les résultats possibles d�une expérience aléatoire est

appelé l�ensemble des résultats possibles ou l�espace des évènements et on le note

par 
:

Exemple 1.16 Reprenons l�exemple 1.14, l�ensemble des résultats possibles est 
 =

f1; 2; 3; 4; 5; 6g :
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Dé�nition 1.17 Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est véri�ée

ou non une fois le résultat de l�expérience connu. Mathématiquement, un événement est

caractérisé par l�ensemble des résultats dans lesquels il est réalisé (un tel résultat est alors

appelé une réalisation de l�événement). Ainsi si 
 l�espace des évènements associé à une

expérience aléatoire, tout sous ensemble A de 
 est appellé évènement.

Exemple 1.18 1. Reprenons l�exemple 1.14, c�est-à-dire 
 = f1; 2; 3; 4; 5; 6g :

� L�événement : "le lancer est un nombre pair" est l�ensemble f2; 4; 6g :

� L�événement : "le lancer est un 5" est l�ensemble f5g :

2. On lance deux fois un dé, l�espace des évènements 
 est


 = f(r1; r2) = r1; r2 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6gg :

� L�événement : "le second lancer est un 6" est l�ensemble

f(r; 6) = r 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6gg :

� L�événement : "le premier lancer est supérieur au second" est l�ensemble

f(r1; r2) = r1 > r2 où r1; r2 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6gg :

Dé�nition 1.19 Un singleton (c�est-à-dire un événement réduit à un unique élément de


) est appelé événement élémentaire ou bien épreuve. On appelle 
 l�événement

certain et ? l�événement impossible. Si A est un événement, on appelle Ac = A

l�événement contraire de A. Si A et B sont deux événements, on appelle A \ B

l�événement « A et B » et A [ B l�événement « A ou B » . Finalement, si A \ B = ?;

A et B sont dits disjoints, ou incompatibles.

Dé�nition 1.20 Une famille (Ai)i=1;:::;n des évènements de 
 forme un système complet

de 
; si

i) pour tout i 6= j (i; j = 1; :::; n) : Ai \ Aj = ?;

ii)
n
[
i=1
Ai = 
:
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1.2.2 Tribus et probabilités

Dé�nition 1.21 (Tribu). Soit 
 un ensemble quelconque. Une famille T d�éléments de

P (
) (l�ensemble de toutes les parties de l�ensemble 
) est dite tribu si elle véri�e les

conditions suivantes :

i) 
 2 T;

ii) T est stable par passage au complémentaire, i.e. pour tout élément A de T; son

complémentaire Ac = A est un élément de T;

iii) T est stable par réunion dénombrable, i.e. si A1; :::; An; :::une suite �nie ou in�nie

d�éléments de T; [
n�1
An est un élément de T:

Exemple 1.22 1. f?;
g est une tribu et est appelée tribu grossière. On ne peut en

construire de plus petite.

2. Si 
 est dénombrable, P (
) est la plus grande tribu dé�nie sur 
:

3. Si A � 
; l�ensemble des parties
�
?; A;A;


	
est une tribu sur 
:

Proposition 1.23 Soit F une famille de parties de 
: Il existe une plus petite tribu sur


 qui contient F : On l�appelle tribu engendrée par F et on la note �(F):

Exemple 1.24 La tribu Borélienne sur R; notée BR est la tribu engendrée par les inter-

valle ]�1; x] où x 2 R:

Dé�nition 1.25 Lorsque T est une tribu sur 
; le couple (
; T ) est appelé espace prob-

abilisable.

Dé�nition 1.26 (Probabilité). Soit (
; T ) un éspace probabilisable. On appelle prob-

abilité sur (
; T ) ; toute application

p : T �! [0; 1]

A 7�! p (A)

véri�ant :

i) p (
) = 1;

ii) (�-additivité) Pour toute suite (An)n�1 d�éléments de T deux à deux disjoints (in-

compatibles)

p

�
+1
[
i=1
An

�
=

+1X
n=1

p (An) :
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Remarque 1.27 Si p est une probabilité dé�nie sur un espace probabilisable (
; T ) ; le

triplet (
; T; p) s�appelle éspace de probabilité.

� Propriétés

Proposition 1.28 Soit (
; T; p) un éspace de probabilité, alors

i) (Additivité �nie) Soit A1; :::; A1 une collection �nie d�événements 2 à 2 disjoints.

Alors,

p
�
n
[
i=1
Ai

�
=

nX
i=1

p (Ai) ;

ii) p (?) = 0;

iii) pour tout A 2 T; p
�
A
�
= 1� p (A) ;

iv) (Monotonicité) pour tout A;B 2 T; tel que A � B

p (A) � p (B) ;

v) (Sous - �-additivité) Soit I un ensemble �ni ou dénombrable et (Ai)i2I une collection

d�événements. Alors,

p

�
[
i2I
Ai

�
�
X
i2I
p (Ai) ;

vi) pour tout A;B 2 T;

p (A [B) = p (A) + p (B)� p (A \B) ;

vii) plus généralement, pour tout collection �nie A1; :::; An

p
�
n
[
i=1
Ai

�
=

nX
i=1

p (Ai)�
X

1�i<j�n
p (Ai \ Aj) +

X
1�i<j<k�n

p (Ai \ Aj \ Ak)� :::

+(�1)n+1 p (A1 \ A2 \ :::: \ An) :

Démonstration. i) Elle est immédiate d�aprés la Dé�nition 1.26, il su¢ t de prendre

pour tout i � n+ 1 : Ai = ?;

ii) D�aprés i) on a :

1 = p (
) = p (
 [?) = p (
) + p (?) ;
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donc p (?) = 0:

iii) D�aprés i) on a :

1 = p (
) = p
�
A [ A

�
= p (A) + p

�
A
�
;

donc p
�
A
�
= 1� p (A) :

iv) On a :

p (B) = p
�
A [

�
B \ A

��
= p (A) + p

�
B \ A

�
;

donc p (A) = p (B)� p
�
B \ A

�
� p (B) car p

�
B \ A

�
� 0:

v) Soit la famille d�évènements (Bi)i2I tels que

B1 = A1; B2 = A2 r A1 = A2 \ A1; :::; Bi = Ai r
�
i�1
[
j=1
Aj

�
(i 2 I) :

Il est clair que les évènements Bi (i 2 I) sont disjoints deux à deux, pour tout i 2 I :

Bi � Ai et [
i2I
Ai = [

i2I
Bi: Donc

p

�
[
i2I
Ai

�
= p

�
[
i2I
Bi

�
=
X
i2I
p (Bi) �

X
i2I
p (Ai) :

vi) On a : A [B = (Ar (A \B)) [ (A \B) [ (B r (A \B)) et les trois évènements

Ar (A \B) ; A \B et B r (A \B) sont disjoints deux à deux. Alors

p (A [B) = p (Ar (A \B)) + p (A \B) + p (B r (A \B))

= p (A)� p (A \B) + p (A \B) + p (B)� p (A \B)

car p (A) = p (Ar (A \B)) + p (A \B) et p (B) = p (B r (A \B)) + p (A \B) : D�où

p (A [B) = p (A) + p (B)� p (A \B) :
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vii) En utilisant vi), on trouve

p (A1 [ A2 [ A3) = p (A1 [ A2) + p (A3)� p ((A1 [ A2) \ A3)

= p (A1) + p (A2)� p (A1 \ A2) + p (A3)� p ((A1 \ A3) [ (A2 \ A3))

= p (A1) + p (A2) + p (A3)� p (A1 \ A2)� p (A1 \ A3)� p (A2 \ A3)

+p (A1 \ A2 \ A3) ;

car

p ((A1 \ A3) [ (A2 \ A3)) = p (A1 \ A3) + p (A2 \ A3)� p ((A1 \ A3) \ (A2 \ A3))

= p (A1 \ A3) + p (A2 \ A3)� p (A1 \ A2 \ A3) :

On peut déduire par récurrence que

p
�
n
[
i=1
Ai

�
=

nX
i=1

p (Ai)�
X

1�i<j�n
p (Ai \ Aj) +

X
1�i<j<k�n

p (Ai \ Aj \ Ak)� :::

+(�1)n+1 p (A1 \ A2 \ :::: \ An) :

Un cas particulièrement important est celui où la même probabilité est associée à

chaque résultat possible de l�expérience. Bien entendu, ceci n�est possible que si 
 est

�ni.

� Probabilité uniforme

Dé�nition 1.29 Soit (
; T; p) un éspace de probabilité. Les éléments de 
 (�ni) sont

dits équiprobables ou bien la probabilité p est dite uniforme sur 
 si

8w 2 
 : p (w) = 1

j
j :

où j
j désigne le cardinal de l�ensemble 
:

Proposition 1.30 L�orsqu�il y a équiprobabilité des éléments de 
; la probabilité d�un

15



événement A est simplement donnée par

p (A) =
jAj
j
j ;

En d�autres termes, la probabilité de A est alors donnée par le quotient du nombre

de cas favorables (le nombres de cas où l�évènement A est réalisé) par le nombre de

cas total (le nombre des éléments de 
).

1.3 probabilités Conditionelles

1.3.1 Généralités

Dé�nition 1.31 Soient (
; T; p) un espace de probabilité et B un évènement de 
 de

probabilité strictement positive (i.e. p (B) > 0): On appelle probabilité de l�évènement

A sachant que B est réalisé, qu�on notera p (A=B) ; le nombre

p (A=B) =
p (A \B)
p (B)

:

Proposition 1.32 Soient (
; T; p) un espace de probabilité et B un évènement de 
 tel

que p (B) > 0: L�application

pB : T �! [0; 1]

A 7�! pB (A) = p (A=B)

est une probabilité sur (
; T ) :

Démonstration. 1. D�aprés la propriété de monotonicité, il est clair que

0 � pB (A) = p (A=B) =
p (A \B)
p (B)

� p (B)

p (B)
= 1:

2. pB (
) = p (
=B) =
p (
 \B)
p (B)

=
p (B)

p (B)
= 1:

16



3. Soit (An)n�1 une suite d�éléments de T; disjoints deux à deux, alors

pB

�
[
n�1
An

�
= p

��
[
n�1
An

�
= B

�
=

p

��
[
n�1
An

�
\B

�
p (B)

=

p

�
[
n�1

(An \B)
�

p (B)
=

+1X
n=1

p (An \B)

p (B)
;

car les éléments de la suite (An \B)n�1 sont disjoints deux à deux. Donc

pB

�
[
n�1
An

�
=

+1X
n=1

p (B) p (An=B)

p (B)
=

+1X
n=1

p (B) p (An=B)

p (B)

=
+1X
n=1

p (An=B) =
+1X
n=1

pB (An) :

Ainsi l�application pB est bien une probabilité sur (
; T ) :

1.3.2 Formule des probabilités composées

Proposition 1.33 Soit (
; T; p) un espace de probabilité, et soit la famille d�évènements

A1; A2; :::; An telle que p
�
n�1
\
i=1
Ai

�
6= 0: Alors

p
�
n
\
i=1
Ai

�
= p (A1)� p (A2=A1)� p (A3=A1 \ A2)� :::� p (An=A1 \ A2 \ ::: \ An�1) :

En particulier

p (A1 \ A2 \ A3) = p (A1)� p (A2=A1)� p (A3=A1 \ A2) :

17



Démonstration. Par récurrence, en e¤et :

pour n = 2; c�est juste la dé�nition de la probabilité conditionelle.

pour n = 3; on a

p (A1 \ A2 \ A3) = p (A1 \ A2)� p (A3=A1 \ A2)

= p (A1)� p (A2=A1)� p (A3=A1 \ A2) :

On suppose que l�égalité est vraie jusqu�à l�ordre n et montrons qu�elle est vraie à

l�ordre n+ 1;

p

�
n+1
\
i=1
Ai

�
= p

��
n
\
i=1
Ai

�
\ An+1

�
= p

�
n
\
i=1
Ai

�
� p

�
An+1=

n
\
i=1
Ai

�

= p (A1)�p (A2=A1)�p (A3=A1 \ A2)�:::�p (An=A1 \ A2 \ ::: \ An�1)�p
�
An+1=

n
\
i=1
Ai

�
;

car l�égalité est vraie à l�ordre n:

1.3.3 Théorème des probabilités totales

Théorème 1.34 Soit (
; T; p) un espace de probabilité, et soit la famille d�évènements

A1; A2; :::; An qui forme un système complet de 
 tel que p (Ai) > 0 pour tout i 2

f1; 2; :::; ng : Alors pour tout évènement B 2 T; on a

p (B) =
nX
i=1

p (Ai) p (B=Ai) :

Démonstration.

p (B) = p (B \ 
) = p
�
B \

�
n
[
i=1
Ai

��
= p

�
n
[
i=1
(B \ Ai)

�
=

nX
i=1

p (B \ Ai) ;

car les évènements Ai \ B sont disjoints deux à deux. En utilisant la dé�nition de la

probabilité conditionelle, on trouve

p (B) =

nX
i=1

p (Ai) p (B=Ai) :
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1.3.4 Théorème de Bayes ou formule de Bayes

Théorème 1.35 Soit (
; T; p) un espace de probabilité, et soit la famille d�évènements

A1; A2; :::; An qui forme un système complet de 
 tel que p (Ai) > 0 pour tout i 2

f1; 2; :::; ng : Si B un évènement (B 2 T ) tel que p (B) > 0: Alors pour tout j 2

f1; 2; :::; ng ;

p (Aj=B) =
p (Aj) p (B=Aj)
nX
i=1

p (Ai) p (B=Ai)

:

Démonstration. Soit j 2 f1; 2; :::; ng ; alors

p (Aj=B) =
p (B \ Aj)
p (B)

=
p (Aj) p (B=Aj)

p (B)
:

En utilisant le Théorème des probabilités totales, on trouve

p (B) =
nX
i=1

p (Ai) p (B=Ai) ;

ainsi

p (Aj=B) =
p (Aj) p (B=Aj)
nX
i=1

p (Ai) p (B=Ai)

:

Exemple 1.36 La production totale d�une usine est réalisée par trois machines A;B et C

suivant les pourcentages 75%; 15% et 10% respectivement. Les proportions de la production

défèctueuse sont 3%; 5:5% et 6% respectivement. On choisit au hasard une unité de la

production de cette usine.

1. Quelle la probabilité que cette unité sera défèctueuse.

2. Sachant que l�unité choisie est bonne, quelle est la probabilité qu�elle serait produite

par la machine C:

En e¤et : On considère les évènements suivants :

M1 : "l�unité choisie est produite par la machine A"

M2 : "l�unité choisie est produite par la machine B"

M3 : "l�unité choisie est produite par la machine C"
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D : "l�unité choisie est défèctueuse"

B : "l�unité choisie est bonne".

Il est clair que : 
 = fU / U unité produite par la machine A ou bien B ou bien Cg ;

les évènements M1;M2 et M3 forme un système complet de 
 et p (M1) = 0:75; p (M2) =

0:15; p (M3) = 0:1; p (D = M1) = 0:03; p (D = M2) = 0:055 et p (D = M3) = 0:06:

1. En utilisant le Théorème des probabilités totales, on a

p (D) = p (M1) p (D = M1) + p (M2) p (D = M2) + p (M3) p (D = M3)

= 0:75� 0:03 + 0:15� 0:055 + 0:1� 0:06 ' 0:037

2. L�évènement B est l�évènement contraire de l�évènement D; donc

p (B) = 1� p (D) = 1� 0:037 ' 0:963

En utilisant le Théorème de Bayes, on trouve

p (M3=B) =
p (M3) p (B=M3)
3X
i=1

p (Mi) p (B=Mi)

=
p (M3) p (B=M3)

p (B)
=
0:1� 0:06
0:963

' 0:006:

1.3.5 Evènements indépendants

Dé�nition 1.37 Deux évènements A et B liés à une expérience aléatoire dont l�espace

des évènements est 
; tels que p (A) > 0 et p (B) > 0; sont dites indépendants si

p (A=B) = p (A) :

Remarque 1.38 La condition p (A=B) = p (A) entraine que p (B=A) = p (B) ; et donc

l�indépendance entre deux évènements segni�e que la réalisation de l�un n�in�ue pas sur

la probabilité de la réalisation de l�autre.

Proposition 1.39 Deux évènements A et B liés à une expérience aléatoire dont l�espace

des évènements est 
; tels que p (A) > 0 et p (B) > 0; sont dite indépendants si et

seulement si p (A \B) = p (A) p (B) :
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Démonstration. On a

A et B sont indépendants , p (A=B) = p (A)

, p (A \B)
p (B)

= p (A)

, p (A \B) = p (A) p (B) :

Proposition 1.40 Soit A et B deux évenments, alors les assertions suivantes sont équiv-

alentes

i) A et B sont indépendants,

ii) A et B sont indépendants,

iii) A et B sont indépendants.

Démonstration. Pour démontrer la Proposition on va démontrer les implications

suivantes

i)) ii); ii)) iii) et iii)) i):

i)) ii)

p (A) = p (A \B) + p
�
A \B

�
;

car les évenments A \B et A \B sont disjoints. Donc

p
�
A \B

�
= p (A)� p (A \B) = p (A)� p (A) p (B) = p (A) (1� p (B)) = p (A) p

�
B
�
;

d�où l�indépendance de A et B:

ii) ) iii) immédiatement de la preuve de i) ) ii); où B joue le role de A dans i) et

A joue le role de B dans i):

De même pour iii) ) i); il su¢ t d�utiliser la deuxième implication ii) ) iii) deux

fois.

Dé�nition 1.41 Une famille (Ai)i2I d�événements est une famille d�événementsmutuelle-

ment indépendants si, pour tout ensemble d�indices K �ni et dans I; la famille (Ai)i2K

forme une famille d�événements indépendants.
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1.4 Exercices

Exercice 1.1. On jette une pièce de monnaie équilibrée trois fois de suite.

1. Décrire l�espace des évènements 
:

2. Ecrire les sous-ensembles de 
; correspendants aux évènements suivants :

a) Ai : " la pièce sort pile au ieme jet" i = 1; 2; 3;

b) Bi : " la pièce sort au plus i piles" i = 1; 2; 3;

c) Ci : " pile sort exactement i fois" i = 1; 2; 3:

3. Calculer p (Ai) ; p (Bi) ; P (Ci) et p
�
Bi
�
; i = 1; 2; 3:

Exercice 1.2. Soit (
; T ) un espace probabilisable, et soient A;B et C trois évène-

ments quelconques de 
:

1. Représenter les evenements suivants

i) Les évènements A;B et C se réalisent.

ii) Exactement un des évènementst A;B et C se réalisent.

iii) Aucun des évènements A;B et C ne se réalise.

iv) Au plus un des évènements A;B et C se réalise.

v) A ne se réalise pas mais au moins un des évènements B et C se réalise.

vi) Exactement deux des évènements A;B et C se réalisent.

Exercice 1.3. On jette deux dés cubiques (à 6 faces 1,2,...,6).

1. Décrire l�espace des évènement 
 et écrire les sous-ensembles de 
; correspendants

aux évènements suivants :

A : "la somme obtenue est au plus égale à 5",

B : "la somme obtenue est au moins égale à 5",

C : "la somme obtenue est strictement inférieure à 3".

2. A et B sont-ils contraires ?

3. B et C sont-ils incompatibles ?

4. A et C sont-ils incompatibles ?

Exercice 1.4. Soit (
; T; p) un espace de probabilité et soient A;B deux évènements

tels que p (A) =
1

4
; p (B) =

2

5
et p (A \B) = 3

20
:

1. Calculer p (A [B) ; p
�
A \B

�
et p

�
A [B

�
:
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2. A et B sont-ils indépendants.

Exercice 1.5. On lance un dé à 6 faces. On note pi la probabilité de sortie de la face

marquée i: Ce dé est truqué de telle sorte que les probabilités de sortie des faces sont :

p1 = 0:1; p2 = 0:2; p3 = 0:3; p4 = 0:1; p5 = 0:15:

1. Quelle est la probabilité de sortie de la face marquée 6.

2. Quelle est la probabilité d�obtenir un nombre pair.

Exercice 1.6. Dans une population donnée, le nombre de males est la moitié du

nombre de femelles. La fréquence d�un caractère "A" est de 4% chez les males et 2:5%

chez les femelles.

1. Quelle est la probabilité, qu�un individu pris au hasard de cette population, ait le

caractère "A".

2. Sachant que l�individu choisi ayant le caractère "A", Quelle est la probabilité qu�il

soit un male.

Exercice 1.7. On dispose de deux urnes U1 et U2. L�urne U1 contient trois boules

blanches et une boule noire. L�urne U2 contient une boule blanche et deux boules noires.

On lance un dé non truqué. Si le dé donne un numéro inférieur ou égal à 2; on tire une

boule dans l�urne U1. Sinon on tire une boule dans l�urne U2. (On suppose que les boules

sont indiscernables au toucher).

1) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

2) On a tiré une boule blanche. Calculer la probabilité qu�elle provienne de l�urne U1.

Exercice 1.8. On doit former un comité comprenant 3 mathématiciens et 2 phisiciens

sur la base d�un groupe plus large, formé de 7 mathématiciens et 5 phisiciens.

Quel est le nombre des cas possible pour former ce comité si :

1. Le comité peut comprendre n�importe lequel des mathématiciens et des phisiciens

2. Un phisicien particulier doit-être membre du comité.

3. Deux mathématiciens particuliers doivent être exlus du comité.

Exercice 1.9. 1. Quel est le nombre des cas possibles pour ranger 6 livres de

mathématiques et 4 livres de physique sur une étagère.
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2. Quelle est la probabilité pour obtenir 3 livres de mathématiques particuliers rangés

ensembles.

3. On considère que les livres des mathématique sont des copies de même livre et de

même pour les livres de physique.

Combien y a-il de façons pour ranger ses livres.

Exercice 1.10. A l�ouverture, le rayon boulangerie d�un magasin en libre service

contient cent baguettes dont x seulement sont fraîches, les autres étant l�invendu de la

veille.

1. Madame N est la première cliente de la journée. Elle choisit au hasard k baguettes.

Quelle est la probabilité pk(m) que m d�entre elles soient fraîches ?

2. Si Madame N n�est pas la première cliente de la journée et si n baguettes (n �

100�k) ont déjà été achetées (toutes choisies au hasard) avant son arrivée, qu�est devenue

la probabilité pk(m) ?

Solutions des exercices

Solution de l�exercice 1.1.

1.


 = f(r1; r2; r3) = ri = � _ F; i = 1; 2; 3g :

2. a)

A1 = f(�; r2; r3) = ri = � _ F; i = 2; 3g ;

A2 = f(r1; �; r3) = ri = � _ F; i = 1; 3g ;

A3 = f(r1; r2; �) = ri = � _ F; i = 1; 2g :

b)

B1 = f(F; F; F ) ; (�; F; F ) ; (F; �; F ) ; (F; F; �)g ;

B2 = f(F; F; F ) ; (�; F; F ) ; (F; �; F ) ; (F; F; �) ; (�; �; F ) ; (�; F; �) ; (F; �; �)g

B3 = f(F; F; F ) ; (�; F; F ) ; (F; �; F ) ; (F; F; �) ; (�; �; F ) ; (�; F; �) ; (F; �; �) ; (�; �; �)g :
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c)

C1 = f(�; F; F ) ; (F; �; F ) ; (F; F; �)g ;

C2 = f(�; �; F ) ; (�; F; �) ; (F; �; �)g ;

C3 = f(�; �; �)g :

3. La pièce de monaie est bien équilibré, donc tous les éléments de 
 on la même

probabilité, ainsi pour tout évènement A de 


p (A) =
jAj
j
j :

D�où

� p (A1) =
jA1j
j
j =

22

23
=
1

2
;

Il est facile de remarquer que

p (A2) = p (A3) = p (A1) =
1

2
:

� p (B1) =
jB1j
j
j =

4

8
=
1

2
;

p (B2) =
jB2j
j
j =

7

8
;

et

p (B3) = p (
) = 1:

� p (C1) =
jC1j
j
j =

3

8
;

p (C2) =
jC2j
j
j =

3

8
;

et

p (C3) =
1

8
:
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� p
�
B1
�
= 1� p (B1) = 1�

1

2
=
1

2
;

p
�
B2
�
= 1� p (B2) = 1�

7

8
=
1

8
;

et

p
�
B3
�
= 1� p (B3) = 1� 1 = 0:

Solution de l�exercice 1.2.

1. i) A \B \ C:

ii)
�
A \B \ C

�
[
�
A \B \ C

�
[
�
A \B \ C

�
:

iii) A \B \ C:

iv)
�
A \B \ C

�
[
�
A \B \ C

�
[
�
A \B \ C

�
[
�
A \B \ C

�
:

v) A \ (B [ C) :

vi)
�
A \B \ C

�
[
�
A \B \ C

�
[
�
A \B \ C

�
:

Solution de l�exercice 1.3.

1.

� 
 = f(r1; r2) / r1; r2 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6gg ;

� A = f(r1; r2) / r1; r2 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g et r1 + r2 � 5g

= f(1; 1) ; (1; 2) ; (1; 3) ; (1; 4) ; (2; 1) ; (2; 2) ; (2; 3) ; (3; 1) ; (3; 2) ; (4; 1)g ;

� B = f(r1; r2) / r1; r2 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g et r1 + r2 � 5g

= A [ f(1; 4) ; (2; 3) ; (3; 2) ; (4; 1)g :

� C = f(r1; r2) / r1; r2 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g et r1 + r2 < 3g = f(1; 1)g :

2. A n�est pas l�évènement contraire de B; car B 6= A: L�évènement contraire de A est

A = f(r1; r2) / r1; r2 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g et r1 + r2 > 5g :

3. B et C sont incompatibles (i.e. disjoints) car B \ C = ?:

4. A et C ne sont pas incompatibles car A \ C = f(1; 1)g 6= ?:
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Solution de l�exercice 1.4.

1.

� p (A [B) = p (A) + p (B)� p (A \B) = 1

4
+
2

5
� 3

20
=
1

2
:

� p (A) = p (A \ 
) = p
�
A \

�
B [B

��
= p

�
(A \B) [

�
A \B

��
= p (A \B) + p

�
A \B

�
;

car les deux évènements A \B et A \B sont disjoints. Donc

p
�
A \B

�
= p (A)� p (A \B) = 1

4
� 3

20
=
1

10
:

� p
�
A [B

�
= p (A) + p

�
B
�
� p

�
A \B

�
=
1

4
+

�
1� 2

5

�
� 1

10

=
1

4
+
3

5
� 1

10
=
3

4
:

2. Comme

p (A \B) = 3

20
6= p (A)� p (B) = 1

4
� 2
5
=
1

10
;

alors les deux évènements A et B ne sont pas indépendants.

Solution de l�exercice 1.5.

1. L�espace des évènements 
 est l�ensemble f1; 2; 3; 4; 5; 6g ; on a alors

p (
) = p (f1g) + p (f2g) + p (f3g) + p (f4g) + p (f5g) + p (f6g) = 1

, p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1

) p6 = 1� (0:1 + 0:2 + 0:3 + 0:1 + 0:15) = 1� 0:85 = 0:15;

c�est-à-dire la probabilité de sortie de la face marquée 6 est 0:15:

2. La probabilité d�obtenir un nombre pair est

p (f2; 4; 6g) = p (f2g) + p (f4g) + p (f6g) = 0:2 + 0:1 + 0:15 = 0:45:
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Solution de l�exercice 1.6.

1. On considère les évènements

M : " l�individu choisi est un male",

F : " l�individu choisi est une femelle",

A : " l�individu choisi ayant le caractère A".

Alors les donnés de l�exercices sont présenté par

p (M) =
1

2
p (F ) ; p (A=M) = 0:04 et p (A=F ) = 0:025:

En appliquant le Théorème des probabilités Totales, on trouve

p (A) = p (M) p (A=M) + p (F ) p (A=F ) ;

or p (M) + p (F ) = 1; donc

1

2
p (F ) + p (F ) = 1;

ainsi

p (F ) =
2

3
et p (M) =

1

3
;

d�où

p (A) =
1

3
� 4

100
+
2

3
� 2:5

100
= 0:03:

2. Il s�agit de calculer p (M=A) : En utilisant le Théorème de Bayes, on trouve

p (M=A) =
p (M) p (A=M)

p (M) p (A=M) + p (F ) p (A=F )
=
p (M) p (A=M)

p (A)
=

1

3
� 4

100
0:03

=
4

9
' 0:44:

Solution de l�exercice 1.7.

1. On considère les évènements

B : " la boule tirée est blanche",

A1 : " la boule tirée provienne de l�urne U1",

A2 : " la boule tirée provienne de l�urne U2",
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Alors

p (A1) = p (f1; 2g) = 2

6
=
1

3
;

p (A2) = p (f3; 4; 5; 6g) = 4

6
=
2

3
;

p (B=A1) =
C13
C14

=
3

4
et p (B=A2) =

C11
C13

=
1

3
:

En utilisant la formule des probabilités Totales, on trouve

p (B) = p (A1) p (B=A1) + p (A2) p (B=A2) =
1

3
� 3
4
+
2

3
� 1
3
=
17

36
' 0:47:

2. Il s�agit de calculer p (A1=B) ; en utilisant le Théorème de Bayes, on trouve

p (A1=B) =
p (A1) p (B=A1)

p (A1) p (B=A1) + p (A2) p (B=A2)
=

1

3
� 3
4

17

36

=
9

17
' 0:53:

Solution de l�exercice 1.8.

1. Le nombre des cas possibles est

C37 � C25 =
7!

3!4!
� 5!

2!3!
= 350:

2. Le nombre des cas possibles est

C37 � C11 � C14 =
7!

3!4!
� 4 = 140:

3. Le nombre des cas possibles est

C35 � C25 =
5!

2!3!
� 5!

2!3!
= 100:

Solution de l�exercice 1.9.

1. Le nombre des cas possibles pour ranger 6 livres de mathématiques et 4 livres de
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physique sur une étagère est

10! = 10� 9� :::� 1 = 3628800:

2. La probabilité pour obtenir 3 livres de mathématiques particulier ranger ensemble

est
8� 3!� 7!

10!
=
1

15
' 0:06:

3. Si les livres des mathématique sont des copies de même livre et de même pour les

livres de physique, alors le nombre de façons pour ranger ses livres est

10!

6!� 4! = 210:

Solution de l�exercice 1.10.

1. On considère l�évènement A :" m bagettes parmis les k bagettes achetées sont

fraiches",

donc, il est facile de voir que

pk (m) = p (A) =
Cmx � Ck�m100�x

Ck100
:

2. On suppose que n baguettes ont déjà été achetées. Il reste donc 100� n baguettes.

La probabilité que j baguettes fraîches aient été achetées avant que Madame N n�arrive

est

pn (j) =
Cjx � C

n�j
100�x

Cn100
:

La probabilité que Madame N obtienne m baguettes fraîches sachant que j ont déjà été

achetées est
Cmx�j � Ck�m100�n�x+j

Ck100�n
:

Donc, en utilisant le Théorème des probabilités totales, la probabilité p
0
k (m) que Madame
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N obtienne m baguettes fraîches est

p
0

k (m) =
nX
j=0

Cmx�j � Ck�m100�n�x+j

Ck100�n
� C

j
x � C

n�j
100�x

Cn100

=
nX
j=0

�
Cmx�j � Cjx

� �
Ck�m100�n�x+j � C

n�j
100�x

�
Ck100�n � Cn100

;

mais on a la relation

Ckn � C
p
n�k = C

p
n � Ckn�p

car ces deux nombres sont égaux à

n!

k!p! (n� k � p)! :

D�où

Cmx�j � Cjx = Cmx � C
j
x�m;

Ck�m100�n�x+j � C
n�j
100�x = C

k�m
100�x � C

n�j
100�x�k+m

et

Ck100�n � Cn100 = Ck100 � Cn100�k:

Ce qui donne

p
0

k (m) =

 
nX
j=0

Cjx�m � Cn�j100�x�k+m
Cn100�k

!
� C

m
x � Ck�m100�x
Ck100

=
Cmx � Ck�m100�x

Ck100
= pk (m) :

car
nX
j=0

Cjx�m � Cn�j100�x�k+m
Cn100�k

= 1:
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Chapitre 2

Variables aléatoires discrètes

2.1 Dé�nitions et généralités

Dé�nition 2.1 Soit (
; T; p) un espace de probabilité. On appelle variable aléatoire

réelle dé�nie sur (
; T ) ; toute application

X : 
 �! E � R

w 7�! X (w)

qui véri�e la condition, pour tout x 2 R :

X�1 (]�1; x]) = fw 2 
 : X (w) � xg 2 T:

Exemple 2.2 Si on lance une pièce de monaie 3 fois de suite et on s�intéresse au nombre

de piles obtenus.

On désigne par X : "le nombre de piles obtenus lors des trois lancers":

Montrons que X représente une variable aléatoire sur (
; T ) tel que


 = f(a1; a2; a3) / ai = � _ F où i = 1; 2; 3g et T = P (
) :

En e¤et:

si x < 0 : X�1 (]�1; x]) = ?;

si 0 � x < 1 : X�1 (]�1; x]) = f(F; F; F )g ;

si 1 � x < 2 : X�1 (]�1; x]) = f(F; F; F ) ; (�; F; F ) ; (F; �; F ) ; (F; F; �)g ;
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si 2 � x < 3 : X�1 (]�1; x]) = f(F; F; F ) ; (�; F; F ) ; (F; �; F ) ; (F; F; �) ;

(�; �; F ) ; (�; F; �) ; (F; �; �)g ;

si x � 3 : X�1 (]�1; x]) = 
:

Donc il est évident que pour tout x 2 R : X�1 (]�1; x]) 2 P (
) ; donc X représente

une variable aléatoire sur (
; T ) :

Remarque 2.3 En général on note l�ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire

X; par DX et on l�appelle le support de la variable aléatoire X:

Dé�nition 2.4 Soit X une variable aléatoire réelle de support DX : Si DX est un sous

ensemble dénombrable de R; X est alors appelé variable aléatoire discrète.

Exemple 2.5 Reprenons l�Exemple 2.2. Il est clair que le support de X est DX =

f0; 1; 2; 3g ; donc X est une variable aléatoire discrète.

2.1.1 Propriétés

Proposition 2.6 Si X et Y deux variables aléatoires réelles discrètes sur (
; T ) ; alors

i) pour tous réelles a; b : aX + bY est une variable aléatoire discrète,

ii) XY est une variable aléatoire discrète,

iii) sup (X; Y ) et inf (X; Y ) est une variable aléatoire discrète.

Proposition 2.7 Soit X une variable aléatoire dé�nie sur 
; et à valeurs dans DX =

fx1; x2; :::; xng : Si pour tout i = 1; :::; n :

Ai = (X = xi) = fw 2 
 : X (w) = xig :

Alors, la famille fAi / i = 1; :::; ng forme un système complet de 
 et

X =

nX
i=1

xi IAi

où IAi désigne la fonction indicatrice de l�ensemble Ai; c�est-à-dire

IAi (w) =

8<: 1 si w 2 Ai
0 sinon

:
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Démonstration. D�une part, il est clair que : pour tout w 2 
; il existe i0 2

f1; 2; :::; ng tel que w 2 Ai0 ; donc 
 =
n
[
i=1
Ai et les évènements Ai sont disjoints deux à

deux, d�où la famille des évènements A1; A2; :::; An forme un système complet de 
:

D�autre part, soit w 2 
: Alors il existe i1 2 f1; 2; :::; ng tel que X (w) = xi1 : D�où

X (w) = xi1 � 1 = xi1 IAi1 (w)

= xi1 IAi1 (w) +
X
i6=i1

xi IAi (w) ;

ainsi

X (w) =

nX
i=1

xi IAi (w) :

2.2 Loi d�une variable aléatoire discrète

Dé�nition 2.8 Une fonction réelle p de la forme

p (x) =

8<: pi si x = xi

0 sinon

où xi 2 fx1; :::; xng (resp. xi 2 fx1; :::; xn; :::g) et pi 2 [0; 1] ; est appelé une loi de

probabilité si

nX
i=1

p (xi) =

nX
i=1

pi = 1 (resp.
+1X
i=1

p (xi) =

+1X
i=1

pi = 1).

Exemple 2.9 Pour tout n 2 N�; la fonction

p (x) =

8<:
1

n
si x 2 f1; :::; ng

0 sinon

représente une loi de probabilité, car

nX
i=1

1

n
= 1:
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2.2.1 Fonction de masse d�une variable aléatoire discrète

Dé�nition 2.10 Soit X une variable aléatoire dé�nie sur l�espace de probabilité (
; T; p) ;

de support �ni DX = fx1; x2; :::; xng ou in�ni dénombrable DX = fx1; x2; :::; xn; :::g :

� On note par (X = xi) l�évènement fw 2 
 : X (w) = xig :

� Les quantitées

p (X = xi) = p (fw 2 
 : X (w) = xig) tel que xi 2 DX

sont appelées les masses au points xi:

Pour détèrminer la loi de probabilité de X ou bien la fonction de masse de X;

il faut et il su¢ t de détèrminer les quantités p (X = xi) pour tout xi 2 DX : En général

on note les quantitées p (X = xi) par pX (xi) ainsi la fonction de masse d�une variable

aléatoire X par pX :

Exemple 2.11 Reprenons l�exemple 2.2. On a, DX = f0; 1; 2; 3g et la loi de X est:

p (X = 0) = p (fw 2 
 : X (w) = 0g) = p (f(F; F; F )g) = 1

8
;

p (X = 1) = p (fw 2 
 : X (w) = 1g) = p (f(�; F; F ) ; (F; �; F ) ; (F; F; �)g) = 3

8
;

p (X = 2) = p (fw 2 
 : X (w) = 2g) = p ((�; �; F ) ; (�; F; �) ; (F; �; �)) = 3

8
;

p (X = 3) = p (fw 2 
 : X (w) = 3g) = p (f(�; �; �)g) = 1

8
:

Donc la fonction de masse de X est

pX (x) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

1

8
si x = 0

3

8
si x = 1

3

8
si x = 2

1

8
si x = 3

0 ailleur.

De la dé�nition précédente on déduit immédiatement la remarque suivante

Remarque 2.12 SiX est à valeurs discrètes dans fx1; x2; :::; xng (resp. dans fx1; x2; :::; xn; :::g);

la loi de X est entièrement caractérisée par les quantités p (X = xi) avec i 2 f1; 2; :::; ng

(resp. i 2 f1; 2; :::; n; :::g).
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D�après les Dé�nitions 2.8 et 2.10 on déduit immédiatement la Proposition suivante

Proposition 2.13 Une fonction p (x) est la loi d�une variable aléatoire discrète X de

support DX si et seulement si X
xi2DX

p (xi) = 1:

Démonstration. () immédiatement d�aprés les Dé�nitions 2.8 et 2.10.

)) On suppose que DX = fx1; :::; xng : Alors les évènements (X = xi) sont disjoints

deux à deux et
n
[
i=1
(X = xi) = 
: D�où

1 = p (
) = p
�
n
[
i=1
(X = xi)

�
=
X
xi2DX

p (xi) :

La même idée si le support DX est in�ni.

Exemple 2.14 On jette un dé deux fois de suite et on note S la variable aléatoire égale

à la somme des deux nombres obtenus.

Il est clair que


 = f(a1; a2) / ai = 1; 2; :::; 6 où i = 1; 2g ; DS = f2; 3; :::; 12g

et la loi de S est donnée par le tableau suivant

si 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p (S = si)
1

36

2

36

3

36

4

36

5

36

6

36

5

36

4

36

3

36

2

36

1

36

:

Nous remarquons que X
si2DX

p (S = si) = 1:

Remarque 2.15 D�aprés la Dé�nition 2.10 et la Proposition 2.13, on déduit que

pour tout réel x =2 DX : p (X = x) = pX (x) = 0;

c�est-à-dire les masses en dehors du support de X sont nulles.
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Proposition 2.16 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur (
; T ) ; de support

DX et de fonction de masse pX : Alors pour toute partie B de R;

p (X 2 B) =
X

xi2DX et xi2B
pX (xi) :

Démonstration. On suppose que DX = fx1; :::; xn; :::g ;

p (X 2 B) = p (fw 2 
 : X (w) 2 Bg)

= p
�
fw 2 
 : X (w) 2 B \DXg [

�
w 2 
 : X (w) 2 B \DX

	�
= p (fw 2 
 : X (w) 2 B \DXg) + p

��
w 2 
 : X (w) 2 B \DX

	�
= p (fw 2 
 : X (w) 2 B \DXg) ;

car

p
��
w 2 
 : X (w) 2 B \DX

	�
� p

��
w 2 
 : X (w) 2 DX

	�
= 1� p (fw 2 
 : X (w) 2 DXg) = 0;

puisque

p (fw 2 
 : X (w) 2 fx1; :::; xn; :::gg) = p

�
+1
[
n=1

(fw 2 
 : X (w) = xig)
�

=
+1X
i=1

p (fw 2 
 : X (w) = xig)

car les évènements fw 2 
 : X (w) = xigi�1 sont disjoints deux à deux. Comme pX est la

fonction de masse de la v.a X on obtient

p (fw 2 
 : X (w) 2 DXg) =
+1X
i=1

p (X = xi) =
X
xi2DX

pX (xi) = 1:
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Ainsi

p (X 2 B) = p (fw 2 
 : X (w) 2 B \DXg)

= p

�
+1
[
n=1

(fw 2 
 : X (w) = ti / ti 2 B \DXg)
�

=
X

ti2DX et ti2B
p (X = ti) =

X
ti2DX et ti2B

pX (ti) :

Dans le cas où le support DX = fx1; :::; xng (i.e. DX est �ni) la preuve est plus facile.

2.2.2 Fonction de répartition d�une variable aléatoire discrète

Dé�nition 2.17 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabil-

ité (
; T; p) ; de support DX et de fonction de masse pX : On appelle la fonction de

répartition de la variable aléatoire X; la fonction réelle notée FX dé�nie par

FX : R �! [0; 1]

x 7�! FX (x) = p (X � x) :

c�est-à-dire

FX (x) = p (X � x) = p (X 2 ]�1; x])

=
X

xi2DX et xi�x
p (X = xi) =

X
xi2DX et xi�x

pX (xi) :

Exemple 2.18 Soit X la variable aléatoire discrète de fonction de masse pX donnée par

le tableau suivant
xi 1 3 7 15

pX (xi)
1

5

7

20

3

10

3

20

Alors, la fonction de répartition de X est :

Si x < 1 : FX (x) = 0 par convention,

si 1 � x < 3 : FX (x) = pX (1) =
1

5
;

si 3 � x < 7 : FX (x) = pX (1) + pX (3) =
1

5
+
7

20
=
11

20
;

si 7 � x < 15 : FX (x) = pX (1) + pX (3) + pX (7) =
1

5
+
7

20
+
3

10
=
17

20
;

si x � 15 : FX (x) = pX (1) + pX (3) + pX (7) + pX (15) =
1

5
+
7

20
+
3

10
+
3

20
= 1;
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ainsi

FX (x) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0 si x < 1
1

5
si 1 � x < 3

11

20
si 3 � x < 7

17

20
si 7 � x < 15

1 si x � 15

:

Voici la courbe de la fonction FX

Proposition 2.19 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabilité

(
; T; p) ; de support DX et de fonction de masse pX : Si DX = fx1; x2; :::; xng (DX �ni)

tel que x1 < x2 < ::: < xn; alors la fonction de répartition de X est :

FX (x) =

8>>>>><>>>>>:
0 si x < x1

iX
k=1

p (X = xk) =
iX

k=1

pX (xk) si xi � x < xi+1

1 si x � xn

Si X prend une in�nité de valeurs fx1; x2; :::; xn; :::g avec x1 < x2 < ::: < xn < :::; on

distingue deux cas:
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Si max
i�1
xi n�est pas �ni, alors

FX (x) =

8>><>>:
0 si x < x1

iX
k=1

p (X = xk) =
iX

k=1

pX (xk) si xi � x < xi+1
:

Si max
i�1
xi est �ni, alors

FX (x) =

8>>>>><>>>>>:
0 si x < x1

iX
k=1

p (X = xk) =

iX
k=1

pX (xk) si xi � x < xi+1

1 si x � max
i�1
xi

:

Remarque 2.20 Les sauts de la fonction de répartition FX ont lieu en les points xi

(xi 2 DX) et le saut aux point xi est égale à p (X = xi) = pX (xi) qui sont appelés les

masse en xi:

� Propriétées de la fonction de répartition d�une variable aléatoire discrète

Proposition 2.21 Soit X une variable aléatoire discrète, de fonction de répartition FX ;

alors

i) 0 � FX (x) � 1 ; 8x 2 R;

ii) lim
x!�1

FX (x) = 0 et lim
x!+1

FX (x) = 1;

iii) FX est croissante,

iv) FX est continue à droite.

Remarque 2.22 Pour qu�une fonction réelle F; puisse être considérée comme une fonc-

tion de répartition d�une variable aléatoire discrète, il faut qu�elle véri�e les quatre condi-

tions de la Proposition précédente.

2.2.3 Probabilité attachée à un intervalle

Proposition 2.23 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabilité

(
; T; p) ; de support DX ; de fonction de masse pX et de fonction de répartition FX ; alors

i) p (X 2 ]a; b]) = FX (b)� FX (a) ;
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ii) p (X 2 [a; b[) = FX (b)� FX (a) + pX (a)� pX (b) ;

iii) p (X 2 ]a; b[) = FX (b)� FX (a)� pX (b) ;

iv) p (X 2 [a; b]) = FX (b)� FX (a) + pX (a) ;

v) p (X 2 ]a;+1[) = 1� FX (a) ;

vi) p (X 2 [a;+1[) = 1� FX (a) + pX (a) :

Démonstration. i)

� p (X 2 ]a; b]) = p (fw 2 
 : a < X (w) � bg)

= p (fw 2 
 : X (w) > a et X (w) � bg)

= p [(fw 2 
 : X (w) > ag) \ (fw 2 
 : X (w) � bg)] :

En utilisant la formule p (A \B) = p (A) + p (B)� p (A [B) ; on obtient

p (X 2 ]a; b]) = p (fw 2 
 : X (w) > ag) + p (fw 2 
 : X (w) � bg)

�p [(fw 2 
 : X (w) > ag) [ (fw 2 
 : X (w) � bg)]

= (1� FX (a)) + FX (b)� p (
) = FX (b)� FX (a) :

ii)

� p (X 2 [a; b[) = p (fw 2 
 : a � X (w) < bg)

= p (fw 2 
 : X (w) � a et X (w) < bg)

= p [(fw 2 
 : X (w) � ag) \ (fw 2 
 : X (w) < bg)]

En utilisant la formule p (A \B) = p (A) + p (B)� p (A [B) ; on obtient

p (X 2 [a; b[) = p (fw 2 
 : X (w) � ag) + p (fw 2 
 : X (w) < bg)

�p [(fw 2 
 : X (w) � ag) [ (fw 2 
 : X (w) < bg)]

= p (fw 2 
 : X (w) > ag) + p (fw 2 
 : X (w) = ag) + p (fw 2 
 : X (w) � bg)

�p (fw 2 
 : X (w) = bg)� p [(fw 2 
 : X (w) � ag) [ (fw 2 
 : X (w) < bg)]

= (1� FX (a)) + pX (a) + FX (b)� pX (b)� p (
)

= FX (b)� FX (a) + pX (a)� pX (b) :
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De même façon on peut démontrer iii) et iv).

v)

� p (X 2 ]a;+1[) = p (fw 2 
 : X (w) > ag)

= 1� p (fw 2 
 : X (w) � ag) = 1� FX (a) :

vi)

� p (X 2 [a;+1[) = p (fw 2 
 : X (w) � ag)

= p (fw 2 
 : X (w) > ag) + p (fw 2 
 : X (w) = ag)

= 1� FX (a) + pX (a) :

2.3 Moment d�ordre k; Espérance mathématique et

Variance d�une variable aléatoire discrète

Dé�nition 2.24 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabilité

(
; T; p) ; de support DX et de fonction de masse pX : Le moment d�ordre k (k 2 N�);

de X noté E
�
Xk
�
; s�il existe est dé�ni par

E
�
Xk
�
=
X
xi2DX

xki p (X = xi) =
X
xi2DX

xki pX (xi) :

� La moyenne de la variable aléatoire X ou bien l�espérance mathématique de X

est le moment d�ordre 1;

E (X) =
X
xi2DX

xi p (X = xi) =
X
xi2DX

xi pX (xi) :

� La variance de la variable aléatoire X est le moment d�ordre 2 de la variable
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aléatoire (X � E (X)) ;

var (X) = E (X � E (X))2 =
X
xi2DX

(xi � E (X))2 pX (xi) :

� La quantité
p
var (X) notée �X est appelée l�écart quadratique moyen ou l�écart

type de la variable aléatoire X:

Remarque 2.25 1. Dans le cas où le support DX est un ensemble dénombrable in�ni

(i.e. DX = fx1; :::; xn; :::g), l�existence des moments d�ordre k est liée à la nature de la

série numérique
+1X
i=1

xki pX (xi) :

2. La variance d�une variable aléatoire X mesure la dispersion des valeurs de X autour

de sa moyenne E (X) :

� Propriétés

Proposition 2.26 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabilité

(
; T; p) ; de support DX ; de fonction de masse pX ; d�espérance E (X) et de variance

var (X) : Alors pour tous réels a; b

i) E (aX + b) = aE (X) + b;

ii) var (aX + b) = a2 var (X) ;

iii) E (a) = a et var (a) = 0;

iv) la variance de X peut s�éxprimer par la formule suivante

var (X) = E
�
X2
�
� [E (X)]2 :

2.4 Transformation de variables aléatoires discrètes

Proposition 2.27 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabilité

(
; T; p) ; de support DX et de fonction de masse pX et soit l�application

h : DX �! R

x 7�! h (x)
:

43



On pose Y = h �X = h (X) ; c�est-à-dire

Y = h �X : 
 �! R

w 7�! h �X (w) = h (X (w)) :

Alors Y est une variable aléatoire discrète de support DY = h (DX) et de fonction de

masse pY dé�nie par

pY (yi) = p (Y = yi) =

8><>:
X

xj2h�1(fyig)

pX (xj) si yi 2 DY

0 sinon

;

où

h�1 (fyig) = ftj 2 DX : h (tj) = yig :

Exemple 2.28 Soit X la v.a.d de fonction de masse pX donnée par le tableau suivant

xi �2 �1 0 1 2

pX (xi)
1

5

1

10

1

2

3

20

1

20

On pose Y = h (X) = X2: Donc Y est une v.a.d de support

DY = h (DX) = fh (x) : x 2 DXg = f0; 1; 4g

et de fonction de masse dé�nie par les quantitées suivantes

pY (0) = p (Y = 0) =
X

xi2h�1(f0g)

pX (xi) = pX (0) =
1

2
;

pY (1) = p (Y = 1) =
X

xi2h�1(f1g)

pX (xi) = pX (�1) + pX (1) =
1

10
+
3

20
=
1

4
;

pY (4) = p (Y = 4) =
X

xi2h�1(f1g)

pX (xi) = pX (�2) + pX (2) =
1

5
+
1

20
=
1

4
:

D�où la fonction de masse de la v.a Y est donnée par le tableau suivant

yi 0 1 4

pY (yi)
1

2

1

4

1

4

:

Proposition 2.29 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabilité
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(
; T; p) ; de support DX et de fonction de masse pX et soit l�application

h : DX �! R

x 7�! h (x) :

L�espérance mathématique de la variable alétoire h (X) peut s�éxprimer comme suit

E (h (X)) =
X
xi2DX

h (xi) p (X = xi) =
X
xi2DX

h (xi) pX (xi) :

Exemple 2.30 Reprenons l�Exemple précédent (i.e. l�Exemple 2.28), on a

E (jXj) =
X
xi2DX

jxij pX (xi)

= j�2j � pX (�2) + j�1j � pX (�1) + j0j � pX (0) + j1j � pX (1) + j2j � pX (2)

= 2� 1
5
+ 1� 1

10
+ 1� 3

20
+ 2� 1

20
=
3

4
= 0:75:

2.5 Fonctions remarquables liées à une variable aléa-

toire discrète

Dé�nition 2.31 On appelle variable aléatoire complexe toute application Z de (
; T; p)

vers C qui à tout w dans 
 associe

Z (w) = X (w) + iY (w)

où X et Y sont des variables aléatoires réelles.

Dé�nition 2.32 On dit qu�une variable aléatoire complexe Z = X + iY; admet un

moment d�ordre 1 (son espérance E (Z) existe) si les espérances des variables aléatoires

réelles X et Y existent. Si c�est le cas, on a

E (Z) = E (X) + iE (Y ) :
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2.5.1 Fonction génératrice

Dé�nition 2.33 Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N et de fonction de masse

pX : On appelle fonction génératrice de X la fonction

GX : C �! C

z 7�! GX (z) = E
�
zX
�

où

E
�
zX
�
=

+1X
k=0

zk pX (k)

qui est une série entière.

En utilisant la dé�nition de la fonction génératrice d�une variable aléatoire, nous re-

marquons que

GX (1) =
+1X
k=0

pX (k) = 1;

donc le rayon de convergence R de la série entière est supèrieur ou egal à 1. Si R > 1; on

peut échanger somme et dérivée, ce qui donne

G
0

X (z) =
+1X
k=0

kzk�1 pX (k)) G
0

X (1) =
+1X
k=0

k pX (k) = E (X)

et

G
00

X (z) =

+1X
k=1

k (k � 1) zk�2 pX (k)) G
00

X (1) =

+1X
k=1

k (k � 1) pX (k) = E [X (X � 1)] :

Nous avons donc le résultat suivant.

Proposition 2.34 SoitX une variable aléatoire à valeurs dans N dont la fonction généra-

trice GX(z) admet un rayon de convergence strictement supèrieur à 1. Alors on a

E (X) = G
0

X (1)

et

var (X) = G
00

X (1) +G
0

X (1)�
�
G

0

X (1)
�2
:
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Démonstration. En utilisant la Proposition précédente et la Proposition 2.26, on

trouve

V ar (X) = E
�
(X � E (X))2

�
= E [(X � E (X)) (X � E (X))]

= E [(X � E (X)) (X � 1 + 1� E (X))]

= E [X (X � 1)] + E [X (1� E (X))]� E [E (X) (X � E (X))]

= G
00

X (1) +
�
1�G0

X (1)
�
G

0

X (1) = G
00

X (1) +G
0

X (1)�
�
G

0

X (1)
�2
:

2.5.2 Fonction génératrice des moments d�une variable aléatoire

réelle discrète

Dé�nition 2.35 Soit X une v.a réelle discrète de support DX et de fonction de masse

pX : On appelle fonction génératrice des moments de la v.a X; la fonction réelle MX

dé�nie par :

MX : R �! E � R

t 7�! MX (t) = E
�
eXt
� ;

à savoir

* Si DX est �ni (i.e. DX = fx1; :::; xng);

MX (t) =

nX
j=1

exjt pX (xj) :

* Si DX est dénombrable in�ni (i.e. DX = fx1; :::; xn; ::::g);

MX (t) =

+1X
j=1

exjt pX (xj) :

2.5.3 Fonction caractéristique d�une variable aléatoire réelle dis-

crète

Dé�nition 2.36 Soit X une variable aléatoire discrète dé�nie sur l�espace de probabilité

(
; T; p) ; de support DX et de fonction de masse pX : On appelle fonction caractéris-
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tique de la v.a X la fonction réelle 'X dé�nie par :

'X : R �! C

t 7�! 'X (t) = E
�
eiXt

�
où i est le nombre complexe qui véri�e i2 = 1:

* Si DX est �nie (i.e. DX = fx1; :::; xng ;

'X (t) =
nX
j=1

eixjt pX (xj) :

* Si DX est dénombrable in�ni (i.e. DX = fx1; :::; xn; ::::g ;

'X (t) =
+1X
j=1

eixjt pX (xj) :

Remarque 2.37 La fonction caractéristique d�une variable aléatoire discrète est toujours

dé�nie sur R: En e¤et :

Si DX est �ni, il est clair que 'X (t) est bien dé�nie pour tout t 2 R:

Si DX est dénombrable in�ni,

j'X (t)j �
+1X
j=1

��eixjt�� pX (xj) = +1X
j=1

pX (xj) = 1;

donc la série
+1X
j=1

eixjt pX (xj) est convergente sur R; ainsi la fonction 'X est bien dé�nie

sur R:

Proposition 2.38 Si X est une variable aléatoire réelle admettant un moment d�ordre

n; alors la fonction caractéristique de X est de classe Cn et on a :

8k 2 f1; :::; ng : '(k)X (0) = ikE
�
Xk
�
:

En particulier, si X admet un moment d�ordre 2 et est centrée avec une variance �2;

on a le d´ eveloppement limité en 0 :

'X (t) = 1�
�2t2

2
+ o

�
t2
�
:
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2.6 Quelques lois usuelles discrètes

2.6.1 Loi de Bernoulli

Dé�nition 2.39 (Expérience de Bernoulli). De toute expérience aléatoire on peut

s�interesser à deux résultats r1 et r2 et on les note respectivement (succé et échec). On

peut construire une v.a.d qui suit une loi de Bernoulli (variable aléatoire à deux valeurs)

de paramètre p1 où p1 = p (succ�e) :

Dé�nition 2.40 Soit (
; T; p) un espace de probabilité, et soit A un évènement tel que

p (A) = p1 > 0: L�application

X = IA : 
 �! f0; 1g

w 7�! X (w) = IA (w)

est une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de paramètre p1 et on note

X � B (p1) :

Remarque 2.41 1. Si X � B (p1) ; alors

p (X = 1) = p1 et p (X = 0) = 1� p1:

2. Toute variable aléatoire à deux valeurs suit une loi de Bernoulli.

Proposition 2.42 Si X � B (p1) ; alors

E (X) = p1 et var (X) = p1 (1� p1) :

Démonstration.

� E (X) =
X
xi2DX

xip (X = xi) = 0� (1� p1) + 1� p1 = p1:

� E
�
X2
�
=
X
xi2DX

x2i p (X = xi) = 0
2 � (1� p1) + 12 � p1 = p1
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donc

var (X) = E
�
X2
�
� (E (X))2 = p1 � p21 = p1 (1� p1) :

2.6.2 Loi Binomiale

Si on répète l�expérience de Bernoulli n fois de façons indépendantes, on peut construire

une variable aléatoire qui suit une loi Binomiale de paramètres n; p1 où p1 est le paramètre

de Bernoulli.

Dé�nition 2.43 On dit q�une variable aléatoire X dé�nie sur un espace de probabilité

(
; T; p) ; suit une loi Binomiale de paramètres n; p1 et on note X � B (n; p1) si

DX = f0; 1; :::; ng et sa fonction de masse pX est donnée par

pX (k) =

8<: Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k si k 2 DX

0 sinon
:

En utilisant le binome de Newton il est facile de montrer que la fonction pX représente

une loi de probabilité, en e¤et :

nX
k=0

Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k = (p1 + (1� p1))n = 1n = 1:

Proposition 2.44 Si X � B (n; p1) ; alors

E (X) = np1 et var (X) = np1 (1� p1) :

Démonstration.

� E (X) =
X
xi2DX

xip (X = xi) =
nX
k=0

k Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k

=
nX
k=1

k Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k

=
nX
k=1

k
n!

k! (n� k)! p
k
1 (1� p1)

n�k
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=

nX
k=1

n!

(k � 1)! (n� k)! p
k
1 (1� p1)

n�k

=

n�1X
j=0

n!

j! (n� 1� j)! p
j+1
1 (1� p1)n�1�j

La dèrnière égalité vient du changement de variable j = k � 1: Donc

E (X) = np
n�1X
j=0

(n� 1)!
j! (n� 1� j)! p

j
1 (1� p1)

n�1�j

= np

n�1X
j=0

Cjn�1 p
j
1 (1� p1)

n�1�j

= np (p1 + (1� p1))n�1 = np:1n = np:

� E
�
X2
�
=

X
xi2DX

x2i p (X = xi) =
nX
k=0

k2 Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k

=
nX
k=1

k2 Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k

=
nX
k=1

k2
n!

k! (n� k)! p
k
1 (1� p1)

n�k

=
nX
k=1

k
n!

(k � 1)! (n� k)! p
k
1 (1� p1)

n�k

=
n�1X
j=0

(j + 1)
n!

j! (n� 1� j)! p
j+1
1 (1� p1)n�1�j

La dèrnière égalité vient du changement de variable j = k � 1: Donc

E
�
X2
�
=

n�1X
j=0

j
n!

j! (n� 1� j)! p
j+1
1 (1� p1)n�1�j +

n�1X
j=0

n!

j! (n� 1� j)! p
j+1
1 (1� p1)n�1�j

=

n�1X
j=1

n!

(j � 1)! (n� 1� j)! p
j+1
1 (1� p1)n�1�j +

n�1X
j=0

n!

j! (n� 1� j)! p
j+1
1 (1� p1)n�1�j

=
n�2X
l=0

n!

l! (n� 2� l)! p
l+2
1 (1� p1)n�2�l + np1

n�1X
j=0

Cjn�1 p
j
1 (1� p1)

n�1�j
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= n (n� 1) p21
n�2X
l=0

C ln�2 p
l
1 (1� p1)

n�2�l + np1

n�1X
j=0

Cjn�1 p
j
1 (1� p1)

n�1�j

= n (n� 1) p21 + np1:

Donc

var (X) = E
�
X2
�
� (E (X))2 = n (n� 1) p21 + np1 � n2p21

= np1 (1� p1) :

2.6.3 Loi Uniforme discrète

Dé�nition 2.45 On dit q�une variable aléatoire X dé�nie sur un espace de probabilité

(
; T; p) ; suit une loi Uniforme sur f1; :::; ng et on note X � Uf1;:::;ng; si son support

est DX = f1; :::; ng et sa fonction de masse pX est donnée par

pX (k) =

8<:
1

n
si k 2 f1; :::; ng

0 sinon
:

Proposition 2.46 Si X � Uf1;:::;ng; alors

E (X) =
n+ 1

2
et var (X) =

n2 � 1
12

:

Démonstration.

� E (X) =
X
xi2DX

xip (X = xi) =

nX
k=1

k
1

n

=
1

n

nX
k=1

k =
1

n

�n
2
(1 + n)

�
=
n+ 1

2
:

� E
�
X2
�
=

X
xi2DX

x2i p (X = xi) =

nX
k=0

k2
1

n
=
1

n

nX
k=1

k2

=
1

n

n (n+ 1) (2n+ 1)

6
=
(n+ 1) (2n+ 1)

6
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car
nX
k=1

k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
: D�où

var (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=
(n+ 1) (2n+ 1)

6
�
�
n+ 1

2

�2
=
n2 � 1
12

:

Exemple 2.47 La variable aléatoire X représentant le résultat du lancer d�un dé non

truqué (dé équilibré) suit la loi uniforme sur l�ensemble f1; 2; 3; 4; 5; 6g :

Il est clair que DX = f1; 2; 3; 4; 5; 6g et p (X = k) =
1

n
pour tout k 2 DX ; donc

X � Uf1;:::;6g:

Remarque 2.48 De même manière donnée dans la dé�nition 2.45 on peut dé�nir une

variable aléatoire X qui suit la loi uniforme sur l�ensemble fx1; :::; xng par sa fonction de

masse suivante

pX (k) =

8<:
1

n
si k 2 fx1; :::; xng

0 sinon
:

2.6.4 Loi Hypergéométrique

Dé�nition 2.49 On dit q�une variable aléatoire X dé�nie sur un espace de probabilité

(
; T; p) ; suit une loi Hypergéométrique de paramètres N;N1; n et on note X �

H (N;N1; n) si DX = f0; 1; :::;min (N1; n)g et sa fonction de masse pX est donnée par

pX (k) =

8><>:
CkN1 � C

n�k
N�N1

CnN
si k 2 DX

0 sinon
:

Exemple 2.50 Considérons une urne contenant N boules dont N1 boules blanches et

N �N1 boules noires. On tire en une seule fois n boules et on note par X : " Le nombre

de boules blanches parmis les n tirées".

En utilisant la théorie classique des probabilités, il est facile de remarquer que

p (X = k) =
CkN1 � C

n�k
N�N1

CnN
pour tout k 2 f0; 1; :::;min (N1; n)g ;
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donc il s�agie d�une variable aléatoire qui suit une loi hypergéométrique de paramètres

N;N1; n; c�est-à-dire X � H (N;N1; n) :

Proposition 2.51 Si X � H (N;N1; n) ; alors

E (X) = np1 et var (X) = np1 (1� p1)
N � n
N � 1

où p1 =
N1
N
:

2.6.5 Loi Géométrique

Dé�nition 2.52 On dit q�une variable aléatoire X dé�nie sur un espace de probabilité

(
; T; p) ; suit une loi Géométrique de paramètre p1 et on note X � G (p1) si DX =

f1; 2; :::g = N� et sa fonction de masse pX est donnée par

pX (k) =

8<: p1 (1� p1)k�1 si k 2 DX

0 sinon
:

Exemple 2.53 On lance une pièce de monaie tel que p (�) = p1 et on note par X : " Le

nombre de lancers nécéssaires pour obtenir le premier pile".

Il est clair que DX = f1; 2; :::g = N� et

p (X = 1) = p fw 2 
 : X (w) = 1g où 
 = f�; Fg ; donc

p (X = 1) = p f�g = p1:

p (X = 2) = p fw 2 
 : X (w) = 2g où 
 = f(r1; r2) = r1; r2 = � _ Fg ; donc

p (X = 2) = p f(F; �)g = p1 (1� p1) :

p (X = 3) = p fw 2 
 : X (w) = 3g où 
 = f(r1; r2; r3) = r1; r2; r3 = � _ Fg ; donc

p (X = 3) = p f(F; F; �)g = p1 (1� p1)2 :
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En utilisant la formule récurente on peut remarquer que pour tout k 2 N�

p (X = k) = p f(F; F; :::; F; �)g = p1 (1� p1)k

tel que (F; F; :::; F; �) contient k composantes.

Proposition 2.54 Si X � G (p1) ; alors

E (X) =
1

p1
et var (X) =

(1� p1)
p21

:

Démonstration. En utilisant le Théorème de dérivabilité pour les série entières on a

� E (X) =
X
xi2DX

xip (X = xi) =
+1X
k=1

k p1 (1� p1)k�1

=
+1X
k=1

k p1q
k�1
1 où q1 = 1� p1;

donc

E (X) = p1

+1X
k=1

kqk�11 = p1

 
+1X
k=1

qk1

!0

= p1

�
q1

1� q1

�0

= p1

�
1

(1� q1)2
�
=
p1
p21
=
1

p1
:

� E
�
X2
�
=

X
xi2DX

x2i p (X = xi) =
+1X
k=1

k2 p1 (1� p1)k�1

= p1

+1X
k=1

(k + 1� 1) k qk�11 où q1 = 1� p1:

donc

E
�
X2
�
= p1

+1X
k=1

(k + 1) kqk�1 � p1
+1X
k=1

k qk�11

= p1

 
+1X
k=1

qk+1

!(2)
� p1

 
+1X
k=1

qk

!0
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= p1

�
q21

1� q1

�0

� p1
�

q1
1� q1

�0

= p1

�
1

(1� q1)2
�
=
p1
p21
=
1

p1
:

2.6.6 Loi de Poisson

Dé�nition 2.55 On dit q�une variable aléatoire X dé�nie sur un espace de probabilité

(
; T; p) ; suit la loi de Poisson de paramètre � (� > 0), et on note X � P (�) si son

support est DX = f0; 1; 2; :::g = N et sa fonction de masse pX est dé�nit par

pX (k) =

8><>: e��
�k

k!
si k 2 N

0 sinon
:

Proposition 2.56 Si X � P (�) ; alors

E (X) = � et var (X) = �:

Démonstration.

� E (X) =
X
xi2DX

xip (X = xi) =
+1X
k=0

k e��
�k

k!

= e��
+1X
k=1

k
�k

k!
= �e��

+1X
k=1

�k�1

(k � 1)!

= �e��
+1X
j=0

�j

j!
= �e��e� = �:

� E
�
X2
�
=

X
xi2DX

x2i p (X = xi) =
+1X
k=0

k2 e��
�k

k!

= e��
+1X
k=1

k2
�k

k!
= �e��

+1X
k=1

k
�k�1

(k � 1)!

= �e��
+1X
j=0

(j + 1)
�j

j!
= �

"
+1X
j=0

je��
�j

j!
+

+1X
j=0

e��
�j

j!

#
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= � (�+ 1) = �2 + �:

D�où

var (X) = E
�
X2
�
� E2 (X) = �2 + �� �2 = �:

Le tableau suivant exprime la fonction génératrice, la fonction génératrice des moments

et la fonction caractéristique de quelques variables aléatoires discrètes usuelles.

v:a f.g GX (t) f.g.m MX (t) f.c 'X (t)

B (p1) p1t+ 1� p1 1� p1 + p1et 1� p1 + p1eit

B (n; p1) (p1t+ 1� p1)n (1� p1 + p1et)n (1� p1 + p1eit)n

G (p1)
p1t

1� (1� p1) t
p1e

t

1� (1� p1) et
p1e

it

1� (1� p1) eit

P (�) exp [� (t� 1)] exp [�� (1� et)] exp [�� (1� eit)]

2.6.7 Approximation d�une loi Binomiale par une loi de Poisson

Proposition 2.57 Si X � B (n; p1) et sous les conditions que n assez grand (i.e. n !

+1) et p1 assez petit (i.e. p1 ! 0) on peut approximer la loi de X par la loi de Poisson

de paramètre � = np1; et on note B (n; p1) � P (np1) :

Démonstration. Soit k 2 f0; 1; :::; ng ; on a

� p (X = k) = Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k =
n!

k! (n� k)!p
k
1 (1� p1)

n�k

=
n (n� 1) (n� 2) ::: (n� (k � 2)) (n� (k � 1))

nk
(np1)

k

k!

�
1� np1

n

�n
(1� p1)k

:

Posons � = np1; on trouve

p (X = k) =
n (n� 1) (n� 2) ::: (n� (k � 2)) (n� (k � 1))

nk
�k

k!

�
1� �

n

�n
(1� p1)k

:

57



Pour n! +1 le support de X devient l�ensemble N: Fixons k 2 N; on trouve

lim
n!+1
p!0

n (n� 1) (n� 2) ::: (n� (k � 2)) (n� (k � 1))
nk

�k

k!

�
1� �

n

�n
(1� p1)k

= lim
n!+1
p!0

�k

k!

�
1� �

n

�n
(1� p1)k

= e��
�k

k!

car

lim
n!+1

�
1� �

n

�n
= e�� et lim

n!+1
p!0

(1� p1)k = 0:

Remarque 2.58 Dans la pratique on peut approximer la loi Binomiale B (n; p1) telle que

n � 30 et p � 0:1; par la loi de Poisson de paramètre � = np1:

2.6.8 Approximation d�une loi Hypergéométrique par une loi

Binomiale

Proposition 2.59 Si X � H (N;N1; n) et sous la condition que N assez grand (i.e.

N ! +1) on peut approximer la loi de X par la loi Binomiale de paramètres n et

p1 =
N1
N
(i.e. B

�
n;
N1
N

�
) et on note H (N;N1; n) � B

�
n;
N1
N

�
:

Démonstration. Soit k 2 f0; 1; :::;min (N1; n)g ; on a

� p (X = k) =
CkN1 � C

n�k
N�N1

CnN

=
N1!

k! (N1 � k)!
(N �N1)!

(n� k)! (N �N1 � (n� k))!
n! (N � n)!

N !

=
n!

k! (n� k)!
N1!

(N1 � k)!
(N �N1)!

N !

(N � n)!
(N �N1 � (n� k))!

=
n!

k! (n� k)! [N1 (N1 � 1) ::: (N1 � k + 1)]

�(N � n) (N � n� 1) ::: (N � n� (N1 � k) + 1)
N (N � 1) ::: (N �N1 + 1)
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=
n!

k! (n� k)!N
k

�
N1
N

��
N1 � 1
N

�
:::

�
N1 � k + 1

N

�
�(N � n) (N � n� 1) ::: (N � n� (N1 � k) + 1)

N (N � 1) ::: (N �N1 + 1)

=
n!

k! (n� k)!N
k

�
N1
N

��
N1 � 1
N

�
:::

�
N1 � k + 1

N

�

� 1

Nk

(N �N1 � (n� (N1 � 1)� 1)) ::: (N �N1 � (n� ((k + 1)� 1))) (N �N1 � (n� k � 1))
NN1�k

N (N � 1) ::: (N �N1 + 1)
NN1

Posons p1 = N1
N
; on trouve

p (X = k) =
n!

k! (n� k)! (p1)
�
p1 �

1

N

�
:::

�
p1 �

k � 1
N

�

�

�
1� p1 +

(n� (N1 � 1)� 1)
N

�
:::

�
1� p1 +

(n� ((k + 1)� 1))
N

��
1� p1 +

(n� k � 1)
N

�
1

�
1� 1

N

��
1� 2

N

�
:::

�
1� N1 � 1

N

�
Pour N assez grand (i.e N ! +1) il est facile de voir que p (X = k) s�écrit sous la forme

p (X = k) =
n!

k! (n� k)!p
k
1 (1� p1)

n�k = Ckn p
k
1 (1� p1)

n�k :

Exemple 2.60 Si X � H (31:106; 28:106; 20) ; alors la loi de X peut s�approximer par la

loi Binomiale B
�
20;

28

31

�
:

2.7 Exercices

Exercice 2.1. Soit (
; T; P ) un espace de probabilité, avec 
 �ni, 
 = fwi : i = 1; :::; ng :

On considère l�application X : (
; T ) �! R:

a- Si n = 2; T = f?;
g ; X (w1) = x1 et X (w2) = x2; où x1 6= x2:

X est-elle une variable aléatoire sur (
; T )?

b- Si n = 5; T = P (
) l�ensemble de toutes les parties de 
; X (w1) = 0 et X (w2) =

X (w3) = 1; où X (w4) = X (w5) = 2:

59



1. Montrer que X est une variable aléatoire sur (
; T ) :

2. Déterminer la fonction de masse et la fonction de répartition de cette variable

aléatoire en supposant que les wi sont équiprobables.

3. Déduire les probabilités P (�1 < X � 2) et P (X � 2) :

Exercice 2.2. Soit p une fonction de R dans R; dé�nie par

p (k) =

8<:
a (k � 1)

n
si k 2 f2; :::; ng

0 sinon
:

1. Trouver la valeur de la constante a; pour que p puisse être considérée comme une

loi de probabilité.

On pose la variable X de fonction de masse p:

2. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X:

3. Calculer la probabilité P (X 2 ]i; i+ 1[) :

Exercice 2.3. Soit la fonction réelle p dé�nie par :

p (x) =

8><>:
1

x (x+ 1)
si x 2 N�

0 sinon
:

1. Montrer que p est une loi de probabilité d�une variable aléatoire réelle X:

2. Déterminer la fonction FX la fonction de répartition de la v.a X:

3. Déduire la valeure de p (h � X � k) où h; k 2 N et h < k:

Exercice 2.4. La fonction de masse d�une variable aléatoire X est

f (x) =

8>>>>>><>>>>>>:

2p si x = 1

p si x = 2

4p si x = 3

0 ailleurs

:

1: Déterminer la valeur de p:

2: Evaluer P (0 � X < 3) et P (X > 1:6) :
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Exercice 2.5. On choisi au hasard une boule d�une urne contenant 8 boules numérotées

�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4:

Soit X la variable aléatoire représentant le numéro de la boule choisie.

1. Déterminer la fonction de masse, la fonction de répartition, la moyenne de la v.a

X:

2. Reprendre la question 1, pour les variables aléatoires jXj et X2:

Exercice 2.6. Un joueur lance un dé équilibré et gagne 1 DA si le résultat est pair, il

perd 1 DA si le résultat est un ou trois et ne perd ou ne gagne rien si le résultat est cinq.

On note X la variable aléatoire égale au gain du joueur.

1. Déterminer la loi de X:

2. Calculer E (X) et V ar (X) :

3. Déterminer la loi de de la variable aléatoire Y = X2 et calculer E (Y ) :

Exercice 2.7. L�oral d�un concours comporte au total 100 sujets ; les candidats tirent

au sort trois sujets et choisissent alors le sujet traité parmi ces trois sujets. Un candidat

se présente en ayant révisé 60 sujets sur les 100.

1: Quelle est la probabilité pour que le candidat ait révisé :

(a) les trois sujets tirés,

(b) exactement deux sujets sur les trois sujets,

(c) aucun des trois sujets.

2: Dé�nir une variable aléatoire associée à ce problème et donner sa loi de probabilité,

son espérance.

Exercice 2.8. Un livre de 800 pages contient 1200 erreurs d�impression, réparties au

hasard. On désigne par X la variable aléatoire qui compte le nombre d�erreurs dans une

page donnée.

1: Quelle est la loi exacte de X.

2: Peut-on approximer la loi exacte de X, par une autre loi discrète. Justi�er.

3: Calculer alors les probabilité, que dans cette page:

(a) il n�y ait aucune erreur,

(b) il y ait au moins 3 erreurs.

61



Exercice 2.9. Soit n nombres réels y1; :::; yn en progression arithmétique et X une

variable aléatoire réelle qui suit une loi Uf1;:::;ng (loi uniforme discrète sur l�ensemble

f1; :::; ng).

Montrer qu�il existe un couple (a; b) de constantes réelles telles que la variable aléatoire

réelle Y = aX + b suive la loi Ufy1;:::;yng:

Exercice 2.10. 1. Déterminer la loi de probabilité de la variable T = n � S, où S

est une variable aléatoire réelle qui suit la loi B(n; a):

2. Déterminer la loi de probabilité de la variable V = n � U; où U est une variable

aléatoire réelle qui suit la loi H(N;N1; n):

Exercice 2.11. Soit X � B
�
8;
3

4

�
, la loi Binomiale de paramètres 8 et

3

4
:

1. Calculer p (X � 7) :

2. Evaluer E (X) et V ar (X) :

Exercice 2.12. Soit S une variable aléatoire de loi B(n; a):

1. Déterminer l�espérance mathématique de la variable aléatoire U = S(S � 1):

2. Si la fonction génératrice GS de la loi Binomiale B(n; a) est

GS (t) = E
�
tS
�
= (at+ 1� a)n ;

déterminer l�espérance mathématique de la variable aléatoire W = S(S� 1) (S � 2) et en

déduire E (S3) :

Exercice 2.13. Une urne contient 4 boules blanche et 6 boules noires.

a- On tire sans remise 2 boules de cette urnes.

1. Trouver la loi de la variable aléatoireX égale au nombre de boules noires extraites.

2. Calculer E (X) et V ar (X) :

b- On tire avec remise 2 boules de cette urnes.

1. Trouver la loi de la variable aléatoire Y égale au nombre de boules blanches

extraites.

2. Calculer E (Y ) et V ar (Y ) :

Exercice 2.14. Soit (
; T; p) un espace de probabilité et soit A et B deux évènements
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tels que p (A) = p (B) = p1 où p1 2
�
0;
1

2

�
: On pose X = IA + IB où

IA (w) =

8<: 1 si w 2 A

0 sinon
:

Déterminer la loi de X et calculer E (X) et V ar (X) dans les cas suivantes

1. Les deux évènements A et B sont indépendants.

2. Les deux évènements A et B sont incompatibles.

Solutions des exercices.

Solution de l�exercice 2.1.

a)

X est une v.a.r sur (
; T ), 8x 2 R : X�1 (]�1; x]) 2 T:

Suposons x1 < x2 : si x 2 [x1; x2[ ;

X�1 (]�1; x]) = fw 2 
 : X (w) � xg = fw1g =2 T;

donc X n�est pas une variable aléatoire sur (
; T ) :

b) 1. Il est clair que pour tout x 2 R; X�1 (]�1; x]) 2 P (
) ; ainsi X est une variable

aléatoire sur (
; P (
)) :

2. Le support de la variable aléatoire X est DX = f0; 1; 2g ; et sa fonction de masse

pX est dé�nie par : 8>>>><>>>>:
pX (0) = p (X = 0) = p (fw1g) =

1

5
;

pX (1) = p (X = 1) = p (fw2; w3g) =
2

5
;

pX (2) = p (X = 2) = p (fw4; w5g) =
2

5
:

La fonction de répartition FX de X est dé�nie par :

Si x < 0 : FX (x) = 0;

Si 0 � x < 1 : FX (x) = pX (0) =
1

5
;

Si 1 � x < 2 : FX (x) = pX (0) + pX (1) =
1

5
+
2

5
=
3

5
;

Si x � 2 : FX (x) = pX (0) + pX (1) + pX (2) =
1

5
+
2

5
+
2

5
= 1:
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d�où

FX (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

0 si x < 0
1

5
si 0 � x < 1

3

5
si 1 � x < 2

1 si x � 2

:

3. En utilisant la Proposition 2.23, on a

p (�1 < X � 2) = FX (2)� FX (�1) = 1� 0 = 1

et

p (X � 2) = 1� FX (2) + pX (2) = 1� 1 +
2

5
=
2

5
= 0:4:

Solution de l�exercice 2.2.

1.

p est une loi de probabilité,
nX
k=2

a (k � 1)
n

= 1:

�
nX
k=2

a (k � 1)
n

= 1, a

n

nX
k=2

(k � 1) = 1, a

n

n�1X
j=1

j = 1

, a

n

�
n� 1
2

(1 + n� 1)
�
= 1, a

n� 1
2

= 1, a =
2

n� 1 :

2. La fonction de répartition FX de X est dé�nie par :

Si x < 2 : FX (x) = 0;

Si i � x < i+ 1 (i 2 f2; :::; n� 1g);

FX (x) =
2

n (n� 1)

iX
k=2

(k � 1) = 2

n (n� 1)

i�1X
j=1

j =
(i� 1) i
n (n� 1) :

Si x � n : FX (x) = 1;

d�où

FX (x) =

8>>>><>>>>:
0 si x < 2
(i� 1) i
n (n� 1) si i � x < i+ 1; i 2 f2; :::; n� 1g

1 si x � n

:
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3. En utilisant la Proposition 2.23, on a

p (X 2 ]i; i+ 1[) = FX (i+ 1)� FX (i)� pX (i+ 1)

donc,

Si i+ 1 < 2 (i.e. i < 1) :

p (X 2 ]i; i+ 1[) = 0;

Si 2 � i � n� 1 :

p (X 2 ]i; i+ 1[) = FX (i+ 1)� FX (i)� pX (i+ 1)

=
i (i+ 1)

n (n� 1) �
(i� 1) i
n (n� 1) �

2i

n (n� 1) = 0:

de même si i = n :

p (X 2 ]i; i+ 1[) = 1� (n� 1)n
n (n� 1) � 0 = 0:

Si i > n : il est clair que p (X 2 ]i; i+ 1[) = 0:

Solution de l�exercice 2.3.

1.

p est une loi de probabilité,
+1X
k=1

1

k (k + 1)
= 1:

On pose Sn =
nX
k=1

1

k (k + 1)
: Comme pour tout k � 1 : 1

k (k + 1)
=
1

k
� 1

k + 1
; alors

Sn =

nX
k=1

1

k (k + 1)
=

nX
k=1

1

k
�

nX
k=1

1

k + 1

=
nX
k=1

1

k
�

n+1X
j=2

1

j
= 1� 1

n+ 1
;

d�où
+1X
k=1

1

k (k + 1)
= lim

n!+1
Sn = lim

n!+1

�
1� 1

n+ 1

�
= 1:

2. La fonction de répartition FX de X est dé�nie par :

Si x < 1 : FX (x) = 0;
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Si i � x < i+ 1 (i 2 N�):

FX (x) =
X

k�x et k2N�

1

k (k + 1)
=

iX
k=1

1

k (k + 1)

= 1� 1

i+ 1
=

i

i+ 1
;

d�où

FX (x) =

8<: 0 si x < 1
i

i+ 1
si i � x < i+ 1; i 2 N�

:

3. En utilisant la Proposition 2.23, on a

p (X 2 [h; k]) = FX (k)� FX (h) + pX (h) :

Si h = 0 :

p (X 2 [h; k]) = k

k + 1
� 0 + 0 = k

k + 1
:

Si h 2 N� :

p (X 2 [h; k]) = k

k + 1
� h

h+ 1
+

1

h (h+ 1)
=

k

k + 1
� h� 1

h
:

Comme exemple

p (X 2 [2; 4]) = 4

5
� 2
3
+
1

6
= 0:3:

Solution de l�exercice 2.4.

1. f est une fonction de masse de la v.a.r X; alors son support est DX = f1; 2; 3g :

f est une fonction de masse de X ,
3X
x=1

f (x) = 1:

3X
x=1

f (x) = 1, 2p+ p+ 4p = 1, p =
1

7
:
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2. Il est facile de déduire que la fonction de répartition de la v.a.r X est

FX (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

0 si x < 1
2

7
si 1 � x < 2

3

7
si 2 � x < 3

1 si x � 3

;

donc, en utilisant la Proposition 2.23, on trouve

p (0 � X < 3) = p (X 2 [0; 3[) = FX (3)� FX (0) + pX (0)� pX (3)

= 1� 0 + 0� 4
7
=
3

7
:

et

p (X > 1:6) = 1� FX (1:6) = 1�
2

7
=
5

7
:

Solution de l�exercice 2.5.

1. Le support de X est DX = f�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4g et sa fonction de masse pX est

dé�nie par :

pX (�3) = pX (�2) = pX (�1) = pX (0) = pX (1) = pX (2) = pX (3) = pX (4) =
1

8
;

c�est-à-direX suit une loi uniforme sur l�ensemble f�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4g (X � Uf�3;�2;�1;0;1;2;3;4g).

Il est facile de déduire que la fonction de répartition de la v.a.r X est

FX (x) =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

0 si x < �3
1

8
si � 3 � x < �2

2

8
si � 2 � x < �1

:

:

1 si x � 4

;

et

E (X) =
1

8
(�3� 2� 1 + 0 + 1 + 2 + 3 + 4) = 1

2
:
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2. On pose Y = h1 (X) = jXj et Z = h2 (X) = X2 et en utilisant la Proposition

2.27, on trouve que

DY = h1 (DX) = f0; 1; 2; 3; 4g et DZ = h2 (DX) = f0; 1; 4; 9; 16g

et les fonctions de masse pY et pZ des v.a.r Y et Z sont dé�nit par :

pY (yj) =

8><>:
X

xi2DX et h1(xi)=yj

pX (xi) si yj 2 DY

0 sinon

et

pZ (zj) =

8><>:
X

xi2DX et h2(xi)=zj

pX (xi) si zj 2 DZ

0 sinon

,

d�où

pY (0) = pX (0) =
1

8
;

pY (1) = pX (�1) + pX (1) =
2

8
;

pY (2) = pX (�2) + pX (2) =
2

8
;

pY (3) = pX (�3) + pX (3) =
2

8
;

pY (4) = pX (3) =
1

8

et

pZ (0) = pX (0) =
1

8
;

pZ (1) = pX (�1) + pX (1) =
2

8
;

pZ (4) = pX (�2) + pX (2) =
2

8
;

pZ (9) = pX (�3) + pX (3) =
2

8
;

pZ (16) = pX (4) =
1

8
:
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Les fonctions de répartition FY et FZ de Y et Z sont dé�nie par

FY (y) =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

0 si y < 0
1

8
si 0 � y < 1

2

8
si 1 � y < 2

4

8
si 2 � y < 3

6

8
si 3 � y < 4

1 si y � 4

et

FZ (z) =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

0 si z < 0
1

8
si 0 � z < 1

2

8
si 1 � z < 4

4

8
si 4 � z < 9

6

8
si 9 � z < 16

1 si z � 16

:

L�espérance des v.a.r Y et Z sont donnés par

E (Y ) = 0� 1
8
+ (1 + 2 + 3)� 2

8
+ 4� 1

8
= 2

et

E (Z) = 0� 1
8
+ (1 + 4 + 9)� 2

8
+ 16� 1

8
= 5:5:

Solution de l�exercice 2.6.

1. Le support de la v.a.r X est DX = f�1; 0; 1g et sa fonction de masse pX est dé�nit

par

pX (�1) = p (f1; 3g) = 2

6
=
1

3
;

pX (0) = pX (f5g) =
1

6
;

pX (1) = pX (f2; 4; 6g) =
3

6
=
1

2
:
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2.

E (X) = (�1)� 1
3
+ 0� 1

6
+ 1� 1

2
=
1

6
' 0:17

et

E
�
X2
�
= (�1)2 � 1

3
+ 02 � 1

6
+ 12 � 1

2
=
5

6
:

D�où

var (X) = E
�
X2
�
� E2 (X) = 5

6
� 1

36
=
29

36
' 0:8:

3. Il est clair que le support de la v.a.r Y est DY = f0; 1g et sa fonction de masse pY
est dé�nit par :

pY (0) = pX (0) =
1

6
;

pY (1) = pX (�1) + pX (1) =
1

3
+
1

2
=
5

6
:

Donc

E (Y ) = 0� 1
6
+ 1� 5

6
=
5

6
' 0:83:

Solution de l�exercice 2.7.

1. Il est clair que l�espace des évènements 
 de cette expérience aléatoire est


 =
�
fs1; s2; s3g / si(i=1;2;3) un sujet parmis les 100 sujets

	
:

Nous remarquons aussi que chaque élément de 
 a la même probabilité de se réaliser,

donc pour tout évènement A; on a

p (A) =
jAj
j
j :

a) On note A1 :"le candidat ayant révisé les trois sujets tirés", alors

p (A1) =
jA1j
j
j =

C360
C3100

=
34220

161700
' 0:21:

b) On note A2 :"le candidat ayant révisé exactement deux sujets sur les trois sujets
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tirés", alors

p (A2) =
jA2j
j
j =

C260 � C140
C3100

=
70800

161700
' 0:43:

c) On note A3 :"le candidat n�ayant révisé aucun des trois sujets sur les trois sujets

tirés", alors

p (A3) =
jA3j
j
j =

C340
C3100

=
9880

161700
' 0:06:

2. NotonsX la variable aléatoire représente "le nombre de sujets révisés par le candidat

parmis les trois sujets tirés".

Il est clair que DX = f0; 1; 2; 3g et X � H (100; 60; 3) : Ainsi

E (X) = 3� 60

100
= 1:8:

Solution de l�exercice 2.8.

1. X : "le nombre d�erreurs dans une page donnée (par exemple la page 235)".

Il est clair que le support de X est DX = f0; 1; :::; 1200g et

p (un erreur quelconque se trouve à la page donnée) =
1

800
;

donc il s�agit d�une loi Binomiale de paramètres n = 1200 et p1 =
1

800
(i.e. X �

B

�
1200;

1

800

�
).

2. En appliquant la Proposition 2.57, on peut approximer la loi de la v.a.r X par la

loi de Poison de paramètre � =
1200

800
= 1:5 (i.e. � = 1:5).

3. a)

p (X = 0) = e�1:5
(1:5)0

0!
= e�1:5:

b)

p (X � 3) = 1� [p (X = 0) + p (X = 1) + p (X = 2)]

= 1�
"
e�1:5

(1:5)0

0!
+ e�1:5

(1:5)1

1!
+ e�1:5

(1:5)2

2!

#
= 1�

�
e�1:5

�
(1 + (1:5) + 1:125) ' 0:19:
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Solution de l�exercice 2.9.

Si r est la raison de la suite arithmétique, on a, pour k 2 f1; 2; :::; ng :

yk = r (k � 1) + y1:

Donc si l�on pose

Y = r (X � 1) + y1 = rX + y1 � r;

on obtient une variable aléatoire Y de support DY = fy1; :::; yng et de fonction de masse

dé�nie par :

p (Y = yk) = p (rX + y1 � r = rk + y1 � r) = p (X = k) =
1

n
:

La v.a.r Y suit donc une loi uniforme sur fy1; :::; yng :

Comme r =
yn � y1
n� 1 ; on a aussi

Y =
yn � y1
n� 1 X +

ny1 � yn
n� 1 :

Solution de l�exercice 2.10.

1. On a le support de S est DS = f0; 1; :::; ng ; donc d�aprés la Proposition 2.27, le

support de T est DT = f0; 1; :::; ng et pour tout k 2 f0; 1; :::; ng ; on a

p (T = k) = p (n� S = k) = p (S = n� k)

= Cn�kn an�k (1� a)k = Ckn (1� a)
k an�k;

car Cn�kn = Ckn pour tout k 2 f0; 1; :::; ng : Ainsi T � B (n; 1� a) (i.e. loi Binomiale de

paramètres n; 1� a):

2. On a le support de U est DU = f0; 1; :::; ng ; donc d�aprés la Proposition 2.27, le

support de V est DV = f0; 1; :::; ng et pour tout k 2 f0; 1; :::; ng ; on a

p (V = k) = p (n� U = k) = p (U = n� k) =
Cn�kN1

� CkN�N1
CnN

;

Ainsi V � H (N;N �N1; n) (i.e. loi Hypergéométrique de paramètres N;N �N1; n).
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Solution de l�exercice 2.11.

1. En utilisant la Proposition 2.23, on trouve

p (X � 7) = p (X 2 [7;+1[) = 1� FX (7) + pX (7)

or d�aprés la Proposition 2.19, on a

FX (7) =

7X
k=0

p (X = k) =
7X
k=0

Ck8

�
3

4

�k �
1� 3

4

�8�k
=

8X
k=0

Ck8

�
3

4

�k �
1� 3

4

�8�k
� C88

�
3

4

�8�
1� 3

4

�8�8
= 1�

�
3

4

�8
' 0:9;

et

pX (7) = p (X = 7) = C78

�
3

4

�7�
1� 3

4

�8�7
= 8�

�
3

4

�7
� 1
4
' 0:27;

d�où

p (X � 7) = 1� 0:9 + 0:27 = 0:37:

2. D�aprés la Proposition 2.44, on a

E (X) = 8� 3
4
= 6 et var (X) = 8� 3

4
�
�
1� 3

4

�
=
3

2
= 1:5:

Solution de l�exercice 2.12.

1. D�aprés la Proposition 2.29, on a

E (S (S � 1)) =
nX
k=0

k (k � 1) p (X = k) =
nX
k=0

k (k � 1)Cknak (1� a)
n�k

=
nX
k=0

k2Ckna
k (1� a)n�k �

nX
k=0

kCkna
k (1� a)n�k

= E
�
S2
�
� E (S) =

�
var (S) + [E (S)]2

�
� E (S)

= na (1� a) + n2a2 � na = n (n� 1) a2:

L�égalité l�avant dèrnière découle de la Proposition 2.44.
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2. On a pour tout t 2 R;

GS (t) =
nX
k=0

tk pS (k)

donc la dérivée 3 de la fonction GS est

G
(3)
S (t) =

nX
k=3

k (k � 1) (k � 2) tk�3 pS (k) =
nX
k=0

k (k � 1) (k � 2) tk�3 pS (k) ;

d�où

G
(3)
S (1) =

nX
k=0

k (k � 1) (k � 2) pS (k) = E [S (S � 1) (S � 2)] :

Comme GS (t) = (at+ 1� a)n ; alors

E [S (S � 1) (S � 2)] = n (n� 1) (n� 2) a3:

On a aussi

nX
k=0

k (k � 1) (k � 2) pS (k) =
nX
k=0

k3 pS (k)� 3
nX
k=0

k2 pS (k) + 2
nX
k=0

k pS (k)

ainsi

E
�
S3
�
= E [S (S � 1) (S � 2)] + 3E

�
S2
�
� 2E (S)

= n (n� 1) (n� 2) a3 + 3
�
na (1� a) + n2a2

�
� 2na

= n (n� 1) (n� 2) a3 + 3n (n� 1) a2 + na:

Solution de l�exercice 2.13.

a) 1. Si X est "le nombre de boules noires extraites", alors

X � H (10; 6; 2) :

2. D�aprés la Proposition 2.51, on trouve

E (X) = 2� 6

10
= 1:2
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et

var (X) = 2� 6

10
�
�
1� 6

10

�
� 10� 2
10� 1 ' 0:43:

b) 1. Si Y est "le nombre de boules blanches extraites", alors

X � B (2; 0:4) :

2. D�aprés la Proposition 2.44, on trouve

E (Y ) = 2� 0:4 = 0:8

et

var (Y ) = 2� 0:4� 0:6 = 0:48:

Solution de l�exercice 2.14.

Il est clair que le support de X est DX = f0; 1; 2g car

X (w) =

8>>><>>>:
0 si w =2 A et w =2 B

1 si w 2 A et w =2 B ou w 2 B et w =2 A

2 si w 2 A et w 2 B

:

1. Si les évènements A et B sont indépendants, alors la fonction de masse de X est

donnée par :

�p (X = 0) = p fw 2 
 : w =2 A et w =2 Bg = p
�
A \B

�
= p

�
A
�
p
�
B
�
= (1� p (A)) (1� p (B)) = (1� p1)2 ;

car les évènements A et B sont indépendants (voir la Proposition 1.40).

�p (X = 1) = p fw 2 
 : w 2 A et w =2 B ou w 2 B et w =2 Ag = p
��
A \B

�
[
�
A \B

��
= p

�
A \B

�
+ p

�
A \B

�
;

car les deux évènements A \ B et A \ B sont disjoints. Comme les évènements, A et
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B sont indépendants et A et B sont indépendants (voir la Proposition 1.40), on trouve

p (X = 1) = p (A) p
�
B
�
+ p (B) p

�
A
�
= p (A) (1� p (B)) + p (B) (1� p (A))

= 2p1 (1� p1) :

� p (X = 2) = p fw 2 
 : w 2 A et w 2 Bg = p (A \B)

= p (A) p (B) ;

car les évènements A et B sont indépendants. D�où

p (X = 2) = p21:

Ainsi

E (X) = 2p1

et

var (X) = (�1)2 � (1� p1)2 + 02 � 2p1 (1� p1) + 12 � p21 = 2p1 (1� p1) :

2. Si les évènements A et B sont incompatible (i.e. disjoints), alors la fonction de

masse de X est donnée par :

� p (X = 0) = p fw 2 
 : w =2 A et w =2 Bg = p
�
A \B

�
or

A =
�
A \B

�
[
�
A \B

�
et les évènements A \B et A \B sont incompatibles, d�où

p
�
A \B

�
= p

�
A
�
� p

�
A \B

�
de même

B =
�
A \B

�
[ (A \B)
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et les évènements A \B et A \B sont incompatibles, d�où

p
�
A \B

�
= p (B)� p (A \B) = p (B) ;

car les évènements A et B sont incompatible. Ainsi

p (X = 0) = p
�
A \B

�
= (1� p (A))� p (B) = 1� 2p1:

� p (X = 1) = p fw 2 
 : w 2 A et w =2 B ou w 2 B et w =2 Ag

= p
��
A \B

�
[
�
A \B

��
= p

�
A \B

�
+ p

�
A \B

�
;

car les deux évènements A \B et A \B sont disjoints. Comme

p
�
A \B

�
= p (B)� p (A \B) = p (B) ;

et de même

p
�
A \B

�
= p (A)� p (A \B) = p (A) ;

alors

p (X = 1) = p
�
A \B

�
+ p

�
A \B

�
= p (A) + p (B) = 2p1:

Il est clair que

p (X = 2) = 0;

ainsi le support de X se restreint à l�ensemble f0; 1g et donc X suit une loi Bernoulli de

paramètre 2p1: D�où

E (X) = 2p1 et var (X) = 2p1 (1� 2p1) :
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Chapitre 3

Variables aléatoires absolument

continues

Dé�nition 3.1 Soit (
; T; p) un espace de probabilité. Une variable aléatoire

X : 
 �! DX � R

est dite variable aléatoire continue si son support DX est un intervalle ou bien réunion

d�intervalles.

Exemple 3.2 1. Si on désigne par X : "la durée de vie d�une ampoule":

Il est clair que le support de X est DX = ]0;+1[ ; donc X est une variable absolument

continue.

2. Si on désigne par Y : "le temps d�attente avant l�arrivée du prochain bus", donc Y

est une variable absolument continue de support [0; 1min] :

3. Si on désigne par Z : "la moyenne des tailles de 20 étudiants pris au hasard", donc

Z est une variable absolument continue de support [�; �] :
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3.1 Loi de probabilité d�une variable aléatoire absol-

ument continue

3.1.1 Densité de probabilité d�une variable aléatoire absolument

continue

Pour la suite on suppose que toutes les variables aléatoires sont dé�nies sur l�espace de

probabilité (
; T; p) :

Dé�nition 3.3 Une fonction réelle positive est dite densité de probabilité ou bien

densité si
+1Z
�1

f (x) dx = 1:

Dé�nition 3.4 1. La variable aléatoire réelle X suit la loi de densité f ou bien la

variable aléatoire réelle X à pour densité la fonction f si pour tout intervalle I de R;

p (X 2 I) = p
�
X�1 (I)

�
=

Z
I

f (x) dx:

2. Si la variable aléatoire réelle X suit la loi de densité f; alors le support de X est

l�ensemble

DX = fx 2 R : fX (x) > 0g :

Exemple 3.5 1. La fonction f (x) =
1

� (1 + x2)
est une densité de probabilité d�une

variable aléatoire X de support DX = R: En e¤et :

+1Z
�1

f (x) dx =

+1Z
�1

1

� (1 + x2)
dx =

1

�

+1Z
�1

1

(1 + x2)
dx

=
1

�
arctg (x)]+1�1 =

1

�

��
2
�
�
��
2

��
= 1:

2. La fonction réelle

f (x) =

8<: �e��x si x � 0

0 sinon
= �e��x I[0;+1[ où � > 0;
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est une densité de probabilité d�une variable aléatoire X de support [0;+1[ : En e¤et :

+1Z
�1

f (x) dx =

+1Z
0

�e��xdx = �
+1Z
0

� �e��xdx

= �(e��x
�+1
0

= � (0� 1) = 1:

Remarque 3.6 i) Une variable aléatoire réelle continue possède une densité de probabilité

est dite variable aléatoire réelle absolument continue.

ii) La fonction densité d�une variable aléatoire réelle absolument continue n�est pas

forcément continue sur R; elle est continue par morceaux, (voir 2 de l�Exemple précédent).

3.1.2 Fonction de répartition d�une variable aléatoire absolu-

ment continue

Dé�nition 3.7 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonction

densité fX : La fonction de répartition de X notée FX est dé�nie par:

FX : R �! [0; 1]

x 7�! FX (x) = p (X � x)

où

p (X � x) =
xZ

�1

fX (t) dt:

Exemple 3.8 1. Soit X la v.a réelle de fonction densité fX dé�nie par

fX (x) =

8<:
1

b� a si x 2 [a; b]

0 sinon
=

1

b� a I[a;b] (x) où a; b 2 R:
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La fonction de répartition de X est donnée par :

FX (x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 si x < a
xZ
a

1

b� adt =
x� a
b� a si a � x � b

bZ
a

1

b� adt = 1 si x > b

=
x� a
b� a I[a;b] (x) + I]b;+1[ (x) :

2. Soit la v.a.r X de fonction de densité f (x) = �e��x I[0;+1[ où � > 0: La fonction

de répartition de X est

FX (x) =

8>>><>>>:
0 si x < 0
xZ
0

�e��tdt = �e��t
�x
0
= 1� e��x si x � 0

=
�
1� e��x

�
I[0;+1[:

Voici la courbe de la fonction de répartition FX
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D�aprés la dé�nition de la fonction de répartition d�une v.a réelle absolument continue,

on peut déduire une Proposition équivalente à la Dé�nition 3.4.

Proposition 3.9 La variable aléatoire réelle X suit la loi de densité f ou bien la

variable aléatoire réelle X à pour densité la fonction f si pour tout réels a; b tel que

a < b;

p (X 2 ]a; b]) =
bZ
a

f (x) dx:

� Propriétés de la fonction de répartition

Proposition 3.10 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité fX : La fonction

de répartition FX de X véri�e les propriétées suivantes :

i) lim
x!�1

FX (x) = 0 et lim
x!+1

FX (x) = 1;

ii) FX est croissante,

iii) FX est continue sur R et dérivable à gauche et à droite en tout points x 2 R; mais

la dérivée à gauche n�est pas forcément égale à la dérivée à droite (voir l�exemple précédent

ie Exemple 3.8).

De la dé�nition précédente on peut déduire imédiatement la Proposition suivante

Proposition 3.11 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité fX et de fonction

de répartition FX :

Si FX est dérivable en x0; alors

F
0

X (x0) = fX (x0) :

Remarque 3.12 La forme explicite de la fonction de répartition d�une v.a réelle absolu-

ment continue X; peut ne pas être déterminer, elle sera évaluer par approximation.

Exemple 3.13 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité

fX (x) =
1p
2�
e
�
1

2
x2

pour tout x 2 R:
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La fonction de répartition de X est donnée par :

FX (x) =

xZ
�1

fX (t) dt =

xZ
�1

1p
2�
e
�
1

2
t2

dt;

FX (x) ne peut pas être déterminer par une primitive classique, elle sera évaluer par

approximation.

3.1.3 Probabilité attachée à un intervalle

De la Dé�nition 3.4, on déduit la Proposition suivante.

Proposition 3.14 Soit X une v.a réelle absolument continue de densité fX et de fonction

de répartition FX : Pour tous nombres réels a; b tels que a < b; on a

i) p (X 2 ]a; b[) = p (X 2 [a; b[) = p (X 2 ]a; b]) = p (X 2 [a; b]) = FX (b)� FX (a) ;

ii) p (X 2 ]�1; b[) = p (X 2 ]�1; b]) = FX (b) ;

iii) p (X 2 ]a;+1[) = p (X 2 [a;+1[) = 1� FX (a) :

Démonstration. i)

p (X 2 ]a; b[) = p (X 2 [a; b[) = p (X 2 ]a; b])

= p (X 2 [a; b]) =
bZ
a

fX (t) dt

=

bZ
�1

fX (t) dt�
aZ

�1

fX (t) dt = FX (b)� FX (a) :

ii)

p (X 2 ]�1; b[) = p (X 2 ]�1; b]) =
bZ

�1

fX (t) dt = FX (b) :

83



iii)

p (X 2 ]a;+1[) = p (X 2 [a;+1[) =
+1Z
a

fX (t) dt

=

+1Z
�1

fX (t) dt�
aZ

�1

fX (t) dt = 1� FX (a) :

3.2 Paramètres d�une variable aléatoire absolument

continue

3.2.1 Valeur moyenne ou espérance mathématique d�une v.a.r

absolument continue

Dé�nition 3.15 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonction

de densité fX : On dit que X possède une espérance mathématique ou bien une

moyenne noté E (X) si l�intégrale

+1Z
�1

jxj fX (x) dx =
Z
DX

jxj fX (x) dx < +1; (i.e. existe).

Dans ce cas on a

E (X) =

+1Z
�1

x fX (x) dx =

Z
DX

x fX (x) dx:

Exemple 3.16 1. Si X à pour densité de probabilité fX (x) = �e��x I[0;+1[: Alors

�
+1Z
�1

jxj fX (x) dx =
+1Z
0

jxj�e��xdx =
+1Z
0

�x e��xdx:
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En utilisant l�intégration par partie une fois on trouve,

+1Z
�1

jxj fX (x) dx =
+1Z
0

jxj�e��xdx =
+1Z
0

�x e��xdx =
1

�
;

d�où X possède une espérance mathématique.

Il est clair que

E (X) =

+1Z
�1

x fX (x) dx =
1

�
:

2. Si X à pour densité de probabilité fX (x) =
1

� (1 + x2)
pout tout x 2 R; alors la

variable aléatoire X n�admet pas un moment d�ordre 1 (un espérance). En e¤et :

+1Z
�1

jxj f (x) dx =

+1Z
�1

jxj
� (1 + x2)

dx

=
1

�

24� 0Z
�1

x

(1 + x2)
dx+

+1Z
0

x

(1 + x2)
dx

35
=

2

�

+1Z
0

x

(1 + x2)
dx =

2

�
ln
�
1 + x2

��+1
0

= +1:

3.2.2 Variance d�une v.a.r absolument continue

� Moment d�ordre k d�une v.a.r absolument continue

Dé�nition 3.17 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonction

de densité fX : On dit que X possède un moment d�ordre k noté E
�
Xk
�
(k 2 N�) si

E
�
jXjk

�
=

+1Z
�1

jxjk fX (x) dx =
Z
DX

jxjk fX (x) dx < +1:

Dans ce cas

E
�
Xk
�
=

+1Z
�1

xkfX (x) dx =

Z
DX

xkfX (x) dx:

Dé�nition 3.18 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonction

densité fX : Si X possède un moment d�ordre 2 (E
�
jXj2

�
< +1), alors la variance de
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la v.a X; notée var (X) ou bien �2X est donnée par :

var (X) = E
�
(X � E (X))2

�
:

La quantité
p
var (X) notée �X est appelée l�écart quadratique moyen ou l�écart

type de la variable aléatoire X:

Remarque 3.19 i) Lorsqu�une v.a.r absolument continue X véri�e V ar(X) = 1; on dit

que la variable est réduite,

ii) la variance d�une v.a.r absolument continue X peut s�éxprimer par

var (X) = E
�
X2
�
� [E (X)]2 :

� Propriétés

Proposition 3.20 Soit X réelle absolument continue de support DX ; de fonction densité

fX ; d�espérance E (X) et de variance var (X) : Pour tous réels a; b; on a :

i) E (aX + b) = aE (X) + b;

ii) var (aX + b) = a2 var (X) ;

ii) E (a) = a et var (a) = 0:

3.3 Transformation de variables aléatoires absolument

continues

Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue de support DX et de fonction

de densité fX et soit h une application de DX vers un sous ensemble E de R: Alors on

distingue deux cas, le cas où E est dénombrable et l�autre cas, E est sous forme d�un

intervalle ou bien réunion d�intervalles.

3.3.1 Cas discrète

Théorème 3.21 (Théorème de transfert) Soit X une v.a réelle absolument continue

de support DX et de fonction de densité fX et soit h : DX �! E � R une appli-
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cation telle que h (DX) est un sous ensemble dénombrable de R: Alors l�application

Y = h �X = h (X) : 
 �! E � R

w 7�! Y (w) = h (X (w))

est une v.a réelle discrète de support DY = h (DX) et de fonction de masse pY dé�nie par

pY (y) =

8>>><>>>:
Z

ft = h(t)=yg

fX (x) dx si y 2 DY

0 sinon

:

Exemple 3.22 Soit X la v.a.r de densité de probabilité la fonction fX dé�nie par

fX (x) = �e
��tI[0;+1[ ; � > 0;

et soit la fonction h dé�nie par h (x) = [x] (la partie entière de x): Alors l�application

Y = h �X = h (X) = [X]

est une v.a réelle discrète de support

DY = h (DX) = h ([0;+1[) = f0; 1; :::g = N

et de fonction de masse pY dé�nie par:

Pour tout k 2 N;

pY (k) = p (Y = k) = p ([X] = k) = p (k � X < k + 1)

=

k+1Z
k

fX (x) dx = FX (k + 1)� FX (k)

=
�
1� e��(k+1)

�
�
�
1� e��k

�
= e��k

�
1� e��

�
;

car la fonction de répartition de X est FX (t) = 1� e��t (voir l�Exemple 3.8).
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Il est facile de voir que

k+1Z
k

fX (x) dx =

Z
ft = [t]=kg

fX (x) dx:

Remarque 3.23 Dans l�Exemple précédent il est clair que la fonction pY représente une

loi de probabilité, en e¤et :

+1X
k=0

pY (k) =
+1X
k=0

e��k
�
1� e��

�
=
�
1� e��

� +1X
k=0

�
e��
�k

=
�
1� e��

�
� 1

1� e�� = 1;

car
+1X
k=0

�
e��
�k
est série géométrique de raison e��:

3.3.2 Cas Continue

Théorème 3.24 (Théorème de transfert) Soit X une v.a réelle absolument continue

de support DX et de fonction de densité fX et soit h : DX �! E � R une fonction

strictement monotone et continuement dérivable sur DX : Alors l�application

Y = h �X = h (X) : 
 �! E � R

w 7�! Y (w) = h (X (w))

est une v.a réelle absolument continue de support DY = h (DX) et de fonction de densité

fY dé�nie par

fY (y) =

8><>:
fX (h

�1 (y))

jh0 (h�1 (y))j si y 2 DY

0 sinon
:

Exemple 3.25 Si X a pour densité fX (x) =
1p
2�
e
�
x2

2 et si Y = h (X) = 2X + 3:

Il est clair que la fonction h véri�e les conditions du Théorème précédent, d�où la

variable aléatoire Y = h (X) est absolument continue, de support DY = h (DX) = R et de

fonction de densité

fY (y) =
fX (h

�1 (y))

jh0 (h�1 (y))j pour tout y 2 R:
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Comme h�1 (y) =
y � 3
2
; alors pour tout y 2 R

fY (y) =
fX (h

�1 (y))

jh0 (h�1 (y))j =

1p
2�
e
�

�
y � 3
2

�2
2

2
=

1

2
p
2�
e
�

�
y � 3
2

�2
2

=
1

2
p
2�
e
�
1

2

(y � 3)2

4 :

Proposition 3.26 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonc-

tion densité fX et soit h : DX �! E � R une fonction continue sur DX sauf,

éventuellement, en un nombre �ni de points. Si l�intégrale

+1Z
�1

h (x) fX (x) dx est absolu-

ment convergente, alors l�espérance de la variable aléatoire Y = h (X) ; peut s�exprimer

par :

E (h (X)) =

+1Z
�1

h (x) fX (x) dx =

Z
DX

h (x) fX (x) dx:

Si dans le Théorème de transfert (Théorème 3.24), la condition de monotonie de la

fonction h n�est pas véri�é, en utilisant la Proposition précédente on déduit le Théorème

suivant qui exprime la loi de la v.a. h (X) :

Théorème 3.27 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonction

de densité fX et soit h : DX �! E � R une fonction continuement dérivable sur

DX : Alors l�application

Y = h �X = h (X) : 
 �! E � R

w 7�! Y (w) = h (X (w))

est une v.a réelle absolument continue de support DY = h (DX) et de fonction de densité

fY déduite par le calcul suivant :

Pour toute fonction continue ' et en utilisant le changengement du variable hy = h (x)i ;

on a

E (' [h (X)]) =

Z
DX

' [h (x)] fX (x) dx =

Z
DY

' (y) fY (y) dy
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où fY est la fonction de densité de la variable aléatoire Y = h (X) :

Exemple 3.28 Si X une variable aléatoire de densité fX (x) =
1p
2�
e
�
x2

2 et Y =

h (X) = jXj :

Il est clair que le support de la v.a Y est DY = [0;+1[ : Pour déterminer la fonction

du densité de la variable Y; en e¤et : soit la fonction continue '; alors

E (' [jXj]) =

+1Z
�1

' (jxj) 1p
2�
e
�
x2

2 dx = 2

+1Z
0

' (x)
1p
2�
e
�
x2

2 dx

=

+1Z
�1

' (jxj)

264 2p
2�
e
�
x2

2 I[0;+1[

375 dx = +1Z
�1

' (y) fY (y) dy;

d�où d�aprés le Théorème 3.27, la fonction de densité de la v.a Y = jXj est

fY (y) =
2p
2�
e
�
y2

2 I[0;+1[:

3.4 Fonctions remarquables liées à une variable aléa-

toire absolument continue

3.4.1 Fonction génératrice des moments d�une variable aléatoire

absolument continue

Dé�nition 3.29 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonction

de densité fX : Si E
�
eXt
�
existe sur ]��; �[ (� > 0) ; on dé�nie la fonction génératrice

des moments de la v.a X noté MX par :

MX : R �! E � R

t 7�! MX (t) = E
�
eXt
�

à savoir

MX (t) =

+1Z
�1

ext fX (x) dx =

Z
DX

ext fX (x) dx:
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Proposition 3.30 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonc-

tion de densité fX : La fonction génératrice des moments MX de la v.a X véri�e les

propriétés suivantes:

i) MX est a valeurs dans [0;+1[ et MX (0) = 1;

ii) MX caractérise la loi de X (i.e. si deux variable ont la même fonction génératrice,

alors elle ont la même loi),

iii) si E
�
jXjk

�
< +1; alors la fonction MX est dérivable k fois en 0 et et la dérivée

ki�eme en zéro vaut

M
(k)
X (0) = E

�
Xk
�
:

3.4.2 Fonction caractéristique d�une variable aléatoire réelle ab-

solument continue

Dé�nition 3.31 Soit X une v.a réelle absolument continue de support DX et de fonction

de densité fX : On appelle fonction caractéristique de la v.a X la fonction réelle 'X

dé�nie par :

'X : R �! C

t 7�! 'X (t) = E
�
eiXt

�
à savoir

'X (t) =

+1Z
�1

eixt fX (x) dx =

Z
DX

eixt fX (x) dx;

où i est le nombre complexe qui véri�e i2 = 1:

Remarque 3.32 La fonction caractéristique 'X d�une variable aléatoire absolument con-

tinue X de fonction de densité fX est bien dé�nie sur R; en e¤et :

j'X (t)j �
+1Z
�1

��eixt�� fX (x) dx = +1Z
�1

fX (x) dx = 1;

d�où l�intégrale

+1Z
�1

eixt fX (x) dx est absolument convergente, ainsi la fonction 'X est bien

dé�nie pour tout t 2 R:
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Proposition 3.33 Soit X une v.a réelle absolument continue de fonction caractéristique

'X : Alors

i) Pour tout t 2 R : j'X (t)j � 1;

ii) 'X (0) = 1;

iii) pour tout t 2 R : 'X (�t) = 'X (t) (où 'X (t) est le conjugué du nombre complexe

'X (t)),

iv) pour tout réels a; b : 'aX+b (t) = e
ibt'X (at) ; 8t 2 R;

v) 'X est continue sur R:

Remarque 3.34 La fonction caractéristique d�une variable aléatoire X discrète (resp.

continue) caractérise sa loi de probabilité c�est-à-dire si on connait la fonction caractéris-

tique 'X d�une variable aléatoire X; on connait sa loi pX (resp. fX). Autrement dit, si

deux variables aléatoires ont même fonction caractéristique, elles ont même loi.

Le Théorème suivant montre cette remarque dans le cas oùX une v.a réelle absolument

continue de support DX et de fonction de densité fX :

Théorème 3.35 Si 'X est la fonction caractéristique d�une variable aléatoire X et si 'X

est intégrable sur R i.e.
+1Z
�1

j'X (x)j dx < +1;

alors la v.a X admet une densité de probabilité dé�nie par

fX (x) =
1

2�

+1Z
�1

e�ixt 'X (t) dt; 8x 2 R:

Exemple 3.36 Si X est une v.a réelle absolument continue de fonction caractéristique

'X (t) = e
�jtj; alors sa fonction de densité est

fX (x) =
1

� (1 + x2)
; 8x 2 R:
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En e¤et :

fX (x) =
1

2�

+1Z
�1

e�ixt 'X (t) dt

=
1

2�

+1Z
�1

e�ixt e�jtjdt

=
1

2�

24 0Z
�1

e�ixt+tdt+

+1Z
0

e�ixt�tdt

35
=

1

2�

"
e(1�ix)t

(1� ix)

�0
�1

+
�e�(1+ix)t
(1 + ix)

�0
�1

#

=
1

2�

�
1

(1� ix) +
1

(1 + ix)

�
=

1

2�

(1� ix) + (1 + ix)
(1� ix) (1 + ix) =

1

� (1 + x2)
:

Proposition 3.37 Si X est une variable aléatoire réelle admettant un moment d�ordre

n; alors la fonction caractéristique de X est de classe Cn et on a :

8k 2 f1; :::; ng : '(k)X (0) = ikE
�
Xk
�

où '(k)X (0) désigne la dérivée d�ordre k de la fonction 'X au point 0:

En particulier, si X admet un moment d�ordre 2 et est centrée avec une variance �2;

on a le d´ eveloppement limité en 0 :

'X (t) = 1�
�2t2

2
+ o

�
t2
�
:

3.5 Quelques inégalitées remarquables

Les inégalités suivantes sont valables pour toutes les variables aléatoire réelles soit discrètes

ou bien absoluments continues. Mais les preuves dans cette partie sont donnés juste dans

le cas des variables aléatoire réelles absoluments continues.
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3.5.1 Inégalité de Markov

Proposition 3.38 Soit X une v.a positive de support DX et de fonction de densité fX ;

tel que E (jXj) < +1; alors pour tout a > 0;

p (X � a) � E (X)

a
:

Démonstration. Comme la v.a X est positive, on a

E (X) =

+1Z
0

x fX (x) dx �
+1Z
a

x fX (x) dx;

car la fonction x fX (x) est positive. Donc

E (X) �
+1Z
a

x fX (x) dx � a
+1Z
a

fX (x) dx = a p (X > a)

ainsi

p (X � a) � E (X)

a
:

3.5.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 3.39 Soit X une v.a réelle absolument continue de moyenne � et de vari-

ance �2; alors pour tout " > 0

p (jX � �j � ") � �2

"2
:

Démonstration. Il est clair que pour tout " > 0

p (jX � �j � ") = p
�
jX � �j2 � "2

�
:
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En appliquant l�inégalité de Markov à la v.a positive jX � �j2 ; on trouve

p (jX � �j � ") = p
�
jX � �j2 � "2

�
�

E
�
jX � �j2

�
"2

=
var (X)

"2
=
�2

"2
:

3.6 Variables aléatoires absoluments continues usuelles

3.6.1 Loi Uniforme

Dé�nition 3.40 La variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur l�intervalle

[a; b] (�1 < a < b < +1) et on note X � U[a;b]; si elle a une densité f constante sur

cet intervalle et nulle en dehors. On a alors

fX (x) =

8<:
1

b� a si x 2 [a; b]

0 sinon
=

1

b� a I[a;b] où a; b 2 R:

La fonction de répartition FX est a¢ ne par morceaux :

FX (x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 si x < a
xZ
a

1

b� adt =
x� a
b� a si a � x < b

bZ
a

1

b� adt = 1 si x � b

La règle suivante permet en général d�éviter les calculs d�intégrales pour évaluer la

quantité P (X 2 B) lorsque B est une réunion �nie ou dénombrable d�intervalles (voir

l�exercice 8.2).

Proposition 3.41 Si X suit la loi uniforme sur [a; b]; alors pour tout intervalle I de R;

p (X 2 I) = l ([a; b] \ I)
l ([a; b])

;
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où l (J) désigne la longueur de l�intervalle J:

En particulier pour I = [a; b] on voit que p(X 2 [a; b]) = 1. Ainsi une variable aléatoire

de loi uniforme est bornée. Elle a donc des moments de tout ordre.

Calculons l�espérance et la variance.

Proposition 3.42 Si X suit la loi uniforme sur [a; b], son espérance et sa variance sont

données par :

E (X) =
a+ b

2
et var (X) =

(b� a)2

12
:

Démonstration.

� E (X) =

+1Z
�1

x fX (x) dx =

+1Z
�1

x
1

b� a I[a;b]dx

=

bZ
a

x
1

b� adx =
1

b� a

bZ
a

xdx

=
1

b� a
x2

2

�b
a

=
b2 � a2
2 (b� a) =

a+ b

2
:

Le moment d�ordre deux se calcule de la même façon.

� E
�
X2
�
=

+1Z
�1

x2 fX (x) dx =

+1Z
�1

x2
1

b� a I[a;b]dx

=

bZ
a

x2
1

b� adx =
1

b� a

bZ
a

x2dx

=
1

b� a
x3

3

�b
a

=
b3 � a3
3 (b� a)

=
(b� a) (a2 + ab+ b2)

3 (b� a) =
(a2 + ab+ b2)

3
;

donc

var (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=
(a2 + ab+ b2)

3
�
�
a+ b

2

�2
=
(b� a)2

12
:
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3.6.2 Loi Exponentielle

Dé�nition 3.43 Soit � un réel strictement positif. La variable aléatoire réelle X suit la

loi Exponentielle de paramètre � et on note X � � (�) ; si elle admet pour densité

f (x) =

8<: �e��x si x � 0

0 sinon
= �e��x I[0;+1[:

Proposition 3.44 Si X suit la loi exponentielle de paramètre �; son espérance et sa

variance sont données par :

E (X) =
1

�
et var (X) =

1

�2
:

Démonstration. Pour l�espérance de X voir l�Exemple 3.15.

Pour le calcul du moment d�ordre 2 et de la variance de X; on a :

� E
�
X2
�
=

+1Z
�1

x2 fX (x) dx =

+1Z
�1

x2 �e��x I[0;+1[dx =

+1Z
0

� x2e��xdx:

On fait l�intégration par partie hu = x2 ) u
0
= 2x et v

0
= �e��x ) v = �e��xi on trouve

E
�
X2
�
= �x2e��x

�+1
0

+
2

�

+1Z
0

� xe��xd

=
2

�
E (X) =

2

�2
;

d�où

var (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=
2

�2
� 1

�2
=
1

�2
:
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3.6.3 Loi Gamma

Fonction Gamma

Dé�nition 3.45 Soit r un réel strictement positif, la fonction Gamma noté � (r) est

l�intégral généralisée

� (r) =

+1Z
0

e�xxr�1dx:

Proposition 3.46 Soit r un réel strictement positif, alors

i) � (r) = (r � 1) � (r � 1) ;

ii) � (n) = (n� 1)!; pour tout n 2 N�;

iii) � (1) = 1 et �
�
1

2

�
=
p
�:

Dé�nition 3.47 Une variable aléatoire réelle absolument continueX suit la loi Gamma

de paramètres � et r (� > 0; r > 0) si sa fonction de densité s�écrit

fX (x) =

8><>:
�r

� (r)
e��x xr�1 si x � 0

0 sinon
=

�r

� (r)
e��x xr�1I[0;+1[:

On notera X � ��;r:

Proposition 3.48 Si X suit la loi Gamma de paramètres �; r; son espérance et sa vari-

ance sont données par :

E (X) =
r

�
et var (X) =

r

�2
:

Démonstration.

�E (X) =
+1Z
�1

xfX (x) dx =

+1Z
0

x
�r

� (r)
e��x xr�1dx =

�r

� (r)

+1Z
0

e��x xrdx:

En utilisant le changement de variable hy = �x; dy = �dxi; on trouve

E (X) =
�r

� (r)

+1Z
0

e�y
�y
�

�r dy
�
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=
1

� � (r)

+1Z
0

e�y yrdy

=
� (r + 1)

� � (r)
=
r� (r)

� � (r)
=
r

�
:

� E
�
X2
�
=

+1Z
�1

x2 fX (x) dx =

+1Z
�1

x2
�r

� (r)
e��x xr�1dx

=
�r

� (r)

+1Z
0

e��x xr+1dx:

En utilisant le changement de variable hy = �x; dy = �dxi; on trouve

E
�
X2
�
=

�r

� (r)

+1Z
0

e�y
�y
�

�r+1 dy
�
=

1

�2 � (r)

+1Z
0

e�y yr+1dy

=
� (r + 2)

� � (r)
=
r (r + 1)� (r)

�2 � (r)
=
r (r + 1)

�2
:

d�où

var (X) = E
�
X2
�
� E2 (X) = r (r + 1)

�2
�
� r
�

�2
=
r

�2
:

Remarque 3.49 1. La loi Gamma de paramètres �; 1 n�est autre que la loi exponentielle

de paramètre �:

2. La loi Gamma de paramètres � =
1

2
; r =

n

2
(n 2 N�) est appelée loi de Chi-deux à

n degrés de liberté notée �2n:

3.6.4 Loi Normale

Dé�nition 3.50 On dit que la variable aléatoire X suit la loi Gaussienne ouNormale

de paramètres m;�2 et on note X � N (m;�2) ; si elle a pour densité la fonction :

fX (x) =
1

�
p
2�
e
�
(x�m)2

2�2 :
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La loi N(0; 1) est appelée loi Normale standard ou loi Normale centré réduite.

Voici la courbe de la fonction de densité de la loi N (m;�2)

Tous les calculs de probabilités concernant une variable aléatoire de loi N (m;�2)

peuvent se ramener à des calculs sur une variable de loi normale standard.

Proposition 3.51 Si la variable aléatoire X suit la loi N (m;�2) alors Y =
X �m
�

suit

la loi N (0; 1) :

Démonstration. En utilisant la Proposition 3.8, on calcule P (a < Y � b) pour a et

b réels quelconques (a < b),

P (a < Y � b) = P (a < X �m
�

� b) = P (a� +m < X � b� +m)

=

b�+mZ
a�+m

1

�
p
2�
e
�
(x�m)2

2�2 dx:

Il su¢ t alors de faire le changement de variable y =
x�m
�

pour obtenir

8a 2 R;8b > a : P (a < Y � b) =
bZ
a

1p
2�
e
�
y2

2 dy
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Donc Y a pour densité de probabilité
1p
2�
e
�
y2

2 ; d�où Y =
X �m
�

suit la loi N (0; 1) :

Proposition 3.52 Si la variable aléatoire X suit la loi N (m;�2) ; alors

E (X) = m et var (X) = �2:

Démonstration. La variable aléatoire Y =
X �m
�

suit la loi N(0; 1) et l�on a

X = �Y +m. Il su¢ t donc de montrer que E (Y ) = 0 et var (Y ) = 1:

� E (Y ) =

+1Z
�1

y
1p
2�
e
�
y2

2 dy = � 1p
2�

+1Z
�1

� ye
�
y2

2 dy

= � 1p
2�

0B@e�y
2

2

375
�1

+1

= 0:

� E
�
Y 2
�
=

+1Z
�1

y2
1p
2�
e
�
y2

2 dy = � 1p
2�

+1Z
�1

� y2e
�
y2

2 dy:

En utilisant l�intégration par partie, on pose

* u = y ) u
0
= 1

v0 = �ye
�
y2

2 ) v = e
�
y2

2

+

on trouve

� E
�
Y 2
�
= � 1p

2�

8><>:ye�
y2

2

375
�1

+1

�
+1Z
�1

e
�
y2

2 dy

9>=>; = 1;

car

lim
y!�1

ye
�
y2

2 = lim
y!+1

ye
�
y2

2 = 0 et

+1Z
�1

e
�
y2

2 dy =
p
2� (Intégral de Gauss).

Ainsi

var (X) = E
�
X2
�
� E2 (X) = 1:
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3.6.5 Loi de Cauchy

Dé�nition 3.53 On dit que la variable aléatoireX suit la loi de Chauchy de paramètres

�; � (� > 0 � 2 R) si elle a pour densité la fonction :

fX (x) =
�

�

1

�2 + (x� �)2
; pour tout x 2 R:

On notera X � C (�; �) :

Si � = 1 et � = 0; alors X � C (1; 0) ; sa densité de probabilité est

fX (x) =
1

�

1

1 + x2
pour tout x 2 R:

Remarque 3.54 Si X � C (1; 0) ; alors E (X) n�existe pas (voir l�Exemple 3.15).

Le tableau suivant exprime la fonction génératrice, la fonction génératrice des mo-

ments et la fonction caractéristique de quelques variables aléatoires usuelles absolument

continues.

v:a f.g.m MX (t) f.c 'X (t)

U[a;b]

etb � eta
t (b� a) si t 6= 0

1 si t = 0

eitb � eita
it (b� a) si t 6= 0

1 si t = 0

��;r

�
�

�� t

�r
si t < �;

�
�

�� it

�r
� (�)

�

�� t si t < �
�

�� it
N (m;�2) exp

�
mt+

�2t2

2

�
exp

�
imt� �

2t2

2

�
N (0; 1) exp

�
t2

2

�
exp

�
�t

2

2

�
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3.7 Exercices

Exercice 3.1. Soit la fonction réelle f dé�nie par

f (x) = kx (1� x) I]0;1[ (x) k > 0:

1. Déterminer la constante k pour que f une densité de probabilité d�une variable

aléatoire X:

2. Déterminer la fonction de répartition FX de la variable aléatoire X:

3. Calculer E (X) ; E (X2) et var (X) :

Exercice 3.2. a- Soit � un réel strictement positif et soit la fonction réelle f dé�nie

par :

f (x) =

8<:
2x

�2
si x 2 [0; �]

0 sinon
:

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

b- Soit X la variable aléatoire de fonction densité f:

1. Calculer E (X) ; E (X2) et var (X) en fonction de �:

2. Evaluer P (X <
�

4
):

Exercice 3.3. La consommation journalière en eau d�une aglomération au cours du

mois de juillet est une variable aléatoire X dont la densité fX à la forme :

fX(x) = c(x� a)(b� x)1]a;b[(x); x 2 R;

où a; b; c sont des constantes strictement positives (a < b).

1. Véri�er que l�on a pour tout n 2 N :

bZ
a

(x� a)n (b� x) dx = (b� a)n+2

(n+ 1) (n+ 2)
:

2. Exprimer la constante c en fonction de a et b:

3. Calculer E (X � a) et E
�
(X � a)2

�
: En déduire E (X) et var (X) :

4. Déterminer la fonction de répartition FX de la variable aléatoire X:
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5. Donner une approximation à la quantité p (X > a+ 2) :

Exercice 3.4. SoitX une variable aléatoire de densité fX et de fonction de répartition

FX : X est dite symétrique par rapport à � si

p (X � �+ x) = p (X � �� x) 8x 2 R:

1. Montrer que si X est dite symétrique par rapport à �; alors

FX (�� x) = 1� FX (�+ x) 8x 2 R:

2. Si X est symétrique par rapport à �; on peut déduire que

fX (�� x) = fX (�+ x) 8x 2 R;

montrer alors que si X est symétrique par rapport à � et E (jXj) < +1; on a

E (X) = �:

Exercice 3.5. Soit f la fonction dé�nie sur R par :

f (x) =

8<: a� 3x si x < 0

a� 3�x si x � 0

1. Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité. Déterminer la fonction de

répartition de X: Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.

3. On pose Y = 3X . Déterminer la fonction de répartition de Y: Y admet-elle une

espérance?

Exercice 3.6. Soit X une variable aléatoire de loi N (0; 1) :

1. Calculer E (X2n+1) pour tout n 2 N;
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2. On pose cn = E (X2n) : Montrer en intégrant par partie que

8n 2 N : cn =
1

2n+ 1
cn+1:

3. En déduire une formule explicite pour E (X2n) :

Exercice 3.7. a- Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale standard

N (m;�2) :

1. Détèrminer la fonction de densité de la variable aléatoire Y = �X + � (�; � 2 R):

2. Sim = 0 et � = 1; détèrminer la fonction de densité de la variable aléatoire Z = X2:

b- Soit X une variable aléatoire qui suit une loi Gamma ��;r:

Détèrminer la fonction de densité de la variable aléatoire T = �X (� 2 R).

Exercice 3.8. Soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f: On

note FX la fonction de répartition de X: Montrer que

E (X) =

+1Z
0

(1� FX (x)) dx:

Exercice 3.9. On suppose que la durée de vie d�un disque dur est distribuée selon une

loi exponentielle. Le fabricant veut garantir que le disque dur a une probabilité inférieure

à 0:001 de tomber en panne sur un an. Quelle durée de vie moyenne minimale doit avoir

le disque dur ?

Exercice 3.10. D�après une étude récente, la taille des femmes françaises est dis-

tribuée selon une loi normale de moyenne m = 1; 58 et d�écart-type � = 0; 06: Pour

produire un stock de vêtements, un fabricant souhaite utiliser cette loi.

1. Il commence par déterminer un intervalle de la forme [m�a;m+a] (donc symétrique

autour de la moyenne) contenant en moyenne 90 % (environ) des tailles des femmes

françaises. Calculer a.

2. Il en déduit trois tailles, S, M et L, correspondant respectivement aux intervalles

[m�a;m� a
3
]; [m� a

3
;m+

a

3
] et [m+

a

3
;m+a]: Calculer le pourcentage de la production

qui doit être a¤ecté à chaque taille.
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Solutions des exercices

Solution de l�exercice 3.1.

1.

f est une densité de probabilité,
+1Z
�1

f (x) dx = 1:

+1Z
�1

f (x) dx = 1,
+1Z
�1

kx (1� x) I]0;1[ (x) dx = 1

, k

1Z
0

x (1� x) dx = 1

, k

1Z
0

�
x� x2

�
dx = 1

, k

 
x2

2
� x

3

3

�1
0

!
= 1

, k

�
1

2
� 1
3

�
= 1, k = 6:

2. La fonction de répartition de la v.a.X est la fonction réelle FX dé�nie par

FX (x) = p (X � x) =
xZ

�1

f (t) dt =

xZ
�1

6t (1� t) I]0;1[ (t) dt;

alors,

si x � 0 :

FX (x) =

xZ
�1

0dt = 0;

si 0 < x < 1 :

FX (x) =

xZ
0

6t (1� t) dt = 6
�
t2

2
� t

3

3

�x
0

�
=
�
3x2 � 2x3

�
;

si x � 1 :

FX (x) =

1Z
0

6t (1� t) dt = 1;
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d�où

FX (x) =

8>>><>>>:
0 si x � 0

3x2 � 2x3 si 0 < x < 1

1 si x � 1

:

3.

� E (X) =

+1Z
�1

x f (x) dx =

+1Z
�1

x
�
6x (1� x) I]0;1[ (x)

�
dx

= 6

1Z
0

x2 (1� x) dx = 6
 
x3

3
� x

4

4

�1
0

!

= 6

�
1

3
� 1
4

�
= 0:5;

� E
�
X2
�
=

+1Z
�1

x2 f (x) dx =

+1Z
�1

x2
�
6x (1� x) I]0;1[ (x)

�
dx

= 6

1Z
0

x3 (1� x) dx = 6
 
x4

4
� x

5

5

�1
0

!
= 6

�
1

4
� 1
5

�
= 0:3;

d�où

var (X) = E
�
X2
�
� (E (X))2 = 0:3� (0:5)2 = 0:05:

Solution de l�exercice 3.2.

a- Il est clair que la fonction f est positive, donc pour démontrer que f représente une

densité de probabilité il su¢ t de montrer que

+1Z
�1

f (x) dx = 1:

�
+1Z
�1

f (x) dx =

+1Z
�1

2x

�2
I[0;�] (x) dx =

�Z
0

2x

�2
dx

=
1

�2

�Z
0

2xdx =
1

�2

�
x2
��
0

�
=
�2

�2
= 1:
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b- 1.

� E (X) =

+1Z
�1

x f (x) dx =

+1Z
�1

x

�
2x

�2
I[0;�] (x)

�
dx

=
2

�2

�Z
0

x2dx =
2

�2

 
x3

3

��
0

!

=
2

�2

�
�3

3

�
=
2

3
�;

� E
�
X2
�
=

+1Z
�1

x2 f (x) dx =

+1Z
�1

x2
�
2x

�2
I[0;�] (x)

�
dx

=
2

�2

�Z
0

x3dx =
2

�2

 
x4

4

��
0

!
=
2

�2

�
�4

4

�
=
�2

2
;

d�où

var (X) = E
�
X2
�
� [E (X)]2 = �2

2
�
�
2

3
�

�2
=
1

18
�2:

2.

p

�
X <

�

4

�
=

�
4Z

�1

f (x) dx =

�
4Z

�1

2x

�2
I[0;�] (x) dx =

�
4Z
0

2x

�2
dx

=
1

�2

�
x2
� �
4

0

�
=
1

�2

�
�

4

�2
=
1

16
' 0:06:

Solution Exercice 3.3.

1.

bZ
a

(x� a)n (b� x) dx =

bZ
a

(x� a)n (b� a+ a� x) dx

=

bZ
a

(x� a)n (b� a) dx+
bZ
a

(x� a)n (a� x) dx

= (b� a)
bZ
a

(x� a)n dx�
bZ
a

(x� a)n+1 dx
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= (b� a)

0@ (x� a)n+1
n+ 1

#b
a

1A�
0@ (x� a)n+2

n+ 2

#b
a

1A
=

(b� a)n+2

n+ 1
� (b� a)

n+2

n+ 2
=

(b� a)n+2

(n+ 1) (n+ 2)
:

2. fX est une densité de probabilité, alors

+1Z
�1

f (x) dx = 1:

�
+1Z
�1

f (x) dx =

+1Z
�1

c(x� a)(b� x)1]a;b[(x)dx =
bZ
a

c(x� a)(b� x)dx:

En utilisant la question 1, on trouve

+1Z
�1

f (x) dx = 1, c
(b� a)3

6
= 1, c =

6

(b� a)3
:

3. En utilisant la Proposition 3.26, on trouve

�E (X � a) =

+1Z
�1

(x� a) f (x) dx

=

+1Z
�1

(x� a)2
�

6

(b� a)3
(x� a)(b� x)1]a;b[(x)

�
dx

=
6

(b� a)3

bZ
a

(x� a)2(b� x)dx:

En utilisant la question 1, on trouve

E (X � a) = 6

(b� a)3

bZ
a

(x� a)2(b� x)dx = 6

(b� a)3
(b� a)4

12
=
b� a
2
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et

�E (X � a)2 =

+1Z
�1

(x� a)2 f (x) dx

=

+1Z
�1

(x� a)2
�

6

(b� a)3
(x� a)(b� x)1]a;b[(x)

�
dx

=
6

(b� a)3

bZ
a

(x� a)3(b� x)dx:

En utilisant la question 1, on trouve

E
�
(X � a)2

�
=

6

(b� a)3

bZ
a

(x� a)3(b� x)dx

=
6

(b� a)3
(b� a)5

20
=
3 (b� a)2

10
:

Comme

E (X � a) = E (X)� a;

alors,

E (X) = E (X � a) + a = b� a
2

+ a =
a+ b

2
:

On a aussi

E
�
(X � a)2

�
= E

�
X2 � 2aX + a2

�
= E

�
X2
�
� 2aE (X) + a2;

donc

E
�
X2
�
= E

�
(X � a)2

�
+ 2aE (X)� a2

=
3 (b� a)2

10
+ 2a

(a+ b)

2
� a2 = 3b2 + 3a2 + 4ab

10
;
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ainsi

var (X) = E
�
X2
�
� [E (X)]2 = 3b2 + 3a2 + 4ab

10
�
�
a+ b

2

�2
=

(b� a)2

20
:

4. La fonction de répartition de la v.a X est la fonction réelle FX dé�nie par

FX (x) =

xZ
�1

f (t) dt =

xZ
�1

6

(b� a)3
(t� a)(b� t)1]a;b[(t)dt;

alors,

si x � a : FX (x) = 0;

si a < x < b :

FX (x) =
6

(b� a)3

xZ
a

(t� a)(b� t)dt = 6

(b� a)3

xZ
a

(t� a)(b� t)dt

= � 6

(b� a)3

xZ
a

(t2 � (a+ b) t+ ab)dt

= � 6

(b� a)3
��
t3

3

�x
a

�
� (a+ b)

�
t2

2

�x
a

�
+ ab (t]xa)

�
= � 6

(b� a)3
�
x3 � a3
3

� (a+ b) (x
2 � a2)

2
+ ab (x� a)

�
;

si x � b :

FX (x) =
6

(b� a)3

bZ
a

(t� a)(b� t)dt = 1;

d�où

FX (x) =

8>>>><>>>>:
0 si x � a

� 6

(b� a)3
�
x3 � a3
3

� (a+ b) (x
2 � a2)

2
+ ab (x� a)

�
si a < x < b

1 si x � b

:
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5. En appliquant l�inégalité de Markov. En e¤et : comme le support de la variable

aléatoire X est ]a; b[ ; alors la v.a X � a est positive, donc

p (X > a+ 2) = p (X � a > 2) � E (X � a)
2

=

b� a
2
2

=
b� a
4
:

Solution Exercice 3.4.

1.

X symétrique par rapport à � , p (X � �+ x) = p (X � �� x) 8x 2 R

, 1� p (X < � + x) = p (X � �� x) 8x 2 R

, 1� FX (�+ x) = FX (�� x) 8x 2 R;

car X est une variable aléatoire absolument continue et donc pour tout réel y;

p (X < y) = p (X � y) = FX (y) :

2. Comme E (jXj) existe, alors on peut écrire

E (X) =

+1Z
�1

x fX (x) dx =

+1Z
�1

(x� �+ �) fX (x) dx

=

+1Z
�1

(x� �) fX (x) dx+ �
+1Z
�1

fX (x) dx

=

+1Z
�1

(x� �) fX (x) dx+ �;

car fX est une densité de probabilité (i.e.

+1Z
�1

fX (x) dx = 1). Donc il su¢ t de montrer

que
+1Z
�1

(x� �) fX (x) dx = 0:
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�
+1Z
�1

(x� �) fX (x) dx =
�Z

�1

(x� �) fX (x) dx+
+1Z
�

(x� �) fX (x) dx:

Posons le changement du variable hy = x� �) dy = dxi ; on trouve

�Z
�1

(x� �) fX (x) dx =
0Z

�1

y fX (y + �) dy

et

+1Z
�

(x� �) fX (x) dx =
+1Z
0

y fX (y + �) dy = �
0Z

�1

t fX (�� t) dt = �
0Z

�1

t fX (t+ �) dt;

d�où
+1Z
�1

(x� �) fX (x) dx =
0Z

�1

y fX (y + �) dy �
0Z

�1

t fX (t+ �) dt = 0:

Ainsi E (X) = �:

Solution de l�exercice 3.5.

1. La fonction f est positive si a � 0; et on a

+1Z
0

3�xdx =

+1Z
0

e�x ln(3)dx = � 1

ln (3)
e�x ln(3)

�+1
0

=
1

ln (3)
:

En utilisant le changement du variable ht = �x) dt = �dxi ; on trouve aussi

0Z
�1

3xdx =

+1Z
0

3�xdx =
1

ln (3)
:

Donc

+1Z
�1

f (x) dx = 1, a

24 0Z
�1

3xdx+

+1Z
0

3�xdx

35 = 1
, 2a

ln (3)
= 1, a =

ln (3)

2
:

2. La fonction de répartition FX de la v.a. X est donnée par :
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Si x < 0 :

FX (x) =
ln (3)

2

xZ
�1

3tdt =
ln (3)

2

xZ
�1

et ln(3)dt

=
ln (3)

2

�
1

ln (3)
et ln(3)

�x
�1

�
=
1

2
ex ln(3) =

3x

2
:

Si x � 0 :

FX (x) =
ln (3)

2

xZ
�1

3tdt =
ln (3)

2

24 0Z
�1

3tdt+

xZ
0

3�tdt

35
=

ln (3)

2

��
1

ln (3)
et ln(3)

�0
�1

�
� 1

ln (3)
e�t ln(3)

�x
0

�
=

1

2

�
1� e�x ln(3) + 1

�
= 1� e

�x ln(3)

2
= 1� 3

�x

2
;

d�où

FX (x) =

8><>:
3x

2
si x < 0

1� 3
�x

2
si x � 0

:

La fonction xf(x) est négligeable au voisinage de +1 devant la fonction
1

x2
; et il en est

de même au voisinage de �1 car cette fonction est impaire. Elle est donc intégrable, et

X admet bien une espérance. En outre, toujours par imparité de x 7! xf(x); l�espérance

est nulle.

3. La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans R�+ et on a

p (Y � y) = p
�
3X � y

�
= p

�
X � ln (y)

ln (3)

�
:

On en déduit :

si 0 < y < 1 :

FY (y) =
1

2
3
ln(y)
ln(3) =

1

2
e
ln(y)
ln(3)

ln(3) =
y

2
:
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si y � 1 :

FY (y) = 1� 3
� ln(y)
ln(3)

2
= 1� 1

2
e�

ln(y)
ln(3)

ln(3)

= 1� 1
2
e� ln(y) = 1� 1

2y
:

En particulier pour y > 1; la densité de Y est :

fY (y) = F
0

Y (y) =
1

2y2
;

et donc au voisinage de +1; on a yfY (y) �
1

2y
et l�intégrale

+1Z
1

1

2y
dy diverge, ainsi la

v.a.r Y n�admet pas d�espérance.

Solution de l�exercice 3.6.

1. Soit n 2 N;

�E
�
X2n+1

�
=

1p
2�

+1Z
�1

x2n+1 e
�
1

2
x2

dx

=
1p
2�

24 0Z
�1

x2n+1 e
�
1

2
x2

dx+

+1Z
0

x2n+1 e
�
1

2
x2

dx

35 :
Or d�aprés le changement du variable ht = �x) dt = �dxi pour la première intégrale,

on trouve

0Z
�1

x2n+1 e
�
1

2
x2

dx = �
0Z

+1

(�1)2n+1 t2n+1 e
�
1

2
t2

dt = �
+1Z
0

t2n+1 e
�
1

2
t2

dt;

d�où

E
�
X2n+1

�
= 0:

2. Soit n 2 N;

�E
�
X2n

�
=

1p
2�

+1Z
�1

x2n e
�
1

2
x2

dx:
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En utilisant l�intégration par partie

*
u = x2n�1 e

�
1

2
x2

) du = [(2n� 1)x2n�2 � x2n] e
�
1

2
x2

dx

dv = x) v =
1

2
x2

+
;

on trouve

+1Z
�1

x2n e
�
1

2
x2

dx =
1

2
x2n+1e

�
1

2
x2

35+1
�1

� (2n� 1)
2

+1Z
�1

x2n e
�
1

2
x2

dx+
1

2

+1Z
�1

x2n+2 e
�
1

2
x2

dx

=
1

2

+1Z
�1

x2n+2 e
�
1

2
x2

dx� (2n� 1)
2

+1Z
�1

x2n e
�
1

2
x2

dx;

car

1

2
x2n+1e

�
1

2
x2

35+1
�1

= 0:

Donc �
1 +

(2n� 1)
2

� +1Z
�1

x2n e
�
1

2
x2

dx =
1

2

+1Z
�1

x2n+2 e
�
1

2
x2

dx;

d�où
+1Z
�1

x2n e
�
1

2
x2

dx =
1

2n+ 1

+1Z
�1

x2n+2 e
�
1

2
x2

dx;

c�est-à-dire

Cn =
1

2n+ 1
Cn+1 8n 2 N:

3. D�aprés la question 2, nous remarquons que E (X2n) s�écrit sous la forme

E
�
X2n

�
=

1p
2�
(2n� 1)� (2n� 3)� :::� 3� E

�
X2
�

=
1p
2�
� (2n� 1)� (2n� 3)� :::� 3� 1

=
1p
2�

2n� (2n� 1)� (2n� 2)� (2n� 3)� :::� 4� 3� 2� 1
2n� (2n� 2)� :::� 4� 2

=
1p
2�

(2n)!

2nn!
:
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Solution de l�exercice 3.7.

a- 1. Si X � N (m;�) ; alors X a pour densité fX (x) =
1

�
p
2�
e
�
1

2

(x�m)2

�2 :

Si Y = h (X) = �X+�; il est clair que la fonction h véri�e les conditions du Théorème

3.24, d�où la variable aléatoire Y = h (X) est absolument continue, de support DY =

h (DX) = R et de fonction de densité

fY (y) =
fX (h

�1 (y))

jh0 (h�1 (y))j pour tout y 2 R:

Comme h�1 (y) =
y � �
�

; alors pour tout y 2 R

fY (y) =
fX (h

�1 (y))

jh0 (h�1 (y))j =

1

�
p
2�
e
�

�
y � �
�

�m
�2

2�2

�
=

1

��
p
2�
e
�

�
y � �
�

�m
�2

2�2

=
1

��
p
2�
e
�
1

2

[y � (�m+ �)]2

(��)2 :

Ainsi Y � N
�
�m+ �; (��)2

�
:

2. Si X � N (0; 1) ; alors X a pour densité fX (x) =
1p
2�
e
�
1

2

x2

�2 : Si Z = h (X) = X2;

Il est clair que le support de la v.a Z est DZ = [0;+1[ : Pour déterminer la fonction

du densité de la variable Z; nous utilisons le Théorème 3.27, en e¤et : soit la fonction

continue '; alors

E
�
'
�
X2
��
=

+1Z
�1

'
�
x2
� 1p

2�
e
�
x2

2 dx = 2

+1Z
0

'
�
x2
� 1p

2�
e
�
x2

2 dx;

car la fonction ' (x2)
1p
2�
e
�
x2

2 est paire.
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Prenons le changement du variable hz = x2 ) dz = 2xdxi ; on a

E
�
'
�
X2
��

= 2

+1Z
0

'
�
x2
� 1p

2�
e
�
x2

2 dx = 2

+1Z
0

' (z)
1p
2�
e
�
z

2
dz

2
p
z

=

+1Z
0

' (z)
1p
2�
e
�
z

2 z
�
1

2dz =

+1Z
�1

' (z)
1p
2�
e
�
z

2 z
�
1

2 I[0;+1[dz;

d�où la densité de la fonction de la v.a Z = X2 est

fY (z) =
1p
2�
e
�
z

2 z
�
1

2 I[0;+1[ (z) ;

c�est-à-dire la v.a Z suit une loi de Chi-deux à 1 degré de liberté Z � �21:

b- Si X � ��;r; alors X a pour densité fX (x) =
�r

� (r)
e��x xr�1I[0;+1[:

Si T = h (X) = �X; il est clair que la fonction h véri�e les conditions du Théorème

3.24, d�où la variable aléatoire T = h (X) est absolument continue, de support DY =

h (DX) = [0;+1[ et de fonction de densité

fT (y) =
fX (h

�1 (y))

jh0 (h�1 (y))j pour tout y 2 R:

Comme h�1 (y) =
y

�
; alors pour tout y 2 R+;

fT (y) =
fX (h

�1 (y))

jh0 (h�1 (y))j =

�r

� (r)
e
��
 y
�

! � y
�

�r�1
�

=

�r

� (r)
e
�

0@�
�

1Ay
yr�1

�r

=

�
�

�

�r
� (r)

e
�

0@�
�

1Ay
yr�1:

Ainsi T � ��
�
;r

:
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Solution de l�exercice 3.8.

Une preuve facile utilise le théorème de Fubini : on commence par remarquer que

1� FX (x) = p (X > x) =

+1Z
x

fX (t) dt;

et donc

+1Z
0

(1� FX (x)) dx =

+1Z
0

24 +1Z
x

fX (t) dt

35 dx
=

+1Z
0

0@ tZ
0

dx

1A fX (t) dt = +1Z
0

tfX (t) dt = E (X)

le changement dans l�ordre d�intégration étant justi�é par le fait que tout est positif.

Solution de l�exercice 3.9.

On appelle X la variable aléatoire donnant la durée de vie du disque dur.

X suit une loi exponentielle de paramètre �. Le fabricant veut garantir que

p(X � 1) < 0; 001:

Comme p(X � 1) = FX(1) par dé�nition et la fonction de répartition FX d�une loi

exponentielle de paramètre � est 1� e��t, on obtient

1� e�� < 0; 001) 0; 999 < e��:

D�aprés la croissance de la fonction ln (x) et la décroissance de la fonction
1

x
; on trouve

0; 999 < e�� ) ln (0; 999) < ��) � < � ln (0; 999)

) 1

�
> � 1

ln (0; 999)
= 999; 5:

Or, comme X suit une loi exponentielle de paramètre �; son espérance est
1

�
. La durée

de vie moyenne du disque dur doit donc être d�au moins 999; 5 ans.
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Solution de l�exercice 3.10.

1. Soit T la variable aléatoire représentant la taille d�une femme. Par hypothèse, T

suit une loi normale N(1:58; 0:062): On cherche a > 0 tel que

p(T 2 [m� a;m+ a]) = 0:9:

Soit la variable Y =
T �m
�

: On sait que Y suit une loi normale standard N(0; 1): De

plus, on a

m� a � T � m+ a, �a
�
� T �m

�
� a

�
:

Donc

p(T 2 [m� a;m+ a]) = 0:9, p(Y 2 [�a
�
;
a

�
]) = 0:9:

Cherchons donc � tel que

p(Y 2 [��; �]) = 0:9:

On sait que

p(Y 2 [��; �]) = FY (�)� FY (��)

car Y est une variable aléatoire continue. De plus, par symétrie de la loi normale standard,

on FX(��) = 1� FX(�), et ainsi

p(Y 2 [��; �]) = 2FY (�)� 1:

De ce fait, chercher � tel que p(Y 2 [��; �]) = 0; 9 est équivalent à chercher � tel que

FY (�) =
1 + 0:9

2
= 0:95:

La lecture de la table de la loi normale donne :

FY (1:64) = 0:9495;

FY (1:65) = 0:9505:

Pour avoir un intervalle légèrement plus grand que celui recherché par le fabricant, on
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choisit � = 1:65: Si on pose a = �� = 0:06� 1:65 = 0:099; on a donc

p(T 2 [m� a;m+ a]) = P (T 2 [1:481; 1:679]) ' 0; 9:

2. Étudions le premier intervalle. On a

m� a � T � m� a
3
, �a � T �m � �a

3

, �a
�
� T �m

�
� � a

3�
, �� � Y � ��

3
;

donc

p(T 2 [m� a;m� a
3
]) = p(Y 2 [��;��

3
]) = FY

�
��
3

�
� FY (��)

= 1� FY
�
�

3

�
� [1� FY (�)] par symétrie

= 0:9505� FY
�
1:65

3

�
selon l�analyse précédente

= 0:9505� 0:7088 par lecture dans la table

= 0:2417:

On a de la même façon

m� a
3

� T � m+ a
3
, �a

3
� T �m � +a

3

, � a

3�
� T �m

�
� a

3�
, ��

3
� Y � �

3
;

p(T 2 [m� a;m� a
3
]) = p(Y 2 [��

3
;+
�

3
]) = FY

�
�

3

�
� FY

�
��
3

�
= 2FY

�
�

3

�
� 1 par symétrie

= 2FY

�
1:65

3

�
� 1

= 2� 0:7088� 1; selon l�analyse précédente

= 0:4176:
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En�n :

m+
a

3
� T � m+ a, +

a

3
� T �m � +a

, a

3�
� T �m

�
� a

�
, �

3
� Y � �;

p(T 2 [m� a;m� a
3
]) = p(Y 2 [�

3
; �]) = FY (�)� FY

�
�

3

�
= 0:9505� 0:7088

= 0:2417:
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La Table suivante représente les probabilités p (Z � t) =
R t
�1

1p
2�
e
�
z2

2 dz; où Z suit

la loi normale centré réduite (Z � N (0; 1)):

Quelques identités remarquables

C0n = Cnn = 1

Cpn = Cn�pn

Cpn � Cmp = Cmn � C
n�p
n�m

Cpn = Cpn�1 + C
p�1
n�1

Le binôme de Newton

(a+ b)n =
nX
k=0

Ckna
kbn�k;

123



Fonction Gamma d�Euler

� (r) =

+1Z
0

e�xxr�1dx; r > 0

� (n+ 1) = n! ; � (0) = � (1) = 1 et �
�
1

2

�
=
p
�:

+1Z
0

e�axxr�1dx =
� (r)

ar
; a; r > 0

Intégrale de Gauss

+1Z
�1

e�ax
2

dx =

r
�

a
; a > 0

+1Z
�1

e�
1
2
x2dx =

p
2�:

+1Z
�1

e�ax
2

xrdx =
�
�
r+1
2

�
2 a

r+1
2

; a > 0 et r > �1:
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