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Avant-propos

Ce cours s'adresse aux étudiants de premiere ann&k LM.D, pour
aborder l'étude de la physique de maniere classigy rassemblant les
connaissances de base nécessaires qui décrivent t@ampréhension des

phénomeénes que nous observons par des lois et delstions mathématiques.

L'objectif du cours est de suivre, de comprendre k& mouvements de tous ce que
nous voyons et ensuite élaborer ou construire unadele permettant de relier les

différentes grandeurs observables par une loi phygue.

Le présent polycopié comporte trois grands chapitre du cours de mécanique qui

est tout a fait conforme au programme du socle comun issu en 2018.

Un rappel mathématique reste essentiel car les coaissances préalables sont
recommandées. Les vecteurs, le produit scalaire, [@oduit vectoriels, I'analyse
vectorielle et I'analyse dimensionnelles, tous semutils mathématiques sont a

notre service pour résoudre un probleme physique.

Le premier chapitre traite la cinématique qui décrit le mouvement des objets en
espace-temps. Les expressions vectorielles du deglment de la vitesse et de
I'accélération de différentes dimensions sont expjuées de facon assez détaillée.
Le changement de repére est aussi étudié pour sav@omment sont reliées la
vitesse et I'accélération de deux observateurs li&s deux repéres difféerents en

mouvement I'un par rapport a l'autre.

Le deuxieme chapitre décrit les mouvements en terrmede force ou déterminent
les causes de ces mouvements. A partir de I'obsetiem, il a été déduit la loi
Kepler, puis la loi de Newton, connaissant alors |bi de gravitation universelle. A
travers du mouvement des planétes nous définissolgssmoment cinétique par son

terme invariant.

Dans le dernier chapitre, nous donnons toutes lesorimes d’énergies qui
permettent d’agir et d'accomplir des taches et de qpduire du travail. La relation
d’'invariance ou bien la conservation de I'énergiedtale est bien expliquée que
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nous l'appliguons de facon restreinte avec des ex@mes. Les différentes
catégories de forces sont également citées. |l &ri des forces qui dérivent un
champ scalaire appelées les forces conservativE&s outre, il existe des forces

non-conservatives ou la variation de I'énergie tola mesure le travail des forces
ne dérivant pas un potentiel.

Les chapitres sont familiarisés aux étudiants desMs et des ST et ils sont

renforcés par des exercices ensuite corrigés etslexercices supplémentaires
pour atteindre les objectifs du programme.
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RAPPELS MATHEMATIQUES
1. CALCUL VECTORIEL

Soit A et B deux points dans I'espace :
Coordonnées cartésiennes du point Ax,, v, 7, )

Coordonnées cartésiennes du point BRxg, Vg, Zg )

_ . (*aB = XB T Xa
Les composantes du vectedBB : {Yap = Yp — Ya
Zpgp = ZB T Z4

Tout vecteur peut étre décomposé en trois souswectians une base orthonormée :
@], k)

A—B): xABl_)‘l' YAB]_>+ZABF

Norme dedB : | AB| = \/xu5% + Yap? + Zup 2

|4B| = G5 — x2)2 + (75 — ya)?2 + (25 — 24)?

Avecli] = |j| = |k| = 1.

Caractéristique du Vecteurﬁ

*  Direction estladroite AB

* SensdeAversB

* Longueur AB ou la norme AB=W‘




1.1 Propriétés des vecteurs
1.1.a Addition de vecteurs

Le déplacement du poirt vers le poinE en passant par le poitet C est orienté par

un vecteur de déplacemﬁ:.
AE est une somme vectorielle AB , BC etCE .

A l'aide de la relation de ChasledE = AB + BC + CE

BC

7,
\ 4
£

v

AE

A l'aide de la relation de ChasledE = AB + BC + CE

AC et—AC sont deux vecteurs opposés en direction mais deennéodule.



1.1.b Multiplication d’'un vecteur par un scalaire

V. est a composante #e selon I'axe (0,x).

V, est a composante d@e selon I'axe (0,y).

La norme dé/_ V= (%l + v

Les composantes dé . V :

o~

S S
<

=l
——
SN
[
<
p——,
Mo o
=~
Bt | =
=
——

>~ <)

| |

>..J|x§: >\.a|>:,<:

Si|A| > 1, la norme du vecteur résultant sera plus grand/que

Si |A]| =1, la norme du vecteur résultant sera égaﬁ aSi|A] > 1, la norme du

vecteur résultant sera plus petite dTue

1.2 Vecteur unitaire

Dans le plan, I’anglé(ﬁ,o X)
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La projection deAB sur le plan (o,x,y):

ﬁ(XAB = |ﬁ|cos€)

AB —
Ysg = |AB|sin®
ﬁ = XABT+YABT
AB = |ﬁ| cosO1T+ |ﬁ| sinf

AB = |ﬁ| (cos0T+sinf7)

L2 = cosOT+sinb]
|4B|
= T AB
U=cosOT+sinfj = =
! |AB|
Vecteur unitaird/ porté parAB
|l7| = \/00592 + sinf?
U] =1 4B

P

Chaque vecteur est porté par un vecteur unitaire dat le module est égal a 1.

1.3 Produit Scalaire de deux vecteurs

11



Le scalaire entre deux vecteurset B peut-étre défini de deux maniéres différentes :

produit de deux vecteurs

1.1=1
les composantes j.j=1
k. k=1

Ay B\ s

Ay B,

A.B=AB,+A,B,+A4,B,

Projection ded sur B

oy

| AB=|ld]|B)coso) |

L’'angle (0) entre les deux vecteurs A et B est donné par :

—

A
cos(f) = ———

i.B
4]l 1]

12



=- 1)

[7

N
|_
ool
)
N
ool
I
(@)

VA
cos—=20
2

v
5

cosO0 =1 A /B = ”"T””]?”

1.4 Produit Vectoriel de vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs est un vectdant les coordonnées
dépendent des vecteurs de départ.

I 'Y

/

—

9

e Direction: L X et L ﬁ
e Sens:deAvers B

+ Module |4 A B|| = ||4]|. | B]| sin (6)

E ~
A -y
A 15 o 4B = ||A||5] || LA /B <[l4aB] ~o

13



méthode de calcul

- > N _—
A=A+ A4y) -I]-;
B =B,i+B)j \...
AANB Lok (
= A, A, O 7
B, B, 0 7 /
- = i +
- K
. B
AiAB = (4, x0-0xB))
- J(4, X0—-0XxB,)
T k(4 XB,— A4, xB)
Résultat: AANB =k (A, ><By_AyXBx)

On appelle € = k (A, X B, — A, X By)
direction :

— - -
C 1 auplan(A etB)
. ~ Exemple : Force magnétique

B
4
g.v £

F,=qv A B

Produit Vectoriel v A § donnera un vecteur

P

F,. quisera L au plan (¥, B).

14



Résumé
Vecteur A s écrit dans I'espace

A=AJ0 + Aj+ Ak

Le module de ff

Il = Ja.2+ 4,7 + 4,

Vecteur unitaire de ff

Y

U=

4]

-

Deux vecteursd etB avec B = B, + B,j + B,k

Somme de deux vecteurs

- -

+B= (A4 +B)T+ (A, +B,)j"+ (4, + Bk

Vecteur AB

=g

AB = (x5 —x)T+ (v —y )T + (25— z)k

Produit scalaire ff . E

A.B=AB,+A,B,+A,B,

—

Avect.T=1;7.7=1;k. k=1 e 1.7j=0;7.k=0;k.7=0

Egalement :

-

A.B = ||| |B| cos(®)

O 6 entre les deux vecteuss et B.

15



Produit Vectoriel de vecteurs

—

AANB= (A, XxB,—A, xB))T — (A, xB,— A, xB,)]+ (4, xB, — 4,
X BX)E

Le module ded A B

|4 2 B|| = ||| ||| sin ) 4 et B

IAj=k
TAk=1
kAi=j

La permutation dans le sens opposé donne lieu a un vecteur accompagné de signe

négatif.

16



2. GRANDEURS PHYSIQUES ET ANALYSE DIMENSIONNELLE

2.1 Définition

Une grandeur physigue est une quantité mesurablexeaple, on peut mesurer la

masseavec une balance, on peut mesilegempsavec un chronometre et on peut

mesurer unéongueur avec une regle. Ces trois grandeurs sont appgtéaseur

physique.

Nous citons dans le tableau suivant sept grandgimgsiques principales

auxquelles corresponds a sept unités fondamentales.

Grandeur | Masse| Temps Longueurntensité | Tempeérature| Quantité | Intensité
électrique de lumineuse
matiere
Unite(Sl) | Kg Secorn metre Ampére Kelvin Mol Cd candé
de
Dimension| M T L I 6 N J

» Les unités dérivées : newton (N), le joule(J), Qinet le pascale dérivent des

unités fondamentales du tableau ci-dessus.

* Les unités secondaires pour quelques grandeursgplegssont : le litre, degré

Celsius, calories.

* En plus des sept unités fondamentales, il existadean (rd) pour les angles.

2.2 Opérations sur les dimensions

Soit A, B et C sont des grandeurs physiques
[A+B] =[A] = B]

[A - B] =[A] = B]
[k A ] =k[A] avec k est une constant, [k] =1
[k AT=[A]

[A.B]=[A] .[B]

17
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5

[A]

[B]

[Al [B]™

[A™"] = [A]™ ou n est un exposant.

2.3 Les unités

L'unité de mesure permet de mesurer une grandelsigue.

2.3 .a Les multiples des unités

Coefficient| 10** | 10*? | 10*3 | 10%® | 10*° | 10*'* | 10*%> | 10%18
préfixe déca hecto| kilo Méga giga téra péta Ex
symbole da H k M G T P E
2.3. b Les sous-multiples des unités

Coefficient| 107* | 1072 | 1073 | 107¢ | 107° | 107** | 107> | 10718
préfixe déci centi milli Micro | nano pico femtg atto
symbole d C M U n p f a
Exercice

Une force appliquée a une particule est donnée par

F = mr*vf

Ou m est une massegest une distance etest une vitesse.

Utiliser les équations aux dimensionsiigour calculew et .

[F] = ML* [LT')?

[F] = [m][r*][v*]

=M

[F] = M[r]® [v]F

18




La dimension de la force €dt] = MLT 2
MLT=2 = ML* LFT~#

LT 2 = L*+BT-B

B =2
l=a+p
a=-1

L’expression de F esF:= mr~1v? devient :

F=m—
r

On trouve la force centrale ou bien la force noe@ala trajectoire.

2.4 Opérateurs
2.4.a Gradient

On appelle gradient du champ scalaire U(Xx,y,z)eleeur :

gradJ :a—UT+a—UT+a—UE:iU
0x oy 0z

La grandeur vectoriell& représente I'opérateur nabla défini par:

En coordonnées cylindriques:

gradJ :a_UU—; +£6_UU—; +6_UE
or r og 0z

En coordonnées sphérigues:

grad_] :a_U[I +10_U~9 +L6_U@
or r 0@ rsing 0¢

19



2.4.b Divergence

Etant donné un champ de vecteurs:
A= X(X,Y, z)i +Y(X,Y, z)i +Z(X,Y, Z)E
On appelle divergence du vecteur A, le scalaire:

divA=TA=9X Y 02
ox o9y o0z

En coordonnées cylindriques:

divﬂzla(rA’)+laA’9+aAZ
r or r 08 0z

En coordonnées sphérigues:

- 2 i )
dva= LOCA) |1 d(Asing) 1 A
r or rsiné@ 08 rsingd d¢

2.4.c Laplacien

Etant donné un champ de vecteurs:

A= X(X,Y, z)i +Y(X,Y, z)] +Z(X,Y, Z)E

On appelle laplacien du vecteur A, le vecteur:

AA=AXi +AY] +AZK

Ou A représente un nouvel opérateur, le laplacien dgéin:

,_ 0 0* o’

A=00=0 + =+
ox>  dy® 0z°

Laplacien d’un scalaire

La divergence du gradient d’'une fonction scalairest/égale a son laplacien:

div (grad U ) = O0.(OU) = AU

20



Une fonction U a laplacien nul est dite fonctiomrhanique : sa valeur moyenne sur la

surface d’'une sphére est égale a sa valeur ateadnta sphere.

Laplacien d’'un scalaire dans les systemes cylindecget sphérique
En coordonnées cylindriques:

10
r or

190U 00U
+

AU = =2
296° 027

ouU
)+
(r ar)

En coordonnées sphérigues:

2
L0 20Uy, 1 9 g0V, 1 03U

AU == = -
réar- or’ r?sin@od 08" r*sin*@ d¢°

2.4.d Rotationnel

Etant donné un champ de vecteurs:
A= X(%,Y, z)i +Y(X,Y, z)] +Z(X,Y, Z)_R

On appelle rotationnel du vecteur A, le vecteur:

rotA=D0A= (92 -0y (X 92y7, (Y Xy
dy o0z 0z 0x ox oy

La condition nécessaire et suffisante pour qu'uangh de vecteurs A dérive d’un
potentiel scalaire U est que son rotationnel st n

rotA=rot(-gradJ) =0 0(-0U) =0

Dans ce cas le champ est dit irrotationnel et ilpeat y avoir de lignes de champ
fermés.

2.4.d.1 Rotationnel dans les systéemes cylindrigepleérique
En coordonnées cylindrigues:

OnA= % %y A Ay 1 0(A) 0A
Z r r

A)E
rogé o Jz 0 or 04

21



En coordonnées sphérigues:

Soaz_ L {O(A¢ sing) apﬂ

. u~+l{ 1 aA_a(rAqﬁ)}u:J,l[M—ai}@
rsiné oJ7) 0z

" r|sing o¢ or ri or 06

2.5 Dérivées et intégrales multiples

Dérivees :
Soit f une fonction scalaire de plusieurs variapyes, t, on dit que f est dérivable en

x0 si[ D=L *0) quandx — x,

X— Xo

oy [Foth=fxo) +';)_f(x°) lorsque h — 0 admet respectivement une limite finie.

Soit f=f(xy2zt)
La dérivée totale par rapport au temps est :

df _of dx 6fcb1+ 6fdz+_df
dt odxdt dydt 0dzdt dt

Pour un temps constant la dérivée devient :

9] 0 0
fdx+ —fdy+ —fdz

df = —
/ dx dy 0z

Coordonnées cartésiennes :

On se rappelle qu’en coordonnées cartésiennegcteur de position s’écrit :
OM=xu,+yu,+zu,

la différentielle a cette position donne a un téixes

dm_amd +am’d +6Wd
- ox * dy Y 0z “

or le vecteur déplacement infinitésimal s’écrit :

dOM = dx w; +dy u, + dz u,

22



df = gradf .dOM dot gradf = Zu; + a—fu—y’+ T

grad estle gradient scalaire en coordonnées cartéssenn

En coordonnées cylindriques :
La différentielle en coordonnées cylindriques d’fimection scalaire

f =f(r,0,z) s'exprime :

_or of or
df—ardr+agd9+azdz (1)
Le gradient en coordonnées cylindriques est défialke que :

df = gradf .dOM (2)

Une comparaisodW =dru, +rd0uy +dzu, etles deux equation§l) et (2)

montre que I'expression du gradient en coordonog@sdriques s’ ecrit :

af_> 10f _, f_)
gradf—ar + - 69u9+62 -

En coordonnées sphériques :

La différentielle en coordonnées sphériques d'wmetion scalaire

f=f(0,¢) sexprime :

df =ZLdr+ ZLag+ L d(petdf— gradf .dOM

On se rappelle gu’en coordonnées sphériques, diewmedéplacement infinit esimal
s'écrit: dOM = dru, + rd0 ug + rsin 0 deu, , en comparant ces deux relations

nous tirons I'expression du gradient en coordonsgsgriques.

of — 10f 1 of _,
gradf = —rur+—% g + rsinH%u‘p

23



2.5.1. Circulation d'un champ de vecteur

Par définition, la circulation d'un champ de vectéal long d’'un chemin
délimité par deux points A et B est déterminée:pﬁ: E.dc. Ce chemin est
découpé en une infinité de vecteurs infinitésimadaix

La circulation de A vers B est donné géf dc = [ E.dc

Figure 1. Circulation d’'un vecteur long d’un chemin délimgar deux points A et B

On dit que le champ vectewidérive du potentiel scalaire f si en tout point M d

domaine la relatio® = grad f(M) est vérifiée :
Cavp = [, E.dc = grad f(M).dc = df = f(A)~f (B)

Alors, la circulation du vecteuf est indépendante du chemin choisi, puisqu’ elle ne

dépend que du point initial et du point final.

Si nous choisissons un contour fermé, nous utitide symboleC = §E.dc. Dans

ce cas particulier, on@E. dc = 0.
2.5.2. Théoreme de Green-Ostrogradsky

La divergence d'un vecteur est le flux extérieunrdchamp de vecteur par unité de
volume. Ce théoreme est beaucoup utilisé, il perde passer d’'une intégrale

volumique a une intégrale surfacique. On choisimee surface S un cube
infinitésimale de coté Ax, Ay et Az. Le flux @ du vecteurE & travers une surface
fermée esp = fHE. ds.
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>
N

Ex(xy,z) Ex(x + Ax,y,2)
AV

Ay

Ax

En sommant les contributions des 3 faces.

AB = AQ, + AB, + AD,

-

AQ = OF, + oL, + OF, AV
— \ox dy 0z

A® = div E AV

d’ou finalement en intégrant: ([ divE dV = §fE.dS , cette équation traduit le

Théoreme de Green-Ostrogradsky

Physiqguement, dans le cas d'une charge isoléeaomne source de champ

électrostatique, cela traduit qday E # 0.
Le champ magnétique a flux conservatif, une ligaecdamp se referme toujours sur

elle-méme:div B = 0.

2.5.3 Théoreme de Stokes

La circulation d’une grandeur vectoriellB sur un parcours ferm@est égale au flux

de rotF a travers une surface quelconque s’appuyarg.sur

Ce théoréme est couramment utilisé, il permet dsgrad’'une intégrale simple a une

intégrale surfacique.
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Soit une force vectoriell8 dans un espace donné. On veut calculer la cironlalu

vecteurFautour d’un contour ferm@. ¢ = gSFfﬂ’).

Selon I'axe ox et oy, l'intégral devient:

$F.df= [[(rot F).dS estle théoréme de stokes.
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Résumé

Grandeurs Unités Dimensions S=L. ¢
Masse (m) Kg [m] =M V=£.L.H
Longueur (d) m [d] =L p=m /V
Temps (t) S [t] =T 1
2
E=—mv
2
v=d /t
Grandeurs Physiques Scalaires F=ma
p=mv
Grandeurs Unités Dimensions _
Volume (V) m3 L3 P_F/S
Masse Volumique (p) kg/ m3 % ML-3
Energie (E) Joul [M] [L/T] 2 _ MI2T2

Grandeurs Physiques Vectoriels

Grandeurs Unités
Vitesse (V) m/s
Force (F) Newton
Quantité de Mouvement (p) kgm/s

Equation aux dimensions

Exemplel: Quelle est la dimension de « kx»
Solution : T =kx

[T] = [Klix] = [k]=t0= 20

[x] L
[kx]=MLT~2 [F]

= MT ™2

Déduire la dimension de « k x?
[kl[x*] = [K] [x]* = ML?T~? = [E]
Energie de potentielle E,, = %kx2

Dimensions
LT 1
M LT ?
[M][L/T] = M LT !

[G] = M*LATYI?0®NH

Exemple2: Vérifier I'nomogénéité de I’énergie.

a,,b
_mp
E= 2
l=a+0b
b=2
MI?T% = M*(MLT )" a=—1
MLZT—Z - Ma+bLbT—b )
E=—
1
zm E.= Emv2

Energie cinétique
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Chapitrel: Cinématique d’un point Matériel

1. Définitions

e Cinématique: Etude du mouvement d’un objet matériel dans 1’espace et le
temps.

* Objet matériel : est décrit comme un point matériel M de masse m de
dimension négligeable.

* Référentiel: 1a notion du mouvement ou du repos est relatif / référentiel.

 Exemple : une personne est assise dans le train, le train roule /terre, terre
tourne / Soleil , Soleil en mouvement / galaxie.....ect.

» Référentiel terrestre (Sol): Repere orthonormé de coordonnées cartésiennes

dans I’espace R(O, x,y, z) de Base orthonormée

M(x,y,2)

~y
\‘
~i

Trois grandeurs principales pour étudier un mouvement d’un point M :

vecteur de position
Mouvement vecteur de vitesse

vecteur d accélération

Dire que le pointM est en mouvement, cela signifie que sa position par rapport a une

origine 0 change au cours du temps. Dans le cas d’une voiture sur une route, un seul
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parametre suffit pour déterminer sa position. Le mouvement est & une dimension, si

nous choisissons ’axe (0x) : OM = xT.

Pour un mouvement curviligne dans le plan, il faudra deux paramétres pour déterminer

son vecteur de position par rapport a un repére choisi. OM = xT + yJ.

Dans I'espace a trois dimensions, le vecteur daipo®st décrit par trois scalaires :

—_—

OM = xT + yj + zk.

1.2 Vecteur de position en coordonnées cartésiennes
OM = x(t) T+ y(t)] + z(t) k

x(t), y(t)et z(t) sont appelé les équations horaires

Equations Horaires : La variation des coordonnées en fonction du sem@crit

I’équation horaire du mouvement

8]

M

™ -~
-~
.
-
-~
~
-~
-

1.2.b mouvement rectiligne
supposons que sur 1’axe (0x),l(objet M se déplace avec une vitesse v constant, et sur

I’axe (0,y) la vitesse v varie au cours du temps.

Mouvement rectiligne uniforme : x(t) =v t+ x,

Ou,

X, est la position de M a t=0

Mouvement rectiligne uniformément varié : y(t) =% at’+ vyt +y,

Avec
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Vo, Yo sont la vitesse et la position a t=0

1.2.c Trajectoire
La trajectoire est constituée par I’ensemble de positions successives occupées par ce

point au cours du temps.

Trajectoire

Trajectoire est une droite Trajectoire est un cercle
Trajectoire est une courbe

Trajectoire Rectiligne T ———
Trajectoire curviligne e

Exemple:

Les coordonnées du point M sont:

x(t)y=t+1, y(t)=t> —1,z=10

Ecrire le vecteur de position de M et déduire sa trajectoire sur le plan (xoy).

Solution :

OM=(t+1Di+@t2—1)]+3k

Mouvement est plan (xoy)

x(t) = t+1
yt) = t2 -1
En éliminant le temps
{ t=x—-1
y=@x-1)>-1

Equation de la trajectoire

y(x) =x? —2x  Trajectoire parabolique
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1.3. Vecteur Vitesse en coordonnées Cartésiennes

1.3.a. Mouvement rectiligne

Vitesse: déplacement de | objet M par unité de temps V = % (m/s).

Ml

Vecteur Vitesse

MM': Vecteur de déplacement

* Direction : tangente a la trajectoire
* Sens : sens du mouvement

|MM|
At

¢ Norme: v =

3.2 Vitesse moyenne

MMi_oMi—-oM _ (x'-x)T+ ('-y) 1+ (z'-2)k
At At At

v =

Exemple :
Un objet matériel M se déplace dans le plan XOY. A I’instant t son vecteur de position

est donné par :
OM = 2t 7+ t%] (m)

1. Déterminer I’équation de la trajectoire de M .
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2. Trouver la vitesse moyenne dans l'intervalle degent=1s et t=2 s ainsi sa
norme

Solution :

1. Equation de la trajectoire x=2t, y = t?
2
=X —(*
De x:t = on remplace dans (2)
On trouve : y :% x?
2.

tl :lS X1 = Z,yl =1
tz :25 ,xz = 4,y2 = 4

(X —=x) T+ 2 —y1)J

v= At
L 4-2)i+(-1))
2Z-1)
donne
5=27+3;
Norme dev

9] =y (2)? + (3)?

|v| =v13m/s
3.3 Vitesse instantanée

Vinstantannée = }%r_lglo vitesse moyenne

Exemple : Compteur vitesse de voiture ou moto,rrada

5 _dOM
vV =——-A

dat

Avec OM = x()T+'y ()] + z()k

dx d dz 7
T e
dt dt dt

B =X+ yj+ zk

Norme de U] = \/(%)2 T (%)2 + (%)2
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Exemple : Un objet matériel M est repéré par ses coordonnées (X,y) dans un repére
orthonormeé,

x(t) = 2cos(2t), y(t) = 2 sin(2t)
® Déterminer I’équation de la trajectoire de M .

® Trouver les composantes du vecteur vitesse ainsi sa norme.

Solution 1. x(t)*= (2cos(2t))?; y(t)? = (2sin(2t))?;
x()%+ y(t)?= 4[ cos(2t)? + sin(2t)?]
x(t)?+ y(t)>=4 Equation d’un cercle de centre (0,0) et de rayon 2

—

doM
2.0=—
dt

X = —4sin(2t)
y = +4cos(2t)

U=—4sin(2t )T+ 4cos(2tj: |B|=4 (SI)

1.3.b Mouvement circulaire uniforme

U

MM —
V="""avec MM =0
At
Direction: tangente a la trajectoire

Sens: sens de mouvement
0

V=R—=Rw
At

w est une vitesse angulaire (rad/s)
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1.3.c mouvement curviligne

MM' =p8
MM' : Abscisse curviligne (m)
6 : Abscisse angulaire (rad)

p : Rayon de la courbe

At dt

V=
V=p#6
V=pw
V: vitesse curviligne (m/s)

6 accélération curviligne (rad/s)

Caractéristigues du vecteur vitesse :

Direction tangente a la courbe

Sens : sens du Mouvement

Module V=p 6
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1.4 Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes

Accélération : variation de vitesse de 1 objet M par unité de temps a = i (m/s?).

4.1 Vecteur accélération moyenne

Av > 0 ce qui implique U3 > 7y

—_
d et Av méme sens mouvement accéléré

Av < 0 donne 3 < v,

d et Av de sens opposés mouvement décéléré

Dans ces deux caMouvement rectiligne non uniforme

Av = 0, |v3]| = |v;| Mouvement rectiligne uniforme

Accélération moyenne

. Av
a=-—
At
L =B (Ua—Vy) T+ (yr—vy) ] (Vg —v,) K
At At
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4.3 Vecteur accélération en instantanée

Accélération instantanée :

S dv _ d*oM
d= —=—5
dt dt
- dZX—> dz —>dZZ—'>
g=2Fp Drpyde

> _ | (d*x 2 dzy 2 d2z7\?
lal "\/(?) +(@) + (%)
d = %0+ yj+ 7k

Exemple: Trouver les composantes de la +vectrice accélératol’ objetM ainsi sa
norme.

OM =2 cos(2t) i+ 2sin (2t)f

U =—4sin (2t )1+ 4cos(2t)]

- _dv
a=—
dt

- X = —4 sin(2t)

y = + 4 cos(2t)

d X = —8 cos (2t)

y = —8sin(2t)

|d| = 8 m/s?

Relation entred et OM

d =—8 cos(2t )i - 8sin (2t)]

d=—4 [2cos(2t) T+ 2sin(2t)]]

i=—40M

d et OM sont colinéaires
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5. Composantes intrinséques du vecteur accélération

1.5.1 Base de Frenet

V= |17| U¢
U: (8,s,t)
L, dv_dlY| 7 - dUf
V| =v—= Ut | | —
dt d dt
a5 _ dlol g 150 4T do ds AN
dt dt ¢t do ds dt P X2 |
E = v Un ‘
dt a est a | intérieur
T de concavité de la
ds=p do ; d_et =U, trajectoire
- dl'l_} g 172 ey
— +
a=— U; 5 U,

ang=Un —Ui k
a; a, 0
0 \% 0
lans|=2
p
v3
P~ land|

» p =cste Trajectoire circulaire

e p = p(t) Trajectoire curviligne



1.6 Base polaire et rayon de courbure

1.6.1 Vecteur de position en coordonnées polaires

D abord, le vecteur de position en Vo= cosl™ 0l + sinC — 67

. )
OM en Coordonnées Cartésiennes (XOY) v T

wt
w

e
é

S ecrit comme :

OM =x(t) T+ y(t)]

Par projection
x(t) = r(t) cos(wt)
y(t) = 1(t) sin(wt)

on remplace dan@M

OM == 1(t) cos(wt) T + r(t) sin(wt)]
U, = cos(wt) T+ sin(wt)j

ou||T;]| =1

%=- sinwt T+ cos wtj

du, ——

U
do 6

Vecteur de position en coordonnées polaires s écrit :

—

OM = r(t) Fr’ U, vecteur unitaire radial dépend de 0 et t

Ug vecteur unitaire transversal dépend de 0 et t

1.6.2 Vecteur de vitesse en coordonnées polaires
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doM

U=

dt
> d d
5 =200 = i QU+ () 57
ou
dm’_durde
dt  de dt QUB

D=7 (U +r(t) 6 Uy

151 = 72+ (r6)’

dUqg _ dUg d@

--9 1.
dt de dt Ur

Mouvement circulaire uniforme ;s 7
a9
r(t)=R; 7 (t) =0 ﬂ=_éﬁ:

% = RO Uy la loi de Kepler

1.6.3 Accélération en coordonnées Polaires

=7 U+r0 U,

d[r Up+ 10 Ug| _ d[r Uyl + d[r 6 Ug|

Ei: dt dt dt

i= ZU +7 ‘“’T LU +7 0Ty +18 T, +r(9“”"9
=fU?+f979>+d—:9ﬁ:+f9m+réU_g) +19 (-6 U,)
i=1[r —r0? U, +@270 +r6)U,

Composante radiale :

la || =[r —7r6?]
Composante angulaire :
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lagll = [276 + r 6]

Le module det

llall = \/Ilarllz + [lag|l?

Cas particulier

Mouvement circulaire

F=0,0=w
d= —R6? U,
lla Il =[R6?]

Avec la relation linant les coordonnées angulaies

Coordonnées curvilignes

2 = R? §2

On trouve la fameuse relation de Kepler

2

—_—

H= —FU,.

L’accélération tangentielle est nulle et I'accélération normale est dirigée vers le centre O

1.8 les coordonnées dans | éspace

1.7.a Vecteur de position en coordonnées cylindriques

Un point M de I'espace est repéré par ses coordnoglindriquesp, 6 et z
dans la base associée au repére cylindriggiérg, u, ).
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OM =p u, +2zu,
La projection de M sur I'axe 0z donne la hauter (z

La projection de M sur le plan (xoy) donne le pdint les coordonnées polaires
(p up))-

Par conséquent, le vecteur de position en les ooogks cylindriques s ecrit :
OM =pu, +zu,

1.7.b Vecteur vitesse en coordonnées cylindriques

La compsante z est ne dépend pas de I'ahgle

En effet,

v=pu,+pOUg+2u,
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1.7.c Vecteur accélération en coordonnées cylindriques

Par definition

5 _dv
a__
dt
L Ad(puUg+pOUg+zuy) d(p upy) dlp6Ug| d%z_,
a= pP Z — P_l_ [ ]+_uz

dt dt dt dt?
De meme que | accélération en les coordonnéesgmlan trouve

i=(p-p6% U, +2p6 + p ) Uy + 211,

1.7.2 Vecteur de position en coordonnées sphériques

Dans ce systeme, la positon du point M est donaéér etp) dans la base

associée au repere sphériqugs.iy u,, ).
Le vecteur de position s’ecrit :

OM =ru,

.{L{T\__!.‘sjg 3'\“\\

L
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Le vecteur unitaire,’ est radial (suivant le rayon r).
L’angle 8 décrit un demi cercle variant entre Ore{r > 6 >0).

L angleg decrit un cercle variant entre 0 et 2(2m > ¢ = 0).

Cette baséu, .ug u,, ) qui est mobile forme un triede directe orthonormée.

1.7.3 Relation entre les coordonnées sphériquescatrtésiennes

Nous observons sur la figure ci-dessus la projediopoint M sur | axe oz donne le

point H. le coté OH est la composante z

Z= 1 cos6

P est la projection de M sur le plan (xoy),

OP =HM =r sinf

En faisant la projection de OP une fois sur | axe o
X= OP cosp

X=r sinfcos @

Et une autre fois sur | axe oy :

Y= OP sing

Y=rsinf sing

En fin, la relation Relation entre les coordonng@seriques et cartésiennes sont :

x = sinfcos @
y = sinf sin ¢
Z =71 cosf
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Mouvement Relative
Définition :
1.8 Mouvement Relative :

On signale que le repos comme le mouvement smhdtions relations relatives, ils
dépendent de la situation du mobile par rapporepere ( Repere (fixe par rapport a

guoi et mobile par rapport a quoi.

Soit un point M mobile et 2 systémes d’axes dedmonees

-oxyz ( repére R de bagg etk

-o'X'y'z'(repére R’ de bas&, " etk’

Nous appelons le repére absolu le repére R (fixe) repére relatif repere mobile.

Exemple : 2 observateurs, I'un est dans le tranirde est sur le quai.

z - M
, k k'
3
/I 2T Repére Relatif
k / epere Relati
y Repere Absolu i P
W'X?+yf+2k O'M_X'-{;+y7+2’?
— dOM
Vg ‘R xt+y1+zk v = d"""R i +y' 2K
a_’ = a—r': liw --17+ é'lkl

1.8.a relation entre les positions
Relation de chasles :
OM =00+ 0O'M
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On dérive dans R

gR dOOIJR dOIMJR

doM doo/ dxr=  dyr=  dzr 5, ,dui dji
—[R = —JR + —1 +l]’+—k’ + x—+y’i+
dt dt dt dt dt dt dt

Vitesse d’entrainement du repere R’ par rapport a R

— door At ,dji - dkr
v, = R+ X—+y —+z—
e dt J dt y dt dt

dv _dvido_ =
P e ]

dt df dt

Avec

w est la vitesse angulaire (rd/s)
Vitesse relative

— dxl , ayr —; dzrk,

v —

r dt t dt J*

— door — 2 AT s
v, = FJR +wA O'M

@A 0'M est un terme de rotation
1.8.b relation entre les vitesse

Vg =V +U,

Mouvement de translation

dﬁ_dﬁ_dﬁ_o
dc  dt  dt

dkr

dt

Si O est confondu avec O’ (les 2 repéres sont fige(%%JR =0

1.8.c Relation entre les accélérations
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== azom
a T qez

Aveca,: accélération absolue

dOMJR = dOO’JR + Q;’)+@]_’)+ EF+ X’d—l_;-l'y,d—]_;'l‘ d_ﬁ
dt dt dt dt dt dt dt
_dW = dOO'JR + ﬂ_’) + ﬂ]_’).y EF + X’d_l_; + y’ d_]_;+ d_ﬁ
dt dt dt dt dt dt dt dt
d2oM dZOO .. e codv - dyi. - dkr - dU dji -, dkr
—|R = JR +x T+ 77+ 2k +x E 4y L e oy Yy 2
dt dt dt dt dt dt dt
,, d? 1/ dzﬁ
dtZ alt2 alt2
T + o -,dﬁ+Z-,dEi+ dzo_m’JR_l_x,dZTi_l_ nd’i,dki
a r dt dt dt dt? dt? y dt? dt?

En remplacons les dérivés des vecteurs unitainelepiss expresssionsn on trouve :

—

a, =2w A v,

a, estl'accélération Coriolis (complémentaire).

a; = & JR +22NOM +BAG A OM
dt dt

a, estl'accélération complémentaire

a; =a, +a,+a,

lag| =/ (a)? + (a.)? + (a.)?
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Cas patrticulier

N , N dw
w est constante et 00’ sont confondus, cela rea&himiner deux termeéa‘t2 =0 et

d?>00r _
dt?

La relation devient :

—

a, =w A v,
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Résumeé
Vecteur de position en coordonnées cartésiennes
OM = x(£) T +y(O)] + z() k

Vecteur Vitesse moyenne

X =)+ O =y + (@ -2k
At

-
v:

Vecteur Vitesse instantanée

vV=—1+—J+—k
at T al @

Vecteur accélération moyenne

G Av_ Ti—B _ (Uar—vx) T+ (Uyr—vy) ] +(Vz—v) K

At At At

Mouvement rectiligne uniforme (vitesse = cste)
x(t) =vi+x,
Mouvement rectiligne uniformément varié
y(t) == at? + vyt + ¥,
Equation de trajectoire
Y=f(x)
Trajectoire droite Y=Ax+B

Trajectoire paraboliqgue Y=
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Trajectoire circulairgx — x, )% + (y — y,)? = R? ol R =cste
Trajectoire curviligneR = p(t)

Repére de Frenet{, U,)

nw=J@+@+@

Composantes intrinseques du vecteur accélération

=TT
Z dllvll ;Z_ 2
dat
i=a, + d,
lall? = llacll? + llanll?

Le rayon de courbure

Base polaire(U,, Uy)
Vecteur de position en coordonnées polaires
oM =1() U,

Vecteur de vitesse en coordonnées polaires

v =i (U, +r(t) 6 Uy

Accélération en coordonnées Polaires
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i=1[r -1 U, +276 +r )T,

Avec

dw . —
=0 U

dt 0

dUu, .

—f==.9U

dt r

Mouvement circulaire uniforme
1 =0, 9 —w

i=-r6%U,
L’'accélération normale est dirigée vers le cefre
Mouvement relative :
Vitesse absoluew, = %7 + yj+ zk
Vitesse relative 7> = 't + y'J/+ 2K’
Vg= U +7
Mouvement de translation

door
7 = R
dt

Mouvement de rotation
Vo = WAO'M

Mouvement de translation de rotation

— door — Y
v, = “Z|R+BAOM

Si O est confondu avec O’ (les 2 repéres sont ¥ixes
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Relation entre les accélérations
a;=a; +a;+a;

o= #1+ yJ+ 7k

a, = xT+y]+2k'

—_—

a;, =2w A v,

— _ d?*00 déb , ~77 L = a = Y
a; = Z'JR +22A0M +BATB A OM
dt dt
— , @ _~ d?00r _
@ est constante et 00’ sont confoneyts =0,— 5~ =0

@ =@BA T
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Exercices corrigés
Exercice 1

Le mouvement d’'une particule en fonction de tengisdécrit dans un plan (xoy) par

son vecteur de position en coordonnées cartésenne

—_—

OM = 2tT + 3t%J

1. Etudier la nature du mouvement de la particule dassaxes OX et OY.
Trouver I'équation de la trajectoire.

2. Déterminer le vecteur vitesse et le vecteur acattér ainsi que leurs module.

3. Déterminer dans la base de Frenet la vitessesetolerdonnées intrinséques de
I'accélération.

4. Déduire le rayon de courbure. Conclure.
Solution :

1. En coordonnées cartésiennes

—

OM =X1+Y]
X = 2t; Y = 3t?

Selon l'axe OX le mouvement est linéaire avec lmpe cela traduit que le
mouvement est uniforme ( la vitesse est constasw@)ant I'axe OX, I'équation

horaire est :
X =vt+ X,
Par identification ave& = 2t
ontrouveX, =0, |lv|l=2m/s
v=21

Par contre, le mouvement suivant I'axe OY est wuvement uniformément varié

I’équation horaire :
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1
Y=Eat2]—)+vy/ot+ YO

AVGC (vy/o == O ) YO == O)
Par identification avee 3t? , on trouve son modute= 6m/s?.

x =2t

Equation de la trajectowe{y — 342

2
En éliminant le temps = % et on remplace dany:= 3 (f)

On trouve I'équation de la trajectoire :

2. Vitesse en coordonnées cartésiennes
V=xl+yJ
U =21+ 6t]

I17]] = /4 + 36t2

Accélération en coordonnées cartésiennes

a=xt+yj

Qu
I
9

l@ll = 6
3. La vitesse et I'accélération dans la base de Frenet

v = |[vll U,
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¥ =4 + 36t2U,
L’accélération dans la base de Frenet
a=a,+ d,
lall® = lla.lI* + lla,ll?
L’accélération tangentielle

dllvl
dt

d(/4 + 36t%)

dt

lla.ll =

lla.ll =

I, ]l = —2t
;| = ———
T Va1 3612

En déduire I'accélération normale :

12 = a2 ~ la|?
Il = 6 - ()
> =6— |——

" V4 + 362

i 144
Il =
4 + 36t

12
ldnll = ———
SN T

4. Le rayon de courbure

UZ
5. lldll =2

B 2 4+ 36t2
P= a1~ 12
V41362

_ (4 +36t2)%?
B 12
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Le rayon de courbure dépend du temps, par consggleetrajectoire est une courbe

de rayonp(t) variable.
Exercice2
Le mouvement d’'un point M est décrit par :
r = 2a cos6
Ouf = wt aveca et w sont des constantes.

Déterminer le vecteur vitesse et le vecteur acaétdr en coordonnées polaires. Ainsi

gue leurs normes.
Solution

1. Le vecteur de position en coordonnées polai@:: r(t) Uj

On donne:

OM = 2a coswtm

L’équation de la vitesse :

D=rU+r0U,

On dérive:
r =2acoswt; 7 = —2awsinwt ;¥ = —2aw? coswt
0=wt;0=w;0=0

V= —2awsinwt U,+ 2a wcosw Uy

vl = Za(u)\/(—sina)t)2 + (coswt)?

17| = 2aw

L’'accélération en en coordonnées polaires

i=[r -1 U, +270 +r8)U,

d = [-2aw? coswt — 2aw? coswt] U, + [ 4aw?sinwt + 01U,
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Il

[—4aw? coswt]U, + +[ 4aw?sinwt ]fe
d = 4aw? [coswt + sinwt]

| af| = 4aw?

Exercice3

Un repére R'(0’, 7, )7, k') tourne autour de 1’axe 0z d’un repére fixe R(0,7,7,k) avec

une vitesse constante 6 = w . Sachant que

0z et 0'z' sont confondus (voir la figure), un point m se déplace sur ’axe (0’x") avec

une vitesse constantev = a. ou a est une constante positive.

On suppose qu’a t=0, le point m est a I’origine

1. Déterminer la vitesse relative, la vitesse d’entrainement et en déduire la vitesse

absolue.

2. Déterminer I’accélération relative, I’accélération d’entrainement et en déduire

1’accélération absolue.

f = wt
b'\

Solution

1. Vitesse relative

aorm
7= ZHR
dt
-
v, =ai

Etant donné le mouvement est uniforee= a = cst)dans le repere R’.
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x'=vt+x,

!

X

= at

Le vecteur de position

Vitesse d’entrainement

7, = “ZX|R+&BAOM

O eto’ sont confondus, ce qui impliqu‘éz:tﬂ =0

Vo=wA0O'M
Le repére R’ tourne autour de I'axe 0z avec unesgi angulaire

En effet, w = wk

I
=l

v, =wkAati'= w atk A aveck
v,= w at]’

La vitesse absolue

va:ﬁ:"l'v_e)

v,=al +waty’ an

171l = a1+ w2t

2. Accélération relative
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4= 2R =0

L’accélération d’entrainement

2 !
@ = R +—AOM +@AGB A OM

0 et 0’ sont confondus et est constante
I’équation devient :

a, = A O'M

Aw
a, =w A v,

4, = wkA watj= w?atk'A

a, = —atw? 1’

L’accélération Coriolis .
. t=1s a.
a;, =2 wAv, .
N - — aa
a. =2 wk Aal _
- — &= aé
a;, =2awk At

a, =0 —atw? ' +2aw)’
a, = —atw? ' +2a wj’

la, || = awy 4 + w?t?

Exercice (examen de physiquel ST(2020)

Un objet m est repéré par ses coordonnées cartésiennes dapgie fixe :

~ x=t’+t+1
R(o,,Jk)y y=t+1
z=3t>+4
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Ses coordonnées cartésiennes par rapport au mepéike sont :

X =t’+t+4

1. Déterminer la vitesse relative, la vitesse d’engaient et en déduire la vitesse

absolue.
2. Déterminer I'accélération relative, I'accélératidientrainement et en déduire

I'accélération absolue.
Solution :

Vitesse absolue :

e = “H|R =il + y+ 2K

L (x= 2t +1
R(o, L, k)] v=
Z = 6t
Ty = (2t + )i+ J+ 6tk
Vitesse relative
. x' =2t+1
R'(0o', 1V, k" y =
7' =4t
— dorM v T 7 T i
v, = TJR =x1 +y)+z'k

= Qt+ DU+ J+ 4tk

Mouvement de translatickh = k'

v, =2tk
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Accélération absolue

To== “Z|R = i1+ jij+ 2k
(k=2
R(o,?,f, k)yiy=0
Z=6
a.= 2 + 6k
Accélération relative
a—r>: ddlir R' = J'C',i)’ + j}l]->l+ EIEI
(=2
R'(0,V,),k){y =0
Zz =4

., dwy

dt

JR’ = 20 + 4k’

Accélération Coriolis (complémentaire] = 0 parce qu'il n'y a pas de mouvement
de rotation, c’est un mouvement de translation.

L’accélération d’entrainement

a, =a, +a,+a,

21+ 6k = A + 4k'+ @, +0

Pour un mouvement de translatiod=1',7= j'etk =k’

a, = 2k , 'accélération est constante , alors, le mouverde R’ est un mouvement

rectiligne uniformément varié (accélére).

Exercice supplémentaires

Exercice 1

La position du point matériel M est repérée dansepeére orthonormé R ({J), par :

X =2t ety =4t - 4t,
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1/ Déterminer I'équation de la trajectoire, Quebéson allure ?

2/Calculer la vitesse du mobile.

3/Montrer que son accélération est constante.

4/Déterminer les composantes normale et tangentilelll'accélération dans un repere
de Frenet.

5/En déduire le rayon de courbure
Exercice2

Les coordonnées cartésiennes dans un plan (0,xjy)psdint mobile M sont données

par :x = R. cos(wt) ; y = R. sin(wt) avec R et w sont des constantes

1. Donner les expressions des vecteurs vitesse etéeatteén ainsi que leurs
modules. Montrer que le vecteur accélération e$hé&are au vecteur de
position.

2. Quelle est I'equation de la trajectoire de M dansepere cartésien ? Quelle est

la nature de cette trajectoire?

Exercice 3:

On donne I'équation paramétrique du vecteur detipasid’un point mobile par

rapport a un repere cartésierOM = 2 i*+(4t2 - 4t)j

1. Déterminer I'équation de la trajectoire.

2. Calculer le vecteur vitesse du mobile ainsi que@ane.

3. Donner la valeur de I'accélération et montrer da’ekt indépendante du temps.
4. Déterminer les composantes normale et tangentdslel'accélération dans un

repere de Frenet voir figure.

61



Repére de Frenet

5. En déduire le rayon de courbure.

Exercice 4 :

Les coordonnées polaires d'un pdvht(d'origineQ) sont paramétrées par : la distance

a l'originer = at un angled = wt oua etw sont des constantes.

1. Déterminer la vitesse et I'accélération de M dansysteme de coordonnées
polaires. En déduire leurs normes.
2. Déterminer le rayon de courbypre
3. Déterminer la vitesse et I'accélération du pointdihs le systeme de Frenet et
retrouver I'expression de la norme de I'accélératio
Exercice 5:

Dans un repére orthonormé R{@) les coordonnées cartésiennes d’une particule M a

chaque instant t sont données par :

x = cosat’ety =sinat® ;a estune constante positive

1. Déterminer I'équation de la trajectoire de la [art.

2. Ecrire le vecteur de position dans ce repére.

3. Déterminer le vecteur vitesse et le vecteur acattér. Ainsi que leurs normes.

4. Déterminer la composante tangentiellget la composantes normalg, de

I'accélération. En déduire le rayon de courbaren fonction du temps.
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Exercice 6:

Les coordonnées polaires d'un pdvht(d'origineQ) sont paramétrées par : la distance

a l'originer = 2a cosfet un anglef = wtoua et w est une constante (voir figure).

Représenter sur la figure la base(, Uy)
1. Ecrire le vecteur de positinans cette base.
2. Déterminer la vitesse et I'accélération de M, eduii@ leurs normes.
3. Déterminer le rayon de courbwre Quelle est la nature de la trajectoire ?
4

. Déterminer la vitesse et I'accélération du point M

¥
dans le systeme de Frenet.
e .Y
5. Montrer que le centre de courbure (C) est do1r .~
_ / 1 A
par; / 5 |
— E—Y 7 |I ll.—_x
0C=0M+ 222 \ ] ;
vé dtv
\ /
o — N S
6. Déterminer alors le centre de courbOre. ~ -

7. Déterminer I'expression de la vitesse et de Ed@mtion dans la bagej)

Représenter le vecteur vitesse et le vecteur d@atén dans le systeme de

Frenet.

Exercice 7 :

Un point matériel décrit une trajectoire définieamrdonnées polaires par I'équation

suivante : p=p,(@+cosd), OU p, =30cm-

1)- Etudier le mouvement dans le casét « = cst= 0, déterminer alors la vitesse et

I'accélération en tout point de la trajectoire.
2)- Calculer la longueusde la trajectoire.
Exercice 8 :

Soit un point M de coordonnéé$,1, \/E) dans un repéere orthonormé (0,xyz).

a)- Calculer les coordonnées cylindriques de M.
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b)- Calculer les coordonnées sphérigues de M. lBbague question donner une

représentation.

Exercices 9

Nous supposons gu’un repére R’(O,i’,j’) est en neuent de rotation par rapport au
repére fixe R(Q,j). R’ tourne par rapport a R autour de l'axe 0z fz0z’)
perpendiculaire au plan (xoy)avec une vitesse aigutonstanted : 8 = w (figure
1).

1. Détreminer la vitesse d’entrainement, en dédairgtesse absolue.
2. Déterminer l'accélération d’entrainement, de i@l En déduire I'accélération

absolue.

Exercice 10

Dans le plan xOy , une droite Ox’ tourne autourQie avec une vitesse angulaire
constante Un mobile M se déplace sur la droite€dwant la loi : r = a sthavect =
wt et a= cte .

1. Déterminer a l'instant t en fonctioa a et w, la vitesse relative et la vitesse
d’entrainement de M par leurs projections dangpere mobile x’Oy’. En déduire la
vitesse absolue exprimée dans cette méme baseogectipn, et montrer que le
module de celle-ci est constant.

2. Déterminer a l'instant t en fooctide a et w, I'accélération relative,
I'accélération d’entrainement et l'accélération @bémentaire de M par leurs
projections dans le repere mobile xX’Oy’ . En dédudiaccelération absolue exprimée

dans cette méme base de projection, et montrelequedule de celle-ci est constant.

Exercicell

Un repére R’(OX’Y’) en rotation par rapport a urpeee R(OXY) fixe, suivant I'axe

(0Z), avec une vitesse angulaire w constante. @sidére I'anglé entre I'axe (OX)
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et (OX’) tel que 6=wt. Soit un mobile M suivant I'axe (OX’) et obéant a la relation

suivante x'= B¢ ( B=const)

a) Déterminer la vitesse relative, d’entrainemerahetolue

b) Déterminer I'accélération relative, d’entrainemetd Coriolis et absolue.
Exercice 12 :

Sur la terrasse d’'une maison en cours de constryaiio pot de sable suspendu a un
fil commence a descendre d’'une hauteutau moment ou une voiture vient de passer a

une vitesse constante

1. Si le pot descend avec une vitesse constgnteouver I'équation de la
trajectoire par rapport au conducteur de la voiture

2. Trouver alors l'équation de la trajectoire quarddescend avec une
accelération constante.

65



Chapitre 2 Dynamique d’'un point matériel

2.1 Généralité

Dans cette partie, nous étudions la dynamique dbjet matériel qui décrit les
mouvements en termes de force. Comme il a été gedustoriquement, I'observation
des corps célestes a été notée soigneusemenemieprpar certains chercheurs. A
partir de cette observation, ils ont pu déduirelteés cinématiques du mouvement
avec Kepler, puis exprimé ces lois en termes deef@avec Newton. Ces lois ont
beaucoup servis a prévoir d’autres mouvements corpare exemple ceux des

satellites ou des vaisseaux interplanétaires.

2.2 Repere Galileen - repere d’inertie

Galilée est le premier qui a suggéré un principeedtie.

2.2.a Enoncé du Principe d’inertie

si un objet n est soumis a aucune force(isoléy welit dire, que cet objet

» soit il se déplace en ligne droite avec une vitessestante.

» soitil est au repos.

Un repére d’inertie est un repere dans lequel wardcple libre se déplace avec une

vitesse constante.

L’'accélération d’'une particule, peut s’expliguemplement par des forces liées a la

particule et son environnement.

Une particule qui se déplace en mouvement recéiligniforme dans un tel repéere

n’est soumise a aucune force (ou les forces agissatbmpensent).
2.2.b Masse du point Matériel.

Une masse caracteérise I'inertie d’'un corps, elimjue une partie d’'un autre.
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La masse est une grandeur mesurable qu’on pelwgdarsr par une balance.

2.3 Quantité de mouvement

La quantité de mouvement d’'une particule est lelpitade sa masse par sa vitesse.
p=mv

p est une guantité vectoriel qui a la méme direagjoe la vitesse.

L'unité dep est Kg m/s

On peut énoncer le principe d’inertie de la mangrieante :

Une particule libre se déplace avec une quantiténdavement constante dans un

repere Galiléen.

Les expériences ont montré que la quantité de mmoene d'un systeme isolé est

conserveée.

2.4 Force

La force est une grandeur mesurable que I'on mggren dynamometre.
L’'unité de a force est le Newton.

La force résulte de la variation de la quantitémbeivement d’'un objet de masse M.

. Ap
F=—
At
Si la variationAt est tres courtdt — 0
. dp
g8
dt

La force et la variation de la quantité de mouveinsent orientées dans le méme sens.
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2.5 Lois de Newton

Les lois de Newton se traduisent en termes de [fdecerincipe d'inertie et la

conservation de la quantité de mouvement.

Premiere loi de Newton :

Tout corps n’est soumis a aucune force extériestrdiequ’il est isolé.
Un corps isolé :

* Soi il est au repos (arret de mouvement)
» Soi il est e mouvement mais en mouvement rectilignerme.

Deuxieme loi de newton :

La masse de I'objein est constante, si cette masse possede une ado@lé@;atela

veut dire qu’elle est soumise a une force :
F=mad
Si I'objet m est soumis a plusieurs forces,

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :
Z ﬁk = m a)
k

Troisieme loi de Newton :

Soit un systeme isolé contient deux point matéviglet M, de massesm, et m,
respectivement sont en interaction mutuelle. D’'speeprincipe de conservation de la

guantité de mouvement :

4 _ A%,
At At

Cette équation traduit le principe de l'action etla réaction.
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2.6 Application des lois de Newton
2.6.aPoids d’'un objet au voisinage de la terre

L’expérience montre que le mouvement de chute lrgrenant soin d’éliminer les

frottements sur I'air est un mouvement a accélématonstante :
P=mg

P :est le poids de I'objet s exprime en Newton

m :est la masse constante de 'objet s’exprime en kg

g -est appelé accélération de la pesanteur s’exmimma/s.

2.6.b Loi de gravitation universelle

C’est Newton qui a étudié le phénomeéne de gragitadu voisinage de la terre a partir
des hypothéses et des observations en about&dantoi d’attraction que la terre

exerce sur la lune.

my m,

T2

Ou le facteue= 6.667 1071 m3kg=1s71.

2.6.c Force de contact

Soit un poidsl3 d’'un objetm en équilibre sur une table horizontale.
Les forces qui maintiennent cet objet en équilést:

* Premierement la force de I'objet qui s'exercelauerrep.

 Puis, il ya la force de contactque les molécules de la table exerce sur
I'objet.

Le principe fondamental de la dynamique permetrd@a I'équilibre :

P+C=0



—

C=—P

Le principe d’action et de réaction ne peut étngligpé qu’entre deux forces de méme

nature physique. En effet, I'action n’est papd&ls de I'objet sur la table.
2.6.d Frottement

Les frottements sont responsables des liaisone datix systémes en contact. Il a été
montré expérimentalement que le rapport entre degposantes donne un coefficient

constant appelé coefficient de frottement

Statique (limite) us = tga, Dynamique (mouvement) u,; = tg(a)

C i c c
E p |

vm‘
o
]

a=a,+e€

Etude statigue (a I’équilibre)

Nous plagons un objet de masse (m) sur une plamafizontale, puis nous soulevons

I'une des extrémités de la planche d’'un angiee fait la planche avec I'horizontal.

Pour une succession de valedr, il existe une valeur d’'un angle limitg auquel le

I'objet reste en équilibre,

Principe fondamental de la dynamique
2, Fi=
k

P+C=0

=1}

Selon I'axe (0,X)
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—[IEfl+ & =0
— ||P|| sinag + ||C]| =0
Selon l'axe (0,y)

—

—lIBll+ & =0

Il a été trouvé au laboratoire que le rapport elesedeux de la force de contatest

contant:

13

_ G|l

Par définition Uy = IG,|
y

Le coefficient de frottemenu, caractérise le frottement entre deux surfaces a

I'équilibre.
Etude Dynamique (mouvement) :

En faisant croitre d’une petite valeur 'angle(a > «, ), 'objet se met a glisser, son

mouvement est un mouvement uniformément acceéléré.

P+C=0
Selon I'axe (0,X)
~[I2]+ ¢, =ma
=Pl sina + |G|l = mlid,

Selon I'axe (0,Yy)

—IBl+ ¢, =0
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—|IPlcosa + [|G,]| =0

L’expérience montre que le rapport entre les denmposantes dé reste constant.

Par définition

En effet, il a été prouvé que le coefficient datmentu, est inférieur au coefficient

de fortement statique, .
2.6.e Autre type de frottement

Résistance de I'air

L'exemple le plus visible dans ce type de &otént est la descente d’un parachute

hy

jg=18

Le corps de masse (m) tombe avec une vitesse obastaa force de résistance de

I'air est constamment opposée a la vitesse estuproportionnelle.
f= —kv

Dépend du milieu et de la géométrie du corps.

2.7 Chute d’'un corps dans un milieu visqueux
La relation fondamentale de la dynamique
F—ké=md

. , . d
Par une projection sur I'axe vertidal— kv = md—:
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La vitesse varie selon une loi exponentielle

v=v,(1— e‘t/f)

Ouv, est la vitesse limite qui est déterminé a |'et&odilibrev, = =

AvecT = % pourt = 7, v = 0.63v,.

2.8 Force élastique

L'oscillatoire sinusoidale constitue une bonne éspntation de beaucoup de

phénomenes réels d’oscillation. Il répond a destl@is simple :

V= 0,1

v, = —Awsin(wt)
a= a,l

a, = —Aw? cos(wt)

En effet :d = —w? OM
OM etd sont colinéaire.
Une force de ce type est la forc de raideur pamgte un ressort.

Le ressort a une longueur a Vigle si on exerce une forEesur I'une de ses
extrémités, il s'allonge d'une longuenur nommée élongation. A I'état
d’équilibre, La longueur nouvelle du ressort kst [, + x. L'état d’équilibre

revient a dire qu’il existe une force de rappepgose au sens du mouvement.

I3 = —kx1 ; K est la constante de raideur du ressort.
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2.9 Application « Etude du mouvement d’'un pendule imple dans la base de
Frenet »

Le pendule simple est caractérisé par masse (fa)lebgueur du fil? et 'anglefdque
le fil avec la verticale

ol

En utilisant le Principe Fondamentale de la dynasi@®FD)

ZFR: m_d
k

~l
+
et
Il
3
Qu

Qu
Il
fi
+

&

Projection sur I'axe normal

172

T — mg cosO =m7

Projection sur l'axe tangentiel
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g = dv
mgsing =m—

La relation entre les coordonnées curviligne ettesdonnées angulaire est= £6

Dans le cas des petites oscillatior® , I'équation différentielle qui régit le

mouvement devient :

.9,
0+€9—0

Qui admet une solutiond = 6, cos(wt + @) avecw? = %

6,et ¢ sont des constantes qui peuvent étre calculertia gas conditions initiales.

La période du pendule est calculée a partie del&aponT = 27” que donne

T =2m |—
g

La période est indépendante de la masse du pendule.

Pour calculer la vitesse a un instant t , on miigtifequation (2) padé :

dv

Ir do

—mgsinfdf = m

nédo = {d@ do
gsin =t

En faisant l'intégrale
0 o
gf sinf d6 =f £0d6
0 6

glcosfld = — ¢ —

0 = \/2% [1— cosB]
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Nous pouvons facilement déduire la vitegse= £8):

v = \/Zg £[1 — cosf]

2.10 Moment cinétique
2.10.a Généralités

Chaque planete décrit une trajectoire elliptiquel®tsoleil occupe I'un des
foyers (premiére loi de Kepler).

« Au cours du mouvement de la planétey?est invariant au cours du temps.
(w = 0) est la vitesse angulaire de la planétérgfoint le centre du soleil & la

planete.
Définition :
Le moment cinétique est une grandeur vectorielle
L=#ApP

L

Ty

e

L est le moment cinétique.

p =mvest la quantité de mouvement par rapport a I'oeid®).
L est perpendiculaire au plan défini gaetg , tel que le triedre
par? , 7 etL soit directel L au plan ( 7 eff).

Son module ||Z|| = mvrsiné

2.10.b Théoreme du moment cinétique (TMC)
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Il a été montré que La variation de la quantitéraieivement par rapport au temps est

donné par :

De la méme maniére la variation du moment cinétprerapport au temps donne :

dL d 2\
dt dt (AP
dL  d7 A5 %Adﬁ
dc dt PTG
i _ . o, ., 4P
dt_ viAmv Tr dt
¥ et mJ sont paralléles
vAmv =0
dL dp
— = 7FA—
ac -~ e
dz—-*Aﬁ
dt "

# AF = u(F) est appelé le moment d’une force.
Le théoreme du moment cinétique devient

dr 7 AF
—_ =7

dt
La variation du moment cinétique est reliée au nmarde la force.

Cette relation n’est qu'une autre fagon d’écrire ridation fondamentale de la

dynamique

. SiF=0,la quantité de mouvement et le moment cinétique sonserveés.
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e SiF est centrale}?// 7) le moment cinétigue se conserve bien que la

quantité de mouvement vakie= mr26.

2.10.c Application « Etude du mouvement d'un penda simple en
utilisant TMC»

En utilisant le théoréme du moment cinétique, tevu’équation différentielle du

pendule simple.

Solution

Le théoréme du moment cinétique — =7AF

Les forces appliquées sur la masse (m)sont :
F=P+T
D'Ou
u(F) = # AP +7# AT
avec

p)= Pnﬁn‘l'Ptﬁt

P = = —mg cosf i,, + —mg sinb i,
T =Ti,
7= —{u,

En remplacant dans I'expression du moment degsarc
u(F) = # A (Pytly + P, U,) + 7 AT
Sachant ‘%, A, = 0; U,Al, = k

On trouveu(F) = # A P, i,
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u(ﬁ) = mg? sinf k

Le moment cinétique

L=7Ap

P=MvU=p=mvi,
z=—£ﬁnAmvut

L = — mévk

v=+~0

Devient

L=—m¢#0k

dq— 22 0k

a "

Le théoreme du moment cinétique

— = ?AF
dt

—m %6 k = mg? sinfk

En passant au module

£ 6=g¥sinb, pour des faiblsind ~ 6

on trouve 'équation différentielld + % 6 =0

admet une solution de la forme
6 = 6, cos(wt + @)

6 = — wh, sin(wt + @)
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6 = — w26, cos(wt + @)

6= — w0
0 — w20 =0
Par identificationw? = %

Alors w = %

La périodeT = ZNE
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Chapitre 3 Travail et énergie
3.1 Définition

Nous appelons travail élémentaire de la forcersédodéplacemed?, le produit

scalaire :
dw = F . df
dw =0 si F L df
d¢

dW =Fd¢ F//d¢é
Si la force n’est ni perpendiculaire ni parallélecgplacement
dW = F d¥f co9

L'unité du travail est le joule.

3.2 Theoreme de I’énergie cinétique
Le travail mesure la variation de I'énergie cinéﬂ'nﬂ(%mvz).

Si une force variable agit sur une particule awrsa’un déplacement fini de A a B, le

travail effectué entre A et B devient :
B B,
WE = j dW = f F.d¢
A A

F//dé
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B B dv B de
WAB=de{’=fm—d{’ =fm—dv

A

B 1 1
B _ — 2 2
W —mf vdv—zmvB szA

P . .. . 1
L'énergie cinétique au poitd =E; /5 = Sm vf;

P . .. . 1
L'énergie cinétique au poikt =E,, = Sm vj

Le théoreme du moment cinétique est :
WAB = EC/B - Ec/A = AE,
L’énergie cinétique est une grandeur scalaire pesit

Le travail est une variation de I'énergie cinétiq8e cette variation est positive, cela
veut dire que la force et le déplacement sont denenéens, I'énergie cinétique

augmente.

Si la variation de I'énergie cinétique est négatiaeforce et le déplacement sont de

sens oppose, I'énergie cinétique diminue.
3.3 L’énergie potentielle
L’énergie potentielle d’'une masse (m) a l'altitu@est défini comme :
E, =mgh+cst
Cette constante en général est fixée de manieré&,qee0 pourh = 0, d40%/

E, = mgh
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Dans le cas d'une force de gravitation et celuilaléorce élastique la variation de
I'énergie cinétique aboutit a une variation égalemposée d’'une variation de I'énergie

potentielle.
AE, = — AE,

Ainsi Wi = — AE,

Cette relation d’invariant appliquée entre deuxnpdi et B :
EC/B - EC/A = - (Ep/B - Ep/A)
devient
Ecja+ Epju = Ecip+ Epsp

Cette nouvelle énergie que I'on appelle énergieamiéecie.Er = E, + E, .Q'on écrit

la relation de conservation de I'énergie mécanique

ET/A = ET/B

3.4 Etude de I'énergie d’un ressort pendant son nuwement

Sur un plan horizontal, nous considérons un res$s@tpar un de ses extrémités a un

point (0), 'autre extrémité est attaché a uneipald de masse (m). la particule est

soumise a une force de tyﬁe: —kxt., au cours du déplacement de la particule du

point A a un point B

Le travail effectué :

WE= [ dw = [/F.df =[] —kxdx=~kx}— kx}

La variation de I'énergie cinétique est :

AE, = EC/B - EC/A
AE_ = %m Vi — %m V2
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Les points A et B sont arbitraires, on deduit I'gjie mécaniqué, = E. + E,.
ou,

14,.2,1 2 1,21 2
ET/A_E kxj tomuy 'ET/B_E kxg tomug

Exemple :

Une masse (m) glisse sans frottement sur une drorigontale (x’'0x) et sans vitesse

initiale du point (A) lorsque le ressort se compeia I'abscissex = —a .
La seule force qui travail est la force de rappeﬁ:: —kxt

Energie totale au point AET/A% kx3 +0

i I

T A Al — |

vg=0  Epo=0

Par conservation de I'énergie totale ou I'énergéxanique, I'énergie potentielle de la

particule m se transforme en énergie cinétique.

3.5 Forces conservatives et forces non-conservas/

3.5. a Force conservative ou Force dérive d’un pentiel

Une force dérive d’'un potentiel si le travail dgtedorce pour un déplacement de A

vers b mesure la différence de potentiel évalugeoat A et au point B.
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WAB - Ep/A - Ep/B - _AEp
Ou I'énergie totale est conservBg = cst
AE; =0

» Cette relation implique que le travail de la foest indépendant du chemin
suivi pour aller de A vers B.

* Si la trajectoire et fermée (lepoint final coincidepoint initial (A=B), cela
veut dire que
E,/a = E,/p, e travail est nuwf = 0

« En utilisant le théoréme de Stokps. d¢= [[(rot F).dS, nous déduisons

(7ot F) = 0 pour une force conservative.

L’expression de définition de I'energie potentielle

- Par définition :

- L’élément de déplacement

d? = dxi + dyJ + dzk
F=Fi+ Ej+ Fk

- L’élément de travail est une fonction scalaire

13

[i=j]=kk=1
dW = F. df
dW =F,dx+F,dy + F,dz

0E,  O0E,  OE,
E, dx + E, dy + F,dz = —(de + Wdy + Edz)
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Cela implique :

(0E,
Ez Iy
0E,
4 5 = B
0E,
\ 0z z

On dit queF est le gradient d’une fonction scaldgeavec un signé-) :
F= —gradE,

Exercice :

Soit un champ scalaifé(x, y, z) = 3x2yz~2

Déduire la force qui résulte de ce champ de paknti

Solution :

F = 6xyz 2T+ 3x2z7%] — 6x2yz 'k

3.5. b Force non conservative
Les forces non conservatives sont la force auxesiell
(rot F) #0

On cite les forces de frottements, lorsque dansysteme, en plus il y'a des force
dérivant un potentiel, glisse d’autres force qui de@rivent pas un potentiels, la

variation de I'’énergie mécanique mesure le trade# forces ne dérivant pas un
potentiel (V).

AE; = W,

L’énergie mécanique n’est pas conservée.
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3.6Exercice corrigé

Une particule mobile dans un plan (xoy) estrsise a une forcE :
F=(%— y)i+2xy]

1. Calculer le travail dé suivant le chemin
a- de o vers A en passant par B.

b- suivant la droite OA

2. Montrer queﬁ est une force conservative.
Déterminer I'énergie potentitle. On donneE,, au point (0,0) est nulle.

Solution
dW = F, dx + F, dy
dW = (y? — x?) dx + 2xy dy
a) Wi=wg + wy'

WE:x=0,dx=0;yvariede0 > 1

1
we = f 2xy dy
0

1
we = fo y dy
0

Wi:y=1,dy=0;xvariede0 -1

1
w4 = f (y? — x?) dx
0
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1 1
w4 = f (1%) dx — J (x2) dx
0 0

WA = = joule

b) Suivant la droite 0A/

L’equation d’une droite y=ax, avec a est la peatel].y=x ;
dx =dy

On remplace :
dW = (x? — x?) dx + 2xx dx

dW = 2x?

1
W = f (2x?) dx
0

1
wg = ZJ (x?) dx
0

a3
wa = —
’ ’ [3]
0

2
W = 3 joule

Conclusion : le travail est indépendant du chenuiivis
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2/ F est une force conservative(sbt F) = 0

T - k
— o Jd 0
tF)= — _—
(ro ) dx 0y 0
E. F, O
(rotﬁ)zZy— y=0

F est conservative.

3/ F dérive d'un potentiel. On peut écrire
0E,
E = Ty
0E,
E =

OE,

i —(x* = y?)

E, = foy dy

E, = foydy

2

E, = ny? + cst(x)

J0E
_p — —(v2 — 12) = /2 /
Tx (x y*) = y* + cst'(x)
cst'(x) = -x%+y? — y?
cst’'(x) = —x?
cst(x) = — fxz dx
X3
cst(x) = — 3 + cst(y)
y2 %3
E, = 2x7— 3 + cst(y)
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Résumé :

Le principe fondamental de la dynamique ( PFD)aeddeuxieme loi de Newton :

Zﬁ=m&

Ou m est la masse de l'objet (Kg) ef désigne l'accélération ( ni/sLa force

appliquée sur I'objet s’exprime en Newton.

* Parmi les forces on cite le poids

P=mg
e La force de Gravitation
S mym, _,
G 12 2
LY
 La force de frottement
f=uty

Avec u est le coefficient de frottement &} est la réaction normal au plan.

e . Laforce de résistance de l'air

f= —kb
k dépend du milieu et de la géométrie du corpslatvitesse de propagation.

» Force de rappel d’'un ressort

F = —kxii

Mouvement de rotation

1) Moment d’'une force

u(F) = OM AF
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,u(ﬁ) est le moment d'une fordé appliquée au point M, par rapport au point
O.

2) Moment cinétique

—_—

L=0M AP
Ou la quantité de mouvement =m v.

Son module ||f|| = mvrsing

Théoreme du moment cinétique

L —. .
— = OM AF
dt

Une centrale exercée sur un objet matériel dans un repéreégalilson moment

cinétique se conserve bien que la quantité de nmenevarid = mr2ou,.

Travall et énergie

* Travall

B
WAsz F.dx+F,dy + F,dz
A

* Le théoréme du moment cinétique est :
WE = AE,
Dans le cas d'une force de gravitation et celdaderce élastique
B _
Wy = — AE,

Energie mécanique.

Er = E.+ E,
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Conservation de I'énergie mécanique :
ET/A = ET/B
AE: =0

Forces conservatives

Force non conservative

F #-— grad E,
AEr = Wy

Avec W, mesure le travail de force de frottement

e

rotﬁ =0
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3.7 Exercices corrigés

Exercice:

On tire une brique de 55 kg. La corde qui tirdid@ue a un angle de 22,5 degrés
au-dessus d’un plan horizontal. Le coefficient d&tément dynamique entre la
brique et le plan est 0,1. Si on exerce une fde&5 N sur la corde, quelle est

I'accélération de la brique.

Solution

{

w
I
=
2l

2

P+

13

ma

Ny

+

N

La force exercée sur la brique peut étre décomposée en deux composantes

horizontale et verticale.
FA = FAx + FAy
Oou

Fy, = F,cos8 = 650N X cos22,5°=60,1N

F,, = Fysin@ = 65,0 N x sin22,5° = 24,87 = 24,9 N
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D’abord on calcul la force de réaction brique-plan

Projection sur I'axe oy
ICI1 = NIBI] + 1oy | = 0
|G| + (=539 N) + 24,9 N = 0

|G|l =539 N —249 N =514,1 N =514 N

Calcul de la force de frottement :

Fr=ux||C,]|=0100x 514N =514 N

Projection sur I'axe ox :

—NEll+ [|Eaell = m Nl

—||Fe|| + ||F
m
601N+ (=514N)
la ) =

lla,ll = 0,16 m/s?
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Exercice (examen de rattrapage ST2020)

Une particule de masse m glisse sans vitesseléndia pointM, situé en haut d’ une
demi sphere de rayon R et de centre O. sachantlequeefficient de frottement
dynamique entre la masse et la surface de la spbtug

1. En appliqguant le principe fondamental de la dynamjgtrouver la relation

suivante :

av. Ug

g(sind — pgzcosf ) = RV

2. Nous supposons que les frottements sont négligeable

2

* Donner I'expression de la vitesse
» Donner I'expression de la réaction de la sphérdasomrasse m

» Déduire l'anglef,,, sous lequel la particule quitte la surface deplaere.

Mo

Solution

1. Coefficient de frottement dynamique

<]
Ug = -
]
”E’} | = ||f|| (force de frottement)
”C’n | force de réaction de la surface de la sphereasmakse

-



Le principe fondamental de la dynamique :
Z ﬁk = m Zi
k

-

P+ C=

=
Ql

13

Ny
Il
Sy
+

=

)
)

ol

Il
+
3

Projection sur l'axe tangentiel

i, : ||P|| sino - ||f]| =mlla,ll

Projection sur I'axe normal
U, : ||13|| cosa + ||5n|| = m||d,||

171l = mallCal

jlising + 7]l =m 57
mligll sin 6 + |If]] =m —

2
m||gll cos 6 + ||5n|| = m %

1G1sin6 + allGoll = m o
mllgll sin0 + uq||Cy —mE

2

" 14 5
ICull = m == mllgll cos 6
En remplacant :
|G|l dansmilg sin & + pg|Cll =m %2
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On trouve

. dv  pq
g(sin® — pgycosb ) = Frimie-

2. En négligeant les forces de frottements € 0)

VZ

L’equation devient :

0 - dv
gsind = —

En multiplie I'équation pad6 :

fe ; ede—fodvde
gosm =), @

Avec :
v =R6
0 v v
gJ sinf df = J dv —
0 0 R
0 . v
gR [, sin6 d6 = [ vdv
2
v
gR [—cos6]§ = 1
Devient :

v2 = 2gR (1 — cos0)

v = \/ZgR (1 —cosH)

En deduire I'anglé,,, :

La particule quitte la surface de la sphére loesfjd,|| = 0.

2

v
0=m F—mlljll cos6,,

En remplace I'expression de la vitesse :
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2gR (1 — cos6,,)
R

= ml|gll cos O,

On trouve

cos 6,, = =

6,, = 48°

Exercice (examen St2020)

La figure ci-contre représente deux masseset m’ qui sont reliées par un fil
inextensibles, la massen’ = 7.5kgest placée sur un plan incliné BC d’an@lele

contact de m et le plan incliné est caractérisé yrarcoefficient de frottement
statiquer, et un coefficient de frottement dynamique L'autre extrémité du fil, la

massen’est placée sur un plan inciné AB lisse (sans fnute) d’anglex.
Sachant que la poulie est de masse négligeal#e30° et g = 60°

1. Donner I'expression de la masse limite (minimateQui correspond au
début du glissement. La masaeeste immobile.

2. On prenan = 10kg. Le systeme se met en mouvement, en utilisant le
principe fondamental de dynamique
a/ calculer I'accélération du mouvement

b/ calculer la distancé que parcours la masse en une durée des.
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Solution

Mouvement statique

SE=0

Pour la masser’

Projection sur I'axe ox :

|7 11"l = 0

”T’” — ”P’ sina =0
”T’” = |P’ sina
Projection sur l'axe oy :
~ r
(e
~ Y _
cC'||l — cosa =0
| c'|| = | P’” cosa

Pour la massen :
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Projection sur I'axe ox :
=|IT{l+ [|B]l = 0
=|IT|l + [1Pllsing — I£]l = 0
171l = [IPllsing ~ IIF]
Projection sur l'axe oy :
€= 13 = 0
€1~ 1Pllcoss = 0
€11 = IPllcoss
On utilise la relation :

17
s = =
— il

Alors . |IF]l = wlIC]|
IT]l = |IP]lsinB — ulIC]|
7|l = ||Pllsing — us||P||cosp
7]l = Mminllglising — ssmpinliglicosp

IT|| = Muminll Gl (sinf — pscosB)

Etant donné la poulie est négligeab|]| = ||T"|
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P'|| sina

MuinllGll(sinf — pgcosp ) = |

Myl Gl (sinf — pscosB ) = m'||gllsina

m'sina
(sinf — ugcosp )

Minin =

7505
Mmin = 086 — 0.5.0.5

Mpyin = 6.147kg

Etude dynamique :

a) YF=mad
Projection sur l'axe ox :

Pour la masset’ :
7] - 17l =
|7~ 7] sinc =
Pour la masse :
|17 + 1] = m 1l

=[|7]l + 1Pllsing — ||| = m lal

On faisant la somme et pol|if|| = ”7’)”
||ﬁ||sinﬂ - ||f|| - |ﬁ |sina = (m +m") |lall
_ IPlising — |I£]l = |IP"||sina
llall = ,
(m+m)

Avec||fll = uallCll = wallPllcosp
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msinf — uzm cosp — m'sina

lall = ligll

(m+m")
] 17 10.086 = 031005 - 7505
ai =14 (10 + 7.5)
g1l = 9.81 m/s?

lla]| = 1.877m/s?

b)
1
d= Eatz
1
d =—-.1.877.2%
2
d = 3.755m

Exercice

Une particule de massa = 6kg se déplace dans un plan (xoy), ses coordonnées

cartésiennes sont :

{x =3t?2—-6
y = —4t3

1. Ecrire le vecteur de position, le vecteur vitessgeeteur accélération dans la
base cartésiennes.

2. Calculer la forceﬁqui agit sur la masse a t=2s.
3. Calculer la quantité de mouvemgnen déduire le moment cinétique de cette

force.
Solution

1. Vecteur de position :
OM = x(6) T+ y(t)]
OM = (3t — 6) T —4t3]
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Vecteur vitesse

Vecteur accélération

a=xi+yj

. La force:

Déduire le moment cinétique :

L=7Ap
. 7 -7k
L= 3t2_6 —4t3 0
36t 720
L = (72( 3t% —6) — 144t*
L = (— 144t* + 216t2 — 432)k
Exercice

En utilisant le théoreme du moment cinétique, wesd’équation différentielle
du pendule simple.

Solution
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L . L 5, =
Le théoreme du moment cinétique : d—f =TrAF
Les forces appliquées sur la masse (m)sont :

F=P+T
D’ou

u(F) = # AP + 7 AT
avec
P) B Pnﬁn + Pt ﬁt
P == —mg cosf i, + —mg sinb 1,
T =Tu,
7= —{uU,

En remplacant dans I'expression du moment degsarc
u(F) = # A (P, + P, U,) + 7 AT

Sachant @, A, = 0; U,AU, = k

On trouve :u(F) = # AP, i,

u(F) = mge sinf k

Le moment cinétique :

L=7AP
p =MvV=p = mvu,
L = — 1, A mvi,
L= —mfvl?
v=+~0
Devient :
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L=—m# 0k
dL
dt
Le théoreme du moment cinétique :

= —m¥% Pk

dL

— = ?AF
dt

—m %6 k = mg? sinfk
En passant au module :

£ §=g¥sinb, pour des faiblging ~ @

On trouve I'équation différentielle :

admet une solution de la forme :

0 = 6, cos(wt + ¢)

6 = — wh, sin(wt + @)
6 = — w?6, cos(wt + @)
6= —w?0

6 — w?0=0

Par identificatiorw? = %

Alors :w = %

La période :T = Zn\/g
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3.8 Exercice supplémentaires

Exercice 1

Une bille de masse m est lancée d’'un point A avex utesse initiale et effectue le
parcours lisse (sans frottement), suivant lesdet®BC formé par une sphere de rayon
R (figure 2).

1. En utilisant le Principe fondamentale de la dyitpe et les coordonnées polaires

dans la baseii(, 1y), montrer qu’on trouve ces deux expressions. Clesforce de

contact,g est la vitesse angulaire.
gsind = -R@ (1)
gcos@—%=—Ré2 (2)

2. Déterminer I'expression de la vitesse anguldireen tout point. En déduire la
vitesse angulair® et la vitesse v au point A si la bille atteintdeint C avec une

vitesse nulle.

3. En utilisant le théoréme du moment cinétiquie siysteme de Freneli,, iy),

retrouver I'expression (1) de I&®question.

i A .
figure 1 figure 2

Exercice 2

Soit un point matériel M soumis & un champ de fércé = (2xy)i + x*]
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A-Calculer le travail de la force suivant :

1/ le chemin O(0,8> A0, b~ BI(L,

2 [ la droite OB.

3/ le trajet fermé : O(0,0) = A0 B(1,1) - C(1,00— 0(0,0)

B- F est-elle conservative ? Conclure.

C- En déduire I'énergie potentielle Ep résultardecd champ de forceEp(0,0)=0.

Exercice 3:

Une particule de masse m, initialement au repo# eglisse sans frottement sur la

surface circulaire AOB de rayan(Figure 2).

1. Déterminer le travail du poids de A a M.

2. Déterminer le travail de la force de contact swefparticule.
3.
4

. Utiliser le théoreme de I'énergie cinétique pouted@iner la vitesse de la

Déterminer I’énergie potentielle, e m au point M. On donng([B)=0

particule au point M. En déduire son énergie dijuet E.

Calculer I'énergie mécaniquenén ce point M.

Figure2

Exercice 4La figure ci-dessous représente un corps dontidspest 8l et qui repose

sur un plan rugueux (avec frottement) incliné d'angle 8. Le coefficient de
frottementu est 0.40. On prengl=10m/s’ .

Que représentd, , F,, E,etF; sur la figure.

108



En utilisant le principe fondamental de dynamique
a/déterminer I'angle d’inclinaisofy,pour que le corps commence a glisser avec une

vitesse constante ?

b/ Quelle sera la force de réaction norrrfalau plan pour une inclinaison 8e=35
degrés.
1/ Quelle est la force de frottement dans ce cas.

2) calculer l'accélération de mouvement.

Exercice5

Soit le champ de potentigk? — xy + yz

Trouver I'expression de la force dans le systéeneab®rdonnées cartésiennes. Cette
force est-elle conservative ?

Exercice 6

Une particule de massese déplace sous I'action d'une force centrale gerra.

F=- T%zTr C est une constante.

Montrer que :

1 A H 1 A H c
a/ I'énergie totale s’écrit comme :E?

b/ la vitesse est = /i
mr

c/ le moment cinétiqué = vVmcr

Exercice 7:

Une bille de masse m initialement au repos ex ddsceptible de glisser sans

frottement a 'intérieure d’'un quart de cercle dganr .
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1/ Représenter les forces appliquées a la bille.tHisant le principe fondamental de

la dynamique, trouver les projections des forcedesuaxes normale et tangentiel.
2/ Trouver I'expression de la vitessen un point M.

3/ Trouver I'expression de la force de contacteet# bille et la surface intérieure du

cercle.

4/ Quelle est la vitesse maximaléuax atteinte ?

M,

<l

Exercice 8 :

Un objet matériel de masse m est déposé a I'extrésupérieure d’'un plan incliné
d’angle a et de hauteud , sans vitesse initiale endWoir figure2 (tourner la page).
Nous considérons le frottement existe entre I'objela pente avec un coefficient de

frottemenfy. On note g lintensité du champ de pesanteur,

1/ Représenter les forces exercées sur I'objetmddgluire la composante de la force

de contact entre I'objet et le plan incliné.
2/ Déterminer le travail du poids et le travaillddéorce de frottement.

3/ En déduire I'expression de la vitesse V en umtpld en utilisant le théoréme de

I'énergie cinétique.

4/ Quelle est la condition syr pour que la bille commence a glisser.
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