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Préface

Ce cours en ligne intitulé « : Résistance des matériaux avancée», s’adresse aux ¢tudiants de
premiére année master en Génie Mécanique.ll est rédigé de maniere simplifiée et beaucoup
d’exemples sont introduits apres avoir donné des notions afin que 1’étudiant puisse assimiler le
contenu du cours et ait une vision claire de son application dans la vie courante.

Le cours comporte six chapitres, est considéré comme document de travail dans la spécialité de
mécanique de construction. 1l est destiné de prime abord aux étudiants de master 1ere année en
construction mécanique dont I’intitulé du module méme (en S1).. Il contient six chapitres de
cours et des exercices résolus a la fin de chaque chapitre. Le premier chapitre traite le
flambement. Dans le second chapitre on aborde la flexion déviée . 1l s’agit de I’energie de
déformation et structure hyperstatique, respectivement aux chapitres 3 et 4. le cinquiéme
chapitre traite les théories des états de contraintes limites. Enfin le dernier chapitre est consacré

aux plaques minces.
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Chapitre 1 Flambement

1.1 Définition

Le flambage ou flambement est un phénoméne d'instabilité d'une structure ou d’un élément
d’une structure, qui soumit a une force de compression, a tendance a fléchir et a se déformer
dans une direction perpendiculaire a la force de compression.

Dans le cas du flambage, les formules établies tiennent compte des déformations. Celles-ci ne
peuvent plus étre supposées infiniment petites et négligées comme dans les chapitres
précédents. De méme, les forces extérieures ne sont plus proportionnelles aux déformations
et, dans certains cas, de grandes déformations peuvent étre causées par des accroissements de
charges tres faibles. Tous ces phénoménes sont connus sous le nom d’instabilité élastique.
Les procédures de calcul des poutres flambées varient d’un pays a I’autre, d’une profession a
I’autre, en obéissant souvent a des normes précises. Nous nous limiterons a une étude
générale ayant un caractere universel.

Soit une poutre soumise a un effort de compression P, articulée en A et simplement appuyée
en B.

- cicy
— \\E\ — — — - —-hp
N v(x) Q0

L’équation de la déformé s’écrit sous la forme :
Elv'(x) = —M; = —v(x) * P
ElV'(x) +v(x) *P =0
v (%) + % *v(x) =0 (1.1)
En posant :

_ P
®= JE
v (x)+ w’(x) =0 (1.2)



Chapitre 1 Flambement

On aboutit & une équation différentielle du second ordre

La solution prend la forme d'une onde sinusoidale. Cette solution est satisfaite pourwlL = n*x,
oun=0,1,2,3...

Remplagant de nouveau dans l'expression le a (équation 10.4) donne la valeur de la charge P

requise pour causer le flambement de la colonne articulée- articulée :

( * )Z*E*I
p = (Bl (L3)

La premiére charge critique est atteinte pour n=1 :

2 +Ex]
P = 25— (1.4)

Plusieurs cas sont possibles pour la poutre :
e P<P: compression simple, la poutre reste droite, elle est dite en équilibre stable.
e P =P: lapoutre peut rester droite ou fléchir (flamber) avec une fleche égale a B, elle

est dite en équilibre neutre. A noter que B = y . est en géneral petit.

e P>P.: il yainstabilité en position droite (équilibre instable) avec une forte tendance

au flambement. B augmentera tres rapidement avec un léger accroissement de P.

Bille

Bille en équilibre Equilibre neutre Equilibre instable

1.2 Contrainte critique d’Euler

A la charge critique d’Euler Pccorrespond une contrainte critique o, qui peut prendre le nom
de contrainte critique limite ou admissible, donnant un élément de sécurité vis-a-vis du
flambement.

_ P m?xExl
Ocr = T = _S*L2 (15)

Supposons que la poutre soit parfaitement rectiligne, que I’effort de compression (P) soit

centré et que le matériau soit parfaitement homogene. Soit:

c =SE (1.6)



Chapitre 1 Flambement

La contrainte dans la poutre peut étre comme ci-dessous :

e Si oC < oe (ou oe est la limite élastique): il y aura ruine par flambement des que o atteindra
la valeur oc (o =cc). Le dimensionnement se fait au flambement.

¢ Si oC > ce: la poutre périra par écrasement (ou compression simple sans flambement) dés
que o atteindra la valeur oe (o =ce). Dans ce cas, il n’y a aucun risque de flambement. Le
dimensionnement se fait en compression simple.

Exemple

un poteau de longueur L=3m, de section circulaire creuse de diametre d=70 mm et
d’épaisseur t=bmm,encastre libre. E= 200 GPa

Calculer la charge critique d’EULER.

w2 % E *
br =7
[T (dg —di) 7= (70* —60%)
B 64 - 64
[ =172656,25mm*

Encastré libre ;: K=2

2 x 172656,25 * 200.10°
P, = 106 = F.; = 9.45N

P n2+E 1 832031
O =— = aveCA =-;r= = 26.57 mm
S A2 r 1178

3 72 % 200 * 10°
% = 73000
3000 _

= —=1

* 26.57 = 154.9MPa

Dans I'expression de P, L représente la longueur effective de la colonne. Pour I'appliquer
aux différentes combinaisons possibles d'appuis :

mixEx]  mlxExI
(L) (KxL)?

P =



Chapitre 1 Flambement

Y

Y
Vi

L/4

0,7

=

I L2

>

03L [ [I L/4

N | | |
K=1 K=2 K=0.7 K=0.5
Rotule-rotule Encastrée-libre  Encastrée-rotule Encastrée - encastrée
n?*Exl  m?*xEx] Pr 1 *Exl  m?xEx]

O =— = =

P..= = =
. Lasr (K+L)?

A : élancement de la poutre.
Le moment d'inertie peut s'écrire sous la forme suivante :
[ = Sr? .7)

r : rayon de giration

r = Imin
S
Donc
Py m**ExSr? ry2
O'CI_:?: SL2 =TT *E*(—)
L
A==

A : Elancement de la poutre (colonne).

n2+E
A2

Gop = (1.8)



Chapitre 1 Flambement

1.3 Exercice corrigées

Exercice 1

Calculer la charge critique d’EULER et la contrainte critique. On donne :
1z =9,18*10° mm*

ly = 4,88*10° mm*

S =2960 mm?
E =200 GPa
L=4m
1P
Yy
/ z
Solution

La charge critique d’EULER

n? *E % Ipiy 72 % 200 % 1000 * 4,88 10°
12 (4 * 103)2

P.. = 601435,6 N

P =

La contrainte critique
P, 601435,6
Ocr = < = " HSazn

S 2960
o = 203,18 MPa



Chapitre 1 Flambement

Exercice 2

Un tube en aluminium AB de section carré creuse est encastré en A et libre en B il supporte
une charge P = 200 kN.

-Déterminer 1’épaisseur requise t du tube si a =100 mm et que le coefficient de sécurité par
rapport a la charge critique d’EULER est n = 3 ;(E = 72 GPa).

Longueur effective
Le=2L=2%2=4m
P 72 xE* Iy
Pcr Y N S—
3 (Le)?
L@

_ (4%10%)2 % 200 * 10°
min T3 12 % 72 % 103
Inin = 1502577.67 mm*
— a* (a—20)*
) 12

100* (100 — 20)*
12 12

Imin = 1502577.67 mm* =

Iin = 2.42 mm



Chapitre 1 Flambement

Exercice 3

Un tuyau en acier (E=200 GPa) de longueur L= 9 m a un diameétre extérieur de 220 mm et
une épaisseur de 8 mm Calculer la charge critique P¢ pour les cas suivants :

1-Rotule-rotule

2-Encastrée-libre

3-Encastrée-rotule

4-Encastrée-Encastrée

Solution
w2 % E * [

PCI' - (K * L)Z
d =220 —-2x8 = 204 mm
nxD* md*

64 64
N 220%  1204*
| 64 64

[ =29976122 mm*

1-Routile-routile k=1

b _ % % 200 * 1000 * 29976122
o (1%9%1000)2

P, = 731 kN

2-Encastrée-libre k=2

b _ % % 200 * 1000 * 29976122
o (2 %9 %1000)2

P, = 182.6 kN

3-Encastrée-rotule k=0.7

72 * 200 x 1000 * 29976122
cr (0.7 % 9 x 1000)?2

1489.3 kN

(2}
]
”



Chapitre 1 Flambement

4-Encastrée-Encastrée k=0.5
7% % 200 * 1000 * 29976122

P.. =
cr (0.5%9 % 1000)2

P.. = 2919 kN

Exercice 4

Une tube BD en acier de section carrée creuse decoté c=60 mm et d'épaisseur e=5mm est
relié a une poutre horizontale AB qui supporte une charge F au point C.

Déterminer la charge admissible F si le coefficient de sécurité rapport a la charge critique
d’EULER est n=2. BD=2m, E=210 GPa.

A

P
e
|

B C

a 2a

> >

A

Solution :

P = 7[2 * E Imin

. (Le)?

L. =0.7 L

[ = ¢t _(c-2e)7 _[607 507 = 559166,67 mm*
min = (75 12 | |12 12|” O/ mm

Charge admissible

2
l)cr n° * E * Imin

ZM/A=—1F+2P=O:>F=2P

2
° * E * L in

2P =
n x (L)?
m2«Exl;, w2 *210.10° * 559166,6710712
= = = 2,396 * 10°N
2n * (L)? 2% 2% (2)?



Chapitre 1 Flambement

Exercice 5
La tige BC de diamétre d=50 mm en acier oy= 345 MPa. Déterminer l'intensité g de la charge
répartie uniforme qui peut étre appliquée sans risque de flambement. On adopte un

coefficient de sécurité n= 2 par rapport a la charge critique.

a -t b -
1 A
L
Solution
ZM/C=O
b? qg*b
q*5 —Fap*b =0 Fag = > =3q

La barre AB est encastrée —articulée :

P, m2xEx]

—_— = = Farn =23
n _2x(7nz AR
= nd*

64

_ T2 +Ex] _ -1
4= 3o 2.318 kN*m™.



Chapitre 1 Flambement

Exercice 6
Une barre en acier de section circulaire de diametre égal a 25mm, articulée a ses

extrémités, est soumise a une compression axiale, comme la montre la figure

Déterminer :
1-La charge de compression critique d’Euler si L=1.5 m et E = 21000 daN/mm?
2- Calculer la valeur de la contrainte critique d’Euler.

3- Tracer la déformée de la poutre correspondant a la charge de compression critique
d’Euler, sachant que I’équation de la déformée est: v(x) = Bsin (an x) ou k=1 et B une

constante.
Solution

1-La charge de compression critique d’Euler est donnée par la formule

2« Ex*1
L2
Pour une poutre articulée a ses deux extrémités Ir= L = 1500 mm.
I=n*D“:n*ZS4
64 64
I =19165,039mm*

n? % 210000 * 19165,039

P =

For = 15002

P, =17636,23 N

2- Valeur de la contrainte critique d’Euler
S

10



Chapitre 1

Flambement

_n*Dz_n*ZSZ

_ 2

S = 2 . 490,625 mm
1763623
%cr = 7190.625

o, = 35.94 MPa
3- Déformée de la poutre :

La charge critique d’Euler correspond a k =1

)_{ 0six=0o0ux=L
“|Upax =B si x=1L/2

v(x) = Bsin (an X

11



QCM 1

1-Pour une poutre d'inertie constante soumise a un effort normal de compression simple,
quelle est la formule F de la charge critique de flambage théorique ? ( E est le module
d'Young du matériau ; | est le moment quadratique de la poutre ; Lk est la longueur de
flambement de la poutre).

> XE X1

D Per =
XEXI

b) P = nT
2xEXxI

) P = “(kL)Z

2- dans le flambement la poutre est en équilibre neutre si :

a) P<P

b) P = Pg

c) P>Pg;

3-Pour une poutre d'inertie constante soumise a un effort normal de compression simple,

quelle est la formule de la contrainte critique de flambage ?

_ nXE

a‘) GCI' - )\2
2 xE

b) Ocr = 22
_ 2 xE

C) GCI' - A

4- il y aura ruine par flambement si :

a) oC < oe (ou oe est la limite élastique)

b) oc > ce

C) oC=oce

5-dans le flambage la longueur effective de la colonne de combinaison encastré-routile est :
a) 0.5L

b) 2L

c) 0.7L

12



Chapitre 2 Flexion déviée

2.1 Flexion déviée

C'est le cas ou les forces appliquées bien que situées dans un plan passant par I'axe
longitudinal de la poutre ne sont pas situées dans l'un des plans principaux définis par
l'axe longitudinal et I’un des axes principaux d'inertie de sa section. Il s’agit de flexion
déviee et non pas de flexion simple.

Une solution plus simple notamment pour les sections courantes consiste a projeter les
forces sur les deux plans principaux. On calcule séparément les contraintes normales
dues aux projections des forces dans chacun de ces plans et en application du principe
de superposition on fait la somme algébrique, en chaque point de la section, des
contraintes normales relatives a chaque flexion. En général il suffit de déterminer les

points de la section ou les contraintes o sont maximales.

| aaasaannns L
/ ;qy

Dans ce chapitre nous allons aborder I’étude des poutres non symétriques et le cas des
poutres symétriques non chargées dans leur plan de symeétrie.

L’étude de la flexion déviée, du type de celle indiquée par la figure, se raméne a la
superposition ou a 1’addition (vectorielle) de deux flexions simples, définies a partir

des plans de symétrie.

13



Chapitre 2 Flexion déviée

2.2. Contraintes

Si on néglige les effets de I’effort tranchant T, la contrainte en un point A, de
coordonnées (y,z), dans le systeme d’axes (G,y,z), est la somme (algébrique ou
vectorielle) des contraintes dues a chacune des flexions simples Mg, et My, Autrement
dit :

0=%*2+—*y (2.1)

Avec : y, z coordonnées d’A dans (G, vy, 2)
Mg, = Mg * sina et Mg, = Mg * cosa
Les projections du moment fléchissant Mg sur les axes y et z. ly et I,, moments

quadratiques de la section par rapport aux axes y et z.

Remarque

b
F A yF
i "

£ 2 |

En un point M(ym> 0,z2v>0,Mg>0,M¢> 0). Les moments fléchissant Myet Mg,

engendrent des contraintes positives en M (contraintes de traction):

_ Mfz Mf
Op = + I * Ymax + I * Zmax
Z y
_ Mfz Mfy
Op = — I * Ymax I * Zmax
Z y
_ Mg, Mfy
Oa = I * Ymax — I * Zmax
Z y
Mfz Mf
— y
Oc - * Ymax + I * Zmax
Z y

14



Chapitre 2

Flexion déviée

2.3 Plan neutre ou axe neutre

A

M M

Le plan neutre est le plan ou les contraintes sont nulles :

M M
= fy * X + i *y = 0
Iy X
tgh = (MfY) N _(Mfsm"‘> e
5 My Iy X M¢cosa Iy

tgB = — (;—;) * tga

2.4 La fléche résultante

AN

15
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Chapitre 2 Flexion déviée

La fleche résultante pour une section donnée est la résultante géométrique de ses

projections calculées selon les équations différentielles précédentes :

f= 62 +£2 (2.3)

2.5 Flexion dans deux directions

Considérons une poutre de section carrée chargee verticalement au milieu : la
contrainte de flexion maximale se produit sur les faces supérieures et inferieures. Si la
poutre est chargée horizontalement au milieu, la contrainte de flexion maximale se
produit sur les surfaces latérales.

Nous pouvons ajouter les contraintes aux extrémités pour trouver les valeurs
maximales. La poutre fléchit en bas et vers la gauche ; nous pouvons prévoir ces
fleches, puis les combiner en utilisant les relations trigonométriques.

Exemple

Une poutre en bois de longueur 84 in supporte une charge verticale de 50 Ib et une
charge horizontale de 30 Ib au milieu de la poutre.

Calculer les contraintes résultantes aux points A, B, C et D de la section située au
milieu de la poutre ainsi que la fleche verticale, horizontale et totale.

On donne: AB =b= 1.5 in, AC=h=3.5 in et E =1700 psi.

Py=3501b

A

/&

Px=301b
'\\ ‘P\= 501b
\‘ v
A B
X 4 X i Px=301b
C D

16



Chapitre 2 Flexion déviée

Solution :

La contrainte de flexion au milieu de la poutre due a la charge verticale est :

My el
Y S, 4xS,

. I_X . bxh3 _Dbxh? _ 1.5%(3.5)2 _ .3
Sx = ¢ 12#(0.5h) 6 6 =3.06in

Cette contrainte est positive (traction) aux points C et D. Cette contrainte est négative
(compression) aux points A et B.

_PxL 50%84
Y7 4xS, 4%3.06

o = 343 psi

Alors:

oy(C)=cy(D)= +343 psi and o,(A)=cy(B)=—343 psi.
La contrainte de flexion au milieu de la poutre due a la charge horizontale est :

Cette contrainte est positive (traction) aux points A et C, négative (compression) aux

points B et D.

Calculons cette contrainte :

I

_ Iy hb® _hb® _3505?% .3
Sy = ¢ 12(05b) 6 6 1.313in
P, * L 30 x 84 .
Oy = = 480 psi

T 4xS, 41%313
Alors:

oy(A)=cy(C)= +480 psi and o,(B)=cy(D)=—480 psi.

17



Chapitre 2 Flexion déviée

L’¢étape finale est d’ajouter algébriquement ces contraintes en chaque point. La
contrainte maximale de traction est au niveau du point C, sa valeur est 823 psi, alors

que la contrainte maximale de compression est au niveau du point B sa valeur est -823

psi.

Point oy (psi) ox (psi) Giotale (PSI)
A -343 480 137
B -343 —480 —823
C 343 480 823
D 343 —480 -137

La fleche due a une charge concentrée appliquée au milieu de la poutre est :
P L3

Amax 48 x EI
Fleche verticale :

I_h*b3_1.5*3.53
X712 12

_ Py*L3 _ 50%(84)3
Vert™ 48 El,  48+1700%(5.36)*

= 5.36in*

= 0.068 in dirigée vers le bas

Fleche horizontale :
_b>l<h3 3 3.5 % 1.53

I — 0.984 in*
y =12 12 mn

PyxL3 30%(84)3
48Ely  48+1700%(0.984)*

Aporiz= = 0.221in latérale vers la gauche.

En utilisant les relations trigonométriques, on trouve la fleche totale et sa

direction :Avert Anoriz

Anoriz = 0.221 in
-t x
0 & Averr=0.068 in

Atotale

Acotale= \/Avertz + Aporiz>= 1/ (0.221)2 + (0.068)% = 0.0231 in

18




Chapitre 2 Flexion déviée

A 0.068
0 = arctg vert — arctg

1.6 Exercices corrigées
Exercice 1
Une poutre de section transversale carrée est chargée comme indiquée dans la figure.

v Determiner les des contraintes dans les quatres coins aux niveau des appuis.

y .
Z 150 mm
S 1l m——fe— 0.8 m L/ |<—>{
IC g
A'
' :
AD
B
. \ 4
Fr=250N P2= 2000N

Solution

Les contraintes normales peuvent étre déterminées par I’équation :

M M
fy «7 + fz
I I,

*y

a%

Moments quadratiques : Iy = Iz = — = 42187500 mm?*

y et z étant les axes principaux de la section transversale. On décompose F en deux
Les moments flechissants sont alors déterminées comme suit :
Mgy = - P, * Im = - 2500 * (1 = 1000) = - 2500000 MPa,

M, = P, + 1.8m = 2000 * (1.8 * 1000) = 3600000 MPa
M M
=£Z+ fz
I, 1
-2500000 3600000
E —— %
© = 42187500  “ T 42187500 Y

0 =-0,0592*z+ 0,085y

o

Point y (mm) z (mm) Grotale (MPa)
A +75 -75 +10.84 MPa
B -75 -75 —1.96 MPa
C +75 +75 +1.96 MPa

19



Chapitre 2 Flexion déviée

Exercice 2

Une poutre de longueur L=1m simplement appuyée supporte une charge de P=900N
en son milieu. Cette charge est inclinée d’un angle de 30° par rapport a I’axe verticale
y.

Déterminer les contraintes maximales aux points A, B, C et D de la section et la
position de I’axe neutre. On donne : AB = BC = 120 mm,

ly = 5813333.33 mm*, I, = 13013333.33 mm*.

€« "
@]

\\\\\\\\\\

N
-
\
N
=
=)

Solution

Les contraintes normales peuvent étre déterminées par I’équation :

Mg M
0=—Lxz4—2
Iy z

*y

y et z étant les axes principaux de la section transversale. On décompose F en deux
composantes dans les directions y et z:

Py = P xcosa = 900 * cos30 = 774 N,

P, = —P * sina = —900 * sin30 = —450 N

Les moments flechissants sont alors déterminées comme suit :

Ms, =~ * P, = 500 * (—450) = —112500 MPa,
4

y
1
Mg, = 7 * P, =500 % 774 = 193500 MPa
M M
o= I, 7+ —2 y
Iy z
—112500 193500

©=581333333 211301333333 7
6 =—0,0193 7+ 0,0148 + y
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Point Y (mm) Z (mm) Gtotale (MPQ)
A +60 +60 -0.27
B —60 +60 -2.046
C -60 -60 +0.27
D +60 —60 +2.046

Position de I’axe neutre

C B
AN
» Z
=52.27"

D A

M M
o= fz *y + Y x7 =100

I, y

Mgy, I, y Mg¢sina I,
o= ) () -1 G-
Mg, Iy Z M¢cosa Iy

Exercice 3

Une poutre console en profilé W460 X 97 (voir annexe) est soumise a I’effet combiné
d’une force transversale de 2500 N et de son poids propre comme illustré dans la
figure.

-Déterminer la contrainte de traction maximale dans la poutre et sa position.
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4 m

2500 N

Solution

La section transversale dela poutre est symétrique par rapport aux plans vertical et
horizontal. Le moment peut étre décompose en deux composants paralléles a chacun
des axes de symétrie et les contraintes dues a chaque moment peuvent étre ajoutées.
L'aire de la section transversale est donnée dans l'annexe E,S= 12300 mm? par
conséquent la force par unité de longueur due au poids est:q = A*p*g = 12300 * 10°®
*7850%9.81 = 947 N/m.

Les moments d'inertie par rapport aux deux axes, sont également donnés dans

I'annexe E.
4 ===+ 193 mm
oy I,=22.8*10° mm*
e . )
12580 N*m g e
-1 o 4“ mm ].
. ” z: L=445*10° mm* - |
)} L |
8660 N*m $=12300 mm? =
— C [jJ
1

Le moment fléchissant maximal par rapport a l'axe z est au niveau de I’appui. Il est di

au poids g et au moment produit par la force de 2500 N :

M, = -~ +(947)*(4 m)? - (2500 N)*(cos 60°)*(4 m) = -12580 N.m
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Chapitre 2 Flexion déviée

Le moment fléchissant maximal par rapport l'axe y est toujours au niveau de 1’appui,
mais il est d0 seulement au moment produit par la force de 2500 N :

My = -(2500 N) *(sin 60°) *(4 m) = -8660 N*m.

Le moment par rapport a l'axe z produit une traction (+) et une compression (-)
comme illustré dans la figure.

M,y 12580« (0466/)
I, 445 + 1076

o(dueaM,) = = 6.59 MPa

Le moment par rapport a I'axe des y produit une tension (+) et une compression (-)

comme illustré dans la figure.

M, xz 8660« (0-193/,)

ofdueaMy) == 22,8+ 10°

= 6.59 MPa

y

La contrainte de traction maximale est dans I’extrémité supérieure droite de la section
transversale, ou les deux tractions maximales s'ajoutent.

(6)max=6.59 +36.7=43.2 MPa

Exercice 4

Une poutre de section transversale rectangulaire supporte une charge de F=1300 N
dans son extrémité libre. La ligne d’action de la force est inclinée d’un angle 6 par
rapport a I’axe des y.

-Déterminer les contraintes dans les quatre coins de la section au niveau de
I’encastrement.

-La position de 1’axe neutre

On donne ; F=1300 N, L=2 m et 6=22.62°

<100 mm—
Al s

|
|
|
|
!

&
rq
L J
— |

- le— 150 mm —|
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Flexion déviée

Solution

Moments fléchissant :
Mfyz 1200 * 2 = 2400 N * m

M, = 200 * 2 = 1000 N * m

Moments d’inertie :

_ 100 % 1503

Z

Iy

12

12

_ 150 % 100

= 28.1 mm*

12.5 mm*

Contraintes de flexion:

2400

Op = 281 * 75 —
2400

O = 281 * 75 4
2400

°c= 28107
2400

Oop = 281 * 75 —

Exercice 5

1000
* 50 = 6.4 — 4 = +2.4 MPa (traction)
12.5
1000
175 * 50 = 6.4 + 4 = +10.4 MPa (traction)
1000
175 * 50 = —6.4 + 4 = —2.4 MPa (compression)
1000
75 *50 = —6.4 — 4 = —10.4 MPa (compression)

Une poutre de section rectangulaire de longueur L=4m simplement appuyée supporte

une charge de 10 kN en son milieu. Cette charge est inclinée d’un angle de 30° par

rapport a I’axe vertical y.

Déterminer les contraintes maximales aux points A, B, C et D de la section.

[¢—100 mm —|

v 10 kN My Mx

| B_ | A N B | A

e | ‘ |

[ ! |

™ 300 2 | 1 | M
______ A : Y

O{L X o «— My -——-- T i?;;.f'&—"‘— Y
i 3 ' 4 i
| | |
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Solution

Caractéristiques de la section

Rectangle plein

Dimension suivant Y = 100.00 mm, Z =80.00 mm

Moments quadratiques : Iy = 426.667 cm*, 1, = 666.667 cm”

Charges nodales, Noeud 2: Fy=-5000.00N, Fz=-8666.25N

Msz*L= 10000 * 4
4 4

Mg, = Mg * cosa = 10000 * 0.866 = 8660 N * m

Mg, = M¢ * sina = 10000 * 0.5 = 5000 N * m

= 10000 N * m

Contraintes de flexion :

M M
o= fz *y + fy * Z
I I
80 x 1007
l,=— — = 6.667 + 105mm*
12
| 100480° 67« 105mme
= =4, *
y 12 mm
¢ B60x10° e 510 c0)— 11183 Mp
Omax = geer 106 * 40 + 15675106 * O0) = 111 4

Position de I’axe neutre :

M M
o= fz *y + fy x7 =100
I, Iy
Mgy, I, y M¢sin® I,
tga:( )*— =—=( >*—
Mg, Iy vA M¢cosO Iy

6.667
4.267

tga = G—) * tg0=2o + tg30° = 0.902 — 0o = —42.05°
y

Exercice 6

Une poutre a section carrée est soumise a un moment résultant de 2.1 N*m agissant &
I’angle indiqué dansFigure. Déterminer:

a) la contrainte maximale dans la poutre.

(b) orientation de 1’axe neutre par rapport a I’axe z.
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Chapitre 2 Flexion déviée

* 2.1 N.m
y
. 300
20 mm
Z
____J| Smm

90 mm) * (55 mm)3® (80 mm) * (45 mm)3
I =( )+ ( ) —( )+ ( ) = 640312.5 mm*

y 12 12
55 90 mm)® (45 80 mm)?
I, = (55 mm) Iz( mm)” _ (45 mm) >1kz( mm)” 1421250 mm

Les moments flishissant My et M,
My = (2.IN.m) * sin30° = 1.05N *m
M, = —(2.1N.m) * c0os30° = —1.81 N*m

Calcul la contrainte au pointy = 45 mm ,z = 27.5 mm

o= W, z— M y
I 1,
1.05 %1000 *27.5 —1.81 %1000 * 45
O T T 6403125 1421250

o = 10.2 MPa (traction)

= 10.2 MPa

L’orientation de 1’axe neutre

My *I,  1.05x 6403125
M, I, —1.81%1421250

o« = —52.03°

—1.2815

tana =
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27

AN
2.1 N.m
y
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a
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55 mm



QCM 2

1-Une section est dite soumise a la flexion déviee si :
a) N=0,My#0etMz#0
b) N#0,My#0etMz=0
c) N#0,My#0etMz#0
2-L’axe neutre est le lieu des points ou
a) La contrainte est maximale dans la section droite
b) La contrainte est nulle dans la section droite
3- Les matériaux des poutres sont étudiées sont supposés
a) Homogeénes et isotropes
b) Continus et anisotropes
4- Dans la flexion déviée
a) La force appliquée passe par 1’un des axes principaux
b) La force appliquée ne passe pas par 1’un des axes principaux

5- En flexion déviée la poutre doit étre
a) Symeétrique
b) Non symétrique
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Chapitre 3 Energie de déformation

3.1 Définition

Le terme énergie exprime la capacité d’un systéme ou d’un corps a fournir un travail.
Quand une force extérieure agit sur un corps élastique et le déforme, le travail
effectué par cette force est emmagasiné dans le corps sous forme d’énergie de
déformation. Le corps est ensuite capable de faire un travail équivalent a la quantité
d’énergie emmagasinée ou il peut reprendre ses dimensions primitives. Si le processus
des déformations est conservatif, on écrit ;

U=W (3.1)
3.2 Energie de déformation en traction

Lorsqu’une charge statique est appliquée au corps en matériau élastique, le corps se
déforme et un travail est effectué sur le corps qui est stocké sous forme d’énergie
interne. Le travail effectué par la force pour déformer le corps est connu sous le nom
d’énergie de déformation. Pour la plupart des matériaux élastiques, 1’élongation
augmente linéairement avec 1’accroissement de la charge et ainsi la courbe charge
déplacement est une droite linéaire. Le travail effectuer pour déformer le matériau est
¢gal a I’aire sous la courbe.

Soit P la charge appliquée graduellement a la barre de longueur L et de section S.

Soit A I’¢longation totale due au chargement.

L’énergie de déformation = Force moyenne * Allongement

U=%*P*A (3.2)
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Chapitre 3 Energie de déformation

U N
N

A

L’énergie de déformation peut &tre aussi exprimée comme suit :

1 1
U= 5 (6S) x(exL) = S*0x exSxL = 5* contrainte * déformation * volume

y=1 O el usal= wvol
=—%0*%—*S*L=—*S*L=—=«
2 "9*E 2E 2F  voume
U 1 o el PZ 1 Skl P2« L
=——%0%—*%S*xL=—%—x*xSx[, =

2 "°"E sz " 2E 2E*S

L’expression générale de 1’énergie de déformation en torsion est :
L N2
U= [ —*dx (3.2)

3.3 Energie de deformation en cisaillement
Soit un bloc de diemnsions de longueur L de largeur b et de hauteur h fixé au sol. Une

force de cisaillement P lui est appliqué graduellement sur la face superieure.

L’énergie de déformation est égale au travail effectué pour tordre le bloc :
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Chapitre 3 Energie de déformation

1
U=W= > Couple total * angle de torsion

1
U= > Force totale * h x @

1
U= > * (contrainte de cisaillement * surface) = h * ¢
Comme :
T T
=0 ou @ = C
1 T
UZE*T*(L*b)*h*_
Uz e (Lebeh) = s vol
= — % * * = — %
T ( ) T volume
Ou:
.[2
U= % (3.3)

2
Expression similaire a celle I’énergie de déformation :—E en traction.

3.4 Energie de deformation en torsion

L’energie de deformation totale d’un arbre sous I’action d’un moment de torsion est
égal au travail effectué pour tordre I’arbre. Alors pour un moment appliqué
graduellemnt & I’arbre le faisant tordre d’un angle.

U=§*T*e (3.4)
Comme :

T_T_G*B

b r 1

I, : Moment d’inertie polaire de la section.
Pour un arbre de section circulaire pleine :
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T <1‘td4> T nd® * T
= * =

32 d/2 16
Et:

o= T*1 _ZT*I
_G*(d/z)_G*d

U 1 _ 1nd®*t 2t*xl 1% (md? | T2 |
= — % % = — . = — % | — = — %
2 2716 G+d 4G \ 2 4G voume

L’expression générale de 1’énergie de déformation en torsion est :

u=1 L M2
270 G,

* dx

L’energie de déformation par unité de volume est :

3.5 Energie de deformation en flexion

(3.5)

(3.6)

Considérons deux sections voisines de la poutre distantes de dx comme illustré dans

la figure. Comme la distante dx est infiniment petite on ne considere que le moment

fléchissant M est constant. Soit ¢ la contrainte de flexion dans 1’élément cylindrique

d’aire dS situé a une distance y de 1’axe neutre.

Y
dx
‘/

Z

L’énergie de déformation dans 1’élément cylindrique est :
o2 o2

Uzﬁ*volumezﬁ*dS*dx

L’¢énergie de déformation dans I’élément dx :
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5U fcz ds + d fl (M*y>2 ds + d Mz*dxf 24 ds
= — X * = — %k * * = k
2E *T)EI\T T 2Ee )Y

Comme:

fyz*dS=I

M2 xdx
U = —- (3.7)

L’énergie de déformation totale emmagasinée dans la poutre est :

1 L M?2
U=, o +dx (3.8)
L’énergie de déformation due a I’effort tranchant :

1 L T2

S* : Section réduite au cisaillement
Exemple

Trouver la fleche au point B de la poutre console chargée par une force P a

I’extrémité libre.

Le moment flechissant est égal a :
M= —P=xx
L’énergie de déformation est égale a :

U 1 ('P? x x? q p? x3\ PZxI3
_Efo Exl " 2Ex1 \3) BExI

D’apres le principe de conservation d’énergie, le travail effectué par la force P est

¢gal a I’énergie de déformation :
PZ 13
6E * I

1

D’ou:
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Px13

6=
3E 1
L’expression générale de 1’énergie de déformation est

1[ L P2 L Mg? L M? L T2
U=+ s [ x4 [ dx + ) —— + dx|
(3.10)

3.6 Théoréme de CASTIGLIANO

Le déplacement du point d'application d'une force sur la direction de cette force est
égal a la dérivée partielle de I'énergie de déformation par rapport a cette force.

La rotation du point d'application d'un couple quelconque, projeté sur l'axe de ce
couple, est égale a la dérivée partielle, par rapport au moment de ce couple, de

I'énergie de déformation.

ou
o = b (3.11)
ou

v = On (3.12)

3.7 Méthode de la charge et moment fictive

Pour calculer le déplacement d’un point ou il n’y a pas de force on applique une
charge fictive arbitraire Q en ce point, apres avoir calculé les efforts intérieurs et les
dérivées partielles, il suffit d’annuler cette charge fictive.

Pour calculer la rotation d’un point ou il n’y a pas de moment on applique un moment
fictive arbitraire M en ce point, apres avoir calculé les moments intérieurs et les
dérivées partielles, il suffit d’annuler ce moment fictive.

Exemple

Pour la poutre console représentée dans la figure.

o Déterminer les déplacements des points A et B.

1’

Wit

L./2 L/2

La poutre est sollicitée en flexion. Le moment flechissant est :
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Mf:—P*X
L’¢énergie de déformation est :

1 "MZ 1 Y (=P *x)? 1 [YP2 x x? P2 x 13
Uz—f =—f —*dxz—f *dx =

2), ExI 2], E * 1 2), E=xI 6E |

Donc la fleche au point A est égale a la dérivée partielle de 1’énergie de déformation
par rapporta P :

U PxL?
9P 3ExI
Pour déterminer la fleche au point B on doit appliquer une force fictive Q

P
A B
. L2 .

Sa

T RTT

L/2

L

Pour:0<x <L/,
M= —P=xx
Etpour : L/, <x <L

L
M¢ = —P*x—Q*(x—E)

Dou :
N2

1 (Y (=P *x)? 1 L[—P*X—Q*(X—E)]
Uz—f —*dx+—f * dx

2), ExI 2J, E I

3

- rap2 2
U—48*E*I(8P +Q“+5P Q)

Donc la fleche au point A est égale a la dérivée partielle de 1’énergie de déformation
par rapport a Q qu’on annulera ensuite :

ou L3 _ 5P 13

2 - 2Q+5pP)| =
aql,_, “asE. 1 Y )Q=0 48E * |

Sp
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3.8 Differentiation sous le signe intégral

Comme nous avons vu dans l'exemple précédent, l'utilisation du théoreme de
Castigliano pour déterminer les fleches des poutres peut mener a des intégrations
lentes, particulierement quand plus de deux charges agissent sur la poutre. La raison
est claire, trouver I'énergie de déformation exige l'intégration du carré du moment de
flexion. Par exemple, si I'expression de moment de flexion a trois termes, son carré
peut avoir pour autant six termes, qui doivent étre intégres.

Apres que les intégrations soient accomplies et I'énergie de déformation déterminée,
on effectue une dérivation de I'énergie de déformation pour obtenir les fleches.
Cependant, nous pouvons by passer I'étape de détermination de I'énergie de
déformation par la dérivation avant d'intégrer. Ce procédé n'élimine pas les
intégrations, mais ils les rendent beaucoup plus simples.

Pour dériver cette méthode, nous commencons par I'équation de I'énergie de

déformation et appliquer ensuite le théoréme de Castigliano:

au 0 [ M2Zxdx
8 =35 = 3% ) 2

(3.13)

Apreés les regles du calcul, nous pouvons dériver l'intégrale par la dérivation sous le

signe intégral :

6= o [ = [ (%) « (55)  dx (3.14)
Nous appelons a cette équation comme théoréeme du Castiglione modifié.

En employant le théoreme modifié, nous intégrons le produit du moment de flexion et
de sa dérivée. En revanche, en employant le théoréme du Castigliano normal, nous
intégrons le carré du moment de flexion. Puisque la dérivée est une expression plus
courte que le moment lui-méme, ce procédé est beaucoup plus simple.

3.9 Charge d’impact

La réaction de la barre au disque en chute est évidemment trés compliquée, et une
analyse complete et précise exige I'utilisation de techniques mathématiques avancées.
Cependant, nous pouvons effectuer une analyse approximative en employant le
concept de I'énergie de déformation et effectuer plusieurs hypotheses de
simplification.

Commencons par considérer I'énergie du systeme juste avant que le disque est

relaché. L'énergie potentielle du disque par rapport a la hauteur du plateau est M*g*h,
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ou g est l'accélération de la pesanteur. Cette énergie potentielle est convertie en
énergie cinétique pendant la chute du disque. A l'instant ou le disque heurte le plateau,

son énergie potentielle par rapport a la hauteur du plateau est égale a zéro et son

2 . .. Mxv?2 N .
—_— = k
I'énergie cinétique est ——, ollv = /2g x h est sa vitesse.

M ) L

h
B v B v
Plateau | I
l l 'ﬁmax
S T
Lo X
a) b)

3.10 Allongement maximal de la barre

L'allongement maximal dmax dans la figure peut étre obtenu a partir du principe de
conservation d'énergie en égalisant I'énergie potentielle perdue par la masse en chute a
I'énergie de déformation totale accumulée par la barre.

L’énergie potentielle perdue est P*(h+0max), OU P est le poids du disque et dmax SON
déplacement maximal. L’¢énergie de déformation de la barre est E*S*8ma/2L, ol
E*S est la rigidité axiale et L la longueur de la barre. Ainsi, on obtient I'équation

suivante

EJ ES 2
P(h + o) = ez (3.13)

2L

Cette équation est quadratique en Omax €t peut étre résolue pour obtenir la racine

positive, le résultat est:

o =2+ [(22)" 20 (2] @19
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Notons que lI'allongement maximal de la barre augmente si le poids du disque ou la
hauteur de chute augmente. L'allongement diminue si la rigidité E*S/L augmente.
L'équation précédente peut étre écrite sous une forme plus simple par I'introduction de

la notation:
1
Smax = Ost + (8s¢” + 2h * 8g;) /2 (3.15)
Ou:
2h\ /2
Smax = 85+ |1+ (1+22) (3.16)
st

De cette équation on voit que I'allongement de la barre sous I’impact de la charge est
beaucoup plus grand que si la méme charge était appliquée statiquement.

Supposons, par exemple, que la hauteur h soit 40 fois le déplacement statique &,
I'allongement maximal serait alors égal a 10 fois I'allongement statique.

Quand la hauteur h est grande comparée a lI'allongement statique, on peut négliger les

termes 1du cété droit dans I'équation (3.16) et obtenir:

8ay = /2N * O = M’;ZS*L (3.17)

Ou:

M=P/getv = \/Zg—*h est la vitesse de la masse en chute quandelle heurte le plateau.
Cette equation peut également étre obtenue directement a partir de I'équation (3.13) en
négligeant dmax du cbté gauche de I'équation et la résoudre alors pour déterminer dmax.
En raison des termes négligés, les valeurs de dmax prévues par I'équation (3.17) sont
toujours inférieures que celles obtenues & partir de I'équation (3.16).

3.11 Contrainte maximale dans la barre

La contrainte maximale peut étre prévue facilement a partir de 1’allongement maximal
parce qu’on suppose que la distribution des contraintes est uniforme dans toute la

longueur de la barre. De I'équation générale P*L/E*S=6*L/E, nous savons que :

E* dmax
Omax — L (3 18)

La substitution dans I'équation (2.2), on obtient I'équation suivante pour la contrainte

de traction maximale :

Omax ==+ [(2)2 + (2”5**’2*‘5)]1/2 (3.19)

L’introduction de la notation :
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(3.20)
Ou:
o« €St la contrainte quand la charge agit statiquement, nous pouvons écrire

1’équation (2.7) sous la forme suivante :

1
2h*E /2
Omax = Ost + (O-St2 + L * cyst) (3-21)
2h+E 1/2
Omax = Ost * |1+ (1 + Lwst) (3.22)

Cette équation est analogue a 1’équation (3.16) et montre encore que la charge
d’impact produit des effets beaucoup plus grands que quand la méme charge est
appliquée statiqguement.

Dans le cas ou la hauteur h est grande comparée a l'allongement de la barre (en
comparaison avec 1’équation (3.17), on obtient :

2h*E*0gt M*v2+E
o = = 3.23
e (3:23)

3.12 Facteur d’impact

Le rapport de la réponse dynamique d'une structure a la réponse statique (pour la
méme charge) est connu sous le nom de facteur d’impact. Par exemple, le facteur
d’impact pour l'allongement de la barre est le rapport de I’allongement maximal et

I'allongement statique :

Facteur d’impact = Sgﬂ (3.23)
st

Ce facteur représente la valeur par laquelle I'allongement statique est amplifié par les
effets dynamiques de I’impact.

Des équations analogues a I'équation (3.23) peuvent étre écrites pour d’autres facteurs
d’impact, tels que le facteur d’impact des contraintes dans la barre (rapport de omax et
6<). Quand le disque tombe d’une hauteur considérable, le facteur d’impact peut étre
trés grand a savoir 100 ou plus.

3.13 Charge soudainement appliquée

Quand un disque est relaché soudainement de son point de contact avec plateau. Au
début I'allongement de la barre et la contrainte dans la barre sont nuls, mais le
mouvement du disque vers le bas est assuré sous I'action de son propre poids. Pendant
ce mouvement la barre s’allonge et sa force de résistance augmente graduellement. Le

mouvement continue jusqu'a ce qu'a un certain instant ou la force de résistance égale
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juste P,poids du disque. A cet instant particulier I'allongement statique de la barre est
atteint ds. Cependant, le disque a maintenant une certaine énergie cinétique, qu’il a
acquise pendant le déplacement J¢; de haut en bas. Par conséquent, le disque continu a
descendre jusqu'a ce que sa vitesse soit s’annule par la force de résistance de la barre.
L'allongement maximal pour cette condition est obtenu a partir de I'équation (3.16) en
placant h égal a zéro, ainsi :

Ost = 20max (3.24)
3.14 Déplacements produits par ’impact en flexion

Nous allons maintenant étudier 1’impact d'un objet tombant sur une poutre. Nous
allons déterminer la fleche dynamique de la poutre en égalisant I'énergie potentielle
perdue par la masse en chute a I'énergie de déformation accumulée par la poutre.
Cette méthode approximative est similaire au cas d’une masse heurtant une barre

axialement chargée.

P

LS FELSS

L2 e L/2

La plupart des hypothéses décrites auparavant s'appliquent aux poutres aussi bien
qu'aux barres axialement chargées. Certaines de ces hypothéses sont comme suit:

-Le poids en chute colle a la poutre et se déplace avec elle,

-Aucune perte d'énergie ne se produise,

-La poutre se comporte d'une fagon linéaire élastique,

-La forme fléchie de la poutre est identique sous une charge dynamique que sous une
charge statique.

L'énergie potentielle de la poutre due a son changement est relativement petite et peut
étre négligée. Généralement ces hypothéses sont raisonnables si la masse de I'objet en
chute est trés grande comparée a la masse de la poutre. Autrement, cette analyse

approximative est inadmissible et une analyse plus détaillée est exigée.
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Comme exemple, nous considérerons la poutre simple AB montré dans figure. La
poutre est heurtée en son point médian par un corps en chute libre de masse M et de
poids P. Basé sur les idéalisations précédentes, nous pouvons supposer que toute
I’énergie potentielle perdue par le corps pendant sa chute est transformée en énergie
de déformation élastique qui est emmagasinée dans la poutre. Puisque la distance par
a partir de laquelle le corps tombe est h + dmax, OU h est la hauteur au-dessus de la
poutre et Omax est le fléchissement dynamique maximal de la poutre, 1’énergie

Th

potentielle perdue est:

P

A B
A @)
ey ﬁ///’ ;s
max
L'énergie potentielle = P*(h + dyax) (3.25)

L'énergie de déformation stockée par la poutre peut étre déterminée en utilisant

1’équation suivante:

E+l [d2y)\?
U=[Z(G0) v
(3.26)
L’équation de la déformée pour une poutre simple soumise a une charge concentrée

agissant au point médian est :

v=—X (312 — 4x?) (O <x< E) (3.27)

48Ex]

En outre, la fleche maximale de la poutre est :

= P (3.28)

5 —_
max — 4gE«]

Aprés 1’élimination de la charge P des équations (3.27) et (3.28), nous obtenons

I'équation de la déformée en termes de fleche maximale :

SmaxX L
v = 2ma, (317 — 4x?) (0<x<3) (3.29)
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Prenant deux dérivés, nous trouvons :

d?v  248ax*X
ax? L3 (3:30)

En conclusion, nous substituons la dérivée seconde dans I’équation (3.26) et on
obtient I'expression suivante pour I'énergie de deformation de la poutre en termes de

fleche maximale:

L/ ExI a2 2 L Smax- 2 *E*I*Smaxz
U=2[,"250 (5) wdx= Ex1f)/2 (M) s gy = 2Epma (33

En égalisant I'énergie potentielle perdue par la masse en chute (équation 2.14) a
I'énergie de déformation acquise par la poutre (équation 2.20), on obtient :

24xEx [* Smaxz

P x (h + Smax) = 13

(3.32)

Cette équation est quadratique endmax €t peut étre résolue pour déterminer sa racine
positive :

1
P+L3 p«L3 2 P+L3 2
Bmax = 48ExI + [(4313*1) +2h (48E*I)] (3.33)

On voit que le déplacement dynamique maximal augmente si le poids de l'objet en

chute ou la hauteur de la chute augmente, et diminue si la rigidité E*I/L® de la poutre
augmente.

Pour simplifier I'équation précédente, on désigne la fleche statique de la poutre di au
poids P par d :

PxL3

Ost = orm (3.34)
Alors le déplacement dynamique maximal devient :

1
Smax = Ost + (8st” + 2h * 8p) /2 (3.35)

Cette équation prouve que le déplacement dynamique maximal est toujours plus grand
que le déplacement statique.

Si la hauteur h est égale zéro, cela signifie que la charge est appliquée soudainement
mais sans chute libre, le déplacement dynamique est égal au double du déplacement
statique. Si h est tres grand comparé au déplacement statique, alors le terme

contenant h dans 1’équation (3.34) est prédominant, et I'équation peut étre simplifié a :

Smax = /2N * Og; (3.36)
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3.15 Exercices corrigées

Exercice 1

Une poutre est soumise & une force F, comme le montre sur la figure. Calculer le
déplacement au point d’application de la force en tenant compte le cisaillement de la

poutre.

‘ F v M 1
x ELGAs © ¥ © |FL

Solution

D’apres le principe de conservation de I’énergie :

1

1H—1 d+f
2 72 X7 ) Geag

On a:
V=-F et M=-F*x
On obtient :

1 LFZ*XZ L FZ
== d d
ZLL Exl X+1;G*AS*Xl

Foxf J¢F2*X2 d+fL P L
* 1 = * *
o Exl T Gxag

13 1
+ F2 %

Fxf=F2
* "3Ex1 G * Ag

13
f=F

F
3E+1 " G Ag
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Exercice 2
Une barre inclinéeest soumise a une force F, comme le montre sur la figure. Calculer

le déplacement au point d’application de la force.

Solution

La barre est en flexion et en torsion d’aprés le principe de conservation de 1’énergie :

02 e [ 2
= — * *
2l) BT ) Grrp

O [T
— * —_— * *
2 2l) B 17T ) G

Flexion de lasectionlona: M; = — F*x,
Flexion de la section2ona: M, = — F*x,
La barre est soumise a un moment de torsion : My, = —F*a

lFf 1[ (3F% % x2 q TF2 « x2 q LF2? « a2 q
E —EL E*Il*X1+JO E*IZ*X2+JO G*IT*XZ

F2 a3 F2 13 F?=xa’xL

Kk —

ExL, 3 TE+l, 3 G* Iy

as 13 a’xL
f=F

Ff =

+ +
3Exl; 3ExI, Gxlp
Exercice 3
Pour la poutre en porte a faux chargée comme representé dans la figure .

Calculer le déplacement du point C.
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P
|

P B =+ C
\ a ) "

Solution

Calcul des réactions :

Y F=0

RA—RB:P

ZM/B:O

Rpxa+Pxa=0
RA:—P et RBZZP

Moments fléchissant et dérivées partielles

Troncon de A a B (0 <x <a)

OMfrp
oP

Trongonde CaB (0 <x <a):

M¢ag = Rp *# x = —Pxet *

M¢gc = R * x = 2Pxet *

Calcul du déplacement du point C en utilisant le théoréeme de Castigliano modifié :

S~ =
CTExI

_ 2Pxal

Oc = =32 mm
3E«I

45

a 1 a
f —P*x*(—x)*dx+—f 2P # x * (2x) * dx
0 ElJ,



Chapitre 3 Energie de déformation

Exercice 4

Une poutre ACB de longueur L=6m de section carrée 100 x100 mm? supporte deux
charges concentrées P; et P,.

-Déterminer les moments fléchissants Mgcet Mca.

-Déterminer les fléches aux points C et B respectivement en utilisant la forme
modifiée du théoréme de Castigliano).

On donne : P;=6 kN et P,=8 kN et E=210 GPa.

| 1 P>

>
.
m_

C
| L./2 i) L./2 ]
Solution
ZoneCB:0<x<L/72
P>
Mcs
4 !
B
X

Moments fléchissant et dérivées partielles dans le trongon CB:

MCB = —Pz * X
ap, % ap, T %
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Zone AC:L2<x<L

M AC Pl P >

-

R ) S
X

&

Moments fléchissant et dérivées partielles dans le troncon AB :

L
MACZ—P1*<X—§>—P2*X

=-—Xxet
op; 2 op,

Calcul du déplacement ¢ du point C en utilisant le théoréeme de CASTIGLIANO
modifié :

= —X

( cB) * ( P1> dx+—J (Myc) * (02/;@)*(1)(

3

1 L L L
8C=(L+E*1Lb[_ﬂ*(x_§>_F5*4*<§_X)*dx=48E*I*QPf+5%)

Calcul du déplacement &g du point B en utilisant le théoréeme de CASTIGLIANO

modifié -
L/Z(M ) # (aM ) v dx + f ™ )aMAC) d
CB aP, AC (')Pz

8 =
CTExI

BTEx1),

S L (7 d L d
B = JO [—Pox] * (x) * X+mjl_,/2[_P1*<X_§>_P2*X]*(_X)* X
3

= e 5P + 16B,)

o =0.133714 m et d¢ = 0.406286 m
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Exercice 5
Le portiqgue ABC supporte une charge concentrée P au point C.
Déterminer la fléche d¢c et la rotation #c au point C en utilisant le théoréme de

Castigliano modifié.

B b1 B

N

u

e

Solution
P : Force concentrée appliquée au point C (correspondant au deplacement d¢)
Mo : Moment fictif appliquée au point C (correspondant a langle de rotation 0¢)
Moment flechissant et derivées particielles dans le troncon AB (0 < x < h):
Mg = —(P *b + M)
OMap OMpp
T TV I
Moment fléchissant et derivées particielles dans le tron¢con BC (0 < x < b):
Mpc = —(P*xx+ M)

ap % oM,

Calcul de la fléche &8¢ du point C en utilisant le théoréme de CASTIGLIANO

modifié :

=-1
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[ (- G-

h

1 1 (P
= — —(P*b+M0)*(—b)*dx+—f —(P*x+ My)(—x) * dx
EI J, EI ),

Posons My=10:

5 fhp b2« dx 4 — fbp 24 P*b2(3h+b)
= * E3 — * =
¢~ *TE«1), T T 3E

Calcul de langle de rotation ¢ du point C en utilisant le theoreme de
CASTIGLIANO modifié :

oc = | (&) (3

1 (b 1 (P
= = —(P*b+MO)*(—1)dx+—f —(P*x+ My) * (—1)dx
El ), El ),
POSOHSMOZO:
6c = — thd+lijbd P 2h+b)
= — £ * —_— E S E3 = ES
¢ T E1J, *TE, * T 2E

(Dans le sens des aiguilles d’une montre)

Exercise 6

Une poutre soumise a une charge répartie g en AB et une charge concentrée P a
I’extrémité C comme le montre dans la figure.

Déterminer la fléche d¢c et la rotation #c au point C en utilisant le théoréme de

Castigliano modifié.

\,
A | A

? ol CN‘Q\ >

Solution
1 P
ogn )
A AN '
; X1 X2 o
Ra |
L | L2
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La réaction au point A
_qxL P

2 2
Zone AB: 0<x<L

Ra

Moments fléchissant dans le trongon AB:

Mag = Rp * X3

2 2

q* Xx° q*L*x Pxx q=*x
2 2 2 2

ZoneBC:0<x<L/2

Map = Ra *Xx; —

Mcs P
4
—
X
MCB = —P=xx
Les derivées particielles des moment flechissant
aMAB X
= —— 0<x<L
P ; (O=x=L

— <x<
P X (0<x<L/2)
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se= J (g1) (5p) o

= M+ (B [ o+ (25

EIl
1 q*L*x Pxxxq *X X 1 (L2
8C—ﬁo< > T3 > >*(_E)dx+ﬁ (=P x*x) * (—x)dx
P13 q=xL*

% = "3RI ~ 48EI
La rotation ¢ au point C

Pour déteminer 1’angle de rotation #¢ on applique un moment fictif Mcau point C

o P
NESENIER R
R‘Aféxl | X2

l L :l‘ L/2 —_—

La réaction au point A
q*L P Mc

2 2 L
Zone AB: 0<x<L

Ra =

q* x> qx*xL*x Pxx qxx? Mcxx

MAB:RA*X_ 2 = > — > —_ > — 7

ZoneCB: 0<x<L/2
MCB =—P*X—MC

Les derivées particielles des moment flechissant
OM g

= —— <x<
M  O=x=D

= — <x<
=1 0sxs1/2)
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oo~ [ (&) ()

1 (Y /0Mpp 1 (Y2 /Mg
1 e+ L [ (B0 g,
EIO(OMC)*( ap)dx+ g | ang ) * (Mec)dx
1t xy [qlxx Pxx qxx® Mg*x 1 (L2
ec_ﬁo(_i)*< R R )dx+ao (—1) * (=P * x — Mo)dx

Posons Mc=0

B = L( N (drx _Prx gt Xl P
= — - = - - — — —P =
CTEJ, L\ 2 2 2 ) TR, Bex

o _7Px1? qxL?
C™ 24E1 24EI
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Energie de déformation en traction égale

PA

2P

~PA

Pour des matériaux élastiques

L’¢longation augmente linéairement avec 1’accroissement de la charge
L’¢longation diminue linéairement avec 1’accroissement de la charge
L’élongation augmente linéairement avec la diminution de la charge

Le travail effectuer pour déformer le matériau égal a

a) volume

b) I’aire sous la courbe

4- Le théoreme de CASTIGLIANO le déeplacement égale

a)
b)
5-
a)
b)
6-
a)

b)

La dérivée partielle de I'énergie de déformation par rapport a la force

La dérivée partielle de I'énergie de déformation par rapport au moment

La méthode de la charge fictive est pour calculer le déplacement d’un point
Ou il n’y a pas de force

Ou il 'y a de force

L’¢énergie de déformation en flexion d’un ¢lément cylindrique est

U= % X volume

0.2
U = — X surface
2E

0.2
U = — X volume
2E
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4.1 Introduction
La résolution d’une structure hyperstatique par la méthode des forces consiste a la
remplacer par une structure isostatique équivalente en pratiquant des coupures
choisies judicieusement ; et a chaque coupure :

> Faire introduire une force correspondante Xi.

> Ecrire une condition de compatibilité des déformations.
Si la structure hyperstatique est de degré k, alors on aura k coupures a effectuer, k
forces a introduire (Xi inconnues) et k équations de compatibilité a écrire.
4.2 Structures isostatiques équivalentes
Soit une structure hyperstatique (S) de degré dhyperstaticité k, soumise a un
chargement initial X, connu. On peut rendre (S) une structure isostatique en
pratiquant k coupures et en introduisant k forces inconnues (X1, Xz, ... Xi...,..., Xk).
Cette nouvelle structure est une structure isostatique équivalente a (S) qu’on note (So),
dite aussi structure isostatique associée a (S).
Pour wune structure hyperstatique, il existe plusieurs structures isostatiques
équivalentes.
4.3 Cas d’une structure hyperstatique de degré 1
Considérons une poutre de longueur L, de rigidité en flexion EI = constante, encastrée
en A, sur simplement appuyéeen B et soumise & une charge uniformément répartie

d’intensité q. Soit (S) cette structure :

o

Sl

-
b T T LY

A
.

Cette structure est hyperstatique de degré 1. Choisissons pour inconnue hyperstatique

la réaction au niveau de I’appui en B désignée par X;.
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(S) A

AN
=

La structure (S’) est la structure isostatique associée a (S).

(S’) sera identique a (S) si I’inconnue hyperstatique Xl est telle que le déplacement
vertical du point B sous I’effet de la charge répartie g et de X1 est nul (la liaison
I’empéche).

Soit A = 0.

En utilisant le principe de superposition, on peut écrire que (S’) est la superposition de

2 systémes :
q
(S) A3 B
|
S B

($)=(S)+(S)
(SO) : structure soumise uniguement a la charge répartie.
(81) : structure soumise a I’inconnue hyperstatique X1 .

(S’) est identique a (S) si on rajoute la condition sur le déplacement A = 0.

Onadonc:

55



Chapitre 4 Structure hyperstatique

() = ) + S
A= 0

Traduction au niveau des déplacements :
A=A +A =0 (4.2)
1 10 11

Alo : déplacement dans le sens de X1 dd aux charges extérieures (structure So).

Au: déplacement dans le sens de X1 diax 1(structure Sl).

A11 - 511 X X1 (4.2)

An

s
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On peut donc écrire : A1o + 811 xX1=0

X, = —21 (4.3)
611
Calculde A etdeo :
10 11

Pour cela, on applique le théoreme de la charge unité :

Mgy = f w dx (4.4)
structure

511 = J % dx (4.5)
structure

M, (x): : Moment fléchissant d0 au chargement extérieur (ici q),
M; (x): Moment fléchissant dd a X = 1.

4.4 Structures hyperstatiques de degré 2

Le principe reste identique a ce que nous venons de voir. Considérons une structure

hyperstatique de degré 2 :
P Q
(S) A4 |D
(@) Q
A A4 R4 ;TS 7

(a,
|L/2|L/2I L IL/Z|L/2|

Le nombre d’inconnues hyperstatiques étant égal au degré d'hyperstaticité. Lorsqu’on

rend la structure isostatique, on fait apparaitre 2 inconnues hyperstatiques Xlet Xz’

ainsi que deux conditions sur les déplacementsen B et C :
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Qo

h~

e ST

Lz L2y L L2 L2

B
(S1) 4 D
P P
Xl
C
(S2) _D
T
LS LS
XZ

(5)=(S)+(S)+(S)
La traduction de ce principe au niveau des déplacements donne :
A=A +A +A =0

1 10 11 12
A=A_+A +A_ =0

2 20 21 12

Ce systéme s’écrit encore :
AlO + X1611 + X2612 =0

AZO + X1821 + X2822 = O
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On a un systéme de deux équations a deux inconnues que 1’on peut résoudre.
Remarque

1.-Théoreme réciprocité de Maxwell-Betti, on a 821 = 812

2.-Les inconnues hyperstatiques X; peuvent étre un effort ou un couple.

4.5 Structures hyperstatiques de degré n

Etant donné une structure hyperstatique de degré n, soumise a des forces extérieures.
Les équations canoniques de la méthode des forces s’écrivent sous la forme

matricielle :

[81]]{)(1} + [AiO] =0 i=1,....n etj =1,..n

Ou sous forme la forme analytique suivante :
fAlO + X1811 + X2812 + "'Xn(Sln =0

AZO + X1821 + X2822 + "'Xn(SZn =0

J o

kAnO + X18n1 + X28n2 + "'Xn(snn =0

Chacune de ces équations exprime la condition selon laquelle dans un systeme
hyperstatique, le déplacement généralisé correspondant a chacune des forces
généralisées superflues inconnuesX;(i = 1,2, .....,n) est égal a zéro.

-[85] : Matrice des coefficients de flexibilité

—&; . coefficient de flexibilité c’est le déplacement produit dans la section (i) selon la
direction de la force X; causée par une force X; =1.

-A;o : le déplacement produit dans la section (i) du systéme de base sous ’effet des
charges extérieures.

-Pour la détermination des déplacements généralisés, on utilise les intégrales de Mohr

ou Veretchaguine (méthode graphique).
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4.6 Exercice Corrigées

Exercice 1
Pour la poutre représentée dans la figure. Déterminer les réactions au niveau des
appuis.

On donne : 1= 120.10°mm*. L =6m, q =30 kN/m et E=200GPa.

q
A} .
N ;79!}
|« L .
Solution
q
y
Ruy 4] a9 1o
NIA& ]| L
Ray Rey

La poutre est hyperstatique de degré 1

A +8 *X1=0
10 11

M, (x) * My (x)
structure

M; (%) * My (x)
structure

M, (x): Moment fléchissant di au chargement extérieur (ici ),

M; (x): Moment fléchissant dd a X = 1.
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q
(So) A*llllHHHHHHHLHLB

_I_

(S1) A_B
I,

Etat 0 : charge extérieur £0 et X;=0

q
(So) A*‘mmmummumR

Calcul M,:Moment fléchissant di au chargement extérieur

My q
(" TTTITIT]
0B
{_
X
Mo——q*zX2 0<x<L

Etat 1 : charge extérieur =0 et X;=1

(S1) A_B
I,
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M,
e B
<—IX1—1
M;=X;*x=X 0<x<L
qrx?
A f Ml*MOd _fLX*(_ . )d
e TR YT )T B
L 3
q* X
A= | -
10 ]0 2Bl
qx L
Ajp= —
10 8EI
5 fMl*Ml —fLX*Xd
uw= ) TE YT B
5 g
11 oﬁ X
L3
11 ﬁ
A +8,*X1=0
Xl__JAl
011
_q*L4
Xl_ L83EI
3EI
3g*L
X, =
! 8
3g*L
Rpy = X; =
BY 1 38
ZF/XZ
Rax =0
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ZM/AzO

x 2
MA+RBY* L—qz :0
q* L?
My = —
A 8
Exercice 2

On étudie la poutre représentée sur la figure suivante. Celle-ci est encastrée en A,
repose sur un appui simple en B et soumise a une charge constante P en C. On donne :
El = constante.

En appliquant la méthode des forces, déterminer les réactions au point A et B.

sy
s

L/2 —¢

L/2

Solution

‘P
RAX s Ai B y

.\l_;& y P C -

l_ L/2 _]_ L/2 —x¢
Ray Rpy

La poutre est hyperstatique de degré 1

A +8 *X1=0
10 11
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My (x) * My (x)
structure

M; (x) * My (x)
structure

M, (x): Moment fléchissant di au chargement extérieur (ici q),

M; (x): Moment fléchissant dd a X = 1.

Etat O : charge extérieur £0 et X;=0

P.L( A\

l
D

Calcul My:Moment fléchissant d( au chargement extérieur

Myg=Px* x—P=x*L 0<x<L
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Etat 1 : charge extérieur =0 et X;=1

"
xl.L/chg._ XMI

—> X

My =X; - —X; ¥x=2—x (0 <x <L2)

M;=0 (L/2<x<L)

L/2 M, * M, L/Z(g—x)*(Px—PL)
A10=j dX=f
0 0

Tl dx

A 1 (Y2 PpxLxx Pxl2 Pal P xd
10-5]0 5 I +P*xL*x—Px*x)dx
A 1JL/23P*L*X P % L2 P xxd
= =7 - — P *
10 El), ( > > x“)dx
A _—5PL3
107 48EIl
L
M; * My
= d
011 fo El X
1 (Y21, L
5,y = — (——) ~_xd
11 EI]O > X*(Z x)dx
L3
011 = SaE

A10 +0,* X1=0

A
X, = _—~10
011
_5PL3
Xy =— :;;BEI

24EI
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Rax =0

ZM/A:O

L
MA+RBy*§—P*L:0

_ 3PL
AT 8
Exercice 3

Soit la baree ACB soumise & une charge répartie g dans la partie AC comme le

montre dans la figure.Déterminer les réactions en A et B.

On donne : El = constant.

q(N/m)
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Solution
La poutre est hyperstatique de degré 2

- >|B
7N

®

q(N/m) |
‘ Rgy

re v

A

Y L

La methode est illustrée avec I’exemple de probleme hyperstatique de degré n=2 ci-

1

e e

Rax

=

RAY

contre. Ce probleme est equivalent a la superposition de (n+1) problemes isostatiques
associés a des conditions cinematiques.
Conditions cinématiques

A10+811*X1+612*X2=0

A20+621*X1+822*X2:O

67



Chapitre 4 Structure hyperstatigue

>

L
CI[< >‘B
|
X1
L

(S1)
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L
C [€ ”I1B
T |
X2
L

(S2)

Etat 0 : charge extérieur £0 et X;=0 ,X,=0

La barre AC :
Mo
/‘
q‘

L2 al '
Mo:(]*L*X—q*zxz—q*zL2 0<x<L
La barre CB:

M, =0
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Etat 1 : charge extérieur =0, X,=0 et X;=1

La barre AC
M
A TX
N
X1=1

L
M; =L—x 0<x<L
La barre CB :
Ml = 0

Etat 2 : charge extérieur =0, X;=0 et X,=1

La barre AC
M
A TX
o™
L
M, =L 0<x<L
La barre CB:
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L3
6 —_—
17 3R]
s fLMZ * M,
22 = . El X

1t 1 [t
822=ﬁf0x*x*dx+ﬁ£L*L*dx

5. = 413
22 7 3]
L
M; = M,
09 = d
12 ~[0 El X

1 L
012 == | L*(L—x)dx

ElJ,
L3
8 —_
12 79I
A ]LMl * M,
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El
A LL L X _axl d
20 = J;) x| gq*L*xx— > — > * dx
—qL4
Az0 6EI

A10+611*X1+812*X2:0

A20+821*X1+622*X2=0

_qL4+ L X, + L X, =0
—_ —_ % =
8EI  3EI ! 2EI 2
L k=0

—_ —_ % =
6EI  2EI ! 3El 2
Dou ;

X, = Rgx = 0.41qL et X, = Rgy = —0.02qL

On calcule enfin les réactions manguantes :

ZFX:0_)RAX+RBX_qL:0_)RAX:()59qL

ZFy =0- RAY+RBY =0 _)RAY = Ooqu

qL? )
Exercice 4
On considere la structure (ABC) de la figure, composée de deux barres AB et BC,
encastrée en A et articulée en C, d’inertie flexionnelle E.I variable et soumise a une
charge répartie q sur la demi-travée BC.
En appliquant la méthode des forces, déterminer les réactions en C. En déduire celles
en A.
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~ L2EI

« B l C
DA
L/2

]

ﬁh

-
N\ Amzr

Solution
La poutre est hyperstatique de degré 2
On va considérer la structure (SO) suivante :

 L2EI
<« B _-X2=1

4‘%’
L/2 X,=1

e

wﬂ

-

N Am::r

(So)
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X1=1

(S1)

A
Yrriti
+
B C xX,=1
(S2)
Af????

Les moments Mg ,M1 et M, sont calculés dans le tableau suivant :

Barre (AB) (BC)
X 0<x<L 0<x<L/2 L/2<x<L
El El 2EI
So Mo —%LZ —% (%—X)z 0
S, M, L (L—x)
S2 Mo L-%) 0

Conditions cinématiques
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A10+811*X1+812*X2=0

A20+821*X1+622*X2=0

B
M; * M
Sllzf ! 1dX+

. EI

LM, *M
611:J. 1 1dX+
0

5 J‘LL*Ld f
= X +

" 6EI

Oyy = ] dx
22 A El

L
M, * M
2 2 dx

522=]
0
522=]

0

El

BM, * M,

El

dx

fCMl*Ml
g 2EI

dx

L/2 Ml % 1\/[1
L 2EI

L/Z(L--X)*(Ir-X)dX

2EIl

LUr-@*(L—X%k

El

13

022 = 35

d12 = fBMl};MZ
A

d12 = fLMl};MZ
0

012 = jLL* (];‘I_X)
0
13

T
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2
LLx (- L/2(L—x) * (- 2+ G=%)?)
Aa=| ——2="-4d d
10 fo BT 2EI X
_ 103qL?
107 768EI
A _fBMZ*MO
20 —
A EI
A _fLMZ*MO
20 —
o EI
1 [t ql?
Ao=—| (L- ——d
0 =g | @m0« (-
—qL4
Az0 16El
A10+811*X1+812*X2:O
A20+821*X1+822*X2=0
103qL3+7L3 <+ 13 < =0
— JE— — % =
768El = 6EI ! 2EI 2
. LS S
—_ —_ =
16EI ~ 2EI “' ' 3Rl ?
B l C RCX
T
L/2
RCY
| A
Ma(_ 4,
Rax
Ray
Dou ;
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X; = Rey = 0.0969gL et X, = Rex = 0.0442qL

On calcule enfin les réactions manguantes :

ZFX=O_>RAX+RCX=O_>RAX=00422qL

L
ZFy=O_>RAY+RCY_q7=0_)RAY=O403qL

LZ
Zl\/I/A= 0- q?_ RCYL_ RCXL — My = 0- M,y = 0.014qL2
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QCM 4

Dans une structure hyperstatique
Le nombre des inconnus = le nombre des équations
Le nombre des inconnus < le nombre des équations

Le nombre des inconnus > le nombre des équations

Une poutre encastrée d’une extrémité et libre de I’autre extrémité

Une fois hyperstatique
Trois fois hyperstatique

Isostatique

L’appui simple comporte
Trois réaction inconnus
Une réaction inconnue

Deux réaction inconnus

Le degré d’hyperstatisité k
Le nombre des inconnus - le nombre des équations
Le nombre des inconnus + le nombre des équations

Le nombre des équations - le nombre des inconnus
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5.1 Equations générales de la contrainte plane
En Considere un état de contrainte représenté par un élément de contrainte plane soumis a des

contraintes oy ,0y ,Tyy, , TyxCOMme le montre sur la figure.

o,dA

o
v =
e
—> 9

o,dA cos 6 { — N
0 nt
T,ydA cos 6 Ty VIRCEA A X
S T,,dA sin 0 ¢ l
o,dA sin 6 oy
L’équation d’équilibre pour la somme des forces dans la direction n :
z F, = 0,d — 1yx(dAsin 0) cos 6 — T4y, (dA cos 8) sin® — o, (dA cos 0) cos 8
— 0y (dAsin6) sin6 =0
Ona:
Txy = Tyx
Op = 0xC05°8 + 0ysin®0 + 214, sinb cosd (5.1)
D’apres de la figure I’équation d’équilibre pour la somme des forces dans la direction t :
Z Ft = TntdA
— Txy(dA cos 8) cos 0 + 1y (dAsin 6) sin 6
+ 0x(dA cos 0) sin6 — o, (dAsin6) cos6 = 0
Ona:
Tyy = Tyx
Tne = —(0x — 0x)sind cos6 + Tyy(cos?6 — sin?6) (5.2)

Tenons compte des relations trigonométriques suivantes :

1

cos?0 = 5 (1 + cos20)
1

sin?@ = 5 (1 — cos20)
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2 sinb cosb = sin20
L’équation (5.1) devient :

op = % + % c0S20 + T,y Sin20 (5.3)

Et I’équation (5.2) devient :

Ox—Oy

sin20 + 1y, c0s26 (5.4)

Tnt =

5.2 Invariance de la contrainte

La contrainte normale agissant sur la face n de 1’élément de contrainte illustré dans la figure
peut étre déterminée a partir de 1’équation (5.3). La contrainte normale agissant sur la face t
peut également étre obtenue a partir de 1’équation (5.3) en remplagant 90°+6 par 6, ce qui

donne :
0x+0y 0x—Oy

Or = — TCOSZB — TxySin26 (5.5)

Les équations (5.1) +(5.5) nous donne :

On + 0 = 0x + 0y

5.3 Contraintes principales

Les valeurs extrémes des contraintes normales sont appelées contraintes principales. Elles
sont obtenues en mettant égales a zéro, les dérivées des contraintes normales obtenues
auparavant, par rapport a 1’inclinaison 6. L’angle obtenu correspond a la direction des

contraintes principales.
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do: Ox — O

d@n == > % (25in20) + 21, 0520 = 0

Il vient :

tan20, = T (5.6)

"~ (ox—0y)/2

Ou 6p représente la direction principale, suivant laquelle les contraintes principales agissent.

On remplace, on obtient :

ox+o 0x—0
012 = =2+ J( 1)2 4 1,2 (5.7)

5.4 Contrainte maximale de cisaillement

On maximise 1’expression de la contrainte tangentielle par rapport a 0, il vient :

dtyy
T —(0yx — 0y)C0520 — 214, sin20 = 0
Ou bien :

Oy —O
tan20, = _M

2Ty

On obtient :
Tmax = \/(%)2 + Tyy? (5.8)

5.5 Cercle de Mohr

Il est plus pratique de représenter 1’état de contraintes sous forme de courbe. Pour tracer le
cercle de Mohr, on suit les étapes suivantes ;

1. Tracer un repére perpendiculaire et orthonormé (O.o, 1)

2. Placer les points A(oy, Txy) et B(oy, —Txy) dans ce repere.

3. Localise le point C point d’intersection de la droite AB et I’axe des abscisses.

Pour déduire du cercle de Mohr les contraintes sur un plan incliné dont la normale fait un

angle © avec ’axe ox, il suffit de déterminer le point « D » qui fait un angle 20 avec le point

A et dans le méme sens, c-a-d (CA, CD): 20
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Les coordonnées du point D sont (o, Tq)-

5.6 Critéres de limite élastique

Au moment de la conception d’¢éléments de machines, il est souvent nécessaire de mettre une
limite supérieure aux contraintes sollicitant les matériaux.

Si le matériau est ductile ou malléable, sa limite ¢lastique (o¢) Servira de contrainte référence,
si le matériau est fragile, on utilisera la résistance a la rupture o,.

Les modes de rupture et les critéres sont plus faciles a définir lorsque le matériau est sollicité
dans un état de contrainte uniaxial (exemple : en traction, Gagmissible< Oe)-

Cependant, lorsque les contraintes sont biaxiales ou triaxiales, d’autres critéres sont
nécessaires.

Les critéres proposes dans ce paragraphe sont utilisés dans tous les pays industrialisé set sont
régulierement employés pour élaborer des cahiers des charges, des codifications ou des
normalisations.

Aucun des criteres présentés n’est universel et le choix de I'un ou l’autre dépendra du
comportement final du matériau : ductile ou fragile, évolution avec la température, procédé de
fabrication, environnement chimique, variation des charges, etc.

Pour chaque cas, il est d’abord nécessaire de déterminer les contraintes normales () et
tangentielles (t) aux points les plus sollicités en tenant compte des concentrations de
contraintes. Lorsque les contraintes maximales ont été établies (par calcul ou
expérimentation),il est nécessaire de déterminer les contraintes principales aux points
critiques car les criteres abordés sont basés sur la connaissance de ces derniéres.

Il existe de nombreux critéres, seuls les plus utilisés seront développés.
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5.6.1 Critéres pour matériaux ductiles ou malléables

5.6.1.1 Critére de Tresca ou de la contrainte de cisaillement maximal

Le mode de rupture le plus usuel des matériaux ductiles est le glissement engendré par les
contraintes de cisaillement.

Dans le cas général, pour éviter la rupture des pieces ou des composants en traction, il suffit

que la contrainte de cisaillement maximale tmax exercée reste inférieure a la valeur limite

admissible du matériau ou par omax<ce.

Dans le cas des contraintes planes, lorsque les contraintes principales ont le méme signe, Tmax

= 1/2 Omax

Si les contraintes principales ont des signes différents, alors :

Tmax = 1/2 | Omax ~ Omin |

En conséquence, le critére peut s’écrire :

loy| < o,lo,| < o,

si 01, et 62, sont de méme signe.

|O'1 _le < Oe

si 01, et o, sont de signes opposés

Graphe représentant le critére de Tresca

Si le point de coordonnées (o1, 62) tombe en dehors de I’hexagone de Tresca, il y a rupture.

G2
&\

hexagone

R. / de Tresca
Ao
-
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5.6.1.2 Critére de Von Mises ou de I’énergie de déformation
Un matériau, lorsqu’il est déformé par une charge extérieure, tend a stocker de |’énergie

interne dans son volume (analogie avec un ressort).

Par exemple, en traction U = 1/2c¢ et en cisaillement U = 1/2ty.

Le critére est basé sur I’énergie de déformation par unité de volume du matériau déformé.
Celle-ci ne doit pas dépasser 1’énergie de distorsion engendrée dans le cas des contraintes
limites élastiques (o, etc.).

Dans le cas des contraintes planes, le critére s’énonce :

0,% — 0,0, + 0,° < 0,2 (5.1)

(Equation d’une ellipse dans le systéme d’axe (61,52).

(0))
Von Mises
P 4
R —Z_
> Tresca
Re /
12 Re
V3
1 —
| N
|I
/L

L’ellipse de Von Mises passe par les sommets de I’hexagone de Tresca. Pour ces six points,
les deux critéres donnent les mémes résultats. Dans les autres cas, le critére de Tresca est plus
sévere.

Dans le cas particulier du cisaillement pur ou de la torsion omax=-Omin, l€s points
correspondants sont situés sur la bissectrice des 2e et 4e quadrants. Les limites sontc; = - 6, =
0,5 o avec Tresca et o; = - 62 = 0,577c.avec Von Mises. Pour ces cas, Von Mises est plus

précis et est plus proche de I’expérimentation.
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5.6.1.3 Flexion, traction et torsion pour les arbres a section circulaire

Ce type de sollicitation est fréquent dans le fonctionnement des systémes mecaniques et
notamment pour les arbres de transmission de puissance. La condition de résistance peut étre
vérifiée par 1I’un des critéres :

-Selon le critére de TRESCA :

Ge = y/ox + 41 < [0] (5.2)
-Selon le critére de VON MISES :

e = \Jo, +31 < [0] (5.3)
5.6.2 Criteres pour materiaux fragiles

Schématiquement, lorsqu’un matériau fragile est soumis a un essai de traction, sa rupture se
produit soudainement sans déformation plastique préalable. Les contraintes normales
maximales atteignent la valeur de la limite a la rupture par traction o.

5.6.2.1 Critére de la contrainte normale maximale ou de Coulomb

Pour un composant, la rupture se produit des que la contrainte normale principale maximale
atteint la résistance a la rupture o; du matériau. Le critére s’énonce :

|01| < Oy
loz| < o,

Le critere peut étre représenté graphiquement par une aire carrée. Pour les points en dehors de

cette surface, il y a rupture
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5.6.2.2 Critére de Mohr

Pour beaucoup de matériaux fragiles, les résistances a la rupture par compression oy, et par
traction o; sont différentes.

Le critére de Mohr est fondé sur des résultats d’essais. La rupture se produit lorsque le cercle
de Mohr engendré par les contraintes sort ou est tangent a la courbe enveloppe aux trois
cercles A, B, C définis par :

Cercle A (compression pure) : 61 =0, =0 ; 03 = - Oy,

Cercle B (traction pure) : 61 = 611,62 =063=0

Cercle C (cisaillement pur) : T = Tyitime = Tu

a B R=Tu s
\7 Rt
- Rrr, " R ‘. Rn (43

N
" — G
-Re 7 o1

R

- R

C Txy

Remarque : si on ne dispose pas du cercle C, on peut faire une approximation a partirdes
tangentes aux cercles A et B.

Tangente o
A B N
th
6 S 6,
- RC th
=Rc
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Exemple

Les contraintes en un point critique dun composant de machine en acier sont ox = 100 MPa,cx

=-60 MPa ettyy = 60 MPa.
Si la limite elastique de lacier utilisé est o, = 300 MPa, déterminer le coéfficient de securité

CS adopté par rapport aux critéres de Tresca et de von Mises.

| -60 MPa
60 MPa

100 MPa

4-—?—-

Solution :

1
O0C = ooy = E(Gx + ay) = 20MPa

o, + o,\?
Tmaszz\/< = y) + T,y2 = /802 + 602 = 100MPa

2

Contraintes principales :
o1 = 20+100 = 120 MPa
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o, = 20-100 = 80 MPa

Critere de Tresca ;| 61- 62 | =200 < &,

s = e _300_15_07"
17200 200 77T oM
Remarque :

Tmax = 100 < % = 150MPa donne le méme coefficient de sécurité.

Critere de von Mises :

Ge)2—17436—300
s,/ TS,

012 — 010, +022 == 1202 +80 X 20+802 = (

300 08

= =172 = —
€S2 174.36 OM

02
Von Mises
300 _—<_
A Tresca
/5 120 /

7 |

1300 / /
/ o o) 7 = 01

b M /’ c.=300

# LR

”

| X

——|-300

5.7 Exercice Corrigées
Exercice 1

Considérer un point dans un élément de structure qui est soumis a une contrainte plane.
Normal et cisaillement les contraintes agissant sur les plans horizontal et vertical au point sont
indiquées sur la figure.
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62 MPa

<Y __ 48 MPa
:

75 MPa
T

-Déterminer les contraintes principales et la contrainte de cisaillement maximale.

Solution

Ona:o, =75MPa ,o, = —62MPa etT,, = —48 MPa

Les contraintes principales

ox + 0oy Ox — Oy
012 = 5 * \/(T)Z + Tyy?
75+ (—62) 75 + 62 5 5
O1p=———— 1 [(——)*+(-48)
2 2
o1 =91 MPa

o, = —77.3 MPa

Contrainte maximale de cisaillement

Oy — Oy\?
Tmax:\/( 2 ) +Txy2

75 — (—62
Tmax = \/(+))2 + (_48)2

Tmax = 84 MPa

Exercice 2
Les contraintes relevées en un point d’un composant mécanique sont : oy = 80 MPa,cy = -40
MPa et 14y= 25 MPa. Le composant est en acier moulé ce = 250 MPa.

Déterminer le coefficient de securité en adoptant le critére de Tresca et de Von Mises.
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40 MPa

L

L] 25 MPa

80 MPa

1
Omoy = 5 (80 — 40) = 20MPa

80 + 40\°
S ( - ) +252 = \/60% + 252 = 65 MPa
Contraintes principales

o1 = 20+65 = 85 MPa

o, = 20-65 = -45 MPa

Critere de Tresca :| 01- 67 | = 85+45=130 < ¢

cs, = e —250—192
17130 130
Remarque :

Tmax = 65 < % = 125MPa donne le méme coefficient de sécurite.

Critére de von Mises :

012 - 0-10-2 + 0-22 = 852 + 4'5 X 85 + 4'52

CS, = 250 =2.18
2711434 " 7
Exercice 3

Un tube verticale avec un diameétre extérieur D=114 mm et un diamétre intérieur d=102 mm
supporte les charges comme indiquées sur la figure. Déterminer les contraintes normales et les

contraintes de cisaillement agissant au point H.
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17 kKN

D=114 mm
d=102 mm .

Solution
Propriétés de la section
Le diametre extérieur du tube est D=114 mm, et le diamétre intérieur est d=102 mm.

La surface, le moment d’inertie, et le moment polaire d’inertie de la section sont :

T s
S =7[D? — d?*] = 7 [(114)* - (102)?]

S = 2035.752 mm?

_ T ns_ g4 :1 4 _ 4
I =7 [D* = d*] = - [(114)* — (102)*]
I =2977.287 mm*

_ T ipt_ g4 :1 4 _ 4
I =2 [D* - d*] = 55 [(114)* — (102)*]

I = 5954.595 mm*
La force axiale de 17 kN crée une contrainte de compression normale, qui agit dans le
direction y

5
17 KN I
"
1

14! 1,8.351 MPa
|
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Fy 17000 N

%y =5 3035750 mmz _ oo> L MPa

-La force de 3,2 kN agissant dans la direction positive de I’axe z crée une contrainte de

cisaillement transversale.
-La force de 3,2 kN agissant dans la direction positive de I’axe z crée également un moment

de flexion a la section ou se trouve H

49.011 MPa i

_ My c_2.56%57%1000%1000
y Ix 2977.287

oy = 49.011 MPa

o

Le couple de 3,75 KN-m agissant autour de I’axe y crée une contrainte de cisaillement a H.

3.75 KN.m

35.897 MPa

__ Tc_3.75+«57%1000%1000

] 5954.575

T = 35.897 MPa
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Les contraintes combinées au point H peuvent étre résumées

Cisaillement de torsion Contrainte de flexion 57.362 MPa
35.867 MPa —: l l 49.011 MPa l
b 35.897 MPa

i i
i

T TContrainte axiale
8.351 MPa

Exercice 4
Un arbre plein de diamétre d=26 mm en acier ayant une limite élastique c.=250 MPa. Il
supporte une force de compression P=67 kN et moment de torsion Mt=0.4kN.m. Vérifier si

I'arbre supporte ces chargements selon qu'on adopte le critere de Tresca et de von Mises.

mtd? 314 x 262

S=— o = 530.66 mm?
_ZP_ 67107 126.25 MP
°T 7S T 53066 ' 2
lp, md® 3.14x26° 3449.29 mm?
v_16 32 <7 mm
M, 400000
T= = = 115.96 MPa

" Ip/v 3449.29

Trescavo? + 412 = ,/(—=126.25)2 + 4(115.96)2 = 233.40 MPa < 250 MPa

Von Mises vo? + 372 = /(—126.25)2 + 3(115.96)2 = 237.23 MPa < 250 MPa
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Exercice 4
Une poutre cylindrique de diamétre d=36 mm supporte une charge de traction F =200 kN et
un moment de torsion M. Si la limite elastique du materiau o, =250 MPa, determiner la valeur

du couple M; en adoptant le critére de Tresca.

F <. M

nd®>  3.14 X 367

= = 2
S 2 2 1017.36 mm

_P_20010°
°TST 101736 4

Trescavo? + 412 = /(196.58)2 + 412 < 250

Vo2 + 412 = /(196.58)2 + 412 < 250

jzsoz — (196.58)2
T =

2 = 77.24 MPa

M
T=—-=77.24 MPa

Io/v
_nd® _314x36°
v_ 16 16 _ oooermm
M
— =77.24
Io/v

M = 77.24 X 9156.24 = 707.22 M. m

Exercice 5
Une poutre cylindrique de diamétre d=36 mm supporte une charge de traction F =200 kN et

un moment de torsion M. Si la limite elastique du materiau o, =250 MPa, déterminer la valeur

du couple M; en adoptant le critére de Tresca.
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M \\Q*F

nd®  3.14 x 367

S = 2 2 = 1017.36 mm?
_P_20010°
°TST 101736 > a

Tresca: Vo? + 412 = /(196.58)2 + 412 < 250

Jo? + 412 = \[(196.58)% + 412 < 250

stoz — (196.58)2
T =

= 77.24 MP
2 a

M
T=——="77.24 MPa

Iy/v
lp, md® 3.14x36° 9156.24 mm?
v_16 16 <% mm
M
— =77.24
Iy/v

M = 77.24 X 9156.24 = 707.22 M.m

Exercice 6

Les contraintes relevées en un point d’un composant mécanique sont : 6x= 10 MPa ,6,=-100
MPa et 1,,= 60 MPa. Le composant est en aluminium moulé La la resistance a la rupture en
compression o = 220 MPa et celle a la traction est 6= 80 MPa.

En utilisant le critere de MOHR, déterminer sil y a risque de rupture ou non.
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l 100 MPa

— 60 MPa
¢ j N :
'-<|_ 10 MPa
-

1
Omoy = 5 (10 = 100) = ~45MPa

10 + 100\2 , - -
Toax = (T) + 802 = +/552 + 602 = 81.39 MPa

Contraintes principales
o1 = -45+81.39= 36.39 MPa
o, = -45-81.39 = -126.39 MPa

Il'y risque de rupture.

Exercice 7

Les contraintes sur la surface libre d’un composant de machine sont indiquées sur la figure.

Le composant est en aluminium 6061-T6 avec une limite d’¢lasticité de o, = 270 MPa.
a-Quel est le facteur de sucurité prévu par la théorie de la contrainte de cisaillement maximale
pour cette etat de ontrainte

b-Vérifier la condition de la résistance.

c-Quelle est la valeur de la contrainte équivalente de Von Mises pour 1’état donné de la
contrainte plane?

d-Quel est le facteur de sucurité prévu par le critére de défaillance de la théorie de 1’énergie de
distorsion maximale.

e-Vérifier la condition de la résistance.
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90 MPa

75 MPa

Solution
Ona:
ox =+75MPa ,0, =0 etty, =+90MPa

Les contraintes principales sont calculées comme suit :

ox + oy Ox — Oy
012 = 5 * \/(T)Z + Tyy?

7540 75+O2 5
01z = + |57+ (90)

2 2
o, = 135 MPa
o, = —60 MPa

La contrainte de cisaillement maximale

Puisque o, est positif et o, est négatif la rupture se produirasi o, — 0, = oy

0, — 0, = 135MPa — (—60 MPa) = 195 MPa < 270 MP

La condition de la éistance est saisaite

Le facteur de sécurité associé a cet état de contrainte peut étre calculé comme suit :
270

Fs=—2_ =2"-1385

01—03 195
La contrainte équivalente de Von Mises associée a la théorie de I’énergie de distorsion

maximale peut étre calculé a partir de 1’équation :
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OM = \/(012 — 0,0, + 0,2)
oM = +/((135)2 — (135)(=60) + (—60)2)
om = 173 MPa

Le facteur de sécurité pour la théorie de 1’énergie de distorsion maximale peut étre calculé a

partir de:

Fs:&=%= 1.561

oM 17
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1-
a)

QCM 5

Quel est le(s) critére(s) de d"défaillance le mieux adapté aux métaux

Tresca

b) Von Mises

c)

2.
a)

Mohr-Coulomb

Quel est le(s) critere(s) de d"défaillance le plus régulier numériquement
Tresca

Von Mises

Mohr-Coulomb

En trois dimensions, le domaine de Tresca est représenté par un
Prisme de base hexagonale
Cylindre de base circulaire

Cylindre de base ellipse

En trois dimensions, le domaine de VVon Mises est représenté par un
Prisme de base hexagonale
Cylindre de base circulaire

Cylindre de base ellipse
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6.1 Plaques minces

6.1.1 Tenseur flexion et tenseur courbure

6.1.1.1 Définition

Une plaque est solide limité deux plans paralléles et par une surface cylindrique dont les
géneratrices sont perpendiculaires aux deux plans. La distance entre les plans paralléles est
I’épaisseur h de la plaque.

Le plan équidistant des deux plans paralléles est le plan moyen (ou feuillet moyen) de la
plaque. Nous perdrons toujours des axes rectangulaires Oxyz, Oz étant normal au plan moyen
et Oxy contenus dans le plan moyen.

Une plaque est mince lorsque son épaisseur h est petite vis-a-vis de ses dimensions mesurees
dans le plan. Nous pouvons alors admettre que la composante nz du tenseur est négligeable, et
que les charges agissant sur la plaque sont équivalentes a une charge répartie de densité p
(x,y) appliquée dans le plan moyen.

6.1.1.2 Flexion pure d’une plaque rectangulaire

y/

M
Oln 0 n

<

el

Considérons une plaque rectangulaire OACB fléchie par des couples uniformément distribués

= T
r~ T4
22X

1,

le long de ses cotés ; soit My le couple par unité de longueur sur les cétés OA et AC et soit M,
le couple OA et BC. La plagque OACB est donc soumise a un moment fléchissant M; par unité
de longueur dans la direction Ox, et a un moment fléchissant M, par unité de longueur dans la
direction Oy les moments M; et M, qui ont les dimensions d’une force, sont positifs s’ils

tendent a comprimer la force de la plaque.
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Le déplacement transversale w (x,y) d’un point du plan moyen restant petit,nous pouvons

assimiler les courbures du plan moyen déformé dans les directions Ox et Oy aux dérivées

, a2 a2 : _ A Ny :
partielles — et a—yvzv . Si nous considérons alors un parallélépipéde de cotés dx, dy et h,et si

0x2
nous admettons que les faces de ce parallélépipede initialement paralléles a Oz demeurent
planes et normales au plan moyen déformé , les dilatations e; et e, suivant Ox et Oy a la cote z

sont :

e = —%Z o’ et e,=-z otw
1= ax2 2= ay?

Les contraintes normales n; et n, se déduisent des relations :

1 0w 1 9w
E(nl—cnz)—zﬁ : E(nz—csnl)—za—y2

Donc ont pour valeurs :

Ez [OZW 62w]

M =15 52 T %%
Ez 62w+ 92w

n, =

271 — 02| 0ay? ©ox?

Les moments fléchissant M; et M, sont respectivement égaux aux moments résultant des

forces élastiques n; dx dy et n, dx dy correspondant a une largeur unité paralléle a Ox et a

Oy;

Donc:
h
2

M; = jjnlz dz
h

2
Mzthnzzdz

Nous trouvons ainsi, compte tenu des valeurs de ny et n,:

M, =D[2¥+ 22—‘;’,M2=D[‘227V2”+of7“2“ (6.1)
D désignant la rigidité a la flexion de la plaque définie par :
3
= o = eod 62)
[ = E est I’inertie de la plaque par unité de largeur.
Les contraintes n;et n, se déduisent de M, et M, par les formules :
n, = w, n, = Moz (6.3)

I I
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Nous deduisons des équations :

aZW _ Ml—O'MZ aZW _ MZ—GMl
x2  D(1-02) ' dy2  D(1-02)

Et, puisque M et M, sont constants, nous trouvons , en supposant 1’origine choisie au point

ou le plan tangent au plan moyen déformé et paralléle a Oxy :

M;-0oM, XZ + M, -oM, 2
2D(1-02) 2D(1-062)

w(x,y) = (6.4)

Lorsque M; = My le plan moyen déformé est un paraboloide de révolution :

__M 2 2
W(X! Y) - 2D(1-0) (X + y )
D(1-o0)

1

Assimilable, puisque w est petit, a une sphere de rayon R=

2
Nous déduisons de la relation (6.4) que :X—;‘; est nul; les directions Oy et Oy sont donc les

directions principales au plan moyen déformé. Les formules (1) donnent donc les moments
fléchissant principaux en fonction des courbures principale du plan moyen déformé.
Lorsque la plaque est déformée suivant un cylindre de génératrices paralléles a Oy (flexion

cylindrique), w n’est fonction que de x, et les relations (1) se réduisent a :

d?w
dx2 ’

M, =D M, =0 M, (6.5)

Ainsi le moment fléchissant M, n’est pas nul.

6.1.2 Tenseur flexion et tenseur courbure

0 > x

Considérons un prisme découpé dans la plaque, de section droite abc; sur la face

perpendiculaire a Ox s’exerce la contrainte principale ny, et sur la face ab perpendiculaire a
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Oy s’exerce la contrainte principale ny; sur la face bc de normale orientée par I’angle ©
s’exercent une contrainte normale n et une contrainte tangentielle t qui ont pour valeurs :

n = n,; cos?0 + n, sin?0 (6.6)
t = (n; — n,) sin6 cosO

n et t sont donc, comme M; et M, proportionnels a z ; il en résulte que la face bc du prisme
abc supporte par unité de longueur un moment fléchissant M et un moment de torsion C
égaux a:

h

2
M = fhnz dz = M;cos?0 + M,sin?0

(6.7)
h
2
C= fhtz dz = (M, — M;) sinB cos®

Nous savons que n et t sont les composantes du vecteur contrainte sur 1’élément dont la
normale est définie par 1’angle ©, et que, lorsque © varie, I’ensemble de ces vecteurs
constitue le tenseur contraint. Les formules (6.7) montrent que 1’ensemble des moments
fléchissant et des moments de torsion supportés par les sections verticales passant par un point
A du plan moyen constitue un tenseur symétrique du second ordre appelé tenseur flexion de la
plaque au point A.

Recherchons les relations entre M et C d’une part, et w d’autre part. Prenons deux nouveaux
axes de coordonnées Ox’y’ déduits de Oxy par une rotation d’angle ©. Nous déduisons des
relations (6)et (1) :

d*w 0w d*w - 0Pw
M=D(W cos 9+W sin 9+0(@ sin 9+W cos“0)
2W dZ

C=D(1- GXW - E) sin@ cosO
Mais, des formules de changements de coordonnées :
X = x' cos® —y’ sinb y = x' sinf — y’ cos6

Nous déduisons :

0’w _ 9*w Ze+azw _ 29+262W 10 cosh

ax2  oxz dy? > 0x dy SHb oS

02 92 . 92 92 )

ﬁ = aTva sin%0 + % cos?0 — 2 ﬁ sin6 cos0 (6.8)
0%w 0’°w  9*w)\ | 92w , -

3% 0y’ =3z~ 3y? sinB cosO + %9 (cos“O — sin“0)

103



Chapitre 6 Plagues minces et coques

Les formules (6.8) montrent que les dérivées secondes de w sont les composantes d’un
tenseur symétrique du second ordre appelé tenseur courbure de la plaque.
Si nous tenons compte de ce que et sont les directions principales du tenseur courbure (

2
;X;N = 0) ,nous voyons que les formules (7) se réduisent a :
?w 2%w
M=D [6X'2 Oy_’z , C=D (1 - 0') 6)(’—6}/" (69)

Donc, dans le cas genéral ou les directions principales ne sont pas paralléles aux axes Ox et

Oy, les composants du tenseur flexion et les composantes du tenseur courbure :

°w  0%w

_ M; C _ | ox? 0x 0y
u=[¢ ) K=low ot
dxdy  dy?

sont liées par les formules fondamentales :

2 2
62
AMZ—DP—+ = (6.10)

lc—D(1—o)axay
La signification geometrlque des composantes du tenseur courbure est la suivante : w étant

pmt ~+o

du plan moyen déformé située dans des plan normaux a I’axe Ox et a I’axe Oy.
6.1.3 Flexion des plaques chargées transversalement

6.1.3.1 Equation de Lagrange

Nous désignerons par1, j, K les vecteurs unité des axes de coordonnées Oxyz etparp (x,y) la
densité de charge, comptée positivement vers le bas, appliquée a la plaque. Ecrivons les
équation d’équilibre d’un élément de plaque ABCD (fig. 21.3) de cotés AB=CD=dx parall¢les

a Ox ,AC= BD=dy paralleles a Oy. L’élément de plaque est soumis a une force extérieure :

-pfdxdy
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o

b
&
0
v

Le long du coté AB, 1’élément est soumis :

-4 une force T,k dx
-aux couples -M, 1 dx et C 7 dx.
T, désignant 1°effort tranchant par unité de longueur le long de AB.

Le long du c6té AC, 1’élément est soumis :

-3 une force T1 K dy
-aux couples -C 1dy et M,J dy.
T1 désignant I’effort tranchant par unité de longueur le long de AC.

Le long du c6té CD, I’élément est soumis :

-a une force —(T, + % dy)ﬂ dx

M, | ac .
3y dy)rdx et —(C +a_de)] dx

-aux couples —(M, +

Le long du c6té BD, 1’élément est soumis :

aT,

™ dx) kdy

-a une force —(T; +
-aux couples —(M; + %dx)idy et —(C+ %dx)? dy

En écrivant que la somme des forces et la somme des couples est nulles, nous obtenons les

équations :
Ty 0Tz _
ax ay
oM, , aC _
ox Ty = T; (6.11)
oM, , 0C _
ay = ox 2

Eliminons T, et T, ente les trois équations précédentes ; nous trouvons :

0°M, d%C 92My _
oz T 250, T2 =P (6.12)
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Remplacons My M, et C par leurs expressions (6.10), nous obtenons 1’équation aux dérivées

partielles de Lagrange :

otw Fw | d*w _ pky)

Ix4 9x2 dy? ay* - D (613)
d Act 13 r 62 62

Ou, en désignant par V I’opérateur oo + e

VYW= - 250 (6.14)

La fonction w (x, y) est donc I’intégrale de 1’équation de Lagrange qui vérifie les conditions
aux limites que nous préciserons. Connaissant w, les moments fléchissant M; et M et le
couple de torsion C sont donnés par les formules (10) ; les deux derniéres équations (11)

donnent les efforts tranchants :
T,=D2(Ww), T, =D (Vv 6.15

Considérons (fig. 21.4) une plaque rectangulaire ABCD appuyée sur ses bords, et déterminons
la réaction R; par unité de longueur le long du bord AC paralléle a Oy. L’effort tranchant T,

produit une réaction égale a Ty,

o

| dy

oh 4
-
==

N

Il reste a évaluer la réaction equilibrant le couple de torsion C ; sur un élément dy de AC, le

couple C dy est équivalent a deux forces verticales :
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C appliquée a I’ordonnée y et -C appliquée a 1’ordonnée y+ dy ; en opérant de méme pour tout
les éléments du bord AC, nous voyons que le moment de torsion C est équilibré par une
densité de réaction égale a ‘;—}CI donc :

9%x dy.
3w

R
0x3

+(2-0)

R, =T, + ‘;—s = D[ ] (6.16)

De méme, la réaction d’appui R, par unité de longueur le long du bord AB paralléle a Ox a

pour valeur :

R2=T2+‘;—§=D[37+(2—o) ] (6.17)

On généraliserait aisément ces résultats pour un bord de direction quelconque.

6.1.3.2 Conditions aux limites

Le déplacement transversal w (X, y) est I’intégrale de 1’équation de Lagrange qui satisfait aux
conditions aux limites sur le contour de la plaque. Examinons les conditions aux limites les
plus courantes le long d’un bord que nous supposerons confondu avec OX.

-Bord encastré

Les conditions aux limites sont, le long de Ox :

w=0 ‘;—VYV=0 pour y =0 (6.18)

-Bord simplement appuyé

-Les conditions aux limites sont, le long de Ox :

2 2
w=0 et ZT‘;V+06—W=O et pour y=0 (6.19)

0x2
La seconde condition exprime que M; est nul.
Bord libre

Les conditions aux limites sont, le long de Ox :

3w
02x dy

02w 0w 03w
ow ow _ ow 2 —
5 T %% 0 et R (2-o0)

=0 pour y=0 (6.20)

Ces conditions expriment que M; et R, sont nuls.

6.1.4 Plaques circulaires symétriquement chargées

6.1.4.1Généralités

Soit a rayon de la plaque et r la distance d’un point de la plaque au centre de la plaque (0 <r <
a). Lorsque la densité de charge n’est fonction que de r et que les conditions d’appui sont les
mémes sur tout le pourtour de la plaque, w n’est également fonction que de r, et I’équation de

Lagrange se réduit a I’équation différentielle :

d*w 2 d®w  1d*w 1dw _ _pM

dy* r dr3 r2 dr2 r3 dr D

(6.21)
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Que I’on peut encore écrire :

ar {r;r [r dr )] N p(r) (622)

rdr

Sous cette dernic¢re forme, I’intégration est immédiate.

Le plan moyen de la plaque devient apres déformation une surface de révolution dont les
courbures principales sont le long d’un méridien et le long d’un paralléle. Les
moments fléchissant principaux : M, sur une section normale au rayon vecteur, et M sur une

section dirigée suivant le rayon vecteur, ont donc pour valeurs :

My =D[E2 422 My =[P 4 gLy

dx? r dr rdr dr?

(6.23)

Sur ces mémes sections, le moment de torsion est nul.

6.1.4.2 Plaques circulaires uniformément chargées

Lorsque la densité de charge p (r) est constante, 1’intégrale générale de 1’équation (22) s’écrit :
-

P

Dans le cas d’une plaque qui ne comporte pas de trou central concentrique (plaque annulaire),

+ A +Ar?+ Aslnr + A, rPinr

les constantes A 3 et Az sont nécessairement nulles. Examinons le cas d’une plaque encastrée
sur le bord r=a. on détermine les constantes A; et A, en écrivant que w  sont nuls pour r=a ;
nous obtenons ainsi la solution :

— _ D 2 232
w(r) = —p (@ =717 (6.24)

Nous en déduisons les valeurs de et de au moyen des formules (23) :

M,.(r) = 1 p[(1+0)a?— (3 —o0)r?]

Mg(r) = lp [(1+4 0)a? — (1 —30)r?]

Au centre de la plague, r=0, nous trouvons :

1
M, (0) = My (0) = —

Au bord de la plaque, r=a, nous trouvons :

p a®

1
M.(a) = - pa® Me(a)Z—%Paz
Pour trouver la solution relative au cas ou la plaque est simplement appuyée sur le bord r=a, il

suffit d’ajouter a la solution (24) la solution relative a ’application d’une densité de couple
M = % p a? sur le bord r=a. nous savons, d’apreés la formule (4), que le déplacement w dii a

ces couples est :
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M p a?
- (22— " 2.2
W= oareo® )T T mara@ )
Nous obtenons donc la solution :
5
w(r) = - (a? - )[ *"az—r] (6.25)

Nous en déduisons les valeurs de et au moyen des formules (23) :
M () == pB+0)@2—r?), M) =—pl(3+o0)a’ - (1+30)r?]

Au centre de la plaque, r=0, nous trouvons :
3+o0

16 P°

Au bord de la plaque, r=a, nous trouvons :

Mr(o) = MB(O) =

M.(a) =0, Mp(a)= 1;—6 p a*

6.5 Coques

6.5.1 Cylindrigues verticaux

o, : Contrainte suivant I’axe du cylindre

og : Contrainte perpendiculaire a ’axe du cylindre
&: Deéformation radiale

a-Pression interne uniforme

- Extrémités fermées

_Pr
o, = > (6.26)
Op = % (6.27)
pr
=2=(2-9) (6.28)
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-Extrémités ouvertes

E
3
E
B
3
3

- r

o, =

Op = % (6.29)
_pr?

§ =5 (6.30)

b-Pression interne linéaire

() =P} (6.31)

o,=0
Porz
Og = e_L (632)
_ Pgriz
§ =2t (6.33)

c-Pression externe due au vent

p
era — 17 -
I €z e s
-
< -
- -
4_ <—
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2

0, = p% CoSQ (6.34)
0g = —prsing (6.35)

6.5.2 Cylindres horizontaux remplis par un liquide
p: densité du liquide

g : accélération de la pesanteur

Po = p g 2r : pression maximale

a-Extrémités simplement appuyées

0, = —%Z(L —z) cosO (6.36)
Og = % (por — p g72 cosO) (6.37)

-Extrémités encastrées

. L

;I
VI

—9r2) 28 cos0 (6.38)
e

9popa e
Po + (_
e 12

0, = —Z—egz(L — 7)cosO +
Og = %(por — pgr? cosO) (6.39)

6.5.3 Coupole sphérique fermée
e : épaisseur de la coupole

r.rayon
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a-Charge p uniforme (poids propre)

_)
era -
’ €z e,
0
___pr
O¢ = e(1+cosg) (6.40)
1
Og = % (cosp — 1+ms(‘o) (6.41)
b-Charge p uniforme par unité de surface projetée (neige)
P
L b
er _) 3 _)
’ €2 ‘ e,
- r 0
O = o (6.42)
Og = E—ZCOS(Z(p) (6.43)
c-Pression p extérieure
Op = o (6.44)
—pr
0= 2, (6.45)
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d-Charge P au sommet

(6.46)

@ " 2emrsinZg

0g = —— (6.47)

- 2eTr sinZ @

6.5.4 Coupole sphérique ouverte
e : épaisseur de la coupole

r: rayon

¢o : angle d’ouverture de la coupole

a-Charge p uniforme (poids propre)

%
€y
0
( 9 -
€y
0

_ pr(cos@g—cosy) (6 48)

o
¢ e sin2@

__ pr(cos@y—cos®)

(o}
6 esinZ@

— CosQ (6.49)

b-Charge p uniforme par unité de surface projetée (neige)

P
g
0

P in?
Oy = 2—: (1 — 2o (6.50)
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sinZq,

Og = % (1- — 2 cos?¢) (6.51)

sinZ@

c-Pression p extérieure

__Pr sin?¢@

0'(p = E (1 — cmpo) (652)
Pr sin?¢@

Og = Z (1 + cmpo) (653)

-Charge P en bordure du sommet

_ P sing
O'q) = —; _sinzq(; (654)
P sing
Og = . ﬁ (655)
6.5.5 Coque sphérique

e : épaisseur de la coque

r : rayon
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Chapitre 6 Plagues minces et coques

a-Pression interne p

e;
er
op =2 (6.56)
06 = — > (6.57)
Pr2
§=— (1-9) (6.58)

b-Pression interne pl et pression externe p2

-—p
€r
0
— 13pa+1ips _ b2—P1 (6.59)
Too20i-r) rierd '
— r3p2+rips | P2—P1 (6 60)
o7 20 - '
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