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vechniques de Commande vancée

Dr. HATTAB Abdellilah




AVANT -PROPOS

Ce cours s'adresse aux étudiants du Master 2 Automatique et Informatique Industrielle
(AII), du département d'Automatique de I'université des sciences et de la technologie
« Mohammed BOUDIAF », Oran, Algérie. Il a pour principal objectif d'initier les étudiants a
des techniques de commande modernes. Certains cahiers de charges ne peuvent pas étre
remplis par des correcteurs classiques. L'automaticien peut alors faire recours a d'autres
techniques de commande. Ces techniques ont du succés dans le domaine industriel. Le
programme se limite volontairement d un nombre limité de méthodes pour lesquelles il donne
un apergu rapide : les commandes optimales et les commandes Robustes.
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Chapitre I : Représentation d'état

L'idée de base des représentations d'état est que le futur d'un systéme dépend
de son passé, de son présent et de ses entrées. Le futur peut alors étre décrit a
partir d'un ensemble de variables bien choisies, contrairement a l'analyse
classique des systémes qui fait appel a la représentation de Laplace, dans le cas
des représentations d'état, l'analyse a lieu dans le domaine temporel. De fait, au
cadre de I'analyse des fonctions de la variable complexe se substitue le cadre de
I'algebre matricielle.

I.1 Equations d'état :

D'une maniere générale, a tout systéme linéaire causal et continu peuvent étre
associées les équations matricielles suivantes :

de(tt) = A(t)x(t) + B(t)e(t) Equation d'état
y(t) = C(t)x(t) +D(t)e(t) Equation de sortie

Dans le cas d'un systéme stationnaire, les matrices A B C et D sont
indépendantes du temps. Ce cas seul sera examiné par la suite :

> A :matrice d'état du systeme
> x:vecteur d'état du systéme
> e vecteur d'entrée du systeme
> y:vecteur de sortie du systéme

Cas d'un systéme discret :

x(k+1)=Ax(k)+Be(k) Equationd'état
y(k)=Cx(k)+De(k) Equation de sortie

I.2 Passage de I'équation d'état vers la fonction de transfert :

On considére un systeme (s) décrit par sa représentation d'état :




d’iT(;)z Ax(t)+ Be({)

y(t) = Cx(t) + De(t)

On se restreint au cas d'un systéme a une entrée et une sortie. Exprimons la
fonction de transfert H(s) du systéme en fonction des matrices A, B, C et D.

En prenant les transformés de Laplace des équations d'état et de sortie, on
obtient :

{sX(s)zAX(s)-i—BE(s)
Y(s) = CX(S)+DE(S)

On supposant les conditions initiales nulles.

{(SI—A)X(S)=BE(S):{X(s):(sl—A)_lBE(s) ------ (1)

Y(s)zCX(s)-i—DE(s) Y(S)zCX(s)+DE(s) ...... (2)
On remplace (1) dans I'équation (2) :

¥(s)=C[(s1=A)" B|E(s)+ DE(s)= ¥ (s)=(C[ (st = 4)" B]+ D) E(s)

Finalement : |7 (s)= %) _ (c[(s1-4)" B]+D)

Les poles de la fonction de transfert correspondent aux zéros de det(sI-A) qui
est aussi le polyndme caractéristique de la matrice d'état A. par conséquent les
poles de H(s) sont les valeurs propres de la matrice d'état A.

I.3 passage de la fonction de transfert vers la représentation d'état :

On consideére le systéme de fonction de transfert




I.3.a Décomposition en mise série :

On décompose notre fonction de transfert en fonction de transfert du premier

ordre mise en série :

Soit le systéme du premier ordre suivant :

¥(s)

u(s) ) S-l:a = y(s)(s+a)=bu(s)=sy(s)+ay(s)=bu(s)=

Sy(s) :bu(s)—ay(s)

Graphe de fluence :

U(s) b sy(s) 1/s

y(s)

Donc la fonction de transfert (3) devient :

H(S): bO % bl % ok bm
S-I-a0 S-l-a1 s+an71
U(s) b, Xos b, Xo2 X
é ) _________
s+a0 S‘i‘a1

m

Xo

Y(s)

st+a,




X, a_, b, 0 0 X, 0
X, 0O =-a,, b, 0 X, 0
= I
X, 5 0 0 e —=a, b || x,, 0
Xl [0 0 0 —ay|[x.] |bo]
]
X
y(t)=[1 0 0 0] :
n-2
L n-1_]

Exemple I.1 : on considére le systéme régi par la fonction de transfert
suivantes :

Y(S): 3
R(S) T +3s542

Décomposer le systeme en une mise en série de systéme d'ordre 1. En déduire
une représentation d'état sous forme cascade. On choisit comme variable d'état
les sorties des systemes élémentaires.

Solution I.1 : A=B*-44C=3"-4*1%2=1>0

~B-JA _-3-1
PETy Ty T
Il Ya deux solution :
_—B+\/K_—3+1__1
BETha T T
_Y(Gs) _ 3 3 1
R(s)_(s+2)(s+l) (s+2) (S+1)
R(s) 3 X2 1 X, Y(s)
— 2 M o
sX,(s)=3R(s)-2X,(s) x, () =3r(t)—2x, (1)
=1 sX,(s)=X, (s)- X, (s5) Lt 50 % (6)=x,(1)—x(7)
Y(s)=X(s) y(t)=x/(1)




I.3.b Décomposition en paralléle (modale):

Dans le cas ou tous les pdles sont simples et le systeme d'ordre n, H(s) (3) prend

la forme :
H(S):L'FL—{— ......... + al’l*l
s+b, s+b s+b
—_— by X0
| s+a0
U(s) b X, v
s+a,
: |
_)I b"’ Xi1 |
s+a,
_)2,‘0_ _aH 0 0 O—_XO_ —bo_
X‘l 0 —a, , 0 0 X, bl
= . +
n-2 _al O - -
L"n-1_| L 0 —ao__ v | | Bus |
= - -
xO
xl
y()=[1 1 Y|
xn—Z
L n-1_|




Exemple I.2 : on considére le systéme régi par la fonction de transfert
suivantes :

Y(s): 3
R(s) s*+3s+2

Décomposer le systeme en une mise en paralléle de systeme d'ordre 1

Solution I.2 : A=B*>—44C=3"-4*1*2=1>0

—B-JA _-3-1
P = 24 = > =2
Il Ya deux solution :
_—B+\/K_—3+l__1
=T Ty T
Y(s) 3 a . a=lim H (s)(s—s,)=lim H(s)(s+1)=-3
= = = + . S8 s——1
R(s) (s+2)(s+1) (s+2) (s+1)

c=}1_)r2 H(s)(s—sz)zsli_)rg H(s)(s+2)=3

N
> s+2
R(s) Y(s)
—_—
-3 X,
> s+1

xz(t):37”(t)—2x2 1)
= 15K, (5)= RO, 0) sy ()

y(t)=x(t)+x,(t)

Il
|
98]
N
—_
~
~
|
=
~ L~ —~

~
N—




SOROR ]

I.3.c Décomposition en forme canonique commandable :

Y(s)  s*+7s+2
R(s) s°+9s> +26s+24

Soit la fonction de transfert suivante : G(s) =

. . Y
On décompose la fonction de transfert sous la forme : (s)__1 *Y(s)

R(s) 1 M(s) 3 Y(s)
— 091265124 [ S HTstZ [/

Premiere fonction de transfert :

= (s3 +95% +26s + 24)M(s) = R(s)

—Laceinee i (t)+ 9 (1) + 26m (1) + 24m (1) = r (1)
Deuxieme fonction de transfert :

:(s2 +7s+2)M(s):Y(s)

Laplace inverse

—Lapacemerse s pi(t)+ T (1) +2m(1) = y(1)

On pose :
x, =m(r) X =m(t)=x,
x,=m(t) = <% =m(t)=x,
x, = (1) X, =iii(t) =r(t)—9m(t)—26m(t)—24m(t)=r(t)—9x, —26x, —24x,

Et: y(1)=x,+7x,+2x




X, 0 1 0| x 0
0 0 I ||x,|+|0 r(t)
X, 24 -26 -9|| x, 1

=
(S}
Il

X
[2 7 1] x,

X3

<
—~

~
~—

I.3.c Décomposition en forme canonique observable :

. . . Y 2
Soit la fonction de transfert suivante : G(s)= (s) 547542

R(s) s°+9s’+26s+24
On écrit la fonction de transfert sous la forme :

(57+95> +265+24)Y (s) = (5" +7s+2)U(s)

= S3Y(S) +9S2Y(S)+ 26SY(S) + 24Y(s) =sU(s)+7sU(s)+2U(s)
= 5’Y (s)=5"U(s)+7sU(s)+2U(s)—9s°Y (s)—26sY (s)—24Y (s)
= 5°Y (s) =57 (U(s)-9Y (5)) +s(7U(s)-26Y (5))+(2U (s) - 24Y () )

Y(s)=

:_[ U(s)-9Y (s 1(7U(s) 26Y (s ))+SL2(2U(S)‘24Y(S))}

© | —

(U(s)-97 (s )+—(7U(s) 26Y (s ))+Si3(2U(s)—24y(s))

[

O:I»—‘

{U(s) 9Y (s 1[(7U(s) 26Y (s))+ %(2U(s)—24Y (S))ﬂ

On dessine le schéma fonctionnel de la derniére équation obtenu :

U(s)

X 1(s X 1(s)ho\ X 2(s) X A5\ sX s(s) X ()
1/s 1/s 1/s

Y(s)

-24 -24 -9




A partir de schéma fonctionnel, on tire les équations d'états :

X, (5) = 24X, (s)+2U (s) 5 (1) = —24x, (1) + 2u(1)
X, (5) = X, (5) = 26X, ()4 TU(5)  popeemene | %2 (£) =2, (£) =26, () + 70 (1)
( (1) =2, (1) =9, (1) +u()

9, (s) = X, (5) 9K, (5) + U (s) i
(s)= X, (s) y()=x, (1

Finalement la représentation d'état est :

X, 0 0 24| x 2
(=1 0 =26 || x, [+|4|u(r)
X, 01 -9]|x 1

X
y(t)=[0 0 1]ix,

X3

I.4 Etude de commandabilité et observabilité :

> Le systéme et commandable si et seulement si :

det([B AB A’B - A’HB]);:&O

On dit aussi que le rang=n

> Le systéme et observable si et seulement si :

C
CA
det|| C4* ||#0

_CA’H_
I.5 Commande dans |'espace d'état :
Soit un systéme décrit par I'équation d'état suivant :

dx(t)
Cdr

y(t) = Cx(t)+Du(t)

Dans le cadre de ce cours, on se restreint d la commande linéaire construite par

= Ax(t)+Bu(r)




recto-action linéaire de I'état du systéme sur l'entrée : u(r)=e(t)-kx(¢)

D

e(t) u(t)

x(t S ¢ .,_)@\5 Y(T)>

Les équations du systéme en boucle fermé sont :

On remplace I'équation (5) dans I'équation (4) := ()= Ax(t)+ B(e(r)—kx(t))

Lalice mene - X (s)= AX (s)+B(E(s)—kX (s))= (s/ —A+Bk) X (s)=BE(s)

X (s)=| (s1 -4+ Bk) B|E(s)-+(7)
Y(s)=CX(s)+DE(s)-----(8)

=

On remplace I'équation (7) dans I'équation (8) :

= Y(s)=|C[(sT-A+Bk) ' B|+D|E(s) = Zii;:[C[(sl—A+Bk)lBJ+DJ

La dynamique du systéme bouclé est donc fixée par les valeurs propres de la
matrice (A-Bk), ces valeurs propres sont les racines de I'équation
caractéristique :

det(s/ —A+Bk)=0

10



Exemple I.4 : soit le systéme donné par la fonction de transfert suivante :

Y(s) 10

R(s) (s+1)(s+2)

1. Représenter le graphe de fluence du systéme sous la forme paralléle.

2. Etudier la commandabilité.

3. Déterminer le réglage par retour d'état tel que la réponse du systéme ait :
Dépassement D=10% et le temps de réponse tr=0.5s.

Solution I .4 :
td=tim 06+
) Y(s) 10 AA BB > (s+1)(s+2)
CR(G) (5+0)(s+2) (s+1) (s+2) 10(s+2)
BB=lim—- ) ___q9

>2(s+1)(s+2)

Graphe de fluence :

sXi 1/s Xi

R(s)

Représentation d'état :

2. La commandabilité : 'ordre du systeme n=2

det([B 4B])= detﬂ_lloo} [_01 _OZM_IIOOD = det([_lloo ;gD =100 0

11



Le systéme est commandable
3. Le retour d'état
L'équation caractéristique :

det(sI—A+Bk):det({é ﬂ{_ol _02}{_1100}[1«1 kz]j

=|s” +(10k —10k, +3) s +(20k, —10k, +2)|-----(9)

équation  caractéristique

L'équation désirée : s° +2&ws + o’
7 g

D =10%=100e"" = 0.1= % =1n0.1= _”52 =0 W1-& = —z&
1-¢
2 2 2 g2 2 2\ .2 2 (11’10.1)2
= (In0.1) (1-¢") = -7’8 = ((In0.1)" = 7° )& = (n0.1)" = ¢ = |———~— =[03]
(In0.1)" - 7°
tr:0.5:2:> w=6rad/s
w

L'équation désirée : |s° +3.65+36|-----+(10)
D'apreés la comparaison entre I'équation (9) et (10) :
3-10k, +10k =3.6 [ k =1.64
=
2-10k, +20k =36 |k, =—0.50

k=[1.64 —0.5]

I.6 Synthese d'observateur :

Il arrive souvent que toutes les variables d'état d'un systeme ne soient pas
accessibles a la mesure. Dans ce cas, |'implémentation directe de la commande
u=-kx est impossible. De plus, la connaissance de la sortie y ne résoudre pas le
probléme. En effet, comme C n'est pas inversible, la connaissance de y=Cx ne
permet pas de connaitre x.

L'idée est donc de reconstruire I'état x a partir des informations disponibles,
c'est-a-dire la sortie y et la commande u. on utilise pour cela un systéme
dynamique permettant d'approximer x : un observateur. On parle également de
reconstructeur, d'estimateur, de filtre...

12



A 4

LNy R S0 0 Ny WEI0

Erreur d'estimation : §(¢)=x(¢)—x(¢)

Ona:
T() A3 (1) =v(CE(r) = Cx(1))+ Bu(t)

x(1) = (A=vC)&(r)+vCx(t)+ Bu(t)- (1)
Ona:x(t)=Ax(t)+Bu(t)= Bu(t)=x(t)— Ax(t)---- (12)

On remplace I'équation (12) dans I'équation (11) :
x(t)=(A=vC)&(t)+vCx(t)+x(t)— Ax(1)
= %(t)=(4-vC)&(t)-(A—vC)x()+x(¢)

= x(1)=x(t) = (4—vC)(£(1)=x(7))

= [0(t)=(4-vC)3(¢)

Exemple I.5 : soit le systéme donné par la fonction de transfert suivante :

Y(s) 10

R(s) (s+1)(s+2)

1. Représenter le graphe de fluence du systéme sous la forme paralléle.
2. Etudier 'observabilité.

3. Déterminer un estimateur d'état qui permet d'utiliser la fréquence
naturelle soit w= 12 rad/s. et le coefficient d'amortissement égal a 1

Solution I.5 :




2.

10(s+1)

AA =1lim ———————=10
Y(s)___ 10 _ A4 BB _ = (s+1)(s+2)
R(s) (s+1)(s+2) (s+1) (s+2) BB = lim 10(s+2) __10
S—>*2(s+1)(s+2)
Y(s) 10 10
R(S) (S+1) (s+2)
Graphe de fluence :
sXi 1/5 X
R(s) Y(s)

Représentation d'état :

L'observabilité : 'ordre du systeme n=2

2

o[ &) -] 1]“{_031 el o

Le systeme et observable

3.

>
>

Observateur : w=12rad/s ~ &=1

Equation désirée, apres calcul nous avons trouvez : s* +24s+144
Calcul de I'équation caractéristique :

det(s]—A+vC)=det[B 0}—[_01 _02}{“}[1 1]):s2+(v2+v1+3)s+(2vl+v2+2)

N v,

équation  caractéristique

Aprés comparaison hous avons trouvé le résultat suivant :

3+v,+v, =24 v, =122 122
= = |v=
24v,+2v, =144 v, =-95 95

14



I.7 bilan sur la commande par retour d'état avec synthése d'observateur :

La mise en ceuvre d'une commande dans le cas des systémes continus suppose
I'hypothése d'un systeme commandable et observable lorsque toutes les variables
d'état ne sont pas accessibles a la mesure. On écarte donc les parties hon
commandables ou non observables du systéme. Le probléme de la commande de
résoudre ensuite en trois grandes étapes :
» Recherche de la commande en supposant x mesurable. La commande
linéaire est de la forme u=-kx, k étant déterminée par exemple en
imposant des pdles d la boucle fermée.
» Reconstruction de I'état. Si seul y est mesurable, il faut synthétiser un
observateur et une estimation sans biais.
» La commande du systeme est finalement réalisée a partir de I'état estimé.

A
e(f)+ g u(t) s + X x(1) J. x(1) e y(t)
v
(1)
B > C
I y(t)

On remplace I'équation (15) dans I'équation (13) :

15



x(t) = Ax(t)+B(—kt(t)+e(t))-----(18)

On remplace I'équation (16) dans I'équation (18) :
)'c(t)=Ax(t)+B(—k(5(t)+x(t))+e(t))=(A—Bk)x(t)—Bk5(t)+Be(t) ------
On remplace I'équation (13) dans I'équation (14) :

x(t)=(A=vC)&(t) +vCx(t)+x(t)— Ax(¢)

= x(t)=(4-vC)&(t)-(A—vC)x(¢)+x(¢)

= (1) #(1) = (A-C) (1) -x(1))

= |0(t)=(4=vC) ()| (20)

On remplace I'équation (16) dans I'équation (15) :
u(t)=e(t)=k(5(t)+x(t))---(21)

D'aprés les équations (17), (18), (19), (20) et (21) :
o L
b e G




Chapitre II : Commande des systemes multivariables

Il existe trois représentations pour les systemes multivariables :
a) Matrice de transfert: Y(s)=Z(s)U(s)

24(s) - 2,5

Ou Z(s) est la matrice de transfert

b) Equations différentielles :

fl(y,j/,j}, ...... VU U, ,um)=0

fr(y,y,j}, ...... S, ,um)=0

c) Représentation d'état :

Ou x(1) est le vecteur d'état et x(¢) la variable d'état

ITI.1 Calcule de la matrice de transfert :

On considére un systéme (s) décrit par sa représentation d'état :

On se restreint au cas d'un systéme a multi-entrée et multi-sortie. Exprimons la
fonction de transfert H(s) du systéme en fonction des matrices A, B, C et D.

En prenant les transformet de Laplace des équations d'état et des sorties, on
obtient :

17



On supposant les conditions initiales nulles.

{<sf—A>X<s> BU(s) {)_f(s)=(s1—A)lBQ(s) ------ 0

X(s)=BU
Y(s)=CX(s)+DU(s) " | ¥(s)=CX(s)+DU(s)--(2)

On remplace (1) dans I'équation (2) :

Finalement : |H(S)= (s) _ (C[(s] —4)" B}FD)

Pour calculer la matrice de transfert on utilise dans le cas multivariable,
l'algorithme de Leverrier :

II.1.1 Algorithme de Leverrier :

L'algorithme de Leverrier est une méthode permettant de calculer le polynome
caractéristique d'une matrice.

18



Exemple IT.1 : soit le systéme multivariable suivant, dont :

0

A=[0 0
—4

0

Solution IT.1 :

L'ordre du systéme n=3

M,=1(3,3)=

[ R
S = O
- o O

D'apres l'algorithme :

0 -1

azz—tr(AMz)z 0 0

0 —4
0 -1
M, =AM, +I*a,={0 0
0 -4
| [0 -1
al=—§fr(AM1)= 0 O
10 —4
0 -5

M,=AM, +1%*a =0

0 O

a, = —%tr(AMO) =

oS O O

Donc

0 1
1 A B=]0
-5 0

-0 O
>

0 0
0 0

]

=4

L(s):s3 +a,s’ +as+a, +

e
M(s)=M,s’+Ms+M,
1 00 0 -1 0
0 1 0||=—tr[|O O 1][|=5
0 0 1 0 -4 -5
0] [5 0 0] [5 -1 0
1 [+]0 5 0|=|0 5 1
-5] [0 0 5] |0 4 0
05 -1 0 0 -5 -1
1o 5 1|l==Lallo =4 o
-5]|l0 -4 0 0 0 —4
-1] [4 0 4 -5 -1
0 +/0 4 0|=/0 0 O
4] [0 0 4] |0 0 O
01][5 -1 0] 00 0
1|0 5 1||=—=#||0 0 0]||=0
-5]|0 -4 0 00 0




| | 1 0 O 5 -1 0 -4 -5 -1
(sI—4) ' =——*M(s)=———5—*/|0 1 0|s*+|0 5 1|s+[0 0 0
L(s) S +55° +4s
0 0 1 0 -4 0 O 0 o0
s +5s5+4 —s—5 -1
0 5s S
0 —4s s
—(s[—A) " =
( ) s*+5s% +4s
Finalement la matrice de transfert :
s +5s+4 —s—5 —1|[1 0
1 0 0
0 5s s 110 O
(s) 001 0 4 210 1
Y(s T —4s s
H(S)== =(c sI—A B):
_() l_](s) [( ) . s*+5s% +4s
[s2+5s+4 —1}
0 s?
H(S)=
_( ) s°+5s% +4s

Réalisation minimale : un systeme constitue une réalisation minimale si est
seulement s'il est commandable et observable.

Notion de rang : le rang de la matrice A c'est |'ordre de plus grand tableau que
on peut extrairez de A dont le det=0

Exemple II.2 : étudier I'observabilité et la commandabilité de ce systéme :

-1 0 O 1 0 L1 2
Avec A=|0 -2 0 A B=|1 2| A C:{3 . 5}
0O 0 -3 2 1

Solution IT.2 : I'ordre du systéme n=3

> Etude de commandabilité : n=3
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im0 1310 1 0 10
¢.=|B 4B AZB]=:1 2 214 4 8| = det(p)=det|[1 2 -2|[=-13
1 2 1

2 —6:—3 18 9

Donc le systeme est commandable et le rang (¢, )=3

> Etude d'observabilité : n=3

IT 1T 72
I3 1 51

C1l i I 11 2
-1 -2 -6

$=|CA|=b = = = =13 = det($)=det||3 1 5 ||=7

. |3 2 -15

CA -1 2 -6
1 4 18
3 4 45

Donc le systéme est observable et le rang(9,)=3

II.2 Représentation d'état des systemes multivariables définis par
équations différentielle :

. Y1
Systeme

Multivariable

Il

Ye

Soit un systeme a r sorties (yi,......yr) et n entrées (ui,.......u,) définis par un
ensemble d'équation différentielles, en introduit I'opérateur de différentions

D:% c'est-a-dire y* (k" dérivée de y,).

Exemple II.3 : soit le systéme d'équation différentielle suivant :

{j}'1+2j}1+3y1+y2+y2 =1, +u, +u, (D3+2D+3)yl+(D+1)y2 = Du, +u, +1u,
Y+, 30, Y, =u tuy

(D+1)y,+(3D+1)y, =u, +(D+1)u,

De fagon générale un systéme d'équations différentielles peut tre mis sous la
forme suivante :
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Ou L(D) et M(D)_ sontdes matrices polynomiales en D, el que :

Avec L, et M, sont des matrices de terme en D de L(D) et M(D), v et u sont

les ordres de différentiation maximale sur les sorties et les entrées
respectivement.

Exemple II.4 : soit le systéme suivant

{yl =29, =y, + Y, =u, tu, +u, +u, N (D3 —2D)y1 +(D2—D)y2 =(D+1)u2 +u, +u,
Ay, +4y, + 3, + ¥, =u, +u, (4D+4)y, +(D+1)y, =u, +u,

.. 1 2D D*-D
Sous forme matricielle : Myl

AD+4  D+1

L(D)

Calcule de L. et M, : onav=3 et u=1

1 0 0 1 -2 -1 0 0
L, = AN L= AN L= AN Ly =
00 0 0 4 1 4 1
010 1 11
M, = AN M=
0 00 0 11

ITI.2.1 Propriétés générale :

> L'ordre de systéme (3) est donné par : n=deg rée(det(L(D)))

> Les poles du systéme (3) sont définis par les racines de I'équation :
det(L(D))=0

» Un systeme définis par |'équation (3) est nécessairement observable, il est
gouvernable  si  seulement si:  rang([L(D) M(D)])=r  pour

D = racine(det(L(D))) (pour toutes les racines)

» La matrice de transfert associe a I'équation (3) est donné par:

22



Z(s)=L"(s)M(s)
ITI.2.2 mise sous forme d'état :

Soit a mettre le systeme a équations différentielles L(D)y=M(D)u sous

forme d'état
T
avec zz[x1 xn]
Est le vecteur d'état tel que la dimension de x est égale a I'ordre du systeme (3)
n=degrée(det(L(D))) ona: L(D)=LD"+:+LD+1L

La mise sous forme d'état s'effectue de deux fagons suivantes : que L, est

inversible ou pas (L, : matrice des coefficients de plus haut degré de L(D))

IT1.2.2.1 Cas Lv inversible :

On commence par multiplier le systeme (3) par L, :

L7'L(D)y=L"'M(D)u

%7 L, 1 0 — 0 x

X, -L, 0 I - O x, )
ol=l o T | R B IR TRV X:[I 0O -~ 0 O] :
X, L, 0 0 . I|x, M, X
L] L-L 00 JLx ] [M] X,

Exemple II.5 : soit le systéme mécanique suivant: (systéme & deux sorties
(y1y2) et deux entrées (F1,F2))

M,D* + f,D+k, +k, —k, wl [1 o] A
—k, M,D* +k,+k, || y,| [0 1] F
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ks

AAAAAA
yyyyy

Y2

> Met le systeme sous forme d'état

Solution IT.5 :

L'ordre maximale de dérivation pour la matrice L(D) : v=2 et pour la matrice
M(D) : u=0

> On test est ce que la matrice L, est inversible ou pas :

v=2, L =1L, =[Agl Agj
pour que L, soit inversible il faut que le déterminant de cette derniére
n'égale pas a zéro :det(L,)#0, dans notre exemple notre L, c'est la matrice
La:

L

0o L
MZ

det(L,)= detq]\éfl

0 M
D =M,M, #0 donc L; est inversible : L, =|

2
» L'ordre du systéme n=degré(det(L(D))) :

2 —
det(L(D)):det M D"+ fD+k +k, 2 k,
—k, M,D" +k, +k,

MIM@ HZM,D +(kM, + kM, + k,M, ++k,M,) D* +(k, f, + ks /, ) D+ (ksk, + bk, + ok, )
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Donc l'ordre du systéme n=4

> On applique la méthode de L, inversible :

Apres multiplication du systeme par l'inverse de la matrice L, on obtient le

nouveau systéme suivant :

p+tipi ik
M M

L'L(D)y=L'M(D)u =

1

1

— kz

M,

k2

1

D>+

—k

M, [
kK
M2 MZ

> On cherche a déduire les autres matrices de coefficients a partir de ce
nouveau systéme, sachant que la matrice L, est incluse dans ce systeme.

X
X, Xs —L, 0(2><2)
X,
4 o 1
. M,
X
. 0 0 0
ok ok -k
x3 _1+_2 _ 2 0
5 M, M, M,
4
_kz kz + k3 0
L M, M, M,

S
v=2 = L,=déa calculer N L =|M,
0

0

0 00
1 00

Remarque : dans tous les cas en considere que v>u ceci correspond a un systeme
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propre, dans le cas ou v< u on dit qu'il y a une transmission directe entre l'entrée
et la sortie, dans ce cas on fait un changement de variable de tel sorte on
obtient v>u (isolations de la transmission directs.

IT.2.2.2 Cas Lv n'est pas inversible :

Dans le cas ou L, n'est pas inversible, on fait la transformation suivante :

post—multipication
(changement de variable)

L(D)sz(D)uM) V(D) L(D) W(D)g = V(D) M(D)g
B przrlmlltion pritlmltion

On obtient finalement le nouveau systéme :

Hp)z=it (D) » L= (]

On décompose le nouveau systéme en deux sous-systemes :

A5

Exemple II.6 : soit le systéme d'équations différentielles suivant :

3D°+D*+2D 3D*+D*+2 ||y | |3D*+3D+4 4D+2||u,
2D°+D*+D 2D*+D*+1|| y, 2D*+3D+2 3D+1

Met le systeme suivant sous forme d'état, avec :
I -1 I -1
-4 7]~ ol 7

Solution IT.6 :

L'ordre maximale de dérivation pour la matrice L(D) : v=3 et pour la matrice
M(D) : u=2

> On test est ce que la matrice L, est inversible ou pas :

3 3
v=3, LV:L3:{2 2}

pour que L, soit inversible il faut que le déterminant de cette derniére
n'égale pas a zéro :det(L,)#0, dans notre exemple notre L, c'est la matrice
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L3 .
3 3 \ , .
det(L,)= det(L 2D =6-6=0 donc L3 n'est pas inversible :

L'ordre du systéme n=degré(det(L(D))) :

det(L(D)):de{[3D3+Dz+2D 3D3+D2+2DD2

2D°+D*+D 2D*+D*+1

Donc l'ordre du systeme n=4
L, n'est inversible, donc on applique la deuxieme méthode :

L(D)z=M(D)u ~ Lv{é g}

Il faut bien choisi les matrices de transformation V(D) et W(D) de tel
sorte on obtient la nouvelle matrice de coefficient L, sous la forme :

I 0
L:
oo
- I 1|3 3|1 -1 1 0
L =V(D)LW(D)= =
=V (D)L (D) {—2 3}{2 2}{0 1} {o o}
Le nouveau systeme devient :

E(D)z=M (D) = {D3+D —D+1le}{z)2+2 D+1Mul}

D*-D D-1||z | |3D-2 D-1||u,
1 sous — systéme : (D3 —i-D)Z1 :(D2 +2)u1 +(D+1)u, +(D-1)z,
2" sous —systéme: (D -1)z, =(3D=2)u, +(D-1)u, +(-D*+ D)z,
Le premier sous-systeme :
(D*+D)z, =(D* +2)u, +(D+1)u, +(D-1)z,
L'ordre du systéme n=degré(det(L11(D))) :

det(D3—D)=D3—D

L'ordre du systéme n=3, on applique ici la méthode de L, inversible, perce
que L3 de Ly3(D) est inversible : L3=1 et L3™=1.

-L, I 0 M, z,
X =|-L 0 [I|x+| M |u+ Z, |z, A z=[1 0 0]x
~L, 0 0 M, Z,

patrie de 2™ sous—systémee
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Les matrices de coefficient :
L=0 A L=1 A Ly=0 AN Z,=0 AN Z =1
Zy=-1 A M,=[1 0] A M =[0 1] A M,=[2 1]

0 1 O 1 0 0
x=|-1 0 1|x+|0 I|u+ 1|z, A zlz[l 0 O]g1
0 0O 2 1 -1
patrie de 2™ sous—systémee

> Le deuxieme sous-systeme :
(D-1)z,=(3D-2)u, +(D-1)u, +(-D* + D)z
» L'ordre du systéme n=degré(det(L22(D))) :
det(D-1)=D-1
L'ordre du systéme n=1
» Il faut décomposer les termes supplémentaires, pour avoir une forme

(1) = Ax(1)+ Bu(1)
$(1)= Cx(e)+ Du(1)

Dz;=z=[1 0 0]x,=[0 1 ] +[1 0]u+0z,
D’zy=%=[l 0 0]%=[0 1 0]x+[l 0Ju=[-1 0 1]x+[0 lu+z,+[l 0]

générale suivantes : { , il s'agit ici de terme (—D2 +D)z1

Si on remplace :z, et Z dans le deuxieme sous-systéme, on trouve :
(D-1)z,=(3D=2)u,+(D=1)u, +[0 1 0]z +[1 0Ju~[-1 0 1x~[0 Tu-z-[D 0]u
=Dz, -z =[1 1 —l]x+[2D-1 D-2]u-2
:>D22—[2D D]gz[l 1 —1]&+[—1 —2]
=D(z,—-[2 u)=[1 1 —1]x+[-1 -2]u
=Dz, = [l 1 —1]5+[—1 —2]2

N

» L'ordre du systeme n=1, on applique ici la méthode de L, inversible, perce
que L; de L22(D) est inversible : Li=1 et Ly '=1.

)_.C2=[—LO]£2+[MO]Z+[1 1 —l]g1 AN Z,=1X,

Les matrices de coefficient: L, =0 A L,=0 A Z,=0 A M,=[-1 -2]
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[0]§2+[—1 —2]g+[1 1 —l]g1

- :gz+[2 l]g

{)_&2:[0]&+[—1 2Ju+[l 1 ]y {12

On remplace z; dans le premier sous-systeme :

0 10 10 0
g=[-1 0 1|x+[0 1|u+| 1 |(x+[2 1u) A z=[1 0 0]x
0 00 2 1 -1
0 10 0 10
= |5=[-1 0 I|x+| 1 [x+2 2lu A z=[l 0 0]x
0 00 -1 0 0

X, 01 0 0]x 1 0
X:[ﬂz | <10 Lllw, |2 2 {ul}
X, X, 0 0 0 -1}fx 0 0 |lu
X, 1 1 -1 0][x,| [-1 -2
z] [1 0 0 Offx] [0 O]
z= = +
I A 0 0 0 I|lx 2 1 ||u, ]

X, 0 1 0 0ux I 0
¥ X L -1 0 1| x, N 2 2 ||y
X X, 0 0 0 -1fux 0 0 |lu,
X, 1 1 -1 0|[x, ]| [-1 2]
I —1]ff[1 0 0 0 0 0
)= M —W(D)gz X U
= | 0 1 0 0 0 1]jx 2 1||u,

29



II.3 Représentation d'état des systemes multivariables définis par matrice
de transfert :

IT.3.1 Méthode de Gilbert :

Cette méthode ne s'applique quand tous les pdles sont simples et réel, dans ce
casona:

z(s)= = M{(s) =zMi—ZZI. avec M

L(s) T(s+4) s+4

1

(rxm)

La procédure :

> Si rang[M;]=r donc pour chaque z; on associe les matrices A;, B; et C;

telle que :
4 0 0 0 (M),
-2 M.
i o L] P C0E
0 0 4, 00 - 1 (M)
— r

> Si rang[M,]|= f <r donc ce cas le (r-f) lighe de la matrice M sont une

combinaison linéaire de f ligne, on appelle la ligne k de la matrice Mi>
(Mi)x.

o) =S, ~ {20

On obtient les matrices d'état associes a M; :

S
i 0 0 ] - 1

—4 0 0 (Ml )1

0 -2 0 ol ’ (M,)

A4 = ' C = : B = i)

0 0 1
0 0 _/11‘ (Ml)f
' | % G %y B -
/ s
s r—f

> Le systéme global est construit a partie des sous-systemes de la fagon
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suivante (dans les deux cas) :

.0 0 B
0 0 B
A= 2 : C =[c, ¢ c,] B=|’
0 0 A ' ' B
—

Exemple IT.7 : soit la matrice de transfert suivante :

_4s2 +8s+2 57+ 2s
i 6s* +10s  3s? +7s+2

)=o)

> Trouver la représentation d'état de cette matrice de transfert, on utilise
la méthode de Gilbert

Solution IT.7 :

» On décompose la matrice de transfert en poles simple:
A, = lim (s+2,)z(s)

sx—>— A

» On déduit l'ordre du systéme : n=>)_rang(M,)
# Pour lamatrice: M,: det(M,)=1 = rang(M,)=2=r
% Pour lamatrice: M,: det(M,)=0 = rang(M,)=1<r
< Pour lamatrice: M,: det(M,)=0 = rang(M;)=1<r

n :Zrang(M[):rang(M1)+rang(M2)+rang(M3):4

> Pour M; on applique la premiere méthode de Gilbert :

0 0 1 0 1 0
4= A B = A C =
0 0 0 1 0 1

> Pour Mz et M3 on applique la deuxieme méthode de Gilbert :
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1
M,: 4,=-1 A B,=[2 1] A Q:{}
1
M;: A,=-2 A B3:[1 0] A Qz{}

> Finalement la représentation d'état global :

00 0 O 1 0
o0 0 o 0 1 1011
x= X+ u A y= x
00 -1 0 2 1 =101 2 2
00 0 -2 1 0

M M
Toujours partant de la relation : z(s)= (s) 1 ()
L(s) s"4a, " A +a,s+a,
On écrit : M=[(M)1 (M) (M) - (M)} ol (M) est la i*™ colonne de M
(de taille (r*m)).
On a:

0 1 0 | o 0
0 0 . - - M(n—l) 0 0
i S A T L |
1 o2 (n=1)! L
0 1
4 T4 ~ ) ' n ‘ r jieme cj)lonne

Le systéme global est construit a partie des sous-systémes de la fagon suivante:
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0 4 0 B
Al= N : C =[C C, CJ B=|
0 0 A ' ' B

|

Exemple IT.8 : soit la matrice de transfert suivante :

sT+2 s+1
3 25+5 s+3

2(s) =

s°+3s%+2s

» Trouver la représentation d'état de cette matrice de transfert, on utilise
la méthode de décomposition en matrice de rang 1

Solution IT.8 : n=3, m=2, r=2

){Zﬂ[l o+ o

s +3s%+2s

2(s

» Ordre du systéme =n*m=6

0 1 0 0O 1 o0 0 0
4= 0 0 1 [=|0 0 1 A B=[0 0
> Pour M': |-a, —a, —-a,| |0 -2 -3 10
rr oMl [2 01
¢ <fa MM
i o215 20
0O 1 o0 00
2 1 10
> Pour M*: 4,={0 0 1| A B,=[0 0 C=l 1,
0 -2 -3 0 1

> Systéme global :
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0O 1 0 0 O O 0 0
0 0 1 0 O O 0 0
,{Alo}{ﬂo-z%ooo 10
X= X+ u= X+ u
=10 4|7 |B|" oo 0o 0 1 0" |00
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 —2 3] [0 1]
—[C C]_ZOIIIO
2 22T 0 0031 0)F
II.3.3 Meéthode de graphe minimale :
e Cas poles multiple :
Exemple IT.9 : soit la matrice de transfert suivante :
s+3 3s5s+8
(s 1 s+1
O T S e |
(S+2)2
MZ Ml
= z(s)= +
)=y 6+
Théoréme de Résidus : cas pdle multiple 4, = lim ! [(s+ﬂ,)" z(s)}(kl)
s—)—l(k_l)!
. 1 2 1 3] [1 2
s+, ] R
s Y ey (sv2)
= imf(s+2)=()] | 1]
On décompose le systéme en deux sous-systemes :
1 12 1 3Ju(s)
yl(S):[ 3]2£+[ ]E [ 2]uls) 3]
(s+2) (s+2)
=
o 1 [t 1] T e PG
yZ(S):(S-FZ)ZZ—}_ (S+2)E (S+2) (s+2) —>

—
—
|
—
[ea—
|=
—
— \l’:/
—
X
'S
+
+
—
—_—
|=
—
n
— ~—
—
lx
w
<
~
—
[
~—

5+2) 5+2)
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([ 2Ju(s))

)([1 _l]ﬂ(s))

%, (1) ==2x,(1)+[1

%, (1) ==2x,(1)+[1

X, (t) =-2x, (t)+x4( ) [

(x (S)+[1 3]g(s))

(xs(s)+[0 1u(s))

e % () ==2x (1) +x,(¢)+ [

X, (S):—2x2 (s) [
SX, (s) =-2x, (s) +x, (s ( )
SX, (s) =-2x, (s) [1

SX; (s) =-2x, (s)+x4 (s)+

Finalement on trouve la représentation d'état suivante :

2 1 0 0
_ 0 2 0 0
)=\ o0 5
0 0

1
0 -2 1

(10 0 0O
0 0 1 o}l(t)

3
2
u
G
-1

ITI.4 Commande des systémes multivariables :

2]u(s)
[T 3]u(s)
~1Ju(s)
[0 1]u(s)

Systéme SISO

Systeme MIMO

e(t)

| U(T)‘q] w7

o] l Yous
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Loi de commande : u(t)=—kx(t)+e(t)

Loi de commande : u(t) = —kx(¢)+e(t) ko ke K,
ky  ky o ok,
Avec: k=[k k, - k] Avec: k=| © T . ]
kml ka kmn
Systéme en BF : Systeme en BF :

{x(z) =(A4—-Bk)x(t)+ Be(t) {z(z) =(A4-Bk)x(1)+Be(1)

y(t)=Cx(t)+ Du(t) y(t)=Cx(t)+Du(t)

Polynome caractéristique : Polyndme caractéristique :
T, =det[(s] - A+ Bk)] T, =det[(s/ - A+ Bk)]
Polynome désiré : Polynome désiré :
Ly=(s=4)(s=4)(s=4) Li=(s=4)(s-4)(s-4)
Déterminationde k: ', =T, Déterminationde k: I', =T,

Il'y a plus d'inconnus ki; (dans le cas du systéme MIMO) que d'équations, donc il y
a une infinité de solutions.

Résolution du probléme :

> A fixer les valeurs arbitraires jusqu'a ce qu'il reste n inconnus, par
exemple on pose une colonne de k;;=0, ou posée une ligne de k;;=0.

> Introduire les contraintes (les conditions sur le bon fonctionnement du
systeme, fonction de colit).

II.4.1 Synthese du correcteur :

(1) =(A—Bk)x()+Be(r)
y(#)=Cx(t)+Du(t)

|=

Systeme en boucle fermé : {

En boucle fermé les valeurs propres et les vecteurs propres sont donné par :

(A-Bk)V, =AYV, < AV,=21,

(R4 — (R4

Cette relation peut se mettre sous la forme : (4—Bk—A41)V,=0

(A=AI)V,-BkV,=0 on pose g, =—kV,
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4 Vi=n*i .
= (A-A1)V,+Bg, =0 = |(4-2l) B] ~|=0 Lk iTL 2

De la relation ¢, =—k¥, ona: [21 4 gn}:—k[l_/l V, - V] avecn:lordre

du systeme.
k : est une matrice dans le cas MIMO et un vecteur dans le cas SISO.
Modélisation sous contrainte : il existe plusieurs contraintes possibles :

> x, nedépend pasdemode 4, = f'V,=0
> y, nedépend pasde mode . = f/CV,=0
> u, nedépend pasdemode 4, = f/ —kV, =0

Avec x,, y, et u, sont des éléments des vecteur x, y et urespectivement

flC = Kk lignede C
et f :{O l 0} ., Donc:f/k = Kk“lignedek

Jieme position T iome 7+
LV, = kK lignedeV,

Le systéme précédent devient :

A-A1 B Vv
- -1
Contrainte 0{ }—0 A k_—[ql 9 qn][Z v, Kn]
i
e flk =
y=Cx Vi=n*i A q=m* A i=l-- "

Exemple IT.10 : soit la représentation d'état suivante :

1 0 0 0 1 0 1 -1
x(t)=|1 0 1|x(¢e)+|1 Ofu(z) A X(t)zL 0 0}1(1‘)
01 1 0 1

On veut placer les valeurs propres a 4 =-1,4,=-2,4 =-3 sous contrainte
suivantes : y, et indépendant de 4 et 4,, et y, est indépendant de 4,. Calculer

le gain de retour d'état.

Solution IT.10 :
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_ A-21 B[V,
k= nombre de sortie correspondante : , =0
L€ 0lg

k=2 pour 4 et A4,, k=1 pour A,

£LC 0]lg ey, =0
2 0 o][%,] [0 1
111, |+ o[q“}:o W+, =0-(1)
o1 2|r,| o 1% V4V 4V 4y, =0enreee(2)
= v, Vi, 42V +q, =0 (3)
[1 0 0]|%,|=0 Vi =0------(4)
I/13

Si on remplace I'équation (5) et (7) dans I'équation (3), on trouve :
Viy==2weene (g)

Si on remplace I'équation (5), (6) et (8) dans I'équation (2), on trouve :

. 1
Finalement on trouve : |/, = -2| A qlz[ }

> is2i A4,V g,

A+21 B}Fz} {(A+21)I_/2+Bq2=0
=0=
9>

’12:_2:{ fic 0
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30 0lw,] [o 1
12 1w, |+ o{qz‘}zo 30, 4y, = 0--n--(1)
o s o T Vo4 2 + Vg + 1y = 0enno(2)

Vo Vi 3V +q,, =0---- (3)
[1 0 0]|¥,|=0 = 0ereene(4)
Vs

Si on remplace I'équation (5) et (7) dans I'équation (3), on trouve :
Vy =30 (8)

Si on remplace I'équation (5), (6) et (8) dans I'équation (2), on trouve :

A+31 B ||V, A+31)V,+Bg, =0
e o] SRS
HC 0] 4 flev, =0
4 0 0Of[r,] [0 1
1 3 1{|V,|[+|1 OBM}:O AV, +qy, =0-0+(1)
32
— 0 1 4]V [0 1 Vi +3Vy+ Vi +45, =000 (2)
Vi Vi +4V5+¢5, =000 (3)
[0 1 _1] Vi [=0 Vip=Vi3=0-00eee (4)
Vs

Sion fixe: V,; =1-----+(5),
Si on remplace I'équation (5) dans I'équation (4), on frouve : V,, = —1------(6)

Si on remplace I'équation (5) et (6) dans I'équation (3), on trouve :
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Gy =300+ (7)
Si on remplace I'équation (7) dans I'équation (1), on trouve : 7}, =% ------ (8)

Si on remplace I'équation (5), (6) et (8) dans I'équation (2), on trouve :
5

s :_Z......(g)
3]
4 2
Finalement on trouve : |V;=|-1| A ¢, =| 3
1 0

_ . .
0 0 % A 13 7
S k=" T2 3o :_15——§_1_2:§—4—7
00 01 1 1 00 0] 0 0 0
-~ 0 0
. | 3 |
Le systeme en boucle fermé devient :
14 0 0 -
x(t)=(A-Bk)x(t)+Be(t) (1) = 3 48 x()+| 1 0le(?)
= 0 1
y(1)=Cx(t) 0 11
0 1 -1
X(Z)—_l 0 O}z(t)

II.5 Synthese d'observateur :

Erreur d'estimation : 5(r)=%(¢)—x(¢)
Ona:
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g(t):Ag(t)—v(C_ t)—Cx(t))—i—Bg(t)
= x(t)=(4-vC)x(¢)+vCx(t)+Bu(t)----(11)
Ona:g'(t)zAg(t)+Bg(t):>Bg(t):)_'c(t)—Ax(t) ------ (12)

On remplace I'équation (12) dans I'équation (11) :
t(¢)=(A-vC)&(t)+vCx () +x (1) - Ax(¢)

(1) =(4=vC) &() =(4-vC)x(r) + £(¢)
(1)=(r) =(4=vC)(&(¢) - x(r))
5(1)=(4-v0)s(1)

|=

x
x

u Ul

A
u(t) iy + o (1) T_X(r) = y(t) —
V _
i +‘ fc@’_j_ fc(f)>z_ +
+ )
A
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IT.6 bilan sur la commande par retour d'état avec synthese
d'observateur :

h 4

i(’f)+®£0“)>8 sl e u

B ;C_(IL C
5(1)

On remplace I'équation (15) dans I'équation (13) :

£(0) = Ax()+ B(HE () + (1) (18)

On remplace I'équation (16) dans I'équation (18) :
£(t)=Ax(t)+B(—k(8(t)+x (1)) +e(t)) = (A4-Bk)x(t) - Bk3 (1) + Be(t)---(19)
On remplace I'équation (13) dans I'équation (14) :
1(6)=(A-vC) () +vCx () +x () Ax (1)

= 5(0)=(4-vC)2()~(A—C)x(1)+ £(1)

= 30~ =(4-vC)(£(0)-x(1))

= [5()=(4—O)3(0)] - (20)

On remplace I'équation (16) dans I'équation (15) :
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u(r)=e(t)=k(8(r)+x(1))

(21)

D'apres les équations (17), (18), (19), (20) et (21) :

IS e I I
_—a -7

[ A— Bk
|0

fCc 0

-k -k

|

|

ol

rARHRE

0

J<0)
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Chapitre III : Commande Optimale

Les problemes de commande optimale se rencontrant dans la vie de tous les
jours: comment arriver a destination le plus rapidement possible, comment
minimiser sa consommation... Pour un systéme dynamique donné et dont les
équations ont connues, le probleme de commande optimale consiste alors a
trouver la commande minimisant un critére donné. C'est sous cette forme que la
commande optimale a été étudiée dés le XIX*™ siécle avec le calcul des
variations. Une des grandes applications de la commande optimale a été
I'application au lanceur Apollo dans les années 1960. Notons néanmoins que les
difficultés soulevées par ce genre de probleme sont loin d'étre complétement
résolues comme en témoignent les sessions dédiées a la commande optimale dans
les conférences d'automatique. La commande optimale reste donc un sujet de
recherche d'actualité.

III.1 Principaux critéres et domaines d'application :

L'intérét de la commande optimale découle de la nature méme de sa définition :
optimiser un critére de notre choix, tout en satisfaisant des conditions de
fonctionnement données et des contraintes imposées.

Les principaux criteres utilisés sont le temps minimum, les criteres quadratiques
et criteres de type consommation.

> Les utilisations principales du critére temps minimum sont les problémes
de sécurité et la minimisation des colits liés a la durée ; les applications
principales se rencontrent dans les domaines de la production continue, de
I'espace, de la défense et de la médecine.

> La mise en ceuvre de critéres quadratiques intervient dans les problémes
de minimisation de I'énergie mise en ceuvre, de stabilisation et de suivi de
trajectoire ; elle concerne essentiellement les problémes de régulation et
d'asservissement en général, ainsi que les processus mettant en ceuvre de
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la qualité, de la sécurité et des colits de mise en ceuvre.

> L'utilisation de criteres de type consommation concerne surtout les
processus de production continue, dont on veut diminuer les colits de
fonctionnement, et les processus autonomes a ressources limitées dont on
désire accroitre la durée de fonctionnement.

Quel que soit le critere retenu, la méthode envisagée permet une détermination
rigoureuse et systématique de la commande dans une approche boucle fermée ;
elle est, de plus, compatible auxquelles peut €tre associée, comme la commande
adaptative, la commande prédictive, la commande en mode glissant-....

III.2 Choix du critere d'optimalité :

Le critére d'optimalité peut prendre en compte les valeurs initiale et finale de
I'état du processus, comme minimiser |'écart final par rapport a une consigne
donnée, ou tenir compte de I'ensemble des valeurs de |'état ou de la commande a
chaque instant. Ce dernier cas apparait, par exemple, dans un probléeme de
minimisation de I'écart par rapport a une trajectoire donnée ou de minimisation
de I'énergie totale consommée.

La forme la plus générale du critéere a optimiser correspond a I'expression :

i
J:g(xo,to,xf,tf)—kJ.r(x,u,t)dt ------ (3.1)
Le premier élément du membre de droite, appelé partie terminale, privilégie dans
le critere la prise en compte des états initial et final.

Nous supposerons, dans la suite, I'optimisation décrite sous forme d'une
minimisation (maximiser une quantité revient a minimiser |'opposé).

Le choix du critere est trés important et une commande qui minimise un critére
donné n'est pas nécessairement intéressante si le critere est mal choisi ou ne
tient pas compte des contraintes physiques au systéme.

Par exemple, pour un systeme linéaire sans contrainte, le choix d'un critére
correspondant a une réaction en temps minimum conduira par le calcul a une
réponse instantanée imposant un transfert d'énergie fini en un temps nul, c'est-
da-dire une puissance infinie, a priori irréalisable. Dans ce cas, le probleme doit
€tre modifié soit en changeant le critere, soit en ajoutant des contraintes ou
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des limitations sur I'état ou la commande.

D'un point de vue pratique, l'existence de la partie terminale conduit a des
conditions, dites « conditions de transversalité », de prise en compte en général
complexe. C'est pourquoi il est préférable, lorsque cela ne nuit pas a la qualité du
résultat recherché, de choisir g=0.

III.3 Détermination de la commande optimale, principe du maximum :
III.3.1 Equations canonique de Hamilton:

Afin de simplifier la présentation des résultats, nous allons utiliser une quantité,
appelée hamiltonien du systéme, définie par la relation :

H(x,u,/”t,t)é—r(x,u,t)+/1Tf(x,u,t) --------- (3.2)

La notation (2) signifiant « égal &, par définition ».

Mettant en ceuvre a la fois le scalaire r utilisé dans le critere a minimiser (3.1) et
le vecteur f caractérisant I'¢tat du systéme (3.3).

y=h(x,u,t):Cx+Du

Le vecteur A(¢) appelé vecteur adjoint constitue une variable intermédiaire dont

I'introduction permet de simplifier les calculs.

Les équations canoniques de Hamilton s'écrivent :

. OH

xX=—
oA
j-_OH
ox

Cette derniére relation permettant de définir le vecteur adjoint 1. On peut alors
écrire le principe de maximum sous la forme simplifiée :

La commande optimale u est celle qui maximise le hamiltonien, les contraintes et
les conditions terminales étant satisfaites.

Exemple III.1 : soit le processus correspondant a un moteur a courant continu
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commandé par l'induit, la charge étant une inertie pure.
En notant y la vitesse angulaire et u le couple d'accélération, il vient, avec des
unités convenablement choisies, la mise en équation :

y=u
Soit en posant : x=y, I'équation d'état devient : x=u.
L'objectif de la commande est de faire varier la vitesse de la valeur yo & l'instant

to a la valeur ys a l'instant t; donné, en minimisant I'énergie de commande
caractérisée par |'expression :

Jz}uzdt

Solution ITT.1 :
> Ilvient 'hamiltonien: H=—r+ A" f=—u*+1"u

> Les équations canoniques de Hamilton s'écrivent :

. _OH
X=—=u
oA
i--%_,
ox
2
> La maximisation du hamiltonien donne : 22=0 A a121<0
Ou Ou
2
Soif:a—H:—2u+l:0 A a12[:—2<0 A A=Cte
ou ou

| N

Il enrésulte u==-=u,=Cte

L'intégration de I'équation caractéristique de I'évolution du systéme conduit a
I'expression :

y(t)=y(t)=uy(t=1,)

La vérification de la condition finale impose alors : |u, =

Il existe trois familles de problemes fondamentaux en commande optimale :

> La commande en temps minimum, rencontrée par exemple dans les
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problemes de sécurité ou fabrication, le critére utilisé s'écrit alors :

> La commande a consommation minimale ou le critére correspond a
I'intégrale d'un début :

I
J= I|u|dt
lo

» La commande a énergie minimale qui correspond a l'intégrale d'une
puissance :

)
J = qudt
)

Ce dernier cas a été développé dans I'hypothese linéaire pour la commande plus
générale a critere quadratique.

IITI.4 Commande linéaire quadratique :

On parle de commande linéaire quadratique (LQ) ou (LQR/ Linear Quadratie
Regulator). Le systeme est linéaire et la commande est quadratique. La
commande optimale est un retour d'état.

Considérons un systéme linéaire non stationnaire dont le comportement est
décrit par I'équation d'état :
x(t)=Ax(t)+Bu(r)
Avec x(1))=x,
Le probleme de commande optimale de ce systéme consiste a déterminer une loi
de commande qui minimise le critére quadratique suivant :
1 1%
=2 (t_f)Sx(tf)+EI(xT (£)Ox(¢)+u™ (t) Ru(t))dt----- (3.4)

f

La minimisation du critére doit étre effectuée sur un horizon temporel [to,tf]

ixé, mais I'état final reste libre, bien que l'objectif a atteindre est d'amener le
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systeme au voisinage d'un état désiré xq. Toutefois, un choix approprié de la
matrice S dans la fonction de colit final permet de réduire a volonté I'écart final
sur I'état final désiré, on choisit ici, sans perte de généralité x4=0.

Le terme quadratique x'(7)Qx(7)x(¢) est lié a la nature du régime transitoire

obtenu par minimisation de la distance existant entre |'état du systéme a un
instant t et I'état désiré x4=0.

Le terme quadratique u'(7)Ru(r) correspond a la recherche d'une commande
d'amplitude minimale sur l'intervalle de temps [to,tf] Ainsi, sont formulés dans

I'expression du critére, trois problémes d'optimisation relatifs a:

> L'écart final sur I'état du systeme

> La nature du régime transitoire

> L'amplitude de la commande
L'importance relative de ces trois problémes est fixés par un choix approprié
des matrice de pondération S.Q et R, avec 0,520 sont des matrices
symétriques semi définis positifs, et R>0 matrice définie positifs.
Pour résoudre ce probléeme, en commengant par déterminer les conditions
nécessaires d'optimalité a partir de la formulation de I'Hamiltonien :

H=-r+1"f

H=—%(f(ggdg+quRu@»+y(Aqg+Bua»

Les équations canoniques :

8(xT(t)Qx(t))
ox
On trouve les équations canoniques suivantes :

On a la dérivée de :

= 2Qx(t)

. OH

x—a7— Ax(t)+Bu(t)
. oH r
f== = 0x(1)- 42

La commande u qui maximise le H est :

%ﬂzo = —Ru(t)+B'A=0 = |u(t)=R"'B"2
u
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L'étude des conditions dites de transversalité donne :
A(t)=-P(t)x(1)

Ou P(t) est symétrique est définie positive, la commande en boucle fermée est :

u(t) = —R’IBTPx(t)
Détermination de la matrice P :

A==Px = A=-Px—Px--oooeer (3.5)

On remplace les équations canoniques dans I'équation (3.5) :

Qx—AT/I:—Px—P(Ax+Bu)
Ox— A" A =—Px— PAx— PBu

On remplace u et 4 dans la derniére équation :

Ox+ A" Px=—Px—PAx—PBR'B" 1

= +0Ox+A"Px=—Px—PAx+PBR'B"Px
= —Px=+0x+ A" Px+ PAx— PBR'B" Px
= —Px=(-Q-A"P-PA+PBR'B"P)x

= |P=-Q-A"P-PA+PBR'B"P

> Cette équation est valable vx

> Cette équation est dite de RICCATI

> Cette équation est résolue généralement numériquement soit en spécifiant
P(1,) soit P(t,) dans notre cas c'est P(t,)=0.

IIT.4.1 Commande linéaire quadratique avec horizon infini :

Le critére dans ce cas est devient :

o0

T =2 (¥ (0)Qx(e) +u” (1) Ru(0) it --(3.6)

0

Dans ce cas particulier la solution de I'équation de RICCATT est donnée par P=0
donc on doit résoudre I'équation :

—~0-A"P-PA+PBR'B"P=0
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Quant a la loi de commande, elle reste inchangée.

Exemple ITI.2 : soit un systéme défini par I'équation y—y=0. On cherche d le

commander en minimisant |'expression :

Jzé]g(yz +u2)dt

0

Cette expression assure un compromis entre la vitesse d'évolution et I'énergie
totale consommée.

Solution ITT.2 : Construction du vecteur d'état, on prend :

{xl:y { X =y=x
X, =y X,=y=x,+u

, o 51 [o 1x7 [o
La représentation d'état sera alors : = +| |u

%5 10 0flx | |1

D'apreés les équations le critére donne :

s3] @ost s @41 s & 8 v

0 0 Xy

J:%I([X‘ xz]{(l) S}L)Z}u(l)u)dt :%I(XIZ +u’ )it =%I(y2 +u’ )it

En remplagant dans I'équation de REICCATT on obtient :

~0—-A"P—PA+PBR'B"P=0
_{1 O}_(F 1}{[’11 P }j_({pn p12:||:1 0}}4_[[?11 p12:||:0:|[0 1]{1711 P }} :{0
0 0 0 0 py Py Py DPn ]l O Pu Pxn ] Py Py 0

|:p12p21 —Pu—Pu—2p,—1 puPy—Dy _p12j| _ {0 0}

D21 P2 = P~ Pa p222 00
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PPy — Py — Py — 2P, —1=0 P =05

PPy —Pn—Pp=0 N .= 0
PPy —Pn— Py =0 py= 0
p222 =0 Py = 0

Finalement on trouve la commande en boucle fermée est :

u(t)=-R"B"Px(t)=-1]0 1]{_(())'5 g}c(t)

u(t)=—[0 0]x(¢)=—kx(7)

III.5 Commande linéaire quadratique gaussienne :

En automatique, la commande linéaire quadratique gaussienne dite commande
LQG est une méthode qui permet de calculer le gain d'une commande par retour
d'état dans un souci particulier de réduire les bruits blancs.

La commande LQG réunit un controleur LQ (Linear Quadratic) et un estimateur
de Kalman pouvant étre calculé indépendamment suivant le principe de
séparation. La commande LQ garantit une certaine robustesse de la boucle
fermée, ce qui n'est pas le cas de la boucle LQG.

ITI.5.1 Caractere optimal :
Si on considere le dispositif suivant :

x(1)=A(t)x(t)+B(t)u(t)+V(¢)

z(t)=C(t)x(¢)+W (1)
Ou z est le vecteur de variables contrdlées ; u est le vecteur de commande ; V
est un bruit blanc gaussien sur I'état et W un bruit blanc gaussien (Bruit dont la

densité spectrale de puissance est constante quelle que soit sa fréquence) sur la
sortie.

Le critere optimisé standard est de type temporel et permet dopérer un
compromis entre le femps de convergence et la consommation de commande :

szT.(zTQz+uTRu)dt
0
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Le contrdleur LQG est la solution des équations :

{fc(t) = A%(¢)+ Bu() +v(Cx(1)- C& (1))

u(r)=—kx(r)
A
e(’r)+ g u(t) 1z Ry x(t)i j x(1) e y(t)
> B 52(t)> C
(1)

M Slsatke

La matrice v(t) nommée gain de kalman du filtre de kalman associée a la

premiére équation. Ce filtre estime I'état du dispositif £(¢). Le gain de kalman

v(t) est calculé a partir des matrices A(t), C(t) est les deux matrices de
covariances V(t), W(t) des bruits blancs gaussiens. Le gain de kalman est calculé
par résolution de I'équation de RICCATT :

= |S=84"+ 4S—SC"W'CS +V =0|

Ou le gain de kalman est : v=SC'W™

La commande étant donnée par u-—ki(t), on peut réécrire les équations de la
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commande d'entrée y et de sortie u :

{fc(t)=(A—Bk—vC)fc(t)+vi(t)

La matrice k est le gain du correcteur LQ. Cette matrice est déterminée par les
matrices A(t), B(t), Q(t) et R(t). Le gain de correcteur est calculé par résolution
de I'équation de RICCATL :

= |P=-Q-A"P—PA+PBR'B'P

Ou le gain du correcteur est: k=R'B'P

On peut observer la similarité entre les deux équations différentielles : la
premiere est dans le sens de la fleche du temps alors que la seconde est a
rebours. Cela vient de la dualité entre les problemes de contrdle et d'estimation.

Le réglage du correcteur LQG nécessite la donnée de quatre matrices de
pondération : Q et R pour le retour d'état ; W et V pour I'estimateur. La méthode
de réglage la plus simple repose sur un réglage séparé : régler V et W de sorte
que I'état soit bien reconstruit et régler Q et R pour avoir un bon retour d'état.

Exemple ITIT.3 : On considére le systéme suivant :

(1) Ll) ﬂx(z){ﬂy(gw@)
Z(t)=[1 0]x(¢)+W(r)

Ou Z est le vecteur de variables contrélées, U est le vecteur de commande ; V
est le bruit blanc gaussien sur I'état et W un bruit gaussien sur la sortie.

Avec : V(t):E ﬂ A W(t)=3

Le critere qui permet d'opérer un compromis entre le temps de convergence et la
consommation de commande :

J=%I(X12+U2)dt

0

54



On cherche a trouver le gain de retour d'état ainsi que le gain d'estimateur.

Solution ITT.3 : On applique ici la méthode de séparation :

> Calcul le gain de filtre de kalman :

Tout d'abord on doit calculer la matrice S avec I'équation de RICCATI
suivante :

= SA"+AS-SC'W'CS+V =0
T
N S, S,|l1 0 +1 011S, S, _S“ S|, [1 O]Tl[l 0] Sy S, Jr1 1:0 0
S, S, |l0 1] |0 1]|S, S,| |S, S, 3 S, S,| |2 3] ]0 0
Finalement on trouve les quatre équations suivantes :

—%Sllz +28,,+1=0

1
25, =588, )+1=0

1
25, =5 (SuSx) +2=0

1
285 =5(8:82) +3=0

A:Bz—4AC:22+4*%*1:?>0

,_ |16
_—B— A_ 3
S = a2 =6.4641
Il Ya deux solution : 3
., [16
S11:_B+\/Z: 3 =-0.4641
24 2
3

> Pour: S, =6.4641 on trouve : S, =6.4641 , S, =129282 , S,,=12.3420,

donc on trouve le gain de l'observateur suivant :
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S 6.4641 64641 ||1]|1 |2.1414
v=SC'W~ = —=
12.9282 12.3420(/ 0|3 |4.3094

» Pour: S, =-0.4641 on trouve :
S,=-04641 , S, =-09282 , S, =-1.4282 ,donc on trouve le gain de
-0.4641 —0.4641}H1 [—0.1414}

-0.9282 -1.4282 1|0 3_ —-0.3094

I'observateur suivant : v=SC'W™' = {
> Calcul le gain de correcteur :

k=R'B'P

Tout d'abord on doit calculer la matrice S avec I'équation de RICCATI

suivante :
= —Q0-A"P-PA+PBR'B"P=0

1 o] [1 o] [R, R [B B[ 0] [R R[0]0][R R, [0 0
:> p— p— —_ —_ =

0 0] [0 1][B Py] [B B0 1] | B By lj[1][£ B] [0 0
Finalement on trouve les quatre équations suivantes :

Plszl_zpll -1=0

F,P, _2Plz =0
PP, - 2le =0
Pzzz _2Pzz =0

A=B*—44C=2"=4

P, = ~B-JA _-2-2 _
Il Ya deux solution : 24 2
—B+JA 242
24 2

» Pour: P,=-2 trouve on: B,=0 , B,=0 ,B,=-0.5, donc on trouve le

[-0.5 0
gain de 'observateur suivant : k=R"'B"P=1[0 1] 0 2} =[0 -2]

» Pour: P,=0 frouve on: B,=0 , PB,=0 ,B,=-0.5 , donc on trouve le

—05 0
gain de 'observateur suivant : k=R"'B"P=1[0 1] 0 0} =[0 0]

> Finalement on trouve l'espace d'état du systéme en boucle fermée avec

observateur :
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Chapitre IV : Commande Robuste

La théorie de la commande robuste des systémes linéaires a connu un essor
remarquable durant ces dix dernieres années. Sa popularité gagne aujourd'hui le
milieu industriel ou elle se révele un outil précieux pour I'analyse et la conception
des systemes asservis. Cette percée rapide tient a deux atouts majeurs :

> Son caractére appliqué et son adéquation aux problémes pratiques de
I'ingénieur automaticien,

» Sa contribution a la systématisation du processus de synthése d'un
asservissement.

Pour apprécier loriginalité et lintérét des outils de Commande Robuste,
rappelons qu'un asservissement a deux fonctions essentielles :

> Fagonner la réponse du systéme asservi pour lui imprimer le
comportement désiré,

» Maintenir ce comportement face aux aléas et fluctuations qui affectent
le systéme pendant son fonctionnement (rafales de vent pour un avion,
usure pour un systeme mécanique, changement de configuration pour un
robot, etc.).

Cette seconde exigence est qualifiée de “"robustesse a l'incertitude”. Elle revet
une importance critique pour la fiabilité du systeme asservi. En effet,
I'asservissement est typiquement congu a partir d'un modele idéalisé et simplifié
du systéme réel. Pour fonctionner correctement, il doit donc €tre robuste aux
imperfections du modeéle, c'est-a-dire aux écarts entre le modeéle et le systéme
réel, aux dérives des parametres physiques, et aux perturbations externes.

L'avantage essentiel des techniques de Commande Robuste est de générer des
lois de commande qui satisfont a la double exigence mentionnée ci-dessus. Plus
précisément, étant donné une spécification fréquentielle du comportement
désiré et une estimation de I'ordre de grandeur de l'incertitude, la théorie évalue
la faisabilité, produit une loi de commande adaptée, et fournit une garantie sur le
domaine de validité de cette loi de commande (robustesse). Cette démarche de
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synthése est systématique et trés générale. En particulier, elle est directement
applicable aux systemes a plusieurs entrées/sorties.

Dans une certaine mesure, la théorie de la Commande Robuste réconcilie
I'Automatique Classique a dominante fréquentielle (Bode, Nyquist, P.I.D.) et
I'Automatique Moderne a dominante variables d'état (Commande Linéaire
Quadratique, Kalman). Elle combine en effet le meilleur des deux. De
I'Automatique Classique, elle emprunte la richesse de l'analyse fréquentielle des
systemes. Ce cadre est particulierement favorable a la spécification des
objectifs de performance (qualité du suivi ou de la régulation), de bande
passante (domaine d'action de [lasservissement) et de robustesse. De
I'Automatique Moderne, elle hérite la simplicité et la puissance des méthodes de
synthése par variables d'état des asservissements. Grdce d ces outils
systématiques de synthese, l'ingénieur peut désormais imposer des spécifications
fréquentielles complexes et obtenir directement un diagnostic de faisabilité et
une loi de commande appropriée. Il peut ainsi se concentrer sur la recherche du
meilleur compromis et analyser les limites de son systeme.

IV.1 1Ingrédients pour un Asservissement Robuste

La conception d'un asservissement consiste d ajuster la fonction de transfert
K(s) du compensateur de maniere a obtenir les propriétés et le comportement
désirés en boucle fermée. Outre la contrainte de stabilité, on recherche
typiquement les meilleures performances possibles. Cette tdche est compliquée
par deux difficultés principales. D'une part, la conception s'exécute sur un
modele idéalisé du systeme. Il faut donc assurer la “robustesse” aux
imperfections de ce modele, c'est-d-dire garantir les propriétés désirées pour
toute une famille de systemes autour du modele de référence. D'autre part, on
se heurte a des limitations intrinséques comme le compromis entre performances
et robustesse.

Cette section montre comment ces objectifs et contraintes peuvent &tre
formulées et quantifiées dans un cadre homogéne favorable a leur prise en
compte systématique.

IV.1.1 Robustesse a l'incertitude

La conception d'un asservissement s'effectue a partir d'un modéle du systéeme
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réel souvent appelé modéle nominal ou modéle de référence. Ce modele peut
provenir des équations de la physique ou d'un processus d'identification ol la
réponse fréquentielle est mesurée par un transféromeétre. En tout cas, ce
modele n'est qu'une approximation de la réalité. Ses carences peuvent Etre
multiples : dynamiques et non linéarités négligées, incertitude sur certains
parametres physiques, hypotheses simplificatrices, erreurs de mesure a
I'identification, etc. De plus, certains paramétres du systéme peuvent varier
sensiblement avec le temps ou les conditions de fonctionnement. Enfin, des
facteurs externes imprévisibles peuvent venir perturber le fonctionnement du
systéme asservi.

Il est donc insuffisant d'optimiser l'asservissement par rapport au modéle
nominal : il faut aussi se prémunir contre l'incertitude de modélisation et les
aléas externes. Bien que ces facteurs soient par essence mal connus, on dispose
en général d'informations sur leur amplitude maximale ou leur nature statistique.
Par exemple, la fréquence de la houle, l'intensité maximale du vent, ou des bornes
min et max sur la valeur d'un parametre. C'est a partir de cette connaissance
sommaire qu'on va tenter de “robustifier” l'asservissement.

On distingue deux classes de facteurs incertains. Une premiére classe comprend
les aléas et perturbations externes. Ce sont des signaux ou actions a caractére
aléatoire qui viennent perturber le systéme asservi. On les identifie en fonction
de leur point d'entrée dans la boucle. Par exemple, le vent pour un avion, un
changement de pression atmosphérique pour un réacteur chimique..etc.

A noter que ces actions externes ne modifient pas le comportement dynamique
interne du systéme, mais seulement la “trajectoire” de ses sorties.

Une deuxiéme classe de facteurs incertains réunit les imperfections et
variations du modéle dynamique du systeme. Rappelons que les techniques de
commande robuste s'appliquent a des modéles linéaires de dimension finie alors
que les systemes réels sont généralement non-linéaires et de dimension infinie.
Typiquement, le modele utilisé néglige donc les non-linéarités et n'est valable que
dans une bande de fréquence limitée. Il dépend de plus de paramétres physiques
dont la valeur peut fluctuer et n'est souvent connue qu'approximativement. Pour
des raisons pratiques, on distinguera :

- lincertitude non structurée ou incertitude dynamique qui rassemble les
dynamiques négligées dans le modeéle. On ne dispose en général que d'une borne
supérieure sur l'amplitude de ces dynamiques. On doit donc assumer et se
prémunir contre le pire des cas dans la limite de cette borne.

- L'incertitude paramétrique ou structurée qui est liée aux variations ou erreurs
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d'estimation sur certains parametres physiques du systéme, ou a des
incertitudes de nature dynamique, mais entrant dans la boucle en différents
points. L'incertitude paramétrique intervient principalement lorsque le modéle
est obtenu a partir des équations de la physique. La maniere dont les parametres
influent sur le comportement du systéme détermine la “structure” de
I'incertitude.

IV.1.2 stabilité au sans se Lyapunov

La stabilité au sens de LYAPUNOV est une traduction mathématique d'une
constatation élémentaire: si |'énergie totale d'un systéme se dissipe
continiment (c'est-a-dire décrott avec le temps) alors ce systéme (qu'il soit
linéaire ou non, stationnaire ou non) tend da se ramener a un état d'équilibre (il
est stable). La méthode directe cherche donc a générer une fonction scalaire de
type énergétique qui admet une dérivée temporelle négative.

Théoréme 01 : (Stabilité locale) L'état d'équilibre x, est stable si il existe

une fonction continliment dérivable U (x) telle que :

U(O):O
U(x)>0 Vx#0, xeQ
U(x)SO Vxz0, xeQ

Ol Uest la dérivée de U par rapport au temps et Q est une région autour de O.
Si de plus U(x)<0 est remplacée par U(x)<0 alors |'état d'équilibre est

asymptotiquement stable.

La fonction U (x) est appelée fonction de LYAPUNOV.

Ce théoreme est une condition suffisante de stabilité mais ne permet pas de
guider |'utilisateur dans le choix de la fonction de LYAPUNOV et ne permet pas
de conclure si on ne trouve pas une telle fonction. Une fonction de
LYAPUNOV candidate est une fonction définie positive dont on teste la
décroissance autour du point d'équilibre. L'étude des méthodes qui permettent
de construire une fonction de LYAPUNOV candidate pour un systeme donné a
motivé une littérature trés abondante ces derniéres décennies dont la revue
dépasse le cadre de ce document. Les formes quadratiques sont les plus utilisées
notamment les fonctions définies positives qui sont des intégrales premieres
(c'est-a-dire dont la dérivée temporelle est nulle) du systéme idéalisé (par
exemple |'énergie totale d'un systéme mécanique idéalement conservatif, voir
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exemple suivant).

Théoréme 02 (Stabilité globale) L'état d'équilibre x, est globalement

asymptotiguement  stablesi il existe une fonction continliment
dérivable U(x) telle que :

U(0)=0
U(x)>0 Vx#0
/()

U(x)<0 Vx=#0
U——o quand ||x||—>oo
Exemple IV.1 : Considérons le systéeme décrit par une équation différentielle
ordinaire non-linéaire :

X(r)—ex’(t)x+x(r)=0

Sous forme d'état, avec les définitions x, =x, x,=x, hous obtenons :

X, =X,
s + 2
X, ==X, +&X, X,

Il est facile de vérifier que « cet oscillateur avec une fonction d'amortissement
non-linéaire » a un état d'équilibre a I'origine (x,,x,)=(0,0). Pour I'analyse de la

stabilité nous choisirons la fonction de LYAPUNOYV candidate suivante :

2 2
U()cl,xz):—x1 ;xz

Ce choix est fondé sur une considération physique : c'est une intégrale premiére
(énergie mécanique totale) du systeme idéalement conservatif obtenu pour &=0.
Le calcul de U donne :

. oU oU
U(x,x ):—dx +—dx, = x,X, + X, X
1 2 axl 1 axz 2 1771 27v2

. 2
=X, X, + X, (—x1 +&x; xz)

22
=EX, X,

Donc U est une fonction définie positive qui est strictement décroissante le long
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de toutes les trajectoires du systéme sie<0. D'aprés les théoréemes
précédents, |'état d'équilibre (0,0) est globalement stable pour =0, est

globalement asymptotiquement stable si ¢ <0, globalement instable sinon. Dans
cet exemple, I'analyse est complete car elle a permis de caractériser la stabilité
globale du systeme. Ce n'est pas toujours le cas et cela dépend de la fonction de
LYAPUNOV candidate comme le montre |'exemple suivant.

Exemple IV.2 : Considérons maintenant le systéme défini par :

X, =2x, (x22 —1)

X, =—X, (xl2 + 1)

Qui présente un point d'équilibre a |'origine et considérons la méme fonction de
LYAPUNOV candidate que précédemment :

2 2
U(x,x,)=2"%
2
Onaalors :
: ou ou . :
U(x,,x,)=—dx +—dx, = x,, + X,%,
X, ox,

=X, (2)61 (xz2 —1)) +Xx, (—x2 (xl2 + 1))

2.2 A2 2
=X, X, —2X; — X,

U<0 si x’x?-2x*—x2<0.Dans le plan (xf,xj) , on peut tracer le domaine de

stabilité suggéré par cette fonction de LYAPUNOV candidate. On obtient alors
la figure IV.1:
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2+

Figure IV.1: Domaine stabilité suggéré par U (x,x,).

Si I'on considére maintenant la fonction de LYAPUNQOV candidate suivante :

2 2
U1(x1ax2)ZX1 +2x;
2
Nous obtenons :
. oU oU
U (x,x,)=—dx +—dx, =xx, +2x,x
1( 1 2) axl 1 axz 2 1" 2°v2

=X, (2x1 (x22 —l))+ 2x, (—x2 (xl2 +1))

_ 2 2
=-2x; —2x,

Et nous pouvons conclure que le systeme est globalement asymptotiquement
stable dans tout I'espace d'état (x,,x,). On dit que la premiére fonction de

LYAPUNOV U, est conservative car elle donne un résultat pessimiste sur le

domaine de stabilité du systeme.
IV.2 commandes par régime mode glissant :

Le principe de la commande en mode glissant est de contraindre le systéme a

64



atteindre et rester sur une surface de glissement ou bien dans son voisinage. Ce
type de commande a suscité un grand intérét du fait de ses deux principaux
avantages :

> La relative simplicité de sa mise en ceuvre,
> Sarobustesse vis-d-vis des perturbations extérieures.
L'objectif de cette technique de contrdle est de respecter deux contraintes :

> Une premiére caractérisant I'attractivité d'une surface de glissement,
» Une seconde maintenant le systeme sur cette surface.

IV.2.1 Principe de fonctionnement

L'idée de base de la commande en régime glissant est premierement d'attirer les
états du systéme dans une région convenablement sélectionnée. Puis de concevoir
une loi de commande qui maintiendra en permanence le systéeme dans cette
région. En résume, une commande par régime glissant est divisée en deux
parties :

> Détermination d'une région de I'espace d'état telle qu'une fois le systeme
dans cette région, il ait le comportement désiré.
> Définir une loi de commande qui conduise le systeme jusqu'a cette région
de I'espace d'état.
Les deux composantes de la commande sont alors définies par :

U=, + Uy

® Uy: elle est obtenue avec la méthode de la commande équivalente. Le
principe est basé sur la détermination du comportement du systeme
lorsqu'il est sur la surface de glissement s, soit s=0. Cette commande peut
€tre aussi bien linéaire que non linéaire.

e Ugis : la commande discontinue permet au systéme d'atteindre et de rester
sur la surface de glissement.
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L'objectifde cette technique de controlesgst
respecter deux contraintes:

Une premiere caractérisant
I'attractivité d’une surface
de glissement

Une seconde maintiennent le
systeme sur cette surface de
glissement et la convergence
vers les valeurs désiré

>

ss'<0

Figure IV.2 : convergence du systéme glissant
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La commande est composée de deux partie:

U= Ueq + Uﬁ
Commande
équivalente

@’
Surface H dc.o mma.nde }—
iscontinue

Choix de la surface de glissement : J.J.Slotine 1991, nous propose une forme
d'équation générale pour déterminer la surface de glissement qui assure la
convergence d'une variable vers valeur désirée :

P r—1
S(X)Z(5+/1xj e(x)
Avec :
e(x) : L'écart sur les variables & régler : e(x)=x—x,
A+ Vecteur constant positif qui interpréte la bande passante du contréle
désiré ;

r : Degré relatif, égal au nombre de fois qu'il faut dériver la sortie pour faire
apparaitre la commande.

pour r=1 = s(x) e(x)

=1 (x) + e'(x)

pour r=2 = s(x)=Ae
Ale(x)+Ae(x)+é(x)

X
pour r=3 = s(x)

Nous voulons faire suivre au vecteur d'état x une trajectoire désirée, définie par
le vecteur désiré x4(t). Pour cela on pose le vecteur d'erreur

)’é:x—xd:[i X e X(nl)]T
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Par ailleurs, nous allons définir une surface de glissement dans I'espace d'état
des erreurs :

S(x,t) =Sx
Ou S sont des constantes de glissement.

Avec la définition précédente, le probleme de suivre x=xq est le méme que celui
de rester sur la surface s(x,t) pour tout le temps +>0. En effet s=0 représente
une équation, dont la solution unique est x=0. De cette fagon le probleme de
suivre le vecteur désiré x4 est réduit a retenir s a zéro.

Apres la détermination de la surface de glissement, I'étape suivante est de
garantir I'existence d'un régime glissant. Il existe un régime glissant, si dans le
voisinage de la surface de glissement s=0, les vecteurs de vitesse des
trajectoires du systéme pointent toujours vers la surface de glissement et sa
vitesse de changement s ont un signe opposé.

lims<0 et lims>0

s—0" s—>0"
L'expression précédente peut etre écrite de fagon simplifiée :
ss <0
Cette équation est appelée attractivité de la surface ou condition de glissement.

Les propriétés de convergence en temps fini des commandes par régime glissant
d'ordre un sont obtenues en considérant la fonction de Lyapunov suivante :

Et de déterminer une loi de commande qui soit capable de satisfaire la

condition : V' (s)=s5<-n|s|
IV.2.2 Le phénomene de réticence

La technique de commande décrite dans la partie précédente assure un
comportement désiré du systeme en boucle fermé. Cependant, elle a besoin (dans
le cas idéal) d'une commutation a fréquence infinie au niveau des actionneurs.
Cette oscillation au voisinage de la surface de glissement est appelée réticence
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(Chattering en Anglais). La figure 1.3 montre I'effet de la réticence lors de la
convergence du systeme. La réticence est un phénomene indésirable. En effef,
elle induit des dynamiques de haute fréquence sur les actionneurs pouvant les
endommager, et augmente ainsi considérablement la consommation énergétique.

XA

trajectoire reticence

S=0

Figure IV.3 : Phénomene de la réticence

La réticence est le principal désavantage des techniques de contrdle en mode
glissant du premier ordre. De nombreuses études ont été effectuées dans le but
de réduire ou d‘éliminer ce probleme. Ces techniques sont basées sur la
définition d'une zone autour de la surface a l'intérieur de laquelle une condition
de glissement moins stricte que la fonction signe est appliquée. Ainsi, le terme
sign (s) dans la partie discontinue de la commande est souvent remplacé par un
terme a variation plus douce, par exemple :

+1, si s>0
La fonction signe : Sign(s) =<0, si s=0
-1, si s5<0
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sign (S) 1]

La fonction de saturation sat est définie par I'expression ci-dessous. L'allure de
cette fonction est donnée par :

Sign(s) =

sat (s) o

La fonction tangente hyperbolique tanh a l'avantage de faire varier la largeur de
la bande de commutation en ajoutant un terme supplémentaire ¢
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Une autre solution plus efficace pour limiter le phénomene de réticence, et ainsi
améliorer la réponse de la commande du systeme, c'est d'utiliser la technique du
mode glissant d'ordres supérieurs.

IV.2.3 Détermination de la loi de commande

On considere le systéme linéaire suivant :
X =Ax+ Bu

Nous définissons la surface de glissement s(x) suivante :
s=8"x=0

La stabilité sur la surface de glissement est assurée si la condition de glissement
est vérifiée (ss <0), ce qui, avec 7> 0 , peut s'écrite :

s = —nsign(s)
Car,

§S = —nssign(s) = —77|s|
En dérivant s =S"x =0 , on fait apparaitre que l'on peut remplacer par Ax + Bu
On obtient :
s = SszST(AanBu) =—77Sign(s)

De I'équation précédente, on peut extraire u et on obtient la commande a
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appliquer :

u =—(STB)_1STA)C—(STB)_1 nsign(s)
U=u, +uy

Nous obtenons ainsi les deux composantes, continue et discontinue, de la
commande qui sont :

u,=—(SB) 8" Ax=Kx
uy, =—(S7B) nsign(s)=nK,,sign(s)
Avec,
K=—(S"B) s'4

Ky =—(s"B)

glis

Dynamique du systeme sur la surface de glissement : pour déterminer les
parametres S de la surface de glissement, on congoit le retour d'état linéaire de
telle sorte que le systéme posséde une dynamique donnée sur la surface de
glissement. Lorsque le systeme se frouve sur la surface de glissement, la
commande u se résume a la partie linéaire ue, puisque s(x)=0. Le systéme est
donc régi par I'équation suivante.

i= [A ~B(S"B)" STA:|X

Ou,

On cherche le gain K qui place les valeurs propres de A.a des valeurs désirées
correspondant a une dynamique désirée.

det(A—A4.)=0

L'une des valeurs propres de la matrice A. du systéme bouclé doit €tre nulle. La
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matrice A, étant alors connue, on obtient S en cachant que S est le vecteur

N . T . \
propre a droite de A, qui correspond a la valeur propre nulle 4,

ATS=215=0
Exemple IV.3:

On considére le modéle linéaire du robot sous-marin autonome dans le plan
horizontal (plan en cap) :

o] [-0.282 -0492 0][v] [ 0.4680
Fl=[-1.561 -0.799 0| r [+|-13117]|5,
v 0 1 0|y 0

Avec,
L : vitesse de glissement, r : vitesse de lacet (cap), v : angle de Lacet.

Les pdles du systeme sont déterminés de fagon expérimentale et ils valent :

[-0.5 —0.6 0]

Ennotant K =[k, k, O]le gain du retour d'état, la matrice Ac du systéme
bouclé s'écrit :
—0.282-0.4680*k, —-0.492-0.4680*k, O

A =|-1.561+13117*%k —0.799+13117*k, 0
0 1 0

En développant det(A/ —A4,)=0 , on aboutit & un systéme de deux équations (on

a une valeur propre nulle) qui permettent de calculer k; et k :
0.4680(—0.5+0.799)+0.492*1.3117 -1.3117(—0.5+0.282)—1.561*0.4680 || &,
0.4680(—0.6+0.799)+0.492*1.3117 -1.3117(—0.6+0.282)—1.561*0.4680 || £,

[-0.25+(0.799 +0.282) 0.5~ 0.282*0.799 + 0.492 *1.561
| -0.36+(0.799 +0.282)0.6 — 0.282%0.799 + 0.492 *1.561
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0.7853*k, —0.4446* k, = 0.8332
—
0.7385* kl —-0.3134%* k2 =0.8313

K=[2.1929 25149 0]

Une fois K déterminé, la matrice A. est connue. On obtient S de la surface de
glissement en résolvant : 4/ S =0, soit :

~1.3083 1.3154 0][S,] [0
~1.6690 2.4998 1|8, |=|0
0 0 ofs]| |0

Pour cela, on pose Si=1 et on résout le systéme de deux équations pour obtenir
Sz etS3. On normalise ensuite les S;.

S=| 0.9946
—-0.8173

La surface de glissement :
s :ST)E:(u—ud)+O.9946*(r—rd)—0.8173*(1//—wd)
La commande par mode glissant en cap :

u= —(STB)_1 ST Ax —(STB)_1 nsign(s)

u= ueq + uglis

u=2.1929%(v—-v,)+2.5149*(r —r,)
~1.1953* sign((v—v, ) +0.9946 * (r 1, ) = 0.8173* (v —y,, )

= u=u, +u

glis
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IV.3 Commande H infinie :

Dans la théorie de la commande, Hinfini est une méthode qui sert a la conception
de commandes optimales. Il s'agit essentiellement d'une méthode d'optimisation,
qui prend en compte une définition mathématique des restrictions en ce qui
concerne le comportement attendu en boucle fermée. La commande Hinfini a
pour principal avantage la capacité d'inclure dans un méme effort de
synthétisation les concepts liés a la commande classique et a la commande
robuste.

Cependant les usagers/opérateurs sont parfois réticents vis-d-vis des
commandes Hinfini, ils disent souvent qu'elles ne sont pas optimales et se
plaignent de leur lenteur. En effet le mot "optimal" est utilisé dans son sens
strictement mathématique car la commande synthétisée est celle qui minimisera
I'effet des entrées/sorties du systeme, ce qui peut €tre vu comme "pas optimal"
par les opérateurs (I'optimisation étant relative a I'objectif recherché).

Le "infini" dans Hinfini signifie que ce type de commande est congu pour imposer
des restrictions de type minimax au sens de la théorie de la décision (minimiser
la perte maximale possible) dans le domaine fréquentiel. La norme Hinfini d'un
systéme dynamique est I'amplification maximale que le systéme peut exercer sur
I"énergie du signal d'entrée. Dans le cas d'un systeme MIMO, ceci équivaut a la
valeur singuliere maximale du systéme, ce qui, dans le cas SISO, se traduit par la
valeur maximale de |'amplitude de sa réponse fréquentielle.

IV.3.1 le probléme H infini standard général :
Soit le systéme P décrit par le schéma bloc représenté par figure IV.4 ot :

> Le vecteur des sorties commandées z(t) est de dimension p,
> Le vecteur des entrées de critére w(t) est de dimension m,

> Le vecteur des sorties mesurées y(t) est de dimension py

> Le vecteur des entrées de commande u(t) est de dimension my

Le systeme P admet pour équations d'état :

5(1) = Ax(1)+ Bw(t)+ Bu (1)
z(t) = sz(t) +Dzww(t)+ Dzuu(t)
y(t) = ny(t) + Dyww(t) +D,u (t)
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K

Figure IV.4 : forme standard

L'entier n est l'ordre de la représentation d'état. Dans le domaine de Laplace, les
équations du systeme se réécrivent :

Par cette approche, le probleme admet une solution si les quatre hypotheses
suivantes sont vérifiées. Attention, seules les 3 derniéres hypothéses sont liées
a l'approche choisie qui est basée sur la résolution Des équations de Riccati.
> La paire (A, Bu) est stabilisable et la paire (Cy, A) est détectable : cela
garantit I'existence d'un correcteur K qui stabilise le systéme en boucle
fermée ;
> rang(Dz) = my et rang(Dyw) = py : ce sont des conditions suffisantes pour
assurer que le correcteur K(p) est propre. De fagon implicite, cela veut
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dire aussi qu'il y a au moins autant de sorties commandées z que d'entrées
de commande u (p; 2 m,) et qu'il y a au moins autant d'entrées de critére w
que de mesures y (my 2 py).

A-jwl B ,
> rang { é ! D“ }=n+mu garantit que le transfert P, n'a pas de zéro

z zZu

sur l'axe imaginaire.
A-jol, B,
C D

y yu

> RG“Q{ }=n+ p, garantit que le transfert Py, n'a pas de zéro

sur l'axe imaginaire.
Ces 4 hypotheses doivent étre impérativement vérifiées. Pour obtenir des

expressions plus simples, on introduit les conditions supplémentaires suivantes :

B 0
p,=0 DL[c. p,]=[0 1,] D,=0 {Dw}DyTW:L}

w Dy

Alors il existe un correcteur K(s) solution du probléeme H infini standard si et
seulement si

A  y’°BB -BB

> La matrice hamiltonienne { e o ! } na pas de valeurs

propres sur l'axe imaginaire et il existe une matrice symétrique X >0

telle que :

X, A+A'X,+X,(y*B,B,-B,B])X,+C/C.=0

AT yccl-Cc'c

> La matrice hamiltonienne { B B ) g }} na pas de valeurs

propres sur l'axe imaginaire et il existe une matrice symétrique Y, >0

telle que :
Y, A" +4Y,+Y,(y?C.Cl -CIC,)Y, +B,B] =0
> p(X,.Y,)<y® oup(.) correspond au module de la plus grande valeur propre
(rayon spectral).

De plus, I'ensemble des correcteurs K(S) répondant au probleme est donné par
K(s)=f,(K,(s),®(s))ou @(s) est nimporte quelle fonction de transfert stable,

de norme He inférieure a y et :
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A, -Z,L, Z,B,
K,(s)=|F, 0 I,
c, I, 0
Avec :
A =A+y*BB'X,_+BF, + Z,L,C,
F,=-B/X,
L, =-YC’

N

=(1,-r7x,1,)"

0

Un correcteur particulier est le correcteur central, obtenu en prenant & = 0, ce
qui donne :

Exemple IV.4:

Considérons le systéme représenté par la figure suivante. On considére comme
vecteur d'entrée du critére, le vecteur w=[h v] et comme vecteur de sortie du

critere z=[y u] .

3=

K(p)

Le signal mesuré qui entre dans K(s) est y = y + v et le signal de commande qui
sort est u = u. On recherche un correcteur K(s) tel que le systéme en boucle
fermée soit stable et tel que la norme He entre I'entrée w et la sortie z soit
inférieure a y . On discutera de I'existence d'un tel correcteur en fonction de 5.

S'il existe, on le calculera explicitement et enfin on cherchera le y “optimal”,
c'est-"a-dire la plus petite valeur de y pour laquelle il existe un correcteur
solution du probleme Heo,

Solution IV.4:

Etapel : pour cela, dans une premiere étape, le probléme est mis sous forme
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standard, en choisissant comme vecteur d'état x(¢)=y(¢)

y(s)=o(bou) = sy(s)=bou —Ls ()b u=i(r)

x(t)=b+u
- Y x=9*x+[l O]w+1*u
u A B"w E
b 1 0 0 0
w= = <z=| |x+ w+ u
v 0 0 0 1
——= - — ——
Y=y+v ¢ D, b
U=u Y:I*x+[0 1]w+g*u
C-: D Dyu

Etape 2 : vérification des hypothéses pour la résolution du probleme H infini.

> La paire (A,B,) est commandable, donc stabilisable, de plus la pire (C,,A)
est observable, donc détectable. Le systéme est donc stabilisable et
commandable.

> rang(Dm ) = mngq(l)D =l=m, A rang(Dyw) = rang([O l]) =l=p,

4ol B —jo 1

—jo

> VYo, rang (,{ ! D”}:rang 1 0|=2=n+m,
L z zu 0 1

C D 0 1

y yw

[4-jol, B, —jo 1 0
» Vo, rang =rang { =2=n+m,

Etape 3 : vérification des conditions d'existence d'un correcteur K(s)

) . . A “B B"—B B’ 0 r?2-1
> La matrice hamll‘romenne:[ yo BBy =By }{ 4

-CIC. -A" -1 0
ne doit pas avoir de valeur propre sur I'axe imaginaire. Ses valeurs propres
sont /1=iﬁ Pour gqu'elles ne soient pas sur l'axe imaginaire, on doit
choisir y >1. On recherche maintenant X positif tel que :
X, A+A'X,+X,(y°B,B,-B,B )X, +CIC.=X,(y”-1)X,+1=0
-1

NS

= X, = _>o
]
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. . ) AT —ZC CT_CTC O —2_1
> La matrice hamll‘romenne:{ Vot Thy y}{ 7

-B B’ -4 -1 0

ne doit pas avoir de valeur propre sur I'axe imaginaire. Ses valeurs propres
sont ﬂ,=iﬁ Pour qu'elles ne soient pas sur l'axe imaginaire, on doit
choisir y >1. On recherche maintenant X positif tel que :

Y, A"+ AY, +Y,(y?C.CI -CC,)Y, +B B =Y, (y? -1)Y, +1=0

1

Y= =75
= » \/7/__1 \/72_1>

2
> Doit tre inférieur a y* implique p(X,.Y,)= L <y = y>\2
Y

0?0 2 1

Par suite, il existe un correcteur K(s) assurant la stabilité du systeme en
boucle fermée et une norme He inférieure a y si et seulement si y >J/2.

Le correcteur central correspondant est donné par :

A -ZL
K = o0 00" 0
)| k]
Avec :
y —1(1-p7
A, =A+y*B B X, +B,F,+Z,L,C, =2 y 2( 7’)
(7*-2)r
F =—B'X, =——L
NV
L,=-YC =——Z
y -1
1 1 -l 7 -1
7 =(I =v2x Y ) =l1- _ Y-
L=(L,-r7x.Y,) [ yz_l) 5
¥ —1(1—7/2) 7/2_1 y
1, - - 22 [
K(s):{Aoo ZooLoo}: (7’ 2)7 /4 7 -1
F 0 y )
i yi-1 |
333
Exemple y=2 = |K(s)= A4, ~Z L, |_| 2 3
F, 0 _i 0
B
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IV.4 Commande Backstepping:

La technique du backstepping est une méthode de commande relativement
récente des systémes non linéaire, elle permet, de maniére séquentielle et
systématique, par le choix d'une fonction de Lyapunov, de déterminer la loi de
commande du systéme.

Son principe est d'établir d'une maniére constructive la loi de commande du
systéme non linéaire. En considérant quelque variables d'états comme étant des
commandes virtuelles est leur concevoir des loi de commande intermédiaires.

IV.4.1 Principe :

Depuis quelques années, beaucoup de progrés ont été faits dans le domaine de la
commande des systémes non linéaires. La technique du backstepping fait partie
de ces nouvelles percées dans ce domaine. Elle propose une méthode de synthese
systématique destinée a la classe des systemes non linéaires ayant une forme
triangulaire. Elle est basée sur la décomposition du systeme entier de commande,
qui est généralement multi variable (MIMO) et d'ordre élevé en une cascade de
sous-systeémes de commande du premier ordre. Pour chaque sous systeme, une loi
de commande dite virtuelle est calculée. Cette derniére servira comme
référence pour le sous-systeme suivant jusqu'a |'obtention de la loi de commande
pour le systéme complet. Par ailleurs, cette technique a I'avantage de conserver
les non linéarités utiles pour la performance et la robustesse de la commande,
contrairement aux méthodes de linéarisation. La détermination des lois de
commande qui découle de cette approche est basée sur |'emploi des fonctions de
Lyapunov de commande (CLF).

IV.4.2 Méthodes de Lyapunov :

La commande des systémes nhon linéaire s'appuie sur deux approches possibles.
La premiere vise a linéariser le systeme a commander, afin de profiter des
techniques consacrées aux systemes linéaires. La deuxieme approche consiste a
tfrouver une Fonction de Commande de Lyapunov garantissant certaines
performances pour le systéme en boucle fermée. De telles fonctions peuvent
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étre tres difficiles a trouver pour un systéme non linéaire d'ordre élevé. La
technique du backstepping permet de réduire avantageusement cette
complexité.

L'analyse de la stabilité dans le cadre de |'utilisation du Backstepping est basée
sur les méthodes Lyapunov qui constituent un outil trés puissant pour tester et
trouver des conditions suffisantes a la stabilité des systemes dynamiques, sans
avoir a résoudre explicitement les équations différentielles les décrivant.

Premiére méthode de Lyapunov :

Cette méthode permet d'analyser la stabilité, d'un systeme a partir de |'étude
de la stabilité locale par linéarisation de la dynamique autour d'un point
d'équilibre. Cette méthode est d'une importance limitée, car elle ne permet
d'étudier que la stabilité locale et ne donne pas d'information sur le domaine de
stabilité global. De plus, dii aux approximations du premier degré (linéarisation),
il n'est pas possible de tenir compte de tous les types de phénomenes non-
linéaires. En fait, |'étude locale est surtout intéressante pour justifier ou non la
poursuite de |'étude de la stabilité. Si on trouve que le systéeme linéarisé est
instable, le systeme non linéaire le sera nécessairement aussi.

Deuxiéme méthode de Lyapunov :

Cette méthode est basée sur le concept d'énergie dans un systeme. Le principe
de cette méthode consiste a analyser la stabilité du systéme, sans méme
résoudre les équations différentielles non linéaires qui le régissent. La stabilité
dépend uniquement de |'étude des variations (signe de la dérivée) de |'énergie,
ou d'une fonction qui lui est équivalente, le long de la trajectoire du systéme.

L'étude de la stabilité d'un systeme caractérisé par un vecteur d'état x consiste
alors a chercher une fonction V(x) (représentative de |'énergie) de signe défini,
dont la dérivée dV/dt est semi-définie et de signe opposé dans le méme domaine.

IV.4.3 Méthode générale de synthése récursive par backstepping :

Cette méthode s'applique a des systémes ayant une forme dite triangulaire, telle
que |'indique la représentation suivante :
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X :fl(xl)-"gO(xl)xz
xzzjtl(xlaxz)-i_gl(xlaxz))% (4 1)
xn :.f;l (xla"'axn)'i'gn,l (xl,...,xn)u

Avec x:[xl,xz,...,xn]eiR”,u eR

Afin d'illustrer la procédure récursive de la méthode backstepping, on considére
que la sortie du systeme y=x désire suivre le signal de référence y,, . Le

systeme étant d'ordre n, la mise en ceuvre s'effectue en n étapes.

Etape 1 :

On commence par la premiere équation du systeme (4,1), ou x, sera considérées

comme une commande virtuelle intermédiaire. La premiere référence désirée
est notée :

(%), =0 =V (4.2)
Ce qui conduit a |'erreur de régulation suivante :
e =x —q, (4.3)
Ainsi sa dérivée est :

€ =X~

44
élzfl(xl)+g0(x1)xz_do (44

Pour un tel systéme, nous construisons d'abord la fonction de Lyapunov Vi sous
une forme quadratique

V,=—e (4.5)

Sa dérivée temporelle est :

Vi=ee

. ‘ (4.6)
Vi=e I:fl (x1)+go(x1)x2 —0!0]

Un choix judicieux de x, rendrait?, négative et assurerait la stabilité pour la
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dynamique de (4.4). Pour cela, prenons x, =, telle que :
fl(x1)+go (xl)x2 —a, =—ke, (4.7)

OU k >0 est une constante de conception. Ainsi, la loi de commande pour le

systeme (4.4) sera donnée par :

a, =ﬁ)€l)[—klel +a, - fi(x)] (4.8)
Ce qui implique
V,=—ke <0 (4.9)
Etape 2 :

Maintenant, la nouvelle référence désirée sera la variable de commande pour le
sous-systeme précédent (4.4) :

(x,), =« (4.10)
D'ol I'erreur de régulation :
A (4.11)
Sa dérivée est :
hd (4.12)

é :fl(xlaxz)"'gl(xl:xz)xs -

Pour le systéme (4.12) la fonction de Lyapunov étendue est :
V=V +1e =l(ez+ez) (4.13)
2 1 2 2 2 1 2

Dont la dérivée est :

V,=V +epe,

i ) (4.14)
V, = _k1e12 +e, (fl (xl,x2)+g1 (xl,xZ)x3 —051)

Le choix de x,qui stabilisera la dynamique du systeme (4.12), et rendra V,

négative est : x, =, telle que :
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S(xx,)+ g (x,x,)x, —a, =—k,e, (4.15)
Ou k, >0 est une constante de conception.
Ainsi, la loi de commande pour le systéme (4.12) sera donnée par :

1

m[—kzez + dl —ﬁ (xl,xz )] (416)

a, =

Avec

8o (xl)[_klél +diy~ f, (x )] - & (xl)l:_klel +ay = fi(x, ):I

a = perey (4.17)
Un tel choix implique que :
V,=—ke —kel <0 (4.18)
Etape n :
De la méme fagon, pour cette étape la référence a suivre sera (4.20)
(x,), = (4.19)
D'ol I'erreur de régulation
e =x,—a,, (4.20)
Sa dérivée est :
én = xn _dn—l
6 = (oo, )+ 8 (3o =i (4.21)
Pour le systéme (4.21°, la fonction de Lyapunov étendue est :
Vn:V1+V2+--~+%ej:%(ef+e22+---+ej) (4.22)
Sa dérivée est :
o =hived, (4.23)

G, =il bt (f (et )+ 8, (e, i)

Dans cette derniere étape, on est arrivé a déduire la loi de commande pour le
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systeme entier. Un bon choix doit satisfaire :
Fo (XX, )+ &0 (X x, Ju—a,_, =—k,e, (4.24)
Ou k, >0 est une constante de conception.

Ainsi, la loi de commande pour le systeme entier sera donnée par :

u :;)[—knen +a,, —f,(x,....x, )] (4.25)

gn_l(xl,...,xn
Ce qui garantit la négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov étendue :
V =—ke —kel——ke <0 (4.26)
Exemple IV.5 :
Soit le systéme représenter par |'espace d'état suivant :

()| [0 1 0 | x(¢)| [0
%(1)|=|0 0 L[ x,(2) |+] 0 {u(r) (4.27)
()| [0 05428 —1.081] x,(¢)| |1

On appliquant la commande backstepping sur le modele (4.27)

L'objectif de la commande est d'atteindre la convergence des erreurs vers zéro
réalisant ainsi la stabilité et |'équilibre du systéme ce qui permet a sa sortie y(t)
de suivre une référence y, =y(t)

Etape 1 :
On définit premiere variable de I'erreur ¢ tel que:
e =x —x, (4.28)
Sa dérivée est :
6 =% —%, =x,—, (4.29)

On choisit premiere fonction de lyapunov 7, tel que :

v :%elz (4.30)
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Sa dérivée est :
V. =egé, (4.31)
Pour que 7, soit négative il faut que V, <-a,e
eé <—ael =é <-ae (4.32)
On remplace (4.30) dans (4.32) :
X, — %, <-ae = x, =-ae +x, (4.33)

On remplace (4.29) dans (4.33) :

x, =—ax, +ax, +%, (4.34)

On considére que la commande virtuelle de la premiére étape est la référence de
I'¢tape suivante.

Etape 2 :

On définit deuxieme variable de |'erreur e, tel que :

e, =X, —X,, (4.35)
On remplace (4.34) dans (4.35) :
e, =X, +a,x, —ax, —x, (4.36)
Sa dérivée est :
e, =X, tox —ax,—X,=> é=x+tax,—ox,—X, (4.37)

On choisit deuxiéme fonction lyapunov V, tel que :

1 1
I/Z 25612 +Ee12 (438)
Sa dérivée est :
V,=eé +ee =—ae —a,e (4.39)
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pour que ¥,soit négative il faut que V, <-a,e;
6,6, <—a,e; = é, <-a,e, (4.40)
On remplace (4.37) dans (4.40) :
X, tax, —ax, —X, <—ae = x, =—ae, —ax, + X, +X, (4.41)

On remplace (4.36) dans (4.41) :

X, =—aa,x, — (o + ) ) x, +ax, + (o + o) X, + X, (4.42)

On considére que la commande virtuelle de la deuxieme étape est la référence de
I'¢tape suivante.

Etape 3 :
On définit deuxieme variable de |'erreur e, tel que :
e, =X, — Xy, (4.43)
On remplace (4.42) dans (4.43) :
e =X, +aax, +(oy + o) x, —aax, — (o +a,) %, — %, (4.44)
Sa dérivée est :

& =X, +aox, + (o +a, ) %, —ex, — (o + a,) X, — X,
é, =0.5428x, —1.081x, +u + a2, x, + (o, + @, ) x, — o, %, — (o, + @, ) %, — %, (4.4D)

& =u+(0.5428+ a1, ) x, +(-1.081+ o, + @, ) x; —y, %, — (o + @, ) X, — X,

On choisit deuxiéme fonction lyapunov V, tel que :

1 1 1
V3:§elz+5312+§€32 (4.46)
Sa dérivée est :
V,=eé +ee, +ee, =—ae —ae —ae: (4.47)

Pour que V,soit négative il faut que V, < -a.e;
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e, <—ase = é, <—ae, (4.48)
On remplace (4.45) dans (4.48) :

u+(0.5428+ a1, ) x, +(—1.081+ o + @, ) x;, — o, %, — (o + @, ) X, — %, < —asey (4.49)

= u=-ae,—(0.5428+ a1, ) x, —(-1.081+ ¢, + @, ) x; + e, %y, + (@ + @, ) %y + X,

On remplace (4.36) dans (4.49) :

u=—-a,a,x, —(0.5428+ a0, + a1, + oy x, —(—1.081+ o, + @, + ;) x, (4.50)

+ao,ox,, (e, oo, o)X, + (o Fa, o) ¥, X,

Si on choisit les coefficients (¢, =1.5, a,=1, a,=0.5), on obtient la commande

backstepping suivante :

u=-0.75x, —0.5428x, —1.919x, + 0.75x,,, + 2.75x,, +3X,, + X,
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