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Préface

Préface

La connaissance des propriétés du tenseur desacues et celui des déformations, est
insuffisante pour résoudre les problemes de la méga des milieux continus, c’est-a-dire
déterminer ces tenseurs en chaque point d'un md@mumis a des sollicitations diverses :

forces, température etc...

Il est donc nécessaire de rattacher les contraiates déformations par des relations
représentatives du comportement physique du matéres relations qui lient les contraintes
aux déformations sont appelées lois de comportemiees lois correspondantes qui
aboutissent a I'élaboration de modeles mathématjqarigent des études expérimentales
préalables pour la caractérisation du matériauaetidtermination de son comportement

rhéologique.

En fonction des conditions de chargement, un natgseut se trouver dans différentes états
meécaniques. Pour de petites forces extérieureatériau travaille élastiquement, on dit alors
gu’il est dans I'état élastique. Pour des forcass pjrandes, il apparait des déformations
permanentes (irréversibles) notables, le matéraureuve dans I'état plastique, puis se
forment des criques locales et intervient I'étatweure.

L’état mécanique d’'un matériau en un point dépemgremier lieu de I'état des contraintes
en ce point, bien que ce dernier ne le détermine quanpletement. Ainsi lorsque la
température intervient, le facteur temps agit netalent sur I'état mécanique du matériau.
L'état mécanique d’'un matériau est quelque peweénfité par I'état du matériau aux points

Voisins.

Enfin, ce qui est le plus important, la notion eiéme d’état mécanique en un point n'est pas
exempte de contradiction vis-a-vis de I'hypothésecdntinuité. Celle—ci étant admise en
élasticité comme en plasticité. Ce polycopié s'sskeeaux eétudiants de premiere année Master

en Travaux Publics option voie et ouvrage d’art.
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Il est rédigé de maniere a attirer l'attention datéur sur les applications pratiques du sujet

traite.
Le polycopié est divisé en cing chapitres.
Le premier chapitre présente un rappelle sur laeamgae des milieux continus.

Le deuxieme chapitre dédié aux essais mécaniquem@tles rhéologiques, est une rapide
introduction des phénomenes physiques. J'y prédestenécanismes de déformations, les

techniques d’essais et quelques modeles rhéolagjique

Le troisieme chapitre concerne les criteres detipiss Je développe dans cette partie la
notion de critere de plasticité, ou critere d'éem#nt plastique, permettant de savoir, sous
des sollicitations données, si une piéce se défgilastiquement ou si elle reste dans le

domaine élastique.

Le quatriéeme chapitre aborde la plasticité deselsast s’intéresse a I'évolution élasto-
plastique des structures treillis constituées deebaJ’y introduis des notions importantes :
critere de plasticité, condition de charge, métkdtiratives de résolution et projection sur le

critére a partir d’'exemples simples traités.

Le cinquieme et dernier chapitre est consacrémalsticité des poutres a travers I'évolution
élasto-plastique de ces dernieres. Aprés avoireptésun modéle élasto-plastique pour des
essais de flexion, jintroduis la notion de rotplastique. Ce modele simplifié est utilisé pour

le calcul des charges limites des portiques.
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Chapitre | : Rappels sur la mécanique des mili@antious

[.1 Introduction

La Mécanique des Milieux Continus a pour objet ddinik les lois qui régissent le
comportement de tous les milieux qui respecteppdthése de continuité.

[.2 Rappels sur I'état de contrainte

1.2.1 Base principale - Invariants

L'état de contrainte dans un domaine matériel mgtat tensoriel.

1 - g_:u !
" .

=/

Figure I.1 : Composantes des vecteurs contraintes sur lesdagesube

Dans une basé?l,iz ,)@)(ﬁgure 1.1), le tenseur des contraintes est dertae :

_ (%91 O O
0= 0, 0Op Oy (1.1)

O3 Uy Oz (Xl’XZ’XS)

Il existe un systeme d'axes particulier qui repnés les "directions propres” de la

matrice. Ce repere est appelé le repere princ'spmbdntrainte@?l, N, N, ) Dans cette base

10



Chapitre | : Rappels sur la mécanique des mili@antious

la matrice représentant I'état de contrainte pteradforme diagonale :

_ (9 0 0
o=l 0 o 0 (1.2)
1]
0 0 UIII (NI ’Nn ’Nm )

La détermination des contraintes principales p@ssela diagonalisation de la matrice des

contraintes. On doit ainsi rechercher les solutaam$équation :

del(Z—/H:)=0:> — B+ V=1, A+1,=0 (1.3)

Quelque soit le systeme de référelﬁﬁg,iz,&) choisit, on doit trouver les mémes valeurs

de contraintes principales. En conséquence lestitggn, |, etl , ne doivent pas dépendre du

systeme d'axes. Ce sont les invariants du tenssucahtraintes :

Trace du tenseur des contraintes

0-11+0-22 +0-33
|,= 0.4
JI +UII +0III

Somme des cofacteurs des termes de la diagonale

2 2 2 1 2
_(U 102,701, 10,,053=0,5 10330,,7054 ):_E(O-iia- ki )
= (1.5)

_(a-l 0,%to0,0,t0,,0 )
Déterminant de la matrice des contraintes
del(aij )

= &l.

O-I UII O—III

11



Chapitre | : Rappels sur la mécanique des mili@antious

[.2.2 Tenseur déviateur des contraintes
Il est toujours possible de mettre le tenseur aedraintes sous la forme d'une somme d'un

tenseur sphérique et d'un tenseur déviateur de inate :

o=0,1+s I, (1.7)

o, 1 est le tenseur hydrostatique.

s=c'est le tenseur déviateur des contraintes.

On a bien évidemment :

_ 0,70, Oy, 0,3 L
s 0, 0, —0, (o avec J =tr (s)=0 (1.8)
O3 Oy 03370,

Pour décrire un comportement plastique, on utdgevent le deuxiéme invariant du tenseur

déviateur des contraintes :

1 1
J, :_E(Si Sk ~Sik ’ ):Esik Si (1.9)
3 _1( 240 2 2 2 2 2)
2_5 Si; TSy, +533 +2312 +2323 +2331 (|.10)
J —E[(a ~0,,) (0,04 ) How—0 )2+6(0 2v0,.°+0 2)] (1.11)
2= gl9n 92 22 033 33701 12 23 31 :

On définit la contrainte octaédrale par la relation

1
Toct :g\/(an —Oy )2 +(022 O3 )2 +(033 _011)2 +6(0122 +J232 +0312 ) (1.12)

On a donc la relation : J, :g I, (1.13)

12



Chapitre | : Rappels sur la mécanique des mili@antious

1.2.3 Exemples de tenseurs de contrainte

Traction :

S

I
o o o
o o o

0
0
F
s

Cisaillement:

nwlTmo o
o o o
o own|lm

Pression Hydrostatique:

-P 0 0
g=| 0 -P 0
o 0 -P

I.3 Rappels sur I'état de déformation

1—,_P Trajectoirs du point(?
<1 5 =
'y T~ 0
; -
o
= Trziactoirs du point?
— P
=" _
P

Y

all

Figure 1.2 : Etat de déformation dans une b:{%%l,xz,

13
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Chapitre | : Rappels sur la mécanique des mili@antious

Le domaine est décrit (figure 1.2), a I'état deéréhce par les coordonnées l'instantt =0:

oR=3 % (1.15)

L'état actuel est caractérisé (figure 1.2), pavimsables de positior a l'instantt :

OR=x X, (1.16)

Le déplacement est alors donné par le champ vecttori

U(P,)=P,P. (1.17)
Au voisinage du poir, on peut écrire :

- -
PQo=da X,

U(Qo)=QQ.=U (8, +da)=U (P,)+dU

B, B 18)
dU=du, X,

du =2 da
- %,

Ce qui nous donne :

dU=grad(U)PQ, (1.19)

Relation que 'on peut encore écrire :

dU=rP,Q, +£P,Q, (1)20
Avec :

- — T —

2¢=grad(U)+ grad(U)

(1.21)

T

2?=grad(U)— grad(U)

14



Chapitre | : Rappels sur la mécanique des mili@antious

Dans le cas d'un repére cartésien, on obtient :

1| du, Ju,
=0l = T
2| X, &K

21w _ou,
“o2l K,

|.4 Relations entre contraintes et déformations

(1.22)

Ces relations traduisent la loi de comportemenimdtériau employé. Comme il n'existe pas
une relation universelle, chacune des expressionaéks est déterminée dans un domaine
d'emploi bien défini. Ce domaine peut étre défiar mle nombreux paramétres (temps,
contraintes, température ...).

La premiére relation étudiée dans un cours de nfiwarmles milieux continus est la relation

de [l'élasticité linéaire, encore appelée "loi deok#&y. Cette relation représente une

proportionnalité entre I'état de contrainte etat'@e déformation. Dans le cas d'un matériau
homogeéne isotrope, on a:

(1.23)

Cette relation n'est valable que pour un état teisation faible.

15
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Chapitre Il : Les essais mécaniques et modeles rhéologiques

[I.1 Notions générales

Le comportement microscopique est le résultat dereh@tions locales a une échelle
microscopique. Cet aspect microscopique releveatoaihe des matériaux. Les concepts sur
la modélisation qui nous concernent porteront dohiéchelle macroscopique pour traduire le

comportement global irréversible des comportemiagisstiques.

Dans un premier temps, rappelons le vocabulairirelux phénomenes observés et aux

principales techniques d’essai.

Phénomenes observés

Les différents phénomenes observés peuvent égsiftds comme suit :

Déformations élastiques—Elles correspondent a des variations des espaegatomiques et
a des mouvements réversibles de dislocations. @&grndations sont essentiellement

instantanément réversibles et la configurationalstest retrouvée apres décharge.

Dislocation : défaut dans la structure du réseau cristallimsDias matériaux fragiles, ces
défauts sont des microfissures. Dans les matédaigkiles, ce sont des dislocations, c’est a

dire des lacunes du réseau atomique de base (figlije

Le nombre de dislocations augmente lorsque I'omgehke matériau.

T
—_—
& * o & L J e L] L ] ® #® ® o L L ]
¢ o 0 0 o [ { * o s 0o 0 2 B
‘I e o ] L ] ° @ L ] - L ® o B @
o L s 00 . ; L e o * ¢ oLl o .
NI B ETEE I IS B T
¢ ¢ o o " ¢ ¢ b * 9 Q ¢ b 6 o s
e & o o o o ) Q ° * o o E .
e« o0 o o .‘o o ¢ o 0 ¢ 6 e o o [
Dislocation Plan de glissement

Figure 1.1 : Mouvement d’une dislocation sous cisaillemenblegl d’un plan de glissement.
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Chapitre Il : Les essais mécaniques et modeles rhéologiques

Déformations visqueuses Elles correspondent a la poursuite de la défaomatlors que la
charge est constante, il n’y a plus équilibre. emps et les vitesses de déformation jouent un
réle important dans les lois de comportement d’@atémiau visqueux. Lors de ce phénomeéne

favorisé par I'activation thermique, on parle d'émment de fluage.

Déformations permanentes— Elles correspondent aux mouvements irréversildes
dislocations. Ces déplacements se font par glissedans les plans cristallographiques. En
pratique ces déplacements ne modifient pas latatricristalline et le volume reste inchangé,

on parle d’'incompressibilité plastique
Plan cristallographique : plan de plus grande it©isatomes

Ecrouissag — Ce phénoméne aussi appelé consolidation corrdspame augmentation du
nombre de point de blocage du mouvement des digdosa Il vient contrecarrer
'augmentation du nombre de dislocations, et medé#iseuil au-dela duquel les déformations

ne sont plus réversibles.
[I.2 Les essais mécaniques

Les essais ont pour objectif de procurer a l'ingéniles caractéristiques mécaniques du

matériau dont il a besoin pour mener a bien cedestu

Les essais effectués n‘ont pour but que de trauverelation entre les déformations que subit

une éprouvette sous l'action de charge données.
[1.2.1 Essais mécanigues uniaxiaux

L’essai d'écrouissage en traction ou compressiomsple :

Dans L’essai d'écrouissage en traction ou comijpresgmple, la déformationest imposée a

vitesse constante (figure 11.2).

18
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,_
-
~
~>
-

o3

(a) invpc.'w (b) mesund

Figure 1.2 : L'évolution des contraintes dans I'essai d'écsage en traction ou compression simple

L’essai de fluage en traction ou compression simge

Le fluage d'un matériau se produit a haute temperagt correspond a un régime de dé-
formation lente, sous charge constante, la coré&radtant potentiellement inférieure a la
limite d'élasticité. On étudie le comportement ké&prouvette lorsque la contrainte
appliguée est maintenue constante. L'évolutionaddéformation permet de caractériser le

durcissement et la viscosité du matériau (figu@ )l

(a) imposé (b) mesuné

Figure 11.3 : L'évolution des contraintes dans I'essai de fluagéraction ou compression simple

19
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L’essai de relaxation en traction ou compression siple :

Dans cet essai, on étudie I'évolution des confzaien imposant une déformation constante
(figure 11.4).

b=

{a) imposé (b) mesunéd

Figure 11.4 : L'évolution des contraintes dans I'essai de rdlaran traction ou compression simple

[1.2.2 Essais multiaxiaux

Les essais multiaxiaux apportent une informatiodciguse pour tester les modeles de
déformation, mais ils sont malheureusement peuiqoed en raison des difficultés
expérimentales. Les essais possibles, classiquensemt les essais de traction (ou

compression) - torsion, les essais de tractionidlevet les essais de compression triaxiale.

Traction biaxiale

Les essais de traction biaxiale consistent a exawrne contrainte dans deux directions

perpendiculaires sur une méme éprouvette (figuse)ll

oy

Figure 11.5 : Les contraintes exercées dans I'essai biaxiale
20
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Traction-torsion

Ce type d'essai permet d'étudier des trajets deyetment avec modification des directions

principales des contraintes (figure 11.6 ).

§°2

C4

Figure 11.6 : Les contraintes exercées dans I'essai tracticsietor
[1.2.3 Essais d'indentation

Les essais d'indentation évaluent la "dureté" dtéra en mesurant mesurent la pression de
contact pendant I'enfoncement d'un indenteur (pigtalnconique ou sphérique). La dureté
est calculée soit aprées I'essai, par mesure deface de 'empreinte, soit pendant l'essai, par

mesure de I'enfoncement de l'indenteur, dans les ckes en fonction de la charge appliquée.

[1.2.4 Essais de fatigue

La fatigue est un endommagement structural, pregres localisé qui se produit quand un
matériau est sollicité cycliquement a des niveagixahtrainte inférieurs voire bien inférieurs

a sa contrainte a rupture quasistatique.

Les essais de fatigue caractérisent la capacité matériau a résister a une sollicitation

cyclique.

Si le nombre de cycles est petit, on parlera dguatoligocylique. Il existe plusieurs modes
de sollicitations possibles : flexion, efforts axia(traction et/ou compression) et torsion, et

des modes combinés, statiques et dynamiques (torfiExion, tension / torsion, etc.).

21
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[1.2.5 Caractérisation de la rupture

Le phénomene de rupture est un événement doniskgm compte est d'importance cruciale,
de toute évidence, pour les problémes liés a largéales constructions. Il est donc important
de pouvoir la caractériser expérimentalement denfesatisfaisante. Il existe deux types de
rupture : ductile ou fragile, selon que le matépagsente ou non un phénomene de plasticité
accompagnant la rupture. La transition ductile ifeag quand elle existe - peut étre
caractérisée par des essais de résilience, que'ttachera a présenter tout d'abord. Par
ailleurs, un autre type d'essais permet d'étudienfent la propagation d'une fissure : ce sont

les mesures de ténacité, qui seront introduites daa deuxiéme section.
Essais de résilience

Les essais de résilience permettent de caracté&isexgilisation d'un matériau. lls consistent

a rompre une éprouvette entaillée (I'entaille ar ot de fragiliser le matériau)
Mesure de ténacité

La ténacité est une grandeur qui caractérise lata@ése a la propagation brutale de fissure
d'un matériau.la méthode la plus utilisée consisteffectuer un essai de traction sur une

éprouvette entaillée, et préfissurée en fatigufmad de I'entaille.
[1.2.6 Contrble non destructif

Ces techniques ont pour but de détecter la présemaefauts au sein des structures sans
avoir a pratiquer dessus des tests qui entraireemtiihe du matériau : elles sont donc
essentielles pour le suivi en service. Elles sartiqulierement utilisées dans les secteurs
sensibles a la sécurité comme lindustrie aéromaefi I'industrie navale, I'énergie, les

ouvrages d'art...
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Il existe plusieurs types de techniques permel&a@ND :
Radiographie X ety

Cette technigue est analogue a celle utilisée ateange pour réaliser une radiographie des os
. un rayonnement électromagnétique traverse I'@éraecontréler et il est d'autant plus
absorbé qu'il y a de matiére sur son trajet ;iksifes apparaissent alors en transmettant plus

de rayonnement que les zones non endommagees.
Ultrasons

Cette technique est encore une fois analogue &ghaique utilisée dans le milieu médical :
I'échographie. Elle consiste a envoyer dans laepiét train d'ondes élastiques qui vont se
trouver reflétées par les défauts. Contrairement techniques radiographiques, cette
technique permet de mieux détecter les défautsit@seperpendiculairement au front de
propagation des ondes ultrasonores. Elle permderdgat de mesurer la profondeur du
défaut par le temps de propagation du signal, ce pgumet de dresser une carte
tridimensionnelle de la localisation des défauta. résolution de la technique dépend de
I'épaisseur de la piece a caractériser et varieedftaction de millimetre pour les pieces
d'épaisseur supérieure au décimeétre, a quelquesneliz de microns pour des piéces de

guelques millimetres d'épaisseur.
[I. 3 Modéles rhéologiques

Un modéle rhéologique est un modéle utilisé poudéliser le comportement d’'un matériau,

c’est a-dire pour simuler sa réponse a une saitioih mécanique.

Les résultats d'essais ne présentent un intérésigien peut modéliser le comportement du
matériau. Cette modélisation, nécessaire pourltilicprévisionnel. On peut ainsi définir un

modele mathématique sous forme d'équations.
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Les regles de calcul sont les suivantes :

Dans une association en parallelda contrainte imposée a I'ensemble est la somrse de
contraintes imposées a chaque branche et la défomsubie par I'ensemble est égale aux
déformations subies par chacune des branches, ereserds déformations étant toutes

identiques.

J:Zq £=¢
i

11
™

Dans une association en séri¢a contrainte imposée a I'ensemble est suppertéetalité
par chaque élément et la déformation subie pasdimble est la somme des déformations

subies par chaque élément.

g=0, g:Zgi
i

L’allure qualitative de la réponse des matériagxi@lques essais simples permet de les
ranger dans des classes bien définies. Ces comprte «de base», qui peuvent étre
représentés par des systemes meécaniques élémeraainel’élasticité, la plasticité et la

viscosité.

1. Le ressort, qui symbolise I'élasticité linéaire fpite, pour laquelle la déformation est

entierement réversible lors d’'une décharge (figuve.

£
—_—

0 —a N e—pT
E

Figure 11.7 : Ressort : Elasticité linéaire parfaste-E ¢

2. L’amortisseur, qui schématise la viscosité (figii& ),

gi—ﬁ:—.—i
1

Figure 1.8 : Amortisseur : viscosité linéaire newtonierne ne
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3. Le patin, qui modélise I'apparition de déformatiggesmanentes lorsque la charge est
suffisante (figure 11.9 ). Si le seuil d’apparitidie la déformation permanente n’évolue

pas avec le chargement, le comportement est ditiqulee parfait.

£
__h, G
Gq—t—gl—'—"
G-

Figure 11.9 : Patin : modéle rigide plastique parfaikds

Ces éléments peuvent étre combinés entre eux pounef des modeles rhéologiques.

En fonction du type de chargement imposé, la répdesces systemes peut étre jugée dans 3

plans différents :

— plan déformation—contraintes-o, pour l'essai de traction simple, ou d’écrouissage

augmentation monotone de la charge ou de la défammma
— plan temps—déformationgfpour I'essai de fluage, sous charge constante ;

— plan temps—contraintest-pour I'essai de relaxation, sous déformation taoris.

[1.4 Elasticité parfaite

La relation qui lie les déformations aux contrasntestc =f( €) . La réversibilité est
instantanée, la figure 11.10 donne l'allure carasté&gue des courbes de réponses aux trois
types d’'essais évoqués précédemment.
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—_— -
[

-

=y

(8o = Ee (b) écrouissage (c) fluage (d) relaxation

Figure 11.10 : Elasticité parfaite

[1.5 Viscosité parfaite

Dans ce cas, les contraintes dépendent seulemémiedgation temporelle des déformations tel que f(g') .

Les différentes relations contraintes-déformatismst illustrées sur la figurd.11.

7 T

[ 14

——

()0 = ni (b) bcrouissage (c) fluage (d) rebaxation

Figure 11.11 : Viscosité parfaite

1.6 Viscoélasticité

Il existe différents modeles. Les deux plus simglest constitués d’un montage en seérie ou
en paralléle.

11.6.1 Modele de Maxwell

Le modele de Maxwell est décrit sur la figure 11.12
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W

/%f

o

\_

f

AN .,AI'IAV.’\—B—C

la)e Loy Lo
m

0 (b) écrouissage (c) fluage

Figure 11.12: Modele de Maxwell

[1.6.2 Modele de Kelvin-Voigt

Ce modeéle est décrit sur la figulel 3.

7 /F'.
A g
. |
fo / /
-~ £ { \‘~. f

{d) relaxation

W
Sjﬁ
Etv VWV
(a)o = Ee+ e

(b) écrouissage (c) fluage

Figure 11.13 : Modéle de Kelvin-Voigt

Il .7 Modeles non linéaires

(d) relaxation

La non-linéarité peut venir du comportement duadssu de I'amortisseur et I'introduction

d'un patin, par exemple. Toute combinaison commbrtan élément non linéaire aura un

comportement non linéaire. Nous nous intéressonsauc non linéarité

caractérisant la

plasticité (patin). Sur les figures 11.14, 11.15,16, et 1.17 sont représentées les allures de la

courbe de réponse a l'essai d’écrouissage poumtaeles que nous rencontrerons par la

suite.
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o—] —o | -

tp

(a) analogie mécanique (b) essai d'écrouissage

Figure 11.14 : Solide rigide parfaitement plastique RPP

—

(a) analogie mécanique (b) essai d'écrouissage

Figure 11.15 : Solide élastique linéaire parfaitement plastiqu® EP

Ce type de comportement permet de traiter des gmuds d'analyse limite (ruine d'une

structure par rotule plastique ...)
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(a) analogie mécanique (b) essai d'écrouissage

Figure 11.16 : Solide rigide plastique avec écrouissage RPE

(‘I’

E "

b

(a) analogie mécanique (b) essai d'écrouissage

Figure 11.17 : Solide élasto-plastique avec écrouissage EPE
[1.8 Choix des lois de comportement
a-Comportements viscoélastique
Pour les polymeéres thermoplastiques au voisinada tenmpérature de fusion,
Pour les verres au voisinage de la températureadsition,

Pour les bétons frais.
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b-Comportements rigides-parfaitement plastiques
Pour I'étude des sols,

Pour I'analyse limite,

Pour la mise en forme des métaux.
c-Comportements plastiques

Pour les métaux a des températures inférieuresiat de la température de fusion,
Pour les sols et roches.

d-Comportements viscoplastiques

Pour les métaux a moyenne et haute température,
Pour le bois, les sols (dont le sel),

Pour les céramiques a trés haute température.

Il faut noter que chacun de ces types de modeleapgsoché, et que le choix de l'une ou
l'autre modeélisation du comportement va dépendréagelication visée. Ainsi un acier a
température ambiante peut étre considéré commggéladinéaire pour le calcul des fleches
d'une structure mécanique, viscoélastique pourroblgme d'amortissement de vibrations,
rigide-parfaitement plastique pour un calcul dergbalimite, élasto-viscoplastique pour

I'étude de contraintes résiduelles, ....

Un polymére peut étre considéré comme un solide poyprobleme de choc, et comme un

fluide pour I'étude de sa stabilité sur de longlgges.
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[1.9 Applications

Exercice 1

Déterminer l'allongement d'une tige d'acier de lmngl! = 2 m soumise a une contrainte
normale de traction de= 120 MPa. Considérez l'acier comme un matériaéalrement

elastique régi par la loi de Hooke.
E =210000 MPa.

Solution

O-X
ox =E. & — & =—

120 5,7143.10~%
= N = .
& = 270000 ="
Al
&g =— 2> Al =¢g;.1

1

Al =5,7143.107*.2

Al=1,1429 - 103 m = 1,14 mm

L'allongement résultant de la tige d'acier est d&4 mm.

Exercice 2

L’allongement d'une tige d'acier de longuéar3.6 m est dAla, =18 mm
Avec oo =355 MPa et E= 200000 MPa

En considérant l'acier comme un matériau idéalemélasto-plastique; déterminer

l'allongement de la tige dans la zone plastiyize
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Solution

le

el Zpl

> £,

Al 1-1
=TTT
Al
Sxel_l’Jl = T
0,018
Sxel—pl = 36
SXel_pl = 5. 10_3

L'allongement élastique limitex, € est déterminé a partir de la loi de Hooke pouimtéte

d'élasticité :
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-

€xel :Ey
_ 3% 751073
el 3200000 7

exg=1, 775 - 10P<exap=5 - 103

Compte tenu du fait que la déformation de longuetaie est égale a :

Ex, d-pl= Ex, dt Ex, pl

La valeur de la déformation linéaire (plastiqueynpenenteesx, peut étre déterminée en

ajustant cette relation

Ex,pl= Ex,d-pl— Ex,d= D - 10%-1,775- 16 =3, 225 - 10
Al
Sx,pl = Tpl - Alp] = Sx,pl'l
Alpl =3,225.1072.3.6 =11,61.103m

Alpl =11,61 mm

La déformation permanente résultante de la tigecer est donc d&l, 61 mm.
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Chapitre 11l

Criteres de plasticité
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[11.1 Introduction

La plasticité est la propriété qu'ont certains sotle pouvoir subir sans rupture des

déformations permanentes irréversibles.

Historiguement, les premiéres études faites swoogportement ont été réalisées par
TRESCA. On a trés rapidement recherché a établir undigre la physique des solides et
les relations expérimentales globales. On admetmaamément que la déformation plastique
traduit un glissement de plans cristallographiquesthéorie des dislocations a permis de
faire le lien entre les études microscopiques ®trddations globales de comportement d'une

éprouvette.

[ll. 2 Critéeres de plasticité

La question la plus immédiate est la suivante :

Etant donné un état de contrainte représenté ptenseur des contraintes, pouvons préciser

si le comportement et encore élastique ou si neossaun comportement plastique ?
En fait il faut étre capable de définir, pour tétdt de contrainte, la limite élastique.

Pour résoudre ce probleme, nous utiliserons ungtifonmathématiqué appeléecritéere de

plasticité et possédant les caractéristiques suivantes :
f (;)<O Etat élastique

f (;):O Etat plastique

Afin de simplifier, nous allons nous contenter giémer ce critére dans la base principale des

contraintes. Nous pourrons donc écrire le critéresda formef (UI 00,0y, )

lll. 2 .1 Critére de Tresca (cission maximale)

Tresca, apres des essais sur le Plomb, conclutagptastification arrive quand la

contrainte tangentielle maximale atteint une ceddimite.
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Chapitre Il : Critéres de plasticité

Le phénoméne de plastification apparait comme dbssegqents de plans

cristallographiques et ces glissements sont fagegpar des contraintes tangentielles élevées.

Le critere de rendement de Tresca stipule qu'urénmat cédera si la contrainte de

cisaillement maximale atteint une valeur critique.
Le critere de Tresca se formule de la fagon sue/ant
1 1 1 _
max{gla, - 011|:5|011 - 0111|:5|0111 —oli=k (11.1)

Dans un test de tensiom=00 ,01=011=0, et la défaillance se produit lorsgogatteintoy, la

limite d'élasticité en tension.

Il s'ensuit que :

La représentation graphique de ce critere dangd@Es des contraintes principales est un

prisme hexagonal (figure 111.1).

Figure Ill.1 : Critere de Tresca dans I'espace des contrainiesipeales
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lll. 2.2 Critére de Von Mises (énergie de distorsin)

Le critere de Von Mises est le plus utlisé pous Imétaux. Il découle de
considérations énergétiques. Un matériau, lorsesil déformé par une charge extérieure,
tend a stocker de I'énergie interne dans son vol{@malogie avec les ressorts).

Le critere de Von Mises stipule que le rendemenpreeluit lorsque les contraintes

principales satisferont la relation

\/(0'1—0'11)2+(011—Z'111)2+(0111—01)2 —k (I11.2)

A partir d'un test de tension uniaxiale, on comstate le k dans I'équation. (111.2) est :

k==L

V3

En écrivant la condition de Von Mises en termesg®n a :

\/%\/(01 —oy)? + (o — oy)* + (o — 01)* = oy (11.3)

Parfois, il est préférable de travailler avec da®pgosants de contraintes arbitraires ; a

cet effet, la condition de Von Mises peut étre @rRpe comme

(011 = 022)% + (022 — 033)° + (033 — 011)* + 6(07, + 033 + 05;) = 6k? (111.4)
1
ﬁ\/(an — 022)% + (032 — 033)% + (033 — 011)? + 6(0f, + 055 + 05)) = Oy (11.5)

Dans l'espace des contraintes principales, lereril@ Von Mises se traduit par un

cylindre (figure I11.2).
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Figure 111.2 : Critere de Von Mises dans I'espace des contrapriesipales

Dans le plan des contraintes principalese{, o) (figure I11.3) lorsque la troisieme

contrainte principalen est nulle ; les expressions des critéres se réatugdors a :
Tresca
max{|o; — oy, loyl, oy} = o, (1.e)
Von Mises
of — o101 + of = 0} (111.7)

Ol

Oy L
7
v ]
o [ | =

A~
\

Figure 111.3 : Représentation graphique des criteres de Tresgaofatillés) et de Von Mises dans le plan des

contraintes principales(, on)
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lll. 2 .3 Critére de Mohr-Coulomb (frottement)

Le critere de Mohr-Coulomb est une généralisatiancdtére de Tresca. Ces deux
critéres supposent que la plastification appam#que la contrainte de cisaillement atteint
une valeur limite. Cependant, Tresca suppose (gtie ealeur est une constante alors que
Mohr postule que pour une facette donnée cettaivalst fonction de la contrainte normale.
Le critere de Mohr-Coulomb est utilisé pour décteecomportement des sols pulvérulents
(sables) et des sols cohérents (argiles et limGasgritere permet de tenir compte de la

cohésion du matériau.

Il est apparenté au critere de Tresca, faisantvietér comme lui le cisaillement
maximal, mais en méme temps la contrainte «moyemegsésentée par le centre du cercle

de Mohr (Figure 111.4) correspondant au cisaillet@aximum, soit :
T =C-c tanp
T . la contrainte de cisaillement
o: la contrainte normale
c : la cohésion

¢: I'angle interne de frottement

LT

Zone plastique

1 =¢-0 tang

s
&

g
=
Ig

Figure 111.4 : Représentation du critere Mohr-Coulomb a l'aideehele de Mohr en trois dimensions.

Oy — Oqqp

R =
2
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O1—0]11

Ty =Rcos® = cos @ (11).8
o4 = 2 4 Rsin ¢ = 2 4 A sin (111.9)

ay=ap
R=—

=c-ot
- T =c-C tang

aw

T4 = Cc — oytand
T4+ oatanp —c =0 (11.20)

En remplacgant (111.8) et (111.9) dans (l11.10), abtient :

o, — 0O o;+ 0 o, — 0O
! L cos @ + ( ! 1 ! L sin gb) tang —c=0
2 2 2
(o7 —oyp) + (op + 0y1) sing — 2¢ cosp =0 (1.11)

Le critere de Mohr-Colomb est caractérisé par dearametres (la cohésion c et I'angle de

frottement @), le cas particulier g = 0 donne i de Tresca

Dans I'espace des contraintes principales I'éqodflib.11) représente un céne dont la section

normale a chaque point est un hexagone irrégdigarré 111.5).

Figure I11.5 : Critére de Mohr-Coulomb dans I'espace des congaiptincipales
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lll. 2 .4 Critére de Drucker-Prager (Pression)

Le critere Drucker-Prager est une simple modifaratdu critére de Von Mises. Le
critére de Drucker-Prager est utilisé pour dédereomportement (béton, milieux poreux) : ce
critére permet de tenir compte de l'influence deréssion sur les déformations

La limite d’élasticité en traction restg, et la limite d’élasticité en compression est
—oy/(1-20).Le coefficienta dépend du matériau, il est bien entendu comptie €net 1/2, et

on retrouve le critere de Von Mises pour O

La condition deDrucker-Prager est exprimée comme suit :

=A+B(O—I+O—II+O-I”) ”IG.Z)

\/(01—011)2 +(or1—0o111)?+(oy11—07)?
6

Sictest la limite d'élasticité en traction uniaxiakeckitere Drucker-Prager implique :

1
_O-t :A+B0-t

V3

Siocest la limite d'élasticité en compression uniaxileritere Drucker-Prager implique :

o, =A—Bo,

V3
La résolution de ces deux équations donne :

— i Oc0¢t . _ i Ot_0¢
A= \/§(ac+at) B = \/§(0‘C+o't) (1M.13)

Dans l'espace des contraintes principales I'éguafih.13) représente par un cone (figure
111.7).

Figure 111.7 : Critere de Drucker et Prager dans I'espace desaintds principales
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Expressions en termes de cohésion et d'angle detfesment

Etant donné que la surface élastique Drucker —ePragt une version lisse de la surface
élastique Mohr — Coulomb, elle est souvent exprie@éermes de cohésion (c) et d'angle de
frottement interned() qui sont utilisés pour décrire la surface de ezneint Mohr — Coulomb.

Si nous supposons que la surface de rendement &rdadRrager circonscrit la surface
de rendement Mohr — Coulomb, les expressions paetrB\sont :

6ccosp 2sin¢

4= V3(3-sing) ' V3(3-sin¢)

(I11.14)

Si le milieu de surface de rendement Drucker-Pragesonscrit la surface de
rendement Mohr-Coulomb, les expressions pour A sbrig :

6ccosgp 2sin ¢

= 3G+sing) 0 V3@+sind) (111.15)

Si la surface de rendement Drucker — Prager inkcisurface de rendement Mohr —
Coulomb, les expressions pour A et B sont :

3ccos@ sin@
A=—— B=— .16
\9+3sin2 ¢ v9+3sin2 ¢ ( )
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La loi de Drucker-Prager est trés proche de ldéoMohr-Coulomb (figure 111.8).

Figure 111.8 : Représentation graphique des criteres de Mohr Jo8twet de Drucker-Prager dans le plan des

contraintes principalesy, o)
[ll. 3 Lois d’écrouissage

Dans toute transformation réelle I'énergie mécamidaurnie au matériau n’est
restituée par le matériau qu’en partie (déformati@astique). L'autre partie (loi de
conservation de I'énergie) est dissipée sous ldeweformes suivantes :

- Augmentation de la température (chaleur spéafiqu
- Changement d’état de certains constituants (ah#&éente),
- Production de chaleur cédée au milieu environnant

- Modification de la structure interne du matérimmouvement de dislocations, glissement

relatif inter-grains, création de nouvelles fissure).
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Cette modification (ou réarrangement) de la stmectntime du matériau durant une
transformation conduit a un nouvel état dans letpuglatériau a les mémes propriétés donc le
méme domaine d’élasticité (phase parfaite ou auéssage nul) ou a un domaine d’élasticité
plus petit (phase adoucissante ou a écrouissageifyé@y plus grand (phase durcissante ou a
ecrouissage positif). L'écriture de I'écrouissagd Bne tache tres complexe, qui dépend

étroitement de la classe de matériau étudié.

Certains matériaux présentent méme des évolutiortgsdantes puis adoucissantes au
cours d'une sollicitation cyclique par exemple. tiype d’écrouissage peut par ailleurs étre

modifié par des trajets de chargements complexgmole vieillissement du matériau.

Les lois d’écrouissage sont donc les régles quiaté@risent I'évolution des variables
d’écrouissage au cours de la déformation inélastiginsi qu'on I'a vu dans le cas uniaxial,

les principales classes d’écrouissage sont I'éssaigie isotrope et I'écrouissage cinématique.
[11.3.1Ecrouissage isotrope

L’hypothése de l'écrouissage isotrope est une esipanuniforme du domaine
élastique, c'est-a-dire une modification du sewil ghtin avec les déformations plastiques.
Prenons un matériau avec des limites élastiquesompression et traction identique avant
toute histoire de sollicitation. Appliguons mairaeh au matériau une traction qui le porte
dans le domaine plastique. On a vu que la limésti&ue en traction se trouve augmentée. Si
on décharge, la limite élastigue a changé de la engateur, on est en présence d'un

écrouissage isotrope schématisé par la (figur® ).

Si on décharge et on inverse le chargement a plartioint B, I'écoulement plastique
dans l'autre sens commencera a la contradiat®enc il y a une symétrie par rapport a I'axe

0=0 (point O), cela s’exprime par :

F(o,05) = |o| — 0p (11.17)
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» Q

¢ isotrope

H
( Symétrique )

Domaine d’élasticité
initial

a écrouissa

Nouveau domaine d’élasticité

Figure Ill. 9. a : Ecrouissage isotope

Oucg est la limite élastique actuelle dépend de larédtion plastique P (Figure Ill. 9.b).

op = op + [|H.deP| (111.18)
G A
IH.ds"
o) > r
-GO
H IH.dsP
_cB

Figure I1l. 9. b: Limite élastique actuelle en fonction &fe

45



Chapitre Il : Critéres de plasticité

Avec :

H : caractéristique du matériau qu’on détermineéexrpentalement (module d’écrouissage).

*II se peut que la limite élastique soit plus faildn compression qu’en extension. Nous

n'avons plus un écrouissage isotrope, c’est cerappelle I'effet Bauschinger.
*Si H est constant dongs =co+H.c”

*En élasto-plasticité parfaite H = 0 dosg =co.

lll. 3.2 Ecrouissage cinématique

L’écrouissage cinématique modifie la position dumdme élastigue mais pas
'amplitude du domaine élastiques, schématisé par la (figure 1ll. 14.a)Cela signidue le
segment entre les points limite garde la méme dsimanmais subit une translation et son

centre se déplace d’'une distance (contramtéjgure Ill. 14.b/c). Ceci s’exprime par :
F(o,a,00) = F(oc —a,0,) =F(G,0y) =|a| —a, =0 (11.19)
oua: est 'ordonné du centre du segment

0 = o — a: est appelée contrainte réduite.

Suivant la regle de Melan-Prager, on a un écrogéssmématique linéaire. L'ordonmépeut

étre déterminée comme suit :
da = c.ePdonax = [ c deP (111.20)

Avec c : est une caractéristique du matériau égalel si I'écrouissage est purement

cinématique, figure (111.8.c).

Dans I'écrouissage cinématique, I'effet Bauschinggtr maximal car I'augmentation
de la limite élastique par écrouissage dans unesristalement perdue dans l'autre sens.

46



Chapitre Il : Critéres de plasticité

G G
A A
Cp Cp
G A
(o] 0
0 / Gy
." 2,
/ f 2, o
(i Ag 1
A ] o L Y
o-f » £ - A G,
s
C - V— o \
< ‘ |
E‘P
-Co T of W
_G —
B a s e

S J— -
ﬁ——- \_'y' a -
Fa - ' a:fcds" =|Hde?

e

e Cinématique / A
— H
K W
GB Isotropique / o
| H

Figure 1ll. 10: Ecrouissage cinématique

I1l. 4 Lois d’écoulement

Il est clair que dés que la limite d’élasticitétimlie a été franchie, au cours de I'histoire de

charge du matériau, I'apparition des déformaticarsnanentes fait qu’il n’y a plus, comme en

élasticité, correspondance biunivoque eatete : la donnée de ne suffit plus a définis.

En revanche, si I'on connait non seulement la eomt actuelles mais tout le trajet de
charge suivi pour I'atteindre a partir de I'étatiad naturel, alors la donnée d’une variation de

contrainte d suffit a déterminer la variation correspondantdadééformation el On dit que

la loi de comportement est de type incrémental.
L’incrément total de déformation se compose en gédrde deux parties : un incrément
élastique e et un incrément plastiquefd

de=de®+ deP (1.21)

L'incrément des contraintes d est di aux déformatiastiques et donc :

do = E.ct° (I1.22)
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Donc le module d’élasticité est défini dans chaépa par ¢, €) :

__do
T dee

(11.23)

Dans le cas ou le point de charge serait a ladimdiélasticité actuelle on définit le «

module élasto-plasticité tangent » par la relation

E€? = ZZdonc ds = E¥.de (LR
et le module d’écrouissage du matériau étant :
do _ p
H = —donc & = H.ce (111.25)
de
On a alors la relation évidente :
(111.26)
La relation (l11.27) est appelée regle d’écoulemaastique.

[11.5 Applications

Exercice 1

Dans la zone la plus sollicitée d’une piece chargaeeléve I'état de contrainte suivant :

30 100 O
0 0 =50

0, =

200 30 0 ]

La limite élastique identifiee est de 300 MPa
1. Calculer les contraintes principales
2. Appliquer le critére de Tresca.

3. Appliquer le critére de Von Mises.
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Solution

200 30 0 011 012 O13
oy [30 100 0 ]=[012 022 (723]
0 0 =50 013 023 033
20 3 0
6,=|3 10 0|10
0 0 -5

1. Calcul des contraintes principales

20—o 3 0

3 10 —o 0 (=0

0 0 —-5—-0
l1=071+ 055+ 033
=20+10-5

=25

011 O012|,|922 O023],|%1 013
l2= |U12 022| |<723 033| Ty, 033
:|20 130|+|10 —5| |20 —5|
=191-50-100
=41
ESn

20y Sy Slolg ol
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Chapitre Il : Critéres de plasticité

=-1000+45
=-955
f(o) =0 —-1L6°+1,0—1;
f(o) = 0% — 2502 + 41 0 + 955
p=-25
gq=41
r=955
a= (3¢ —p?)
= (3 X 41— (~25)%) = —167.33
b=—(2p® — 9pq + 277)

= (2 % (—25)* — 9 x (=25) X (41) + 27 x (955))=139.25

Cosp =——

ZX\/E

—139.25
Cosp = = —0.167

2 x ,_(—1637.33)3

©=99.62

9=100

g =2 X\[:ZEE
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100\ 25

P
y1 = gCoS (%) -3 14.94 cos (T) + 3

y, = 20.83
® P 100 25
y, = gcos (§ +120) - 3 = 14.94 cos (T + 120) s

y2 = =5

® P 100 25
ys = gcos (§ +240) - 3 = 14.94 cos (T + 240) s

yz = 9.16

o; = 20.83 * 10 = 208.3 MPa
oy =9.16*10=91.6 MPa

o = —5*10 = =50 MPa

0] > Oy > Oqnp

2. Critére de Tresca
1 1 Oy
OTresca — max{z loy — 011|,§ loy — 0111|,§ loy — 01|} < >

(—=50) — 208.3
OTresca = E |GIII - 0-Il = >

1 oy
E |O-III - O-Il = 129.15 MPa < 7 = 150 MPa

Etat de contrainte admissible selon Tresca
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3. Critere de Von Mises

1

Oym = (o1 — o11)? + (o1 — o) ? + (og — 071)?
VM \/f\/ 1~ 01 11~ o 1 — O

oM = %\/(208.3 —91.6)2 + (91.6 — (=50))? + ((—50) — 208.3)?

oym = 224.04 MPa =~ 224 MPa < 300 MPa

Etat de contrainte admissible selon Von Mises

Exercice 2

Dans un repéere(x1, x2) ; les composantes des oaesasont11= 80MPac2= —40MPa,
o12= 25 MPa. . La limite élastique identifiée est & MPa

1. Calculer les contraintes principales

2. Appliquer le critére de Tresca.

3. Appliquer le critére de Von Mises.

Solution
80 25 0 011 012 033
0, =125 —40 0|=[012 022 023
0 0 0 013 023 033

1. Calcul des contraintes principales
Cercle de Mohr

A(80,25)

B(-40,25)

Centre du cercle Mohr

011 = 022 _ 011+ 022 0)
2 2 ’

(00" =0y, +
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Chapitre Il : Critéres de plasticité

011 + O
oo’=¥=20MPa

Le centre du cercle Mohr €20; 0)

Rayon du cercle Mohr

- (@52 o)

(E=S

R = 65 MPa

R

,  O11 1 0y
00/ = ———=
2

00’ = 20 MPa

oy =00 + R = 85MPa
oy = 00’ — R = 45 MPa
2. Critere de Tresca

1 oy

- — < L

) loy — oyl < >

1
OTresca = E |GI - 0_II|

1
OTresca = E |85 — (_45)|

150
OTresca = 65 MPa < - = 75 MPa

Etat de contrainte admissible selon Tresca
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3. Critéere de Von Mises

2 2
\/O‘I — oo+ o < ay

_ |2 2
Oym = JGI — ooy + o

Oym = /852 + (—45)2 + 85 x 45

oym = 114.3MPa < 150 MPa

Etat de contrainte admissible selon Von Mises
Exercice 3

Considérons les trois états plans de contraintdessous. Les axes sont principaux. Les
contraintes sont en MPa.

1- Ecrire les matrices relatives a ces trois étatsotérainte.
2- D’aprés le critere de VON MISES , quel est I'étatabntrainte le plus dangereux ?

700 600 400

100

Cas (a) Cas (b) Cas (c)

100 0 0 100 0 0 —400 0 0
o, =0 700 o[mMPag;"=| 0 600 o|MPa;T,=| 0 400 0| MPa

0 0 0 o 0 0 o 0 0
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La contraintesVMéqui a2 .en 2D compte tenu que dand les troisazas0 s’écrit :

équi

_ |2 2
OoyMm = \/01 — ooy + o

a9 = /1002 + 7002 — 100.700

0,9 = 655.74 MPa

o) = /1002 + 6002 + 100.600

VM (b)
équi

= 655.74 MPa

o, = /4002 + 4002 + 400.400
0 = 692.82 MPa
VM '
L’état de contrainte le plus dangereux , au senséateMises , est donc le cas (c)

Exercice 4

Soit une poutre en acier de section S est soumiga affort de traction P ayant pour
0e=2800 bars.

Déterminer la valeur maximale de P en utilisantdessditions d’écoulement de TRESCA et

de Von Mises.
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Solution
Tresca
max{|a; — oy, loy, o7} < o,
P

0; =§S03—>PS0'3*S

—P <2800 %S
La valeur maximale de P &t= 2800 = S
Von Mises

2 _

2 2
O-I O_IO_” + O-” S O_y

wlw

— 07 = SO’e

—-P<0g,*S
—P <2800%*S

La valeur maximale de P eé®t= 2800 * S

Exercice 5

Un arbre de diamétre D est soumis a un momenied®fl M de 117.81 N.m et a un moment
de torsion C de 157.08 N.m. Les limites élastigeledraction et compression du matériau

sont identiques et valent 750 MPa.

En appliguant le critére de Von Mises , calculer (em) la valeur du diamétre D pour que
I'on ait un coefficient de sécurité de 3
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Chapitre Il : Critéres de plasticité

Solution
. . . M 117.8x103x64xD _ 1.2
Contrainte maximum de flexionsf, = X 7P = —————— = == 1(0¢
Iy 2XTXD* D3
. . . C 157.08x103x32xD _ 0.8
Contrainte maximum de torsionsf, = =R = =—10°
Ig 2XmTXD* D3

La matrice des contraintes au point P est donc :
12.06 98.0n6
_ o1 012 O D310 D310 0
Oy=|oiz 0 0f=12%406 o o
0 0 O b
0 0 0

La contrainte équivalente de Von Mises pour une pdte :

oym = Vo? + 3t2=/c? + 302,

Et le coefficient de sécurité

O-e O-e
a = =
oym /o + 305,
750
3 =

\/(;—j 106)2 +3 (g 106)2

35| 3
D= Jﬁ\/(m X 106)2 + 3(0.8 x 106)2

D=20mm
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Chapitre IV

Plasticité des barres
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Chapitre IV : Plasticité des barres

IV .1 Introduction

On introduit les principales notions d’élasto-piegisd a partir de 'analyse de la réponse d’'une
éprouvette soumise a un essai de traction—compredsa modélisationde cet essai permet de
présenter différentes schématisations courammeilisées pour traiter des problemes

d’évolution élasto-plastique.

V.2 Essai de traction

Considérons une éprouvette de traction sous lagafom cylindre homogene droit de section
S et de longueuro. Cette éprouvette est soumise a un effort deidraét comme sur la

figure IV .1.

| | = — o ——

Figure IV .1: Eprouvette de traction

Pour des petites déformations de I'éprouvetteat’de contrainte peut étre supposé uniforme

et uniaxial (la diminution de section est négligée)

Nous posons= gx= A £/Lo etc = oxx= F/S.

Considérons les graphes, €) obtenus pour trois essais de traction avec dgeh&elon le

niveau de sollicitation lors du chargement, nougiebns les allures de la figure 1V.2.
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Chapitre IV : Plasticité des barres

o (14 (04 A
U.“ [TU / (Y“ /_7
£ £ B 3
——
c‘.P ti'
(a)essai1:c < o (b)essai2: ¢ 0 (c)essai3z: ¢ > 0

Figure IV.2: Traction avec décharge.

1. 0 <oo : le systeme se situe dans le domaine élastiglee amportement du matériau est
réversible. Il est supposé par la suite que lddéotomportement dans le domaine élastique est

linéaire, soitlc = Ecc0U E est le module d’Young du matériau ;

2.0 = op . cet essai est impossible a réaliser physiquenientimite d’élasticitéso, seuil a
partir duquel il existe des déformations irrévdesib est définie de facon conventionnelle et

correspond a une fraction de déformation permanente

3.0>00 : la décharge a partir du poit(chargement maximum) s’effectue parallelement a la
charge élastique, on parle de décharge élastigueB(Eharge nulle) ne subsiste que la

déformation plastique ou déformation permanepte

En tout point de la courbe, la déformation &steet gp. Effectuons maintenant une série de
charges—décharges consécutives. L'allure de lsbeode réponse est représentée sur la figure
I\V.3.

4

chargemens
monotone

Figure IV .3: Réponse a une série decharges-décharges consgcutive
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Chapitre IV : Plasticité des barres

Nous observons une évolution de la limite d’élagtien traction due a I'écrouissage. En

premiére approximation, nous pouvons considérer. que

— lors des chargements consécutifs, la limite dt@aé suit la courbe du chargement

monotone
— I'écoulement plastique ne modifie pas le modudtagticité.

Par conséquent, connaissant la déformation plastiguseuil de plasticité actuel peut étre
défini a partir de la courbe d’écrouissage obtgmue un chargement monotone.

En fait le probleme de I'évolution du domaine d&ieité est I'une des difficultés majeures de
la plasticité. Prenons I'exemple d’'un chargememigue pour montrer que la connaissance
de I'état actueld, ep) ne suffit pasa priori pour définir le domaine d’élasticité actuel. Sur la
figure 1IV.4, apres décharge nous obtenons le @@ina déformation plastique est définie par

le segment OO

Figure 1V .4: Historique d’'un cycle de chargement OA-AB-BC

Or dans cet état, la limite d’élasticité est déféte au premier et au deuxieme passage. Cet
exemple montre que les lois décrivant I'évolutian dbmaine d’élasticité ont un caractere

essentiellement incrémental.
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Chapitre IV : Plasticité des barres

De plus, il faut distinguer deux cas :

Charge plastigue — y a variation des parametres d’écrouissage efaddéformation

plastique.

Charge ou décharge élastique K-’y a pas de variation des paramétres d’écragissi de

la déformation plastique.

En résumé, I'évolution plastique ne peut se tradgire par des lois incrémentales reliant a un
instant donné les incréments des parametres diéseme et de déformation plastique a partir
de l'état actuel. Pour l'étude des problemes qutaiique d’élasto-plasticité (sans
vieillissement ni viscosité), nous utilisons donctamps cinématiquepour repérer les états

successifs du matériau en fonction de I'historidas sollicitations.

IV .3 Modélisation du comportement en traction—compressn

Pour faire simple, la courbe d’écrouissage end#lieds traction—compression obtenue pour un
chargement monotone est modélisée par des segdeedtsite (figure IV .k

Figure IV .5 : Modele d’écrouissage multi-linéaire

Dans notre cas, on se limitera a des modeles é&ailies. Donc lorsqu’il y a écrouissage, il
faut se donner un modeéle pour représenter I'évatutiu domaine élastique. Les deux
modéles les plus simples sont comme déja vu, léssage isotrope (figure I1V.6) et

I'écrouissage cinématique (figure IV.7)
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Figure IV .6: hypothese d’écrouissage isotrope(dilatation ho#tathe du domaine d’élasticité)

T

Y

Figure IV .7: hypothése d’écrouissage cinématique (translatios déformation du domaine d’élasticité initial)

Il est possible de combiner ces deux modeles dEssage pour essayer de se rapprocher au

mieux de la réponse au chargement cyclique donné.

Ces modeles négligent I'écrouissage du matériaumbdéle élasto-plastique parfait (sans
écrouissage) est surtout utilisé du point de vuedé@wmique pour simplifier la résolution

analytique des problémes posés.
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IV.4 Lois d’écoulement plastiques

Ce qui précede (les critéres de plasticité évoquéshapitre précédent) nous permet de
définir pour l'essai de traction—compression, lemditions de plastification (seuil de
plasticitéos) et I'évolution du seuil en fonction des paramet&crouissages (h), h contient

I'historique du chargement suivit pour obtenir &&actuel.

Pour I'essai de traction—compression, le domaigé&dticité est défini par :

f(o,h) = o] —os(h) <0 (.

Il nous reste a définir I'évolution du seuil de gilaité os (h). Représentons la courbe
d’écrouissage monotone en traction par un modelmdnire (figure IV .8). Ce modéle est
caractérisé pasy, la limite d'élasticité initiale, E, le module di&ticité et E, le module
tangent. Soit un incrément de chargepdis a partir d’'un état actuel situé sur la frergi du

domaine d’élasticité. Nous avons :

do = Er.de (IV.2)
Ou

de = de + dgp et dge = % (IV.3)
Donc

do = (de, + ) Ey (IV.4)

Er
do — dc.i = Eqdg,

Er
do. <1 - F) = Erdg,

do = —%; dg, (IV.5)
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Chapitre IV : Plasticité des barres

On pose
E
H= 1_£_T (IvV.6)

Figure IV .8: incrément purement élastique

Le quantité H est ditmodule d’écrouissage.

Intéressons —nous maintenant aux déformationsyourcrément de charge dA partir d’'un

état actuel quelconque deux cas peuvent alors se présenter :

* Incrément purement élastique (figure IV .9)

Figure IV .9: incrément purement élastique

Etat a I'intérieur du domaine élastique(A) : Chaogedécharge élastiques((h) inchangée)

Etat sur la frontiere du domaine élastique(B) : lix&ge élastique uniquement
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Chapitre IV : Plasticité des barres

* Incrément élasto-plastique

o -— ~
de, f(o,E)
‘—’l‘_ ‘-l‘:;n —

de

—%(0,E)

Figure IV .10 : incrément élasto-plastique

de = de, +dep; dee == do;de, = . (0 + do — o)(IV.7)

Le nouvel état de contrainfe’ = o + do) est situé sur la frontiere d’élasticité (figure IV
.10) :g’est donc la valeur du critére pour I'incrément darge suivant.

H = 0 (cas parfaitement plastigue) déformation plastique infinie (écoulement libre du
matériau)
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IV.5 Application

Ci-dessous,3 barres de méme matériasvdeet de méme section A.

1) 2) Q)

v F

Analyser le comportement de la structure lors cdtyale de charge-décharge (on supposera

gue le matériau est parfaitement élasto-plastique)

Lors du chargement la structure va passer d’'un oomment purement élastique a un
comportement élasto-plastique. On doit alors cdrsai quel moment donc a quelle valeur F,

ce passage va avoir lieu ?
Donc en ¥ lieu, on étudie la phase élastique pour conneéte limite.
Phase élastique

Analyse du problemeNous avons trois inconnuesg,NN2 et Ns, représentant les efforts dans
les barres, pour deux équations d'équilibre danpld®. Par conséquent, le systéme est

hyperstatique de degré un. Les équations d’éqgaibint la forme suivante :

N LA
Y

l I
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Chapitre IV : Plasticité des barres

V2 W2
—N; = +N3 == 0

V2. W2
_N17+N37+N2_F= 0

N3=N1;N2=F—‘/§N1 (8y.

Utilisons le théoréme de Ménabréa pour calculeeféwts internes. L'énergie interne ou de

déformation est données par :

N]l
Z] 1 (barres) g (IV.9)
Donc pour notre treillis
2 2 2
U= ZEA(hN +h.v2.N? + h.v2.N2) (IV.10)
= (2vZN2h + (F — v2Ny) h)
h 2
U=-L[(F-Vv2N,)" +Ni2v2]
(IV.11)
au
N, 0 (IV.12)
(IV.12) dans (IV.11)
2(F — Ni/2)(—V2) + 2N;2v2 = 0 (IV.13)
—F+N;V2+2N; =0 V(14)
(2+V2)Ny =F
F
N, = — (IV.15)

(IV.8)> N, = F — N;V/2

68



Chapitre IV : Plasticité des barres

o = FV2
2 2 +2
N, = 2F+V2F —FV2
2 2 +2
N 2F
2T 242
F 2F
Ny =N;=—=N, =~ (IV.16)

La solution obtenue est valable si les trois bamatfient le critere d’écoulement (les trois

barres restent dans le domaine élastique).

loi] —0s< 0 ou §iai| ©sA<0

| Ni | 0sA<0 i=1,2,3 n° des barres (IV.17)
D’apres les résultats (1V.16)Mst 2 fois plus grande que Blu Ns : N2 = 2N; (IV.18)
Donc c’est la barre (2) qui plastifiera la premidre charge correspondante sera donc

N2 = os .A (IV.19)

Ce qui correspond a un effort appliquéfde F(V =

22 A (IV.20)

A cet effort correspond un déplacement u du nceutdieplacement vertical, sur le

prolongement de la barre (2) pour raison de symétri

Loi de comportement élastique et loi cinématiqueebé?)
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Chapitre IV : Plasticité des barres

u o® N®A o

@) == =
“"ThTE " E E
u=20 (IV.21)
Et on déduit dans les barres (1) ou (3) par legiogls cinématiques
Y
g =g, =L2=1 (IV.22)

hWz  2h

Phase élasto-plastique

Dans ce cas, on continue de charger la structudekude la charge™® (de 1V.20) obtenue

précédemment.

Dans ce cas, la barre (2) est en phase plasticggefetce interne est constante et \gut

puisque le matériau est parfaitement plastique.
A ce niveau, nous avons donc 2 équations d’égeildmur 2 inconnus :
N; = N;;0,A =F —+2N; (IV.23)

D’ou on obtient

N, =N, = F‘j;A (IV.24)

Notons que cette solution reste valable tant gaieriéeres d’écoulement des barres (1) et (3)

sont telles que |iN -osA< 0 et que la conditionsg?soit satisfaite.

Pour ce qui est du critere d’écoulement, et avé@4) on obtient :

F=F® = (1++v2)0,A (\BR
Pour ce qui est de la conditioa,d >0

On ne peut pas la calculer avec la loi de comparterde la barre (2) puisque celle-ci a ce
stade est parfaitement plastique (courbe horizental
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Chapitre IV : Plasticité des barres

Par contre, on peut le faire a partir des équattom@matiques des barres 1 et 3 :

D’aprés (IV.21) et(IV.22) on a, = 2¢, (¢, = €5 = %; &, = %)

= _ 901 _oNi_ 2 (F-osA
Donce, = 2g; = 2.2 = 2.-% = EA( = )
de IV.24 :
& = (F— 0,A) 2 (IV.26)
Or & = sz + €e2
€p2 = &€ — &g = [_ (F - GsA)l [

1 [FV2

epz == | = (1+V2)os] (IV.27)

Donc on voit que pour dF>0 on ag,@ >0
La solution obtenue est donc valable tant fueF®

Quandf = F@® | |a structure est complétement plastifiée.

Le matériau étant parfaitement plastique ; il yoadaruine de systéme
Tout accroissement de charge dF>0 conduit a un&oent plastique infini.
Décharge élastique

De ce qui précéde, partons alors, de I'état jugsmtala ruine (F = £(1V.25) en procédant a

un déchargement d’un incrément dF ; dans ce ca8 dF<

Nous supposons que les barres 1 et 3 restentg@lestet la barre 2 qui était plastifiee subit

une décharge élastique.
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Chapitre IV : Plasticité des barres

Les trois barres étant en phase élastique, I'dgaililu systeme est donc toujours régit par les

éguations de la phase élastique du début, donaé€b/pl6)

Donc, de ces équation, un incrément de dF corresaon

1 2
dN;, =dN; = mdF, dN, = mdF (EﬁOftS)

(IV.28)

Et

do, _ dN, 2h/ dF
du=hdsz=2hdsl=2hT=2h_=_< )

EA  EA\2 442
_h 2
du=—".T%5 (IV.29)
Tant que les barres restent dans le domaine élasiidaut vérifier :
| Ni | 0A<0 avedl; = Njp_p, +dN, (IV.30)

Sachant que lesiNont acs+A quandF = F,

D’aprés (IV.28), on voit toujours que la barre (Rastifiera la premiére en compression avec

comme charge limithl, = |[Nyjp_p, + dN;| —0,A =0
—0A—dN, —0,A=0
dN, = —20,A (IV.31)

Cet incrément dpest produit par un incrément de charge de :

dN, = —20,A = dF

2+
dF = —(2 +V2)osA (IV.32)
D’ou

F® =F® +dF = (14 V2)o,A— (2+V2)o,A
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Chapitre IV : Plasticité des barres

F® = —g,A (IV.33)

F®étant une charge de compression, on voit alorsnqéehargeant complétement le treillis

a partir deF@ (F® - F = 0) et (d=-F®) on reste en élasticité.
Appliquons alors cette décharge compléte donnétiperément dr=-F®
On rappelle de (IV.25) :F® = (1 +v2)o,A

Donc

N; =Nz = N1|F=F2 + dN1|dF

N1:N3 ZO-SA+ dF

1
2+2

1
N, =N; = ﬁcsA (Traction)
(IvV.34)

2
+2

N, = Nyjp=p, + dNygr = 0A + 5 [-(1++2)]osA

N, = (1 — v2)osA (Compression) (IV)35

Lorsque la structure est déchargeée, les barrest([®) sont en traction et la barre (2) est en

compression
D’ailleurs on vérifie aisément I'équilibi, = —Z.gN1 = —/2N; (IV.36)

Les contraintes résiduelles proviennent des défiomsa plastiques qui ne vérifient pas les

conditions de compatibilité puisqu’en eftgt, + 0 ete,; = £53 = 0 donnent
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Chapitre IV : Plasticité des barres

€p2 #F 2£p1(IV.37). On parle alors d’autocontraintes.

Définition

Les auto-contraintes sont les contraintes résidsi@btenues apres décharge compléte d’'une

structure ayant plastifié. Elles ont pour origiae téformations plastiques qui ne satisfont pas

les équations de compatibilité. Ces contraintesiémt un systeme mecanique équilibré.

La fleche résiduelle est comme les Ni calculée rdirpde son état = F®), & laquelle on

rajoute I'incrément correspondant & dF
Ures = U| p=p, T du

QuandF = F®

u Os 2hog
82=2£1=>H=ZE=>u|F=FZ=T
D’ou

2hog, h V2
Upes = +—. F
E " EA1++2

_2hoy  h V2
ures_ E EA.1+'\/§

2hog h V2

dF = —F® ures = —p—+ .

Upes = hEGS (2 - \/E)
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Chapitre IV : Plasticité des barres

Récapitulatif

Etape FO F2 libre
F 2+2 (1++v2)osA 0
2 s
1 1
N ~o,A o5t oA
2 2442
N2 O-SA O-SA (1 - \/E)O'SA
u h oy h oy h oy
1. 2. 2 —2
E E ( \/—) E
Phase Phase élastique Phase élasto- Décharge élastique
plastique
Fléeche u
Fie: A §}
1+V2 fb-————— - ———— =
I
2 I
R
1_ - - — - .
+ 2 I :
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I
' |
| |
I ! -
2-V2 1 2 uE/c, b
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Chapitre IV : Plasticité des barres

Barre (1) et (3)

MNi'c:. A b
1 ________________
|
[
[
e e |
2 [
1 : |
= [
Z 4+ 2
W N, : :
I |
f2 Flo, A
1+ Bl 1+ ‘u"E
2
Barre (2)
Maics A &
i |-

M2

N
[
+
5§
[
+
g
2
d
>

1 —

V.6 Application numérique

Un systéme réticulé, représenté sur la figure ssdes, formé de deux barres verticales
identiques (longueur I=2m) de méme matériauctlE et de méme section A, fixées a leur
extrémités supérieures par des articulations ete®lentre-elles, en partie inférieure, a une

barre rigide.
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Chapitre IV : Plasticité des barres

E=210000 MPa ¢0=235 MPa ; d= 16 mm.

%

* :
1 60kN
3m
< »
< >4 Zm »

Déterminer les forces normales, les contraintematas, les allongements, les déformations

dans les deux barresainsi que la force F dans cle dg chargement (on supposera que le

matériau est parfaitement élasto-plastique).

Solution

2

i
A= =~ 201.06 mm?

4
IM, =0
N;.2+N,.4— F.3=0

A, AL, Nl Nyl

= b d =
2 4 E.A2 EA4
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Chapitre IV : Plasticité des barres

N;.242.N..4— F.3=0

3F

N1.10_F.3:O _)leﬁ

ou
1

Nl.l _ (Nl.Z_F.?)).l

E.A.2 E.A. 42
1 2 F.3 42 4+ 22 F.3
N1'<§+E>=F_’N1'—z.42 =

F.3.2.42 N 32
= —— = ee—
Va2 (224 42) T 22 442

Nz = 2N1

Déformation dans les deux barres

N,.1 18.103.2

Al = =
17 E.A " 210000.10°.201,06.10-¢

Al; = 8,5262.10~* m = 0,85 mm

78



Chapitre IV : Plasticité des barres

N,.1 36.103.2

Al = =
27 E.A " 210000.106.201,06.10°

Al, = 1,7052. 107*m = 1,71 mm
Les valeurs résultantes des contraintes nornsalekans les deux barres :

N, 18.10°
%1 = A T 201,06.10-6

0x1 = 8,9525.107 Pa = 89,52 MPa

N, 36.10°
%x2 = A" T 201,06.10-

0x2 = 1,7905.108 Pa = 179,05 MPa
Etat |

Dans la situation appelée état I, la contraintenabeox des deux éléments étirés est
inférieure a la limite d'élasticité de I'aciet< 235 MPa. Le matériau des deux barres est
toujours caractérisé par un comportement élasttjleedéformation longitudinale des tiges

étirées est régie par la loi de Hooke.

AL _085 _ o,
T T 2000 77
AL, 1,71
=22 _ " _g53.10*
2= T 2000 ¥
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Chapitre IV : Plasticité des barres

Etat Il (plastification de la 2 éme barre) :

L'état 1l se produit lorsque la valeur de la cointiea normale atteint la limite élastique 235

MPa dans l'un des éléments étirés. Cela se prdduog la barre numéro 2, ou :
N, = 060.A = 235.10°.201,06.107°
N, = 4,7250.10* N = 47,25 kN

Nl 4725.103.2
" E.A 210000.106.201,06.10¢

Al,

Al, = 2,2381.1073 m = 2,24 mm

A partir de la condition de déformation, il est pibde de déterminer également l'allongement

de la barre numéro 1 :

Al _ Al Al, = Al 2 2,24 2 1,12
—=—>A; =Al,.—-= — =
2 " % 1= 8= act = Liomm

Al N;.1 N = Al E.A

= — = ,—

17 EA 1 T
210000.10%.201,06.10°°

N, =1,12.1073.
1 2

N; = 2,36248.10* N = 23,62 kN

La valeur finale de la force de charge ponctugjlest déterminée a l'aide de la condition

d'équilibre statique :

M, =0

1
Ni.2+Np4—F.3=0>F=2.(N.2+Nz.4)

1
F= 3 (23,62.2 + 47,25 .4)

F = 78,75 kN
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Chapitre IV : Plasticité des barres

Compte tenu de I'hypothése initiale de I'étatdistjue la valeur de la contrainte normale
de la limite d'élasticité 235 MPa est atteinte dEn&™e barre étirée, seule la contrainte

normalesx dans la §€barre sera calculée :

N, 23,62.10°
Ox1 = A T 201,06.10-6

oyx1 = 1,1750.10% Pa = 117,50 MPa

Les déformations relatives longitudinales danslisx barres sont :

M1z,
1T T 2000 OV

_A 2200
2= T 2000

3. Etat IIl (plastification des barres 1 et 2) :

L'état Ill représente une situation dans laqualledpacité portante d'un systeme statiquement
indéterminé de poutres étirées est épuisée, carldardeux tiges, la valeur de la contrainte

normalesx atteint la limite élastique et les forces normalésetN2 sont exprimées par :
N; =N, = 60.A = 235.10°.201,06.10°°
N; = 4,7250.10* N = 47,25 kN

Nl 47,25.103.2
" E.A  21000.106.201,06.10-°

Al

Al; = 2,2381.103 m = 2,24 mm

L'allongement de la barre numéro 2 est alors débérna partir de la condition de
déformation :
X

4
=— > Al = Al =224.5 =448 mm

X1 X2 1
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Chapitre IV : Plasticité des barres

La valeur résultante de la force de charge porletdedst déterminée par :

M, =0

1
N1.2+N2.4’_F.3 :O_>F:§.(N1.2+N2.4)

1
F= 3 (47,25 .2 + 47,25 .4)

F = 94,50kN

Les déformations relatives longitudinales danglisx barres sont :

Al, 2,24 )
£ = =+ =200 = 112,107
Al, 448 )
& = = 5005 = 2.24.107
Récapitulatif :
F N1 c1 Al €1
Eiat | 18 kN 89.52 MPa 0.85 mm 4.26 10
60 kN N2 62 Al2 €2
36 kN 179.05 MPa 1.71 mm 8.53 40
F N1 o1 Al1 €1
3 23.62 kN 117.5 MPa 1.12 mm 5.60410
=atll 78.75 kN N2 62 Al2 )
47.25 kN 235.00 MP3g 2.24mm 1.12°310
F N1 o1 Al1 €1
. 47.25 kN 235.00 MP3g 2.24mm 1.12°310
=t 94.50 kN N2 02 Al2 €2
47.25 kN 235.00 MP3g 4.48 mm 2.247210
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Chapitre V

Plasticité des poutres
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Chapitre V : Plasticité des poutres

V.1 Introduction

Considérons une poutre horizontale appuyée a ses edrémités et supportant un poids
placé au milieu de sa portée comme présentée ddiggite V.1. Elle génere ce qu’on appelle

une flexion ou un moment fléchissant.

:DmprCBLIDn 7

fibre neutre )

L ————am - ) »___’_"—”

\ traction /_\

Figure V.1: Poutre simple chargé par une charge concentrér@awéie

La flexion exerce de part et d’autre de la fibreitne des contraintes variables et de signes
opposés. La face supérieure de la poutre se ragt@ous une compression et la face

inférieure s’allonge sous une traction.
V.2 Flexion plastique

La poutre qui sera chargée progressivement jusguléne aura un comportement similaire a
celui de I'éprouvette en traction si nous représensur un graphe (figure V.2) la relation
entre le moment maximum dans la poutre et sa coeirféformation représentative de la
flexion) a chaque instant de chargement. Examinor@ntenant les diagrammes des

contrainteset des déformations relativede la section correspondant au moment maximum.
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Chapitre V : Plasticité des poutres

Rappelons que dans le domaine élastique les nedasioivantes lient le moment, la courbure
de la poutre et la contrainte :

g E

5 m (V.1)
Les diagrammes représentant |'évolution des comesdet des allongementsorrespondant
de la section étudiée sont donnés dans la figudel llongement relatie dans la section
sera proportionnel a la distance y a partir deelagutre pour un rayon de courbure donné R
tant que la poutre aura un comportement élastiquecgrrespond a la partie 0-1-2 de la
courbe desfigures V.2 et V.3. A partir du point@ eprésente le moment ou la contrainte
dans les fibres extrémes de la section devieneégtd limite d'écoulemeny, fla courbure de

la poutre cesse d'étre proportionnelle au moment.Bldiagramme des contraintes qui avait
une forme bi-triangulaire change de forme avecpdaion progressive de deux parties
rectangulaires symeétrigues aux extrémités du dmagra; les allongements cessent alors
d'étre proportionnels aux contraintes et augmeriteatrapidement (points 4 et 5 des figures
V.2, V.3et V.4). La partie rectangulaire du diagraendes contraintes correspond a la limite
physique de la valeur de la contrainte qui ne pastétre supérieure a la limite d'écoulement
fy. Cette évolution du diagramme des contraintes imoat jusqu’au moment ou elles
deviennent égales a la limite d'écoulement fy sutet la hauteur de la section. A cet instant,
qui correspond a des déformations théoriquemeintiésf (diagramme N°5 de la figure V.4),
une ROTULE PLASTIQUE se forme. Les figures V.2 eB Vhontrent que le comportement
de la poutre est régi par deux valeurs fondamenthlanoment qui sont dt M. Mel est le
moment qui correspond a la fin de la partie élastide la courbe quand la contrainte dans les
fibres extrémes supérieures et inférieures attainaleur de la limite d'écoulement fy. Mpl
qui est le moment de résistance plastique de ldiosequand les contraintes sont
uniformément égales a la limite d'écoulement fyteute la hauteur de la section correspond

a la formation de la rotule plastique.
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/R
Figure V.2: Diagramme moment-courbure pour une poutre fléchie
Section droite M >> M=
doublement M<M, M=M, M>M_ M >>M M= M
symétrique £ <y £=1, F=ry £=¢

Figure V.3: Diagramme du moment courbure d'une poutre en ftexio
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Chapitre V : Plasticité des poutres

Figure V.4: Evolution des allongements et des contraintes

V.3 Calcul du moment plastique M.

V.3.1 Cas d'une section de forme quelconque

La formation de la rotule plastique correspond egrmme bi-rectangulaire de contraintes
pour une section de forme quelconque. La sectiant &ntierement plastifiée, les contraintes

sont égales a la limite d'écoulemenstir toute sa hauteur (figure V.5).
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Figure V.5 : Répartition des contraintes dans une sectionifiast

T=/[fdA =fA (V.2)

C= [f,dA; = fA, (V.3)

Pour respecter la condition d'équilibre, il fauedgu= C, donc Al = A2

Par conséquent, l'axe yy’' passant par le point ageara la section en deux parties d'aires
égales ; il sera appelé I'axe des aires égalas.dbit pas étre confondu avec I'axe passant par
le centre de gravité de la section, ce qui esasequiand la section n'est pas symétrique.

Calculons le moment de résistance de la section :

M= {[yodA (V.4)
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Dans le cas ou la section est entierement plastiig toute sa hauteur, la contrainte vaut + fy
dans la partie supérieure de la section gtddns la partie inférieure de la section. Le

momentde résistance de la section qui est le moptastique M est égal a :

M=Mp=[yifydAi+ [y.fydA; = f,(fy1 dA1 + [y, dAy) (V.5)

Les intégrales représentant les moments statigaeshdque demi-section, on peut donc

réécrire I'expression pour le moment plastique :

Mp, = f,(S1+ S3) = f, Wpy (V.6)

Ou Wy qui est la somme des moments statiques de chaouiesdetion par rapport a I'axe

des aires égales est appelé le module de résigtiastEjue de la section.

V.3.2 Cas de la section rectangulaire

Dans ce cas, I'axe passant par le centre de gmwita section et I'axe des aires égales se
confondent. Les moments de résistance élastigpiagiques seront donc calculés par rapport

au méme axe horizontal (voir figure V.6 et V.7).
Calculons le moment élastique:M

Nous savons que :
o M
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Nous pouvons a partir du diagramme bitriangulage cbntraintes de la figure V.6 calculer
Mel:

Mo =f,1/ (%) = £, (%) = £, Wey v.7)

!z

r!
|

T-_h._ _..!.._ _._.? .........

|

I
b'l f,

Figure V.6 Diagramme bi-triangulaire des contraintes

Quand le diagramme des contraintes est bi rectamgugs = fy sur toute la hauteur de la
section dans le diagramme de la figure V.7), le mwminde résistance plastiquesMe la

section est égal a I'expression suivante :

Figure V.7 Diagramme bi-rectangulaire des contraintes
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MPl = fy(Sl + Sz) = fy(ZS) = fy WPl (V8)
_hh bh?
- 724 8
Wp, = 28 = bh?
Pl — - 4
bh?
Mp = fy—~

Calculons le rappoi¥l pi/ Meiqui représente le facteur de forfie" de la section

- (555 ()
11\\/;: ; =15

Ce rapport qui est constant pour toutes les sextientangulaires est une caractéristiqgue

géométrique importante de la section.

Dans ce cas, l'axe passant par le centre de gawilé section et I'axe des aires égales sont
confondus. Les moments de résistance élastiquasttques seront donc calculés par rapport

au méme axe horizontal (voir figure V.6 et V.7).

V.3.3 Facteur de forme f

La valeur du facteur de forme f a été calculée rpam certain nombre de

sections(tableauV.1).
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TableauV.1 : facteurs de forme de diverses sections.

We Wpl f
F, bh? bh?
K ; z
3 1.5
i 3 1 3
on| & .
¥
¥ T 2t\* 1 2t\°
t \ N3 — — _n3 — _—
1@ | =P [1 (1 D)l 6" [1 (1 D)l
1.27
r% 1 dh? dh? 1.1a1.2
L E‘{Iﬁh bht + T bht + T
b
|

Le facteur de forme mesure le bénéfice dans lategsie dO a la plastification par adaptation
dans la section. La contrainte ne pouvant pas dépdsce bénéfice provient des moments

supplémentaires intérieurs induits par la plastifen progressive des fibres de plus en plus

proches de l'axe neutre.
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V.4 Notion de rotule plastique

Nous allons étudier le comportement d’'une poutmredaux appuis simples chargée a mi-
portée par une force concentrée P. La section gedtate a un moment de résistance plastique

qui est égal a M.

Si la charge croit progressivement, le moment marinaugmentera jusqu'a ce qu'il soit égal
a Mp le moment de résistance plastique de la sectionsavons (voir figure V.5) que les
déformations dues a la courbure de la poutre séstgrandes dans les sections plastifiées de
la partie centrale de la poutre par rapport awordéditions dans les autres parties restées

elastiques qui sont tres petites en comparaison.

Si toutes les déformations sont supposées coneenti@ns la partie centrale de la poutre au
point ou le moment flechissant est maximum (M m)Mes trongons de part et d’autre restés
élastiqgues peuvent étre considérés comme rigidaspédt penser que ces deux trongons
rigides tournent par rapport au point central quicemporte donc comme une articulation.
Cependant la caractéristique principale de cetieusation que I'on appelle « rotule plastique

», qui concentre toutes les déformations en cetpest qu’elle reste rigide tant que M gibt

gu’elle permet la rotation relative des deux trargzassemblés des que MM

La figure V.8 montre le comportement de la poutnargl la rotule plastique s’est formée a
mi-portée au point de moment maximum. Dés que tidese forme au centre de la poutre,
les déformations deviennent trés importantes etquent la ruine de la poutre sur deux

appuis par la formation d’'un mécanisme.
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P
Zone plastifiée
X 2,
£s J’i -
£
_—- L
T P
R I
i R
T i M
i + TP
:. — ’ — =~
A P
.'ﬁ-"‘--.._ =
T i —
AT Fotule plastique - _f_f_,.f,;;,‘;,:
--\"""--\-.._\_\__ '-\-..?_{l_,.:- __'_,.-'-""-F#
-..__\__ﬂ.'____.

Figure V.8 : Principe du fonctionnement de la rotule plastique

IV.5 Diagramme moment- courbure

Il est possible de trouver une relation entre len@iot et la courbure pour une section donnée.
Cela permet d’analyser la progression de la pleatibn dans la section. Trouvons d’abord la
relation permettant de définir la courbure de letisa. Considérons une portion de poutre
fléchie de longueudy qui est initialement droite puis fléchie en un deccercle (voir figure
V.9). Ceci n'est théoriquement vrai que pour la flexipure mais cependant I'erreur

commise est faible quand les moments varient lg tnla travée.
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6x2 = 6:( (1 + St)

Figure V.9 : Trongon de poutre fléchie

Il faut rappeler que les sections droites restéangs et que la distribution des allongements
a une forme bi-triangulaire quel que soit la dsttion des contraintes dans la section. Si la
longueur de l'arc définissant I'axe des allongermentls doit rester égal & nous

obtiendrons pour les longueurs des arcs supérigues inférieurdxo.

6x1 =0, (1 - &)

Ox2 = 0,(1 + &)

Les relations géométriques suivantes sont obtesapestir de la figure :

R X8 =56,

Nous obtenons en remplac@itparR x 6

(R+2,)0 =6,(1+¢;) (V.10)
(R—2z)0 =6,1—¢,) (V.11)
Ces deux équations donnent a leur tour (V.10)-1YV.1

Zl + Zz == R(St + SC) V12)
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La courburey est donc égale a

gttéc

= = ¢ V.1
Z]_'l‘ZZ ( 3)
La courbure maximale élastique est donc
_ 2Xge _ 2Xg
Xe = Zitzg R (V.14)

Examinons le cas ou la plastification se propagesdme section dont le diagramme des
contraintes est représenté sur la figure VLEOcourbure reste toujours liée a la distance d de

l'interface élastique plastique a I'axe neutre lparelation

x=2 (V.15)

Xe = 277 (V.16)

r'y

h/2 — .

( Zone d
A 4
A
Elastiqu d I
h/2
+

A 4

Figure V.10 : Diagramme de contraintes élastique-plastique
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Chapitre V : Plasticité des poutres

Quand la courbure tend vers l'infini, d tend ve&azet la rotule plastique correspond au

pliage a bloc de I'élément, c’est-a-dire a une bate égale a 2/ h.

Cette valeur de la courbure maximale est physiquémelicable. Quand la rotule se forme,
la section est plastifiée sur toute la hauteur.dlEsigements aux extrémités de la section qui
sont égaux mais de signes opposés doivent étrasifour que les sections restent droites, ce

qui est physiquement impossible.
V.5 Application

Déterminer I'évolution du chargement pour une psutectangulaire dans un cycle de
chargement (on supposera que le matériau est teantait élasto-plastique).

I=6mb=20mm h=80mm,j=235MPa
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Chapitre V : Plasticité des poutres

Solution

1. Stades de plastification

1.
|.‘.'
|
Y h'“'"]."_'_"i' 2.
|
L] !
b
Q—I—.
= T
3.
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Chapitre V : Plasticité des poutres

2. Calcul du chargement maximal sur la poutre

Stade 1
|,
|
4 |
|
y h I y
|
|
b |
Myl - F.I‘
1 h 2
Myl _Efyibgh
1 2
My = £ b. b,
=f M L
Myl —_ y'Wyl _>Wy1 ?—g . Wyel
q l.lz
Mgl = Mpax = e8
1
Wi = ¢ b.h? = 220.80?

99

fy

2/3h

|




Chapitre V : Plasticité des poutres

We = 2,13.10*mm3
We = 2,13.105m3

2
o _fy_Mel_qel-l
max Wel 8Wel

= Qe =

8.2,13.107°.235.1000
62

el =

ge = 1,11 KN/m

Stade 2

1 1
Myz = fy b —h+§fy.— b §h
M= (124 ) by
27 \4'4 8 3) 7Y
11,
My, = Z=b.h?f,
My, 11
WYZ_T_Eb'h =Wyel,pl

lZ

8'Wel' fy
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Chapitre V : Plasticité des poutres

2
__ Qerprl
Mel,pl— T

We|’p|:% b. h2

11 ,
Wel,pl = EZO 80

Welpl = 2,93.10*mm?

Welpl = 2,93.1075m?

Melpl Qelpl-lz 8-Welpl-fy
= = d = d 1, l = —_
Omax fy Wel,pl 8Wel,pl - qeLp lz
8.2,93.107°.235.1000
qelpl = 62
q el,pl = 1,53 KN/m
Stade 3
|,
I
| g
A
I
. F
I +
y f | y
- - - - - - h/2
| F
L 3 I
b I fy
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Chapitre V : Plasticité des poutres

My3 = F.I‘
h h
My3 = fyzbz
My3 = Zb hzfy
M 1
__y3
Wy3 T thz Wypl
q pl.lz
M, = ——
pl 8
1 2
Wpl = th
W, = 1 20.807
pl — 4
Wy = 3,2.10*mm?

W, = 3,2.1075m?

Mpl _ qpl.lz 8.Wp1.fy

0. = = — = - — —
max fy Wl 8Wpl q p1 12

8.3,2.107°.235.1000
qpl = 62

qpi = 1,67 KN/m
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