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Introduction

Ce cours intitulé théorie de mesure et intégration est destiné aux étudiants de troisiéme
année licence. Les étudiants doivent au préalable avoir suivi les cours d’analyse et d’algébre de
premiére anné licence, le cours de topologie et les cours d’analyse de deuxiéme année licence.
L’objectif de ce cours est de construire une théorie de 'intégration donnant des théorémes de
convergence efficaces, cette théorie permet la définition de I'intégrale d’une fonction par rapport
a une mesure, cette nouvelle intégrale appelée intégrale de Lebesgue compléte la notion déja
acquise d’intégrale de Riemann et fournit des outils mathématiques de base.

La théorie de mesure est & la base de la théorie des probabilités, qui elle-méme sous-tend
celle des statistiques, dont les applications s’étendent & tous les domaines de la science. Les
probabilités permettent également une activité importante de simulation.

Le chapitre 1, englobe les notions sur la théorie des ensembles nécéssaires a la compréhension
de ce cours.

Le chapitre 2, est réservé aux notions de tribus et de mesure.

Le chapitre 3, traite les fonctions mesurables et les variables aléatoires.

Le chapitre 4, les fonctions intégrables.

Le chapitre 5, est reservé au produit d’espaces mesurés et leur application aux probabilités.
A la fin de chaque chapitre, il y a une série d’execices avec leurs corrigés.

En fin quelques sujets d’examens avec leurs corrigés sont mis en annexe.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Indicatrice d’un ensemble

Définition 1.1.1. Soit A une partie d’un ensemble E. L’indicatrice de A est la fonction notée
14 et définie de l’ensemble E dans R par :

1 sizeA
ﬂA(x)_{ 0 sizg A
De la définition [1.1.1] on peut déduire que :
1. 1y est I’application nulle,
2. 1g est I’application constante : Vz € B,z +— 1,
3. Z 14(x) = cardA (cardA c’est le nombre d’éléments de A).

zel
Propriétés 1.1.1. Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Alors,
1. A=B& 1, =13,
Tae=1—1a,
Lanp = 1alp,
Lavp =1a+1p — lang,
Ipp=1a(1—1p) avecz € A\B&x € ANa ¢ B,
Laap =14+ 1p —21gnp avec AAB = (AN B°) U (BN A°).

S G o e

Démonstration 1. La preuve des propriétés 1., 2. et 3. est laissée en exercices pour le lecteur
(il suffit d’appliquer la définition de lindicatrice).

Pour la propriété 4. il suffit d’écrire AU B = (A°N B€)¢ et d’appliquer les propriétés 2. et 3.
Pour la propriété 5. il suffit d’écrire A\ B = AN B et d’appliquer les propriétés 3. et 2.

La propriété 6. est une conséquence des propriétés 4., 3. et 2. |



1.2. Fonctions et opérations ensemblistes Chapitre 1. Préliminaires

1.2 Fonctions et opérations ensemblistes

Définition 1.2.1. Soient E et F deuzr ensembles et soit l'application f : E — F. L’image
directe de A (A C E) par Uapplication f est notée f(A) et définie par :

fA) ={f(=), v € A} ={y, y = f(z), z € A},
ye f(A)<=3JxecA: y= f(x).

L’image réciproque de B (A C E) par Uapplication f est notée f~1(B) et définie par :
“N(B) = {x, f(x) € B},
re f7YB) s f(z) € B.

Proposition 1.2.1. Soient E et F' deux ensembles, B une partie de F', et ¢ une application
de E dans F', alors :

Lo-ip) = Ip oy
Démonstration 2. Soit z €¢ B

I pye)=1 & zep'(B)
& p(r) e B
& lp(p(r)) =1

o (1poy)(z)=1.

En passant a la négation en trouve 1,-1(g)(r) =0 & (Ipop)(z) =0, dot
Vo € E, 1,-1p)(z) = (1o p)(x). u

Proposition 1.2.2. Soient A et B deux parties de E ; C' et D deux parties de F.
On a les propriétés suivantes :
f0)=0;
ACB:>f(A) C f(B),
f(AUB) = f(A)U f(B)
f(ANB) Cf(A) f(B )
J(A) # (f(A)

)¢ en général,
-1

C)c fYD),

990.\299“4.\.‘@@&‘
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1.2. Fonctions et opérations ensemblistes Chapitre 1. Préliminaires

13. AC f71f(A), on a égalité si f est injective.

Démonstration 3. 1. Par l’absurde : supposons f(0) # 0,

fM)#0 = Jyef0)
= Jzxel: f(x)=y

ce qui est absurde, donc f(0) = 0.
2. Soity e F,

ye f(A) Jr € A; f(z) =
dz € B; f(x) =
y € f(B)

f(A) C f(B)

Yy
ycar ACB

A

3. Par double inclusion :

(¢) F(A)UF(B) C f(AUB)?

(AC AUB)A (B C AUB) = (f(A) C f(AUB)) A (f(B) C f(AUB)) d’apres 2.

donc f(A)U f(B) C f(AUB).

(b) f(AUB) C f(A)U f(B) ? Soity € F,

4. (a) f(ANDB) C f(A)

(b)

ye€ f(AUB) JdJre AUB; f(x) =y
Jre AvIz e B;f(x)=y
ye f(A)vye f(B)

y € f(AU[(B),

R A

donc f(AUB) C f(A)U f(B).
Nf(B)?

(ANBCA)A(ANBC B)= (f(ANB) C f(A) A (f(AN B) C f(A)) d’aprés 2.

donc f(ANB) C f(A)N f(B)
montrons que f(A)N f(B) C f(AN B) nest pas vraie par le raisonnement et par un

contre exemple.
Soit y € F,

ye f(ANF(B) = ye f(A)rye f(B)
= HxleAtqy=f(f£1)/\5|l"2€Btqy:f(l?)v

st 1 # xo (f nlest pas injective), on a pas le résultat.

Contre exemple : Soit f une fonction de R dans R défine par f(x) = x2.
Soient A = {1,2,3} et B = {4,-2,1,3} donc AN B = {1,3}, f(A) = {1,4,9},
f(B) ={16,4,1,9} et f(ANB) ={1,9} on a4 € f(A)N f(B) mais 4 € f(AN B).

5. Montrons que les deux inclusions sont fausses.
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(a) ye f(A°) & drx e A°:y = f(x)
S’il existe z € Ay = f(2) (f non injective) alors y € f(A) et doncy ¢ (f(A))°
(b)) ye (f(A) e y¢ f(A) e Vee Ay f(a)
Si on a aussiVx € A%y # f(z) (f non surjective) alors y ¢ f(A°).
(c) Contre exemple : Soit f une fonction de R dans R défine par f(z) =1
et soit A = {2} donc A° =R — {2}, f(A°) =1, f(A) ={1} et (f(A))*=R—{1}.
6. Soit x € I,

r€ f7HC) = f(x) € C par définition de image réciproque d’un ensemble
= f(x)€D carC CD
= =z € f4(D).

7. Par double inclusion

(a) f7H(CND)C f~HO)NnfH(D)?
(CND c C)A(CND C D) = (f~(CnD) c f~HC)A(f~H(CND) C f(D)) d’apres 6.

donc f~Y(CN D) c f~YC)n f~1(D).
(b) montrons que f~1(C)N f~YD) c f~H(C N D).
Soit x € E,

ze f~HC)nf (D) ze fHC) Az e f7Y(D)
f(x) e CA f(x) e D
f(x)eCND

z € f~H(CnND).

el

8. Par double inclusion :

(o) fFHCO)UfH(D)C f7H(CUD)?
(C ¢ CUD)A(D c CUD) = (f71(C) c f~HCUD)A(f YD) c f~H(CUD)) d’apres 6,

donc f~Y(C)u f~YD) c f~Y(CuUD).
(b) f~Y(CuD)c f~YC)u f~YD) ? Soit x € E,

ref{(CuD) = f(x)eCUD
= f(x)eCV f(z)eD
= zecfYC)vxe fYD)
= z€ fH(C)Uf (D),

donc f~Y(CUD) c f~Y(C)u f~1(D).
9. Soit x € I,
xr € f~1(D°) f(x) € D¢
f(z) ¢ D
v ¢ (D)
z e (f~H(D))".

Tt



1.3. Suite de parties d’un ensemble Chapitre 1. Préliminaires

10. Par double inclusion

(@) 7 An) € | f7H(An) 7 Soit z € B,

neN neN

fl) e | An

neN
dneN: f(z) € 4,
IneN:ze 1A,
ze A,

neN

re 7 An)

neN

-

) |J @A) c iU 4n) ?

neN neN

Vm e N; A, C U A, = VmeN;f (A4, cC ffl(U Ay) d’aprés 6.
neN neN

= U @) i Aw.

neN neN
11. Par labsurde : Supposons f~1(0) # 0, Soit x € f~1(0)
e fH0) = f(z) €0 ce qui est absurde.

Pour la preuve des deux derniéres propriétés, voir exercicdll du TD 1.

1.3 Suite de parties d’'un ensemble
Soit (Ap)n>0, une suite des parties d'un ensemble E.

Définition 1.3.1. On définit les deux parties de E suivantes :
limsup 4, = ﬂ U A,
" kEN n>k

elle est notée aussi imA,, ou A*.
n

lim inf A, = U N 4n

keNn>k

elle est notée aussi limA,, ou A,.

n
Définition 1.3.2. Soit (By,)n>0 une suite de parties de E.
La suite (By,)n>0 est dite croissante si : ¥n Bp C Bpy1.
La suite (By,)n>0 est dite décroissante si : ¥Vn Bpi1 C By,
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Proposition 1.3.1. Soit (A,), une suite de parties d’un ensemble E.

+o0
limsup A4, = {z € E; Z 14, (x) = +oo},
n n=0

+oo
limniann ={z € E; Z 1 4¢ (7) < 4o00}.

n=0

Démonstration 4.

r € limsup A, <= zx¢€ ﬂ UA"
" keNn>k
= VkeNzel]A,
n>k
< VkeN,dng >k, z € Ay,
< {n:xe€A,}infini
—

—+00
Z 1a,(z) =4o0.
n=0

:celimniann — zx€ U ﬂAn
keNn>k
Ik eN,z e () An
n>k
JdkeN,Vn >k, x € A,
{n:xz & Ay} fini car card{n :z ¢ A,} <k
{n:xe€ AS}fini

+o0
> Lag(x) < +oo.
n=0

[

Propriétés 1.3.1. Soient (Ap)nen €t (Bp)nen deuz suites de parties d’un ensemble E :
1. limsup(A, U B,) = (limsup A,) U (limsup By,),
n n n

2. limsup(Ay) = (liminf A4,)¢,
3. liminf(A5) = (limsup 4,)°¢,
n n
4. limsup(A, N By,) C (limsup 4,,) N (limsup By,),

5. Ilﬂ B, = inf 1p, avec irelfNIan DT 7irelg]l,gn(ac) :irelfN{]an(x)},

neN
neN
6. 1 = sup I, avec sup 1, : x +— sup g, (z) = sup{lp, (z)},
U B, neN neN neN neN
neN

10



1.3. Suite de parties d’un ensemble Chapitre 1. Préliminaires

7. liminf(A,) C limsup(4,,).

n

Démonstration 5. 1.

z € limsup(A,UB,) & z¢€ ﬂ U (A, U By)
" keNn>k
< VekeNIn>kze (A, UBy)
& VkeN3In>k(re A, v:ceB )
& (VEeN,In>k;ze A,)V (VkeN,3n > k;x € By)
e ve(VJAnvee ) Bn
keNn>k keNn>k
e ee (N Uanu UBy
keNn>k keNn>k
< 1z € (limsup A,,) U (limsup B,,).
2.
imsup(45) = () J 49
" keNn>k
= () 4w
keN n>k
= (U N4
keNn>k
= (liminf A,)¢.
3.
liminf(AS) = [ [)(45)
" keNn>k
= UJ 4
keN n>k
= (U
keNn>k
= (limsup A4,)°.
4.

x € limsup(A, N By,) x € ﬂ U (A, N By)

" keN n>k
Vk € N,3ng > k;z € (Ayy N Bpy)
Vk € N,3ng > k;(x € Apy A € By,)

(VE e N,3ny > kyx € Apy)) AN (Vk € N,3ng > k;x € By, )(n1 = ng = na)

ze () JAnrze (| Bn

keNn>k keNn>k

ze((VJAn () U B

keNn>k keNn>k
€ (limsup 4,,) N (limsup By,).
n n

T4 ¢

3

i3

11
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5. Pour tout x € F,

inf 1 =
Lo 15.(2)

6. Pour tout x € E,

suplp, (z) =
neN

on a:
inf {15, (2)}
in{l
min{lp, (z)}
1 siVneN1p, (x)=1
0 sidngeN,1p, (z)=0
1 sixe€e m B,

on a :

sup{1p, ()}
neN

max{1lp, (x)}

neN
1 sidng €N, 1p, (z)=
0 sivneN,1p, (z)=0
1 sixe€e U B,

1

neN
0 size ﬂBfL:(UBn)C
neN neN

neN

7. Voir TD 1 exercice[3, page[24)

Définition 1.3.3. (Convergence) On dit que la suite d’ensemble (Ay)n>0 converge si

On note :

limsup 4,, = liminf A,,.
n n

lim A,, = limsup A,, = liminf A,,.

n

Proposition 1.3.2. Si la suite (Ayn)n>0 est croissante (resp. décroissante), alors lim A,, existe

et :

Démonstration 6.

D’une part on a : m A, = A donc liminf, A, = U Ag.
n>k keN

limA, = U A, (Resp.lim A,, = m Ap).

1. Supposons que (Ap)n>0 est croissante (i.e. pour tout n, A, C Apt1).

D’autre part, on a pour tout k € N, U A, = U Ay car Ay, C At

n>k neN

12



1.4. Généralités sur R Chapitre 1. Préliminaires

donc

limsup A4,, = m U A, = U A,.

keNneN neN
2. Supposons que (Ap)n>0 est décroissante (i.e. pour tout n, Any1 C Ay),
on a :
limsup 4, = limsup B}, avec B, = A,
! (lirg inf B),)¢ d’apres la propriété 2.

(U B,,)¢ d’apres ce qui précéde car B, est croissante (Ap11 C Ay = A; C A7 L)
neN

- ﬂBg

neN

= ) 4n

neN
lin% inf A, = lirr%1 inf By, avec B, = A;,
= (limsup B,)¢ d’aprés la propriété 3.

(U B,,)¢ d’apres ce qui précéde car B, est croissante (Apy1 C Ay = A C A5 L)
neN

- ﬂB;

neN

= ) 4n.

neN

1.4 Généralités sur R

1.4.1 La droite achevée

On définit un homéomorphisme entre R et un intervalle ouvert de R que 'on prolonge.
Considérons, par exemple I’application

f: R - ]-1,1]
T

La fonction f est un homéomorphisme (i.e. une application réciproque bicontinue), sa réciproque
f1(y) = —.= est continue. Comme Dintervalle ouvert | — 1,1[ a pour adhérence dans R

V1-y? B
I'intervalle compact [—1,1], I'idée pour construire R est d’ajouter deux éléments notés —oo et
400 & R pour en faire les antécédants de —1 et 1 par un prolongement f de f a R.

Définition 1.4.1. On appelle droite achevée, l’ensemble

R=RU{—00} U {+00}.

13
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On prolonge a R la relation d’ordre définie sur R, en écrivant
VeeR —oo <z <400

—o0 est le plus petit élément de R, +oo est le plus grand élément de R.

On définit aussi : - -
R+ :R+U{+OO}, R_ :R_U{—OO}

et
fri=f, f(=00):= =1 et f(+00) :i= +.1

Remarque 1.4.1. La relation < est une relation d’ordre total sur R.

1.4.2 Quelques notations dans R

Pour tout a € R, on a : |a| = sup{a, —a}, ay = sup{a,0} et a_ = sup{—a,0}.
Conséquence : a = ay —a_ et |a| = a4 +a_.

1.4.3 Prolongement des opérations algébriques

1. Va €] — 00, 40|, (+00) + a = a + (+00) = 400,
2. Va € [~00,+00], (—00) +a =a+ (—00) = —00,
3. Va €]0, +00], (+00).a = a.(+00) = 400,
4. Va €0, 4+00], (—00).a = a.(—o0) = —00,
5. Ya € [—00,0], (+00).a = a.(+o0) = —o0,
6. Va € [—00,0], (—00).a = a.(—o0) = +o0.
N.B. Pour utiliser a + (—a) = 0, nous devons supposer que a est fini.

Proposition 1.4.1. 1. L’application § définie de R dans Ry par
Ve,y e R, d(z,y) = |f(x) — f(y)| est une distance sur R,

2. L’application identité Id : (R, dr) — (R, |.|) est un homéomorphisme,
3. (R,6) est un compact,
4. R est un ouvert de R.

Démonstration 7. 1. (a) Siz,y €R

S(z,y) =0 = f(z)=f(y)
= [(z)=[f(y)

= x =1y car f est bijective

(b) SizeRety=—o0, f(x)=f(y) < I"S_H =122 +1 =22 absurde.
(¢c) SizeR ety=+oo, f(z)=fly) & ;H =1 22+ 1 =22, absurde.

14
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(d) Six=—o0 ety=+oo, f(z) = f(y) & 1 =—1, absurde.

Dans les trois derniers cas on a montré que x # y = d(x,y) # 0 donc la contraposée est
ausst vrage.
Les autres propriétés d’une distance proviennent des propriétés de la valeur absolue.

2. f=1Id:R — R est bijective, son application réciproque est f~1 = Id : R — R, définie
par : Yy €R, f7H(y) =y
Soit zg € R, f est continue en xg si Ve > 0,30 > 0 : djr(x, z0) <1 = d(f(z), f(z0)) <6,
avec d(x,y) = |z — y|.
Comme Or(x, x0) = | f(z) — f(wo)| = d(f (), f(x0)), il suffit de prendre n = €. Donc f est
continue, de la méme fagcon, on montre que f~' est continue.

3. R= fﬁl([—l, 1]) est un compact comme image réciproque d’un compact par une applica-
tion continue & valeur dans un espace séparé (on rappelle que tout espace métrique est un
espace topologique séparé).

4. R = ffl] — 1,1] est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application
continue.

Corollaire 1.4.1. Os(R)NR = O||(R) ou O4(E) désigne ’ensemble des ouverts de la topologie
définie sur E par la distance d et O4(E)NR ={0ONR,0 € O4(E)}.

Démonstration 8. Soit . o
i: (R,].]) — (R,0)
T > x

[injection canonique qui est continue comme composée de deux applications contmueslﬂ.
Pour tout O € Os(R), i *(0) ={z € R;i(z) € O} ={z e Ryz € O} =0NR € O (R)
Réciproquement : Soit O un ouvert de (R, |.|), comme Uapplication Id est continue (on a vu que
f = Id est un homéomorphisme) alors Id=*(O) = O est un ouvert dans (R,dr), par définition

de la topologie induite sur R par celle de R, il existe w un ouvert de R telqgue O = wNR, comme
R est un ouvert dans R, alors O est un ouvert dans R (comme intersection de deuz ouverts). W

1.4.4 Topologie sur R,

La topologie sur R, est la topologie induite par celle de R, c’est aussi la topologie induite
par R. B
Si on considére l'espace métrique (Ry,djg, ), fio.q = (0,1, [.]) — (R4, 0g, ) est un homéomor-

phisme, les boules ouvertes de (R, 5|@+) sont les images des boules ouvertes de ([0, 1], [.])-

Définition 1.4.2. 1. Soit O C Ry, O est un ouvert si pour tout a € O, on a :
a) Si0<a< oo, alors il existe e € RY t.qla —e€,a+€[C O,

1. Sij est I'injection canonique de (R, §jg) dans (R, ), alors j =io0Id, d'otti = jolId ', comme la topologie
trace est la topologie la plus fine rendant l'injection canonique continue, alors j est continue, on a aussi montré
que Id est un homéomorphisme, donc Id ™! est continue, d’oul 4 est continue.
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b) Sia =0, alors il existe o € RY. t.q.[0, a[C O,

c) Sia= o0, alors il existe « € Ry t.q.]Ja,00] C O.

Définition 1.4.3. Pour A C R, on appelle borne supérieure (resp. inférieure) de A le plus petit
des magorants (resp. plus grand des minorants) de A.

Propriété 1.4.1. Dans R, toute partie A admet une borne supérieure notée sup A, et une borne
inférieure notée inf A.

En effet : dans R, toute partie A est majorée par +o0o et minorée par —oo.
Si A =0, on peut écrire A =]z, 2] on a donc, Vo € R, Vy € §; z <y <z, dou Vo € R, x est
un majorant du (), par définition de la borne supérieure, sup ) = —oo.
De méme tout élément de R est un minorant du ), et par définition de la borne inf, on obtient :
inf ) = +o0.
C’est le seul cas ot la borne sup est inférieur a la borne inf.

Proposition 1.4.2. Pour tout a et b dans R, tel que a < b, on peut toujours trouver un c dans
R et méme dans Q vérifiant a < ¢ < b.

Démonstration 9. 1. Si a et b sont finis donc a,b € R, le résultat est connu (voir cours
analyse 1).
2. Sia=—00 etbestfini,a<<b—1<b, daprés le premier cas, il exite ¢ dans Q telque
b—1<c<hb.

3. Sia est fini et b =400, a < a+1<b, d’aprés le premier cas, il exite ¢ dans Q telque
a<c<a-+l1.
|

Proposition 1.4.3. Dans R toute suite croissante (resp. décroissante) admet pour limite sa
borne supérieur (resp. sa borne inférieure).

Définition 1.4.4. Soit (uy)nen une suite de nombres réels, on définit la limite inf et la limite
sup comme suit :
lim inf u,, := sup(inf uy)

n n k>n

lim sup u,, := inf(sup ug).
n n kzn

Remarque 1.4.2.

. VUnp = infk>n Uk
Soient B = ,
Wy = SUDg>, Uk
donc

vo = inf{ug,uy,...}
vy = inf{uy,ug,...}

vo = inf{ug, us,...}
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d’oti (v )nen est croissante, ainsi

limv,, = supv, = liminf u, € R.
n n n

De méme, (wn)nen est décroissante, donc

lim w,, = inf w,, = limsupu,, € R.
n n n

Proposition 1.4.4. Soit (uy) une suite G valeurs dans R.

1. limsupuy, est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (up)n.
n
2. liminf u, est la plus petite valeur d’adhérence de la suite (uy)y.

Démonstration 10. Supposons la suite (uy) bornée. Montrons que a = limsupu, est une
n

valeur d’adhérence de la suite (uy,), il suffit de trouver une sous suite de (u,) qui converge vers
a.

Comme les ensembles A, = {ug;k > n} sont tous majorés (puisque la suite l’est), on peut
bien définir pour chaque n le nombre sup(Ay). Comme de plus Ap+1 C Ay, pour tout n € N, la
suite (sup(Ay))n>o0 est bien décroissante. Comme la suite (un)nen est aussi minorée, la suite
(sup(Ayp))n>0 est une suite décroissante minorée, donc convergente vers une limite .

Considérons Ay, d’aprés la définition de la borne supérieure,
Ve > 0,3Ny € N tel que : sup Ag — € < un, < sup Ao,
en particulier pour e =1 on a :

‘supAo —1 < un, <supAp

Considérons Any+1, pour la méme raison
Ve > 0,3N; € N, N; > Ny € N telque :sup An,+1 — € < un, <sup Any+1
en particulier pour € = %, on a:

1
sup Any+1 — 5 <un, Ssup ANg+1

Considérons Ay, +1, pour la méme raison
Ve > 0,dN2 € N, Ny > N; € N telque :sup Ay, 41 — € < un, < sup An,+1

en particulier pour € = %, on a:

1
sup An,+1 — 3 < U, <sup An, 41

Par récurrence, on consruit une suite strictement croissante ¢ : N — N, telle que ¢(0) =
No, (1) = Ni,...0(p) = Np, ..., telle que

1
sup U, = sup Agp(nfl)+1 ——< Up(n) < sup Aip(nfl)+1 .
E>p(n—1)+1 n
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Les deuz suites (sup A o(n—1)+1 — 1)n et (sup Ay (n—1)41)n tendent toutes les deuz vers I, quand
n tend vers +oo (noter que ¢(n) > n), il en est de méme pour (Uy(y))n, €t nous avons ainsi
trouvé une suite extraite de la suite (up)n>0 convergeant bien vers l. Le nombre | est valeur
d’adhérence de la suite (up)n>0-

Soit a = 1111111 Sup Uy, -
On montre que a est supérieur ou égal G toutes les valeurs d’adhérence de la suite (up)neN.
Soit b une valeur d’adhérence de la suite (up)nen. Il existe donc : ¢ : N — N telle que
@(n) = 400 et uypy)y — b quand n — +o0o. Comme Gy(n) > Upn) pour tout n € N, on a
donc, en passant & la limite quand n — +00, a > b. a est donc la plus grande valeur d’adhé-
rence de la suite (Up)neN.

Si (un)nen est une suite de nombres réels non majorée, c’est a dire VM > 0,3n € N;u,, > M
Pour M =1, dn; € Njuy, > 1,
la suite (up)n>n, est encore une suite non majorée (c’est la suite d’origine a laquelle, on a
enlevé un nombre fini de termes),
donc Ing > ny; uy, > 2, etc....on a pour tout k, la suite (up)n>n, est non majorée donc
Ingr1 > ng s Uny, > k+1,
cette sous suite tend vers +00 car up, , >k + 1.
Le cas ot (up)nen est une suite de nombres réels non minorée, est laissé en exercice (on adapte
le raisonnement précédent). |

Proposition 1.4.5. Soit (uy)nen une suite d’éléments de R et f : R — R une fonction mono-
tone et continue. Alors :

fimy, (u,)) = lim, f(uy) et f(lim,, (u,)) = lim,, f(uy) si f est croissante ,
fimy, (u,)) = lim,, f(u,) et f(lim,, (u,)) = lim, f(uy) si f est décroissante .

Démonstration 11. Supposons f croissante, soit w, = SUDg>p, Uk -
Soit n € N, on a par continuité de f :

f(limsup, un) = f( lim supuy)

n—-+oo k>n

= f( lim wy,)

n—-+4o0o

— lim f(w)

n—-4o00

= lim f(supug).

n—-+00 k>n

Montrons par double inégalité que f(SUPg>,, Ur) = SUDg>,, f(ur) :
Soit n € N, pour tout k > n, on a :

up Swn = flug) < fwn)
= SUPg>n f(u
= Supgs, f(uk
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Par définition de la borne sup, on a Ve > 0,3k > n;w, — e < up < wy,
en particulier pour € = %, on a : 3k > n,

wn—%<uk§wn = lim wup = wy,
k——+o0

c’est a dire :

Ve > 0,3IN € N,Vk > N, |f(u) — f(wn)] <,
d’autre part on a :

f(wn) flwn) = f(uk) + f(uk)

| f(wn) — f(ug)] + f(ur)
€+ f(uk)
€ + Supg>y f (k).
Comme € est quelconque on déduit que f(wy) < supgs,, f(ux), c’est a dire :

f(supgs,, ug) < supys,, f(ug) pour liminf, on adopte le méme raisonnement. pour f décrois-
sante, on pose f = —g, on se raméne au cas de f croissante. [ |

ININIA I

Propriétés 1.4.1. 1. 8i (an)n>0 €t (bn)n>0 sont deuz suites de nombres réels, on a :
. <
Vn.a, < b, infa, < infb, )
supa, < supb,

2. liminf u,, <limsupu, (i.e. lim supui < lim inf uy),
n n n—+00 >, n—+oo k>n

3. liminf(—u,) = — lim sup u,,.
n n

Démonstration 12. La preuve de ses propriétés découle des propriétés suivantes vues en pre-
miére année :

1. inf(—A) = —sup(A),

2. sup(—A) = —inf(A4),

3. ACB=inf B<infA <supA <supB,

4. Yn,u, < v, = lim u, < lim wv,,

n—-+oo n—-+o0o
et en remarquant que les ensembles A, = {ug; k > n} vérifient Vn € N, A,41 C A, et bien sir
en utilisant la définition de limsup et liminf d’une suite d’éléments de R. |

Proposition 1.4.6. liminfu, = limsupu, =1 € R <= limu, =1 € R.
n n n

Démonstration 13. Comme R est un espace métrique alors :
limu, =1 € R =1 est la seule valeur d’adhérence de (uy)n, et d’aprés la proposition(1.4.4]), on
n

a liminf u, = [ = lim sup u,,.
n n

Réciproquement : Comme R est compact, d’aprés le théoréeme de Bolzano Weistrauss, (un)n
admet au moins une valeur d’adhérence. D’autre part,

liminfu, =1 =limsupu, = (un), admet une seule valeur d’adhérence -
n n -
= (up)n converge vers | car R est compact.
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Définition 1.4.5. Soit (fy)ren une suite de fonctions réelles définie sur un ensemble 2. On
définit limsup f,, et liminf f,, somme suit :
n n

limsup f, : =+ limsup f,(z)
liminf f,, : =+ liminf f,(x)

SiVz € R, liminf f,(x) = limsup f,(z) = f(x), on dit que (fp)nen converge sur Q vers f a

valeurs dans R.

Proposition 1.4.7. On a les propriétés suivantes :

lim sup :[]‘An = :H-lim sup,, An et hH}nlDf ]]-An = :H-lim inf,, Ap
n

Démonstration 14. Découle de la définition précédante et des propriétés[1.3.1] [ |

1.5 Les ensembles dénombrables

Définition 1.5.1. Soient E et F deux ensembles, on dit que E est équipotent a F (on note
cardE =cardF ), s’il existe une bijection entre E et F.

Remarque : L’équipotence est une relation d’équivalence.

Exemple 1.5.1. P(E) est équipotent a {0,1}F ({0,1}F est I’ensemble des applications de E
dans {0,1}).

En effet, lapplication f définie de P(E) dans {0,1}¥, par YA € P(E), f(A) = 14 est une
bijection : L’injection provient de la propriété 1. de la fonction indicatrice.
Pour la surjection : Soit g : E — {0, 1} une application, il existe A € E telle que g = 14 , On
prend A =g Y1} = {z € E;g(z) = 1}.

Exemple 1.5.2. N et 2N sont équipotents. En effet :
f+ N — 2N

n 9 est une application bijective.

Lemme 1.5.1. (de Cantor) Il n’existe pas de surjection de E dans P(E), donc E et P(E) ne
sont pas équipotents.

Démonstration 15. Soit f : E — P(E) une application quelconque, montrons que cette
derniére n’est pas surjective.

Soit A ={x € E;x ¢ f(x)} Montrons que cette ensemble qui est un élément de P(E), n’a pas
d’antécédent par la fonction f.

A C E par définition de A donc A € P(E).

Supposons (par l'absurde) qu’il existe a € E telque A=f(a).

a € Asac€ fla) & aé¢ A contradiction donc notre hypothése est fausse c’est a dire Ya €
E; f(a) # A et donc f n'est pas surjective. |
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Notation : a) S’il existe une injection de E dans F, on notera cela par : cardE < cardF.
b) Si cardE < cardF et E et F ne sont pas équipotents, on notera cardE < cardF.
Théoréme 1.5.1. (de Bernestein)

1. 87l existe une injection de E dans F', alors il existe une surjection de F' dans E.

2. Sl existe une surjection de E dans F', alors il existe une injection de F' dans E.

3. Sil existe une injection de E dans I, et une injection de F dans E, alors E et F sont

équipotents.

Corollaire 1.5.1. La relation < est une relation d’ordre total sur les cardinauz.
Si E C F alors cardE < cardF'.

Définition 1.5.2. (ensemble fini) Un ensemble E est fini s’il est vide ou si on peut l’écrire

sous la forme {x1,x9,..., 2y} avec les x;, 2 a 2 disjoints et n € N. Ou encore :
On dit q’un ensemble E est fini, s’il est vide, ou s’il existe n € N* telque E soit en bijection
avec {1,2,...,n}. On dit que E a n éléments et on note cardE = n. Card) = 0 (I’ensemble

vide a zéro éléments)

Proposition 1.5.1. Soit E un ensemble, n et p deux éléments de N*, s’il existe une bijection
de E dans {1,2,...,n} et une bijection de E dans {1,2,...,p}, alors n = p. Ainsi le cardinal
d’un ensemble est défini de maniére unique.

Proposition 1.5.2. 1. Toute partie A d’un ensemble fini est finie et cardA < cardF
2. Soit f : E — F une application.
(a) Si f est injective et F est fini, alors E est fini et cardE < cardF .
(b) Si f est surjective et E est fini, alors F est fini et cardE > cardF .

Proposition 1.5.3. Soit E un ensemble fini. Si A est un sous ensemble de E,avec A # E, il
n’ y a pas d’injection de E dans A.

Démonstration 16. Soit A C FE. S’il existe une injection de E dans A, alors d’aprés la
proposition [1.5.3; cardA < cardE < cardA donc cardA = cardE, et par unicité du cardinal,
A = FE, contradiction avec [’hypothése. |

Définition 1.5.3. (Ensemble infini)
Un ensemble E est dit infini, s’il n’est pas fini.

Proposition 1.5.4. S’l existe un sous ensemble strict A, d’un ensemble E telque, il existe une
injection de E dans A, alors E est infini.

Démonstration 17. C’est la contraposée de la proposition précédente.

Exemple 1.5.3. N est infini. En effet :
f: N - N-{0}

est une application injective, et N — {0} est un sous ensemble strict de
n — n+l1

N.
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Proposition 1.5.5. S’il existe une injection de E dans F et si E est infini, alors F' est infini.
Dés qu’un ensemble contient une partie infinie, est lui méme infini.

Proposition 1.5.6. Un ensemble E est infini, si et seulement si, il existe une injection de N
dans E

Exemple 1.5.4. Z, Q, R sont infinis.
NCcZcQcCR.
P(N) est infini, et cardN < cardP(N).
Définition 1.5.4. (Ensemble dénombrable)

1. Un ensemble E est dit dénombrable, s’il existe une injection de E dans N.

2. L’ensemble E est dit infini dénombrable si E est équipotent a N.

3. Un ensemble est dit au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.
Exemple 1.5.5. Z, est infini dénombrable. En effet :

I N — Z
2n — n est une application bijective
2n+1 — —m-—1

D’apreés le théoréeme de Berstein on a la définition équivalente suivante :
Définition 1.5.5. Un ensemble E est dit dénombrable, s’il existe une surjection de N dans E.

Exemple 1.5.6. [0, 1] n'est pas dénombrable, en effet :
Soit f : N — [0, 1] une application, par définition d’une application, on a :¥n € N, f(n) € [0,1];

les images f(n) sont de la forme 0,...... donc, on peut écrire
f(0) = 0,ap-..
f(1) = 0,ana11a21a31 ...
f(2) = 0,ap2a12a2203 . ..
f(3) 0, ap3ai3as3ass - . -
f(n) = 07 aAona1na2na3n . . . Qpn - - -
On choisit un élément x de [0,1] telque x = 0,b1babs ... avec b; # a;;, cet élément n'a pas

d’antécédant dans N par une fonction quelconque f, donc, il n’existe pas de surjection de N
dans [0, 1]

Proposition 1.5.7. 1. Si A= {z;,i € I} avec I est dénombrable alors A est dénombrable.
2. Toute partie A d’un ensemble dénombrable E est dénombrable.

3. Si A est infini, E est dénombrable et A C E, alors E est infini dénombrable.

Exemple 1.5.7. : Comme N* C N et N est dénombrable alors N* est dénombrable.
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Exemple 1.5.8. : Comme [0,1] C R et [0,1] n'est pas dénombrable alors R n’est pas dénom-
brable. car : Si R était dénombrable, d’aprés la proposition ci dessus, [0, 1] le serait aussi.
] I = A o o
Démonstration 18. 1. s P est une application surjective, comme I est dé-
K3

nombrable,il existe une surjection, Sy : N — I donc la composée S o S; : N — A est
surjective, d’otu A est dénombrable.
14 : A —

a
Comme E est dénombrable il existe une injection i : E — N, on a donc ['application
composée iois: A — N qui est injective d’ot A est dénombrable.

2. est une application injective

Corollaire 1.5.2. Une réunion dénombrables, d’ensembles dénombrable, est elle méme dénom-
brable. Autrement dit si (A;)icr est une famille d’ensembles dénombrables avec I dénombrable,
alors A = U A; est dénombrable.

i€l
Démonstration 19. Comme pour tout i € I, A; est dénombrable, on peut écrire :
Vi eI, Aj = {xni,n € N}, alors A = {zn4,(n,1) € N x I} est dénombrable car N x I est
dénombrable. |

Corollaire 1.5.3. Si les ensembles, Fv, Eo, ..., B, sont dénombrables, alors le produit, E1 X
Ey x ... x B, est dénombrable.

St tous les E; sont non vides, alors E1 X Fs X .... X E,, est infini dénombrable, dés que l'un deux
est infini dénombrable.

Démonstration 20. Par récurence sur n :

n
Soit P(n) : Ey, Ea, ..., E, sont dénombrables= H est dénombrable.
i=1
Pourmn — 2 FEq est dénombrable = iy : E1 — N injective i: EiyxFy — N
o FEs est dénombrable = dis : F5 — N injective
est wnjective.
On suppose la propriété vraie a l’ordre n et on démontre a l'ordre n+1, c’est a dire, on démontre

que (P(n) = P(n+ 1)) est vraie (facile a faire). [ |

Exemple 1.5.9. : Comme N est dénombrable N x N est dénombrable, aussi, pour p € N*, NP
est dénombrable.

Exemple 1.5.10. : Comme N* et Z sont dénombrables, alors Z x N* est dénombrable.

Conséquence :
: ZxNY —
v (pq) g est une application surjective donc , d’aprés le théoréme de Berstein,
’ q

il existe une injection de QQ dans Z x N*, comme ce dernier est dénombrable, alors Q est
dénombrable.
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1.6. Exercices Chapitre 1. Préliminaires

1.6 Exercices

1.6.1 Enoncés
Exercice 1. Soit A un sous ensemble d’un ensemble E, et soit B un sous ensemble d’un
ensemble F, montrer les deux propriétés suivantes :
1. ff~YC) C C, on a égalité si f est surjective,
2. AC f71f(A), on a égalité si f est injective.
Exercice 2. 1. Montrer que les suites (Ap)n>1 €t (Al)n>1 de parties de R définies par :
A, =[—2,1] et A}, =] — 1, 1] admettent des limites et montrer que leur limite est égale @
[0, 1]

2. Donner un exemple de suite non constante de parties de R dont la limite est ]0,1].

Exercice 3. Soit E un ensemble et (Ap)n>0 une suite de parties de E. On pose

Sy, = UAn et Ty, = ﬂ A,
n>k n>k
Démontrer ce qui suit :

1. (Ty)k>0 est croissante.
2. (Sk)k>0 est décroissante.
3. liminf A, C limsup A,

1-(~1)"
.

1. De quelle partie de N la fonction n — u, est elle la fonction indicatrice ?

Exercice 4. Soit la suite u,, =

2. Calculer liminf u,, et limsup u,,.

Exercice 5. (supplémentaire) Montrer que :

+o0 too

b= (Va— b+~ Ja bl = (Ylab+ |
fo:ol 1 “+00 =t 1

[a, b]= ﬂ]a—ﬁ,b[, Ja, b= U]a,b—ﬁ[ et ] —o0,a] = | J[n.al.
n=1 n=1 nez

1.6.2 Corrigés
Exercice 1. , Soit f : E — F une application, AC E et C C F
1. f(f71(C)) c C ¢ Soity € f(f1(C))

y e f(f~1C)) = Tz e f~YC);y = f(x) par définition de f(A) avec A= f~(C)
= f(x) € C par définition de f~1(C)
= yeC cary= f(zx).
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Supposons f surjective et montrons l'inclusion inverse.
yeC = dxe€ E;y= f(x) car f est surjective
= f(x)eCcarf(z)=yetyel
= x € f1(C) par définition de f~1(C)
= f(z) € f(f~HC)) par définition de f~1(C)
= ye f(f71(0)) cary = f(a).
Si f n’est pas surjective, on a pas toujours l’égalité ; par exemple, soit C = {1,4,9,—1}

et :
f: R - R

r = 1z
ona:f~HC)={1,-1,2,-2,3, -3} et f(f~1(CO)) = {1,4,9} £ C.
2. AcC f7if(A)?
reA = f(x)e f(A) par définition de f(A)
&z € f7Yf(A)) par définition de f~1(B) avec B = f(A).
jective et montrons l’inclusion inverse.
v € f7Yf(A) & f(z)€ f(A) par définition de f~1(D) avec D = f(A)
& Jz € A, f(x) = f(z) par définition de f(A)
= x =z car [ est injective
= zecA
injective, on peut avoir x # z et x ¢ A, par exemple :
soit A=1{1,2,3,—1} et
f+ R = R
r =z
On a: f(A) ={1,4,9} et f7Y(f(A)) ={1,-1,2,-2,3, -3} # A.

Supposons f in-

St f n’est pas

Exercice 2. 1. Comme _71 < n_—Jrll < 1, alors Apn+1 C A, pour tout n > 1, c’est a dire

(An)n>1 est une suite décroissante, donc elle est convergente et sa limite est donnée d’aprés

le cours par lim A, = ﬂ A,.

n—-+00
n>1

Montrons que m A, =[0,1]; par double inclusion.

n>1
Commme _71 < 0 < 1 pour tout n > 1, alors [0,1] C [_71,1],;001”’ tout n > 1 donc
[0,1] € (] An-
n>1
Inversement
xEﬂAn = Vn>1,z¢€ A,
n>1

= Vnzl,%él‘ﬁl
il suffit de montrer que x > 0, par l’absurde, supposons que x < 0, on obtient
vn>1,=L<z<1l = ¥n>1-1<=1<z2<0
= Vn>11>1>—g
= Vn>11<n<=1
absurde pour n = [=t] +1, on an > =% donc x >0, d’ot x € [0,1].

2. La suite (By)n>1, définie par By, = [%, 1] est une suite croissante, sa limite est donnée par
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lim = U B,,. En adaptons le raisonnement précédent, & la suite (Bp)p>1, on montre
n—-+00 -
n>1
que U B, =]0,1].
n>1

Exercice 3. Pour tout k € N, on a :

1. T, = A N Ak+1 N Ak+2 N Ak+3 N... et T = Ak+1 N Ak+2 N Ak+3 N... donc T, =
A NTyy1 C Tyq, par suite (Ty)gen est croissante.

2. On a aussi, Sy = A U A1 U Ao U Agys U ..ol et Sga1 = A1 U Agio U Az U ...
donc Sk, = A U Sgy1 D Try1, d’ot (Sk)ren est décroissante.
3. Pour toutkeN, onaT, C S, etVn>k, T, C T, CS, CSi Donc
Vn >k, T, C S pour tout k € N, c’est a dire :
Ty C Sp, T C Sy, To C Sy, 135 C Sp, ...
T, C Sl,TQ C Sl,Tg C Sl,T4 C Sl, ...avec Ty C T
Ty C Sy, 15 C S5, Ty C S9,T5 C So,...avec Ty C Ty CTs.

Donc

Vk €N, | Tk C S,
keN
c’est a dire
Vk € N, liminf A,, C S},
d’ou

1irr}liann C ﬂ Sk,
keN
c’est a dire
liminf A,, C limsup A,,.
n n

0 st n estpair

1 si n est impair

Donc uy = 14(n), avec A est l’ensemble des entiers naturels impairs.

lim inf u,, = sup,,cn(infr>, ug) = 0 car infg>, up = inf{0,1,0,1,...} =0

et lim sup u,, = inf,en(supy>, ux) =1 car supy>,, ux = sup{0,1,0,1,...} = 1.

Exercice 4. On remarque que u, =
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Chapitre 2

Tribus et Mesures

2.1 Tribu ou o algébre

Définition 2.1.1. Soient E un ensemble, T une famille de parties de E (' C P(E)). La famille
T est une tribu sur E si T vérifie :

i) EeT .
ii) T est stable par passage au complémentaire, c’est a dire que pour tout A € T, on a A° =
CFA eT.

iii) T est stable par union dénombrable, c’est a dire pour toute famille dénombrable (Ay)nen C
T, on a U A, eT.
neN

Remarque 2.1.1. Noter que
1. De i) et ii), on déduit que ) € T.
2. La stabilité par passage au complémentaire et la stabilité par union dénombrable donne la
stabilité par intersection dénombrable.
Propriétés 2.1.1. Soit T une tribu sur un ensemble E, alors :

1. VA, BeT, AUBE€T (ie. T est stable par union finie),
VA,BeT, ANB €T (i.e. T est stable par intersection finie),
VA,BeT, AB=ANBeT,

VA, BeT, AABeT,
V(An)n C T, liminf A, € T,
V(Ap), C T, limsup 4, € T.

S

Démonstration 21. 1. VA, BeT, AUB=AUBUQU...UDU...= UAneTavec

neN
Ao=A, Ay =B et A, =0, pour n > 2.
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2.VABeT, ANB=ANBNEN..NEN...= (A, €T avec Ag=A, Ay = B et

neN
A, =FE, pourn > 2.

3. VA, BeT, AAB=ANDB°®eT dapres la propriété 2. et la définition d’une tribu.
4. VA, BeT, AAB=(ANB°)U(BNA® €T d’apres la propriété 3. et 1.
5. Y(An), C T, liminf A,, = U ﬂ A, €T d’apres la stabilité par union et par intersection

keNn>k
dénombrables de T'.

6. Y(Ap)n C T, limsup A,, = ﬂ U A, €T d’apres la stabilité par union et par intersection

keNn>k
dénombrables de T.

Exemples de tribus :
1. T = {0, E} est la plus petite tribu de parties de E.
2. P(E) est la plus grande tribu de parties de E.

3. Tribu trace : Si 7" une tribu sur un ensemble E et F' C E, alors Tr = {ANF; A€ T} est
une tribu sur F, appelée tribu trace de T sur F.
En effet :

(a) F=ENFeTpcar E€T..
(b) Soit B € Ty,
BeTr = B=ANFavecAecT
= EFB:EFAUBFF
= CpB=(F\A) U
= (pB=A°NFET, car A€ T.
(C) Soit (Bn)neNeTFa
(Bp)nen € Tr = B, = A, N F avec A, € T pour tout n € N

= UB.=J@unF)

neN neN
= UBnGN:(UAn)ﬂFGTF, car UAnET
neN neN neN

4. Tribu image directe : Si T’ est une tribu sur E, f : E — F une application, alors T' =
{B C F, f~1(B) € T} est une tribu sur F appelée tribu image directe. En effet :

(a) fFfUYF)=E€T,donc FeT.
(b) Soit B €T,
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. BCF
BeTl = {f
BC:CFBCF
:>{ (f"Y(B))¢ € T car T est une tribu
= {B c -1 c
F7HB) €T car f71(B) = (f~(B))
= B°eT.

(c) Soit (By)nen C 17, on a donc pour tout n € N,

B, CF
fY(By)eT

UBncF

= neN
U 1 ) € T car T est une tribu
neN

UBucF

= neN

(| Bn) €T car f7H(|J Ba) = (| Bn)

L neN neN neN
:>UBneT’.
neN

BnET,:>{

5. Tribu image réciproque : Si T' est une tribu sur F, f : E — F une application, alors
T = ffl(T/) ={fYB),B ¢ T/} est une tribu sur E, appelée tribu image réciproque.
En effet :

(a) E€cTcar E=f Y F)et FeT.
(b) Soit A €T,
AcT=A=fYB)ouBeT
= A°= (f1(B))°
= A°=fYB°) €T car B T.
(c) Soit (An)nen C T, on a donc pour tout n € N,

A, €T =A,=f 4By, ouB,eT

= J4a.=Jr

neN neN
= JAn=r"(Bn)eTcar | JB,)eT.
neN neN neN

29



2.1. Tribu ou o algébre Chapitre 2. Tribus et Mesures

Conséquence : T = f"HT') C T :Eneffet C € T & 3B e T;C = f1(B) & f7YB) €
T;C = f~Y(B) ce qui implique C € T.

Définition 2.1.2. (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque et T une tribu. on
appelle E univers des possibles, les éléments de E les éventualités, et les éléments de T les

événements.On appelle événement élémentaire un singleton de T. On dit que deur événements
A et B sont incompatibles st AN B = ().

Définition 2.1.3. (Ensemble mesurable- probabilisable, partie mesurable- probabilisable) Soient
E un ensemble, et T une tribu sur E. Le couple (E,T) est appelé espace mesurable (ou probabi-
lisable). Les parties de E qui sont (resp. ne sont pas) des éléments de T, sont dites mesurables
ou probabilisables (resp. non mesurables, non probabilisables)

Définition 2.1.4. (Algébre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E, la famille
A est une algébre sur E, si elle vérifie :

i) T est stable par passage au complémentaire, c’est a dire que pour tout A € A, on a A° € A.
ii) T est stable par union finie, c’est a dire pour tout A,B € A, ona: AUB € A.

Remarque 2.1.2. De i) et ii), on déduit que O, E € T
Remarque 2.1.3. Toute tribu est une algébre.

Proposition 2.1.1. (Stabilité par intersection des tribus) Soient E et I deux ensembles. Pour
tout i € I, on se donne une tribu T; sur E, alors ﬂ T, est encore une tribu sur E.
i€l
La preuve de cette proposition est laissée au lecteur.
Cette proposition nous permet de définir la notion de tribu engendrée.

2.1.1 Tribu engendrée

Définition 2.1.5. (Tribu engendrée) Soient E un ensemble, et C C P(E). On appelle tribu
engendrée par C, la plus petite tribu contenant C.On la note o(C).

Exemple 2.1.1. La tribu engendrée par {A}, ot A est un événement est donnée par

o({A}) ={0, A, A°E}.

Proposition 2.1.2. o(C) est lintersection de toutes les tribus contenant C (cette intersection
est non vide car P(E) est une tribu contenant C).

Démonstration 22. ¢(C) C ﬂ T; ?

1;,CCT;
C C T, = C CNT;, d’aprés la proposition précédente NT; est une tribu (contenant C)mais par
définition de o(C), cette derniére est la plus petite tribu contenant C, donc o(C) C ﬂ T;.

1;,CEeT;
(| Tico(C)?
1;,CCT;
m T; C T pour tout j tel que T; contient C, en particulier m T; C o(C) car o(C) est
;,CCT; 1;,CCT;
une tribu qui contient C'. |
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Exemple 2.1.2. Soit (E,T) un espace mesurable et A C P(E), avec A # {0} et A # {E}.
Déterminer o(A), o({0}) et c({E}).

Corollaire 2.1.1. Si C est une tribu alors o(C) = C. En particulier o(o(C)) = o(C).
Démonstration 23. Découle immédiatement de la définition de la tribu engendrée.
Corollaire 2.1.2. Soit E un ensemble et C; C Co C P(E) alors o(C1) C o(Ca)

Démonstration 24. Découle immédiatement de la définition de la tribu engendrée.

Lemme 2.1.1. (Lemme de transport) Soient E et F deur ensembles et f : E — F une
application, on a donc pour tout ensemble C de parties de F,

a(f7H(C)) = fH(a(C))-

Démonstration 25. Voir exercice [4] page [69

Tribu engendrée par une partition

Définition 2.1.6. Soit E un ensemble. On appelle partition de E une famille finie ou dénom-
brable de parties non vides de E ¢ disjointes deux o deux et dont ['union est égale o E.

Proposition 2.1.3. (Tribu engendrée par une partition) Soit E un ensemble et (A;)icr une
partion de E, alors la tribu engendrée par cette partition est donnée par :

o((Ai)ier) = {U A;,J C 1,J au plus dénombrable }

i€J

Démonstration 26. C' = {U Ai,JJ C I,J au plus dénombrable } est une tribu avec I au plus
ieJ
dénombrable. En effet :
1. )eC caT(Z):UAi avec J = .
i€J
2.
BeC = B= UAi, J C I, avec J est fini si I est fini et J est dénombrable si
i€J
I est dénombrable
= B‘= U A, JC C I, avec J¢ est fini si I est fini et J¢ est dénombrable si
iege
I est dénombrable
= B°eC.
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3.
(Bp)nen CC = B, = U A, Jp C I avec Jy, est fini si I est fini et J, est dénombrable si
1€Jn
I est dénombrable
= U Ba=Unen |J A1 Jnc1
= UB": U Ai,UJnCIcwec UJ” est fini si
neN ic U Jn neN neN
neN
I est fini et U Jn est dénombrable si I est dénombrable
neN
= |(JBnecC
neN
Pour tout i € I, A; peut s’écrire A; = U Aj avec J = {i} donc Vie I,A; € C d'ou C est une
jeJ

tribu telle que {A;,i € I} C C, donc o((Ai)ier) C C, par définition de la tribu engendrée.
Comme {A;,i € I} C o((Ai)ier) donc U Aj € 0((Ai)ier) car o((Ai)ier) est une tribu stable

jeJcl
par union dénombrable et aussi par union finie, d’ou C' C o((Ai)icr), par suite C = o((A;)ier)-

]
Exemple 2.1.3. Soit (Ay)nercn une partition de E. Caractériser les éléments de o((An)ner)

pour, I ={0,1}, I ={0,1,2}.

Tribu borélienne

Rappel : Une topologie sur F est donnée par une famille de parties de E, ces parties sont
appelés ouverts de E, contenant, () et E, stable par union quelconque et stable par intersection
finie. L’ensemble F muni de cette famille de partie (qui constittue la topologie), est un espace
topologique.

Définition 2.1.7. (Tribu borélienne) : Soit E un ensemble muni d’une topologie. On appelle
tribu borélienne (ou tribu de Borel) la tribu engendrée par ’ensemble des ouverts de E, cette
tribu sera notée B(E). En notant O(E) la famille de tous les ouverts de E, on a ainsi

B(E) = o(O(E)).

Les éléments de la tribu borélienne sont appelés les boréliens de E. Dans le cas ot E = R, cette
tribu est donc notée B(R).

Proposition 2.1.4. La tribu borélienne est aussi engendrée par les fermés.
Démonstration 27. La démonstration est laissée en exercice pour le lecteur.

Exemple 2.1.4. 1. Les ouverts et les fermés sont boréliens.
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2. Tout sous ensemble dénombrable d’un espace métrique (qui est un espace topologique sé-
paré) est borélien, car c’est une réunion dénombrable de singletons (qui sont des fermés).

Proposition 2.1.5. On note C; l’ensemble des ouverts de R, Co = {|a,b[,a,b € R,a < b} et
Cs = {]a, o0, a € R}. Alors 0(C1) = 0(C2) = 0(C3) = B(R).

La preuve de cette proposition est basée sur le lemme suivant :

Lemme 2.1.2. Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts
bornés.

Démonstration 28. (Proposition)
1. 0(C1) =0(Cy) ?

Rappel : tout intervalle ]a, b[ est un ouvert de R muni de la topologie usuelle.
En effet : soit x €]a,b|, soit r = inf(|x — al,|z —b|), alors x €]z — r,x + r[Cla, b][.
Comme Cy C C1, d’apres le corollaire[2.1.3, on a o(C2) C o(Cy).
Pour Uinclusion inverse, il suffit de montrer que Cy C o(Ca).
Soit O un élément de Cq,
si O =10, alors O =|a,a[€ Cy C o(C2),
51O # 0, d’apres le lemme précédent, or on a O = U I, avec I C N et I, € Co C 0(C2),

nel
donc O € o(Cq) car cette derniére est une tribu (stable par union finie ou dénombrable

voir Propriétés , donc on C; C o(C2) et par suite o(C1) C o(Cq), car o(Cy) est la
plus petite tribu contenant Cq.
2. 0(Cy) =0(Cs3) ?
(a) Cg C U(CQ) :
Soit Ja, +o0[€ C3, on a]a,+oo[= U]a,n[,
neN
comme |a,n[€ Co C o(Ca), pour tout n, alors U la,n[€ o(C2) car o(Ca) est une tribu

neN
(stable par union dénombrable) donc C3 C o(Ca) et pare suite o(Cs) C o(Ca).

(b) Co C o(C3) : Soit |a,ble Ca, on a :
la,b[ = J]a,4o0[N] — o0, b]
= Ja,+oo[N([b, +o0[)¢

or [b, +o00[= ﬂ]b — %,—f—oo[ et

neN
Jb— 1, tooleCs Ca(Cs) = (lb- % toole o/(Ca)
= 7[LbE,N+oo[€ o(Cs
= [b, +o0[=] — 00, b€ o(C3)
= |a,b[=]a, +oo][N] — o0, ble 0(C3).
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Proposition 2.1.6. La tribu de Borel est aussi engendrée par 'une des classes suivantes, ot a
et b sont des réels vérifiants —oo < a < b < 400 :

Cy= {[a7b[}7 Cs = {]a7 b]}7 Co = {[av —i—OO[}, Cr = {] - OO,G,[}, Cs = {] - oo,a]}.

Proposition 2.1.7. Soit B(R) la tribu borélienne sur R et soit I € B(R) (un borélien), soit
B(I) = 0(Oy) la tribu engendrée par les ouverts de I et Ty la tribu trace de B(R) sur I, c’est a
dire Tr ={BNI,B e BR)}. Alors :
1. Tr={C e B(R):C CI}.
2. Tr = 0(Or) avec Or ={0ONI,0 € Or}(Topologie trace : topologie induite sur I par celle
de R).

Démonstration 29. 1. Par double inclusion :
Soit C € T, alors il existe B € B(R) tel que C = BNI, comme I € B(R) donc C € B(R)
et C C I doncTr Cc {CeBR):CcCI}.
Inversement, Soit C € B(R) telque C C I, alors C =C NI, donc C € Ty.

2. Soit l'injection canonique

i I — R
T = T
ona:i Y (B(R)) = {i"'(A); A€ B(R)} avec
i~ A) = {zelli(x) € A}
= {zxel/xec A}
= AnlI,
donc
iTN(B(R) ={ANT;AcBR)}| (2.1)

D’autre part, d’apres le lemme du transport, on a :i~*(B(R)) = i~ (c(OR)) = o (i~ (OR))
ori Y (Or) = {i71(B),B € Or} avec i '(B) = BnNI,
donc i1 (Or) ={BNI,B ¢ O} =0y, dou

i (BR)) = o(0))] (2.2)

Des équation (2.1) et (2.2)), on a 0(Or) ={ANI;Ac B[R)},
c’est a dire |o(Or) =17 |. [

On peut généraliser la proposition précédente comme suit :

Proposition 2.1.8. Soit E un espace métrique, alors tout ensemble F C E est lui méme
un espace métrique, et posséde donc sa propre tribu borélienne B(F). Alors B(F) = {B N
F,B € B(E)}. Autrement dit Un ensemble A C F est un borélien de F s’il est de la forme
A=BNF ouBeB(E).

En particulier si F' est un borélien de E. Alors B(F) = {A € B(E)},A C F}. Autrement dit :
A C F est borélien dans F' si et seulement si, il est borélien dans E.

Conséquence Si F' est un borélien de E, alors tout borélien de F' est un borélien de E.
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Les boréliens de R

Proposition 2.1.9. (Les boréliens de R). Pour A C R, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. A est un borélien de R ;
2. ANR est un borélien de R ;

3. A est de la forme B ou BU{+00}, ou BU{—00} ou BU{—00,+0c0} ot B est un borélien
de R.

Démonstration 30. 1. = 2. est une conséquence de la proposition précédente.

2. = 3. Découle de la proposition précédente.

3. = 1. vient du fait que tout borélien de R est un borélien de R, par la proposition précédente
car R est ouwvert dans R donc borélien, et que {+o0o} et {—oc} sont boréliens dans R car fermés.

Proposition 2.1.10. La tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles de la forme
la,+], a € R.

Démonstration 31. Comme |a, +-00[=]a, +oo]NR est un borélien de R, d’apres la proposition
précédente, |a, +oo] est un borélien de R, donc {]Ja,+o0o/a € R]} € B(R) par suite

o({]a, +00/a € R]}) ¢ B(R)|. (2.3)

D’autre part, on a :
] 4 00, +00] = 0 € o({]a, +o0]}).
] — 00, +OO] = U] -n, +OO] € O'({]CL, +OO]})
neN
Pour tout a € R, [a,+00] = ﬂ lg, +o0] € o({]a,+oc]}) (intersection dénombrable d’élé-

q€Q:q<a
ments de o({]a,+o0]})).

Ainsi o({]a, +o0]}) contient tous les intervalles |a,+oo] et [a,+o0] pour a € R. Par passage
au complémentaire, on voit que o({]a, +o0]}) contient les [—o0, a] et [—o0, a[, pour tout a € R et

donc tous les singletons {a} = [—o0, a]N[a, +00] poura € R, en particulz’er‘ {—o0} € o({l]a, +a]}) ‘

et ‘ {+o0} € o({]a, +o0]}) ‘, et donc on a aussi, |a, +oo[=|a, +o0] \ {+00} € o({]a,+0]}), c’est
a dire {]Ja, +oo[,a € R} C o({]a, +o0]}), par suite ‘ B(R) C o({]a, +]}) ‘

Comme d’apreés la proposition précédente, on a B(R) = {B, BU{+00}, BU{—0o0}, BU{—00,+00} ou B €
B(R)}, on déduit que

B(R) C o({]a, +o0]}) | (2.4)

De (2.3) et (2.4), on déduit que | B(R) = o({]a, +o0],a € R}) | [ ]

Remarque 2.1.4. De la méme fagon, on peut montrer que | B(R) = o({[—o0,b[,b € R})|.

Les boréliens de R
on a d’aprés la proposition BRy)={AecBR;);ACR,}={4A€BR);ACR,}.
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Proposition 2.1.11. (Les boréliens de Ry ) Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. A est un borélien de R,
2. ANRy est un borélien de Ry,
3. A est de la forme B ou BU {400}, ou B est un borélien de Ry.

Remarque 2.1.5. SiACR,, ANR, = ANR.
Conséquence : A € B(R;) si et seulement si ANR € B(R).

Proposition 2.1.12. La tribu borélienne B(R ) est aussi engendrée par les classes suivantes :
J1 ={la, +],a € Ry}, Jo = {]a, +oo[NR,a € R},

T3 :={[0,z[;x € Ry} et Ty = {[0,2];2 € Ry}

La tribu borélienne B(R) est aussi engendrée par les classes suivantes :

Z) = {[a,+0],a € R}, Iy = {] — 00,a],a € R}.

2.1.2 Les systémes de Dynkin
Définition 2.1.8. (Les systémes de Dynkin) Soit E un ensemble et D une famille de parties
de E. On dit que D est un systéme de Dynkin, s’il satisfait aux axiomes suivantes :

1. FeD,

2. A¢ D,BeD,BC A= A\B¢eD,

x
3. 8i (An)n>1 est une suite d’éléments de D, disjoints deuz & deux alors U A, €D.

n=1

On peut vérifier que I'intersection de systémes de Dynkin est un systéme de Dynkin.

Proposition 2.1.13. 1. Une tribu est toujours un systeme de Dynkin.

2. Soit D un systéme de Dynkin qui vérifie, (A € D,B € D = AN B € D). Alors :
D est une tribu.

Démonstration 32. 1. Soit T une tribu sur £
(a) alors E € T par définition d’une tribu.

(b) BeT = B°eT, sideplus AecT, alors ANB® = A|B €T car T est une tribu
stable par passage au complémentaire et par intersection finie.

(c) (A;)) CT = UA; € T en particulier pour les A; deux a deux disjoints car T est stable
par union dénombrable.

2. Soit D un systéme de Dynkin stable par intersection finie, c¢’est a dire qui vérifie, (A €
D,BeD= ANBeD), alors :

(a) E € D par définition d’un systéme de Dynkin.

(b) Soit A € D, comme A C E et E € D, alors E|A = A° € D par définition d’un
systeme de Dynkin.
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(c) Soit (Ay,) une suite d’éléments de D, montrons que UA” €D :
UAn = AjUAUA5U...
n>1

= AU (Ag’Al) U (Ag’Al UAQ) U...

n—1

= U (A, U Ar).

n>1 k=1
n—1

Soint By, = Ay| U Ay, il suffit de montrer que (By,) est une suite d’éléments de D

deuz a deux disjoz_'nts, et d’appliquer la stabilité par union disjointe d’un systéme de
Dynkin.

Soit i # j, Supposons j < i
i—1 Jj—1
BiﬂBj = (AZQ(U Ak)cﬂ(Ajm(UAk)c
k=1 k=1
= ANATNASNASN.. ASNAS  NA;NATNASNASN.. A5 N=10)
car ASNA; 1 NA;=ASNA;NAS  =0NAY = 0.
D’autre part, on a :

n—1
k=1 o
= (A0 (| A

k=1
= A, NATNASNASN...AS_| €D,
car le systeme de Dynkin est stable par passage au complémentaire et par hypothése,
il vérifie de plus la stabilité par intersection finie .

Définition 2.1.9. Soit C un ensemble de parties de E. On appelle, systéeme de Dynkin engendré
par C, le plus petit systeéme de Dynkin contenant C. On le note D(C).

Proposition 2.1.14. Soit C un ensemble de parties de E stable par intersection finie. Alors

Démonstration 33. D’aprés la proposition précédente, o(C) est un systéme de dynkin, conte-
nant C, or D(C) est le plus petit systéme de Dynkin contenant C, donc

D(C) c o(C)] (2.5)

Pour Uinclusion inverse, il suffit de montrer, que D(C) est une tribu, comme c’est un systéme de
Dyinkin, d’apres la proposition précédente, pour montrer qu’il est une tribu, il suffit de monter
qu’il est stable par intersection finie.

On considére pour tout A € D(C), l'ensemble j(A) ={B C E;BNAe€D(C)}

Montrons que j(A) est un systéme de Dynkin, contenant C.
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1. E€j(A) carECE et ENA=A€D(C).

2. Soit By et By deux éléments de j(A) tels que By C By, on a Bj\By C E
et (B1\B2) NA = By NA\(B2nNA) € DIC) car BiNA € D(C), BiNA € D) et
BsnNAC (BlﬂA).

3. Soit (Bp)n une suite d’éléments de J(A), deux a deuz disjoints. On a UB" C E et

(U B,)NA= U(B" NA) € D(C) car les (B, N A) sont deux & deux disjoints et

B, N A e D(C) pour tout n. Donc j(A) est un systéme de Dynkin.
Ccjh)?
On rappelle que C C D(C) et C stable par intersection finie.
Soit H € C;
VK € C, KN H €C car C est stable par intersection finie.
donc KN H € D(C) car C C D(C),
d’ou K € j(H), c’est a dire C C j(H) par suite
VH € C, D(C) C j(H) car j(H) est un systéme de Dynkin contenant C.
c’est a direVH € C et VA€ D(C), Ae j(H),
autrement dit : VH € C et VA € D(C), ANH € D(C).
ou encore : VH € C, H € J(A),
donc .
D’ot : D(C) C j(A) car j(A) est un systéme de Dynkin contenant C.
Ce qui se traduit par : VA € D(C), VB € D(C) AN B € D(C),
c’est a dire D(C) est stable par intersection finie.
Done D(C) est une tribu contenant C, d’ou

o(C) CD(C)| car o(C) est la plus petite tribu contenant C. (2.6)

Des équations (2.5)) et (2.6), on obtient |o(C) = D(C) |. |

2.1.3 Les classes monotones

Définition 2.1.10. (Les classes monotones) Soit M une famille de parties de E. M est dite
classe monotone si, pour toute suite monotone (Ay) d’éléments de M, on lim A,, € M (on dit
n

aussi que M est stable par passage a la limite monotone).
On peut vérifier que U'intersection de classes monotones est une classe monotone.

Proposition 2.1.15. 1. Si T est une tribu alors, T est une classe monotone.

2. Si A est une classe monotone et une algébre alors, A est une tribu.

Démonstration 34. 1. T est une tribu = T est une classe monotone ¢
Soit T une tribu et (Ay), une suite d’éléments de T'.

(a) Si (An)n est croissante, lim A,, = UA” (voir chapitre 1), comme T est une tribu,
n

n
elle est stable par union dénombrable, donc lim A,, € T'.
n
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(b) Si (Ay)n est décroissante, lim A, = ﬂAn (voir chapitre 1), comme T est une tribu,
n
n
elle est stable par intersection dénombrable, donc lim A,, € T'.
n

Donc T est stable par passage a la limite monotone, d’ou toute tribu est une classe mo-
notone.

2. A est une classe monotone et une algébre = A est une tribu ¢
(a) E € A par définition d’une algébre.
(b) A est stable par passage au complémentaire, par définition d’une algébre.

(c) Soit (An)n une suite d’éléments de A, montrons que UA" cA;ona:
n

Udn = 4uduisu...
= AlU(A1UA2)U(A1UA2UA3)U...
= UB” avecBn:UAp.
n p=1

(Bn)n est une suite croissante d’éléments de A ; en effet : Bpy1 = B, U Apy1 =
Bn - Bn+1-

Comme A est une classe monotone, on a, U B, =1lim B,, € A, par suite A est une
n

n
tribu.

Définition 2.1.11. Soit C un ensemble de parties de EE. On appelle, classe monotone engendrée
par C, la plus petite classe monotone contenant C. On le note M(C).

Lemme 2.1.3. (Lemme des classes monotones) Si A est une algébre, on a :

Pour la preuve voir [4]

2.1.4 Tribu produit

Etant donnés deux espaces mesurables (E1,T1) et (Ea, T5).
Notation abusive : Dans la suite, lorsqu’on considére deux sous ensembles C; C P(F7) et
Co C P(E3), lécriture C; x Cy désignera (abusivement)

{Al X AQ : Al S Cl,AQ € CQ},
au lieu du produit cartésien {(Ay, Az) : A € Cq, Ay € Co}.

Définition 2.1.12. 1. On appelle tribu produit (tensoriel) des tribus Ty et Ty, la tribu de
parties de Fq X Ey engendrée par T1 X To, on la note T1 ® Ty, on donc

T ®Ts :O'(Tl XTQ) avec T x Ty = {Al X Ay : Ay €Ty, Ay ETQ}.
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2. Le couple (Ey x E9,Th ® T) est appelé espace mesurable produit de (E1,T1) et (Ea,T5).
Remarque 2.1.6. 17 x T n’est pas en général une tribu.

Théoréme 2.1.1. Si Cy une partie de P(E1) qui engendre la tribu Ty et Co une partie de P(FE3)
qui engendre la tribu Ty, tels que 1 € Cy et Ey € Co, alors C1 X Cy est une partie de P(E) x Es)
qui engendre Th ® Ts. Autrement dit,

J(Cl X CQ) = U(Cl) & U(CQ).

Démonstration 35. Par définition d’une tribu produit o(C1) ® o (Cz) est engendrée par o(Cy) X
o(Cq), c’est a dire

10(C1) ®0(Cy) = 0(a(Cr) x 0(Cs)) |

D’autre part C; C 0(Cq) et C3 C 0(Cy) = C1 X C2 C 0(C1) X (C2) C a(a(Cy) x (Ca)) done,

1C1 % Gy Co(a(Cr) x 0(Cs)) = (C1) @0(Ca) | d'oit |a(Cy x Co) C o(Cr) @ a(Ca) |

Réciproquement :
Soit A={A€oc(C1),AXx Ey€0(Cy xC2)} et B={B € c(Ca),E1 xBe€o(Cy xCa)}. A est
une tribu, en effet :

1. Fr cA car Fq EU(Cl) et B1 x Ey €C1 XC2 CJ(Cl XCQ).

2. Soit A€ A, donc A € o(C1) et Ax Ey € 0(Cy x Ca), par suite A° € o(Cy) et A° X Ey =
(A X EQ)C S O’(Cl X Cg)

3. Soit (Ay)n une suite d’éléments de A donc pour tout n, A, € 0(Cy) et Ay x Ey € 0(C1xCa)
par suite UA" €o(Cy) et (U Ap) x By = U(A" X Ey) € 0(Cy x Ca).

n

Comme VA €Ci, A€ o(C1) et Ax E3 € C;y xCo C 0(C1 X Ca) alors C; C A C o(C1), par suite

(A=) (2.7

De la méme, fagon on montre que B est une sous tribu de o(Cq), contenant Cy, donc

5=t} 2

De (2.7) et (2.8), on obtient : VA € 0(C1), Ax Ey € 0(C1 xC2) et VB € o(Cs), E1 x B € ¢(C1 X
Co), par suite Ax B = (AX Ey)N(E; x B) € 0(C1 xCa) c’est a dire 0(C1) x 0(Ca2) C o(Cy x C2)
d’on O'(Cl)@O'(CQ)CO'(Cl XCQ). |

Corollaire 2.1.3. Soient Ey et Ey deur espaces métriques (plus généralement topologique)
admettant chacun une base d’ouverts B; (i = 1,2) (c’est a dire tout ouvert O; de E; est une
réunion dénombrable d’ouverts de B;). Alors

B(El) & B(El) = B(El X EQ)
Exemple 2.1.5. B(R?) = B(R) ® B(R).
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2.2 Mesure, Probabilité

Définition 2.2.1. (Mesure) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure une application
m:T — Ry Ry =Ry U (+00)) vérifiant :

1. m(0) =0

2. m est o — additive , c’est a dire que pour toute famille (Ap)neny C T de parties disjointes

deuz & deuz, on a :
m(J 4n) =D (An).

neN neN

Conséquence : De la ¢ additivité, on déduit 'additivité, c’est a dire :
Pour toute famille (Ap)p:07..,,n C T de parties disjointes deux & deux, on a :

m( U )Ap) = Z m(Ap).
p=0

p=0

En effet : Posons B, = A, pour p € {0,1,...,n} et B, = () pour p > n, alors :
“+o0o

m(UAp) = m(UBp)
p=0

= Zm(Bp) car m(Bp) =0 pour p > n
p=0

n
= > m(4).
p=0
Définition 2.2.2. (Mesure finie) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle

mesure finie une mesure m sur T telle que m(E) < oo.

Définition 2.2.3. (Probabilité) Soient E un ensemble et T une tribu sur E, on appelle proba-
bilité une mesure P sur T, telque P(E) = 1.

Exemple 2.2.1. (Mesure de Dirac) Soit E un ensemble, T' une tribu sur E et a € E. On
définit sur T la mesure o, par : pour tout A € T,

1 sia€e A
5G(A)_{ 0 sia¢ A

Vérifions que 0, est une mesure finie :

1. 64(0) =0
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2. Soit (An)n une suite d’éléments de T, deux & deux disjoints.

5a(U Ap) = ILLJ (a)
A
= Z La,(a) car les A, sont deux & deuz disjoints

= > Gal(An).

Remarque 2.2.1. La mesure de Dirac est une probabilité, donc c’est une mesure finie.

Définition 2.2.4. (Espace mesuré, espace probabilisé) Soient E un ensemble, T une tribu sur
E et m une mesure (resp. une probabilité) sur T. Le triplet (E,T,m) est appelé espace mesuré
(resp. espace probabilisé).

Définition 2.2.5. (Mesure o-finie) Soit (E,T,m) un espace mesuré, on dit que m est o-finie
(ou que (E,T,m) est o-finie) si :

J(Ap)nen) C T, m(A4,) <o, YneNetE= U Ay
neN

Exemple 2.2.2. (mesure de décompte ou de comptage), soit E un ensemble dénombrable, on
définit la mesure de décompte (ou de comptage, ou de dénombrement) comme suit : VA € P(E),

cardA  si A est finie
400 si A est infinie

m(A) = {

— La mesure de décompte définie sur P(E) est une mesure o- finie. En effet : Comme E

est dénombrable, E = {a1,a2,a3,...} = U {an} avec m({an}) = card{a,} =1 < +o0.
n>1
— La mesure de décompte sur P n’est pas finie car m(E) = cardE = 4o0.

Proposition 2.2.1. (Propriétés des mesures) Soit (E, T, m) un espace mesuré; La mesure m
vérifie les quatres propri€tés suivantes :

1. Monotonie : Soit A,B €T, AC B, alors
m(A) < m(B).

2. o-sous additivité : Soit (Ap)nen C T, alors

m(|J 4n) <) m(4n).

neN neN

3. Continuité croissante : Soit (Ap)nen C T, t.q. Ap C Apt1, pour tout n € N, alors

m( U Ap) = lim (m(A,)) =sup(m(4,)).

n—-+o0o
neN neN
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4. Continuité décroissante : Soit (Ap)neny C T, t.q. Apt1 C Ay, pour tout n € N et t.q. il
existe ng € N, m(Ay,) < oo, alors

m(() 4n) = lim_(m(A,)) = inf (m(Ay)).

n—+o00 neN
neN

Démonstration 36. 1. Monotonie : Soit A, B € T tels que A C B, on a :
B = (B\A)U A = m(B) = m(B\A) + m(A) car (B\A)NA=(BNA)NA=0etm
est o— additive. Comme m(A) € Ry, alors m(B\A) > 0, donc m(B\A) +m(A) > m(A)
d’ou le résultat, c’est a dire m(B) > m(A).
Noter qu’on ne peut écrire m(B\A) = m(B) — m(A) que si
0 < m(A) < m(B) et m(B) < +oo. Cette relation n'a pas de sens si m(A) = m(B) =
+o00.
2. o— sous additivité. Soit (Ay), une suite d’éléments de T, on a U A, eT et
n>1
U4, = Aud,udsu...

n>1

= AU (A2\1411) U (A3\A1 @] Ag) U...
= J@a\ U 4 ’
k=1

n>1
= U,
n>1
n—1

avec B, = A,\ U Ay, il suffit de montrer que (By,) est une suite d’éléments de T deux

deuz disjoints, et_d’appliquer la o— additivité d’une mesure.
Soit i # j, supposons j < i

i—1 j—1
B:nB; = (A4n({JAn n A0 A
k=1 k=1

= ANATNASNASN.. ASN AT  NANATNASNASN.. A5 N =0,
car ASNAS 1 NA;=ASNA;NAS =0N A =0.
D’autre part, on a :

n—1
k=1

n—1

= (AN ([ An°
k=1
= A, NA{NASNASN...AS | €T,
car T est une tribu, stable par passage au complémentaire et par intersection finie. On a
ausst,

43



2.2. Mesure, Probabilité Chapitre 2. Tribus et Mesures

B, C A, = m(B,) <m(4,) d’aprés la monotonie d’une mesure
B SHERES

= U B,) < Z m(Ay) d’aprés la o — additivité d’une mesure

m(U Ap) < Zm(An) car UB” = UA”‘

3. La continuité croissante. Soit (Ay)n une suite croissante d’éléments de T', on a :

UAn = AgUA]UAsU. ..

n>0
Ag U (AllAO) U (AQ’Al) U (A3’A1 U Ag) U
Ao U (| (Anl4n1) :
n>1
= ByuU (U (By) avec By = Ay et B, = Ap|An—1,
n>1
les By, sont deuz a deux disjoints. En effet , soit i # j, supposons j < i
B; N Bj = (Al N Aifl)c N (AJ N (Ajfl)c
= A;jNA7 car Aj CA; et Aj ; C A,
C Aj ﬁA; =0 car A]' C A;i_q.
Donc
m(U A,) = m(U By)
n>1 n>1

= Z m(B,) d’aprés la o — sous additivité de m

— 1
i 2 By
p=1
n
= I )
n—l>r—iI-1c>om(U B,) d’apres ladditivité de m
p=1
n
= nll)l}_loom 1Ap car UB = UA
p:
= lim m(A,) car (An)n est une suzte croissante.
n—+4o00

4. La continuité décroissante. Soit (Ay)n une suite décroissante d’éléments de T, et telle
qu’il existe ng € N, m(Ay,) < 400,
Soit By, = Ap\An = Ap, N AS € T, pour tout n > ng et B, = 0, pour tout n < ngy. La
suite (Bp)nen est croissante car (Ay)n est décroissante, on alors :
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m(U B,) = m( U By,) car ¥n < ng, B, =0

neN n>ng
= m( U (Any\Ay) par définition de By,

n>ng
= m(|J (Any NAY) car A\B=ANB°

n>ng

= m((Any VAR 11) U (Ang NAT 15) U (Ang N A

= m(Ap, N (A5 G UAS L UAS 33U )

m(An, 0 (J 45))

n>ng

= m(Ano N ( ﬂ Apn)°)

n>ng

= m(An,\( ﬂ Ap))

n>ng

= m(An,\( ﬂ An)).

neN

Comme la suite (Ap)nen est décroissante on a Ag N Ag N ...

m([) An) < m(An,) < +00 d'ot,
neN

neN neN

D’autre part, la monotonie croissante de m donne

m(| ) Bn) = m(Any) —m(() An)|

%04—3) U.. )

N Ay, = Ay, et donc,

(2.9)

(B = i (s
neN
i
ll)I_’I_l m(Ap,) — m(Ay) car Ay, C Ay et m(Ay) < m(Ayp,) < +00
= m(4p,) — lim m(4,),

n—-+o0o
d’ot

m(| ) Bn) =m(An,) — lim m(A,)

n——+o0o
neN

, (2.10)

de 29) et 210) on a, m(An,) —m([] An) = m(An,) — lim_m(A,)

n——+oo

Ce qui donne le résultat demandé

m([) An) = lim m(A,)|

n—-+00
neN

Proposition 2.2.2. Une mesure m définie sur une tribu T vérifie aussi pour tout A et B de

T :
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1. m(A) =m(A\ B)+m(AN B)
2. m(AUB)+m(AN B) =m(A)+m(B)
Démonstration 37. 1. On a
A=ANFE
=AN(B°UB)
=(ANB°)U(ANB)
= (A\B)U (AN B),

et
(ANBY)N(ANB) =0,
donc
m(A) =m(A\ B) + m(AN B).
2. ona

AUB=(A\B)U(ANB)U(B\ A)
et les ensembles (A\ B), (AN B) et (B\ A) sont disjoints deuzx & deuz donc,
m(AU B) =m(A\ B) + m(AN B) +m(B\ A),
en utilisant 1., on obtient
m(AU B) = m(A) +m(B\ A),
d’ou
m(AU B) +m(ANB) =m(A) +m(B\ A) + m(An B),
ainsi d’apés 1., on a
m(AUB) +m(ANB) =m(A4) + m(B).
[ |

Définition 2.2.6. (Partie négligeable) Soit (E,T,m) un espace mesuré et A C E, on dit que
A est négligeable s’il existe un ensemble B € T tel que A C B et m(B) = 0. En particuler; si
AeT, A est négligeable si m(A) = 0.

Une propriété sur E vraie sauf sur un ensemble négligeable est dite vraie m- presque partout,
et en abrégé cela est noté m-p.p.

Exemple 2.2.3. 1. Une partie est négligeable pour la mesure de décompte (définie sur une
tribu T') si et seulement si elle est vide. En effet : Soit A un élément de T, A est négligeable
<dBeT;ACBetcard(B)=0&ACh< A=10.

2. Une partie mesurable est négligeable pour la mesure de Dirac 0, (définie sur une tribu T')
si et seulement si elle ne contient pas a. En effet :
AeT, A est négligeable < 3B € T; A C B et 0,(B) =0 < 0,(A) =0<a ¢ A.
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Définition 2.2.7. (Mesure atomique) Soit (E,T,m) un espace mesuré tel que {x} € T pour
tout ¢ de E.

On dit que m est purement atomique s’il existe S € T tel que m(S¢) = 0 et m({z}) > 0 s
rzelsS.

Exemple 2.2.4. La mesure de Dirac définie sur B(R) est purement atomique. En effet : Pour
S ={a}, on a 6,(5°) =0 et 6,({a}) =1> 0.

Définition 2.2.8. (Mesure diffuse) Soient (E,T) un espace mesurable et m une mesure sur T.
On dit que m est diffuse si pour tout x € E, {x} € T et m({z}) = 0.

Remarque 2.2.2. La mesure de Dirac n’est pas diffuse car 6,({a}) =1 # 0.

Conséquences

1. Si m est une mesure diffuse sur 7', (T étant tribu sur E), alors toutes les parties dénom-
brables sont de mesure nulle. En effet :
Soit A une partie dénombrable de E, A = {x1,z2,x3,...} = U {z,} avec les x,, distincts.
n>1
m(A) = m(U {zp}) = Zm({:pn}) car m est o—additive. Comme m est diffuse on a
n>1 n>1

m({x,}) =0 Donc m(A) = 0.

2. Une mesure qui est a la fois diffuse et atomique est nulle. En effet : Soit m une mesure
atomique et diffuse sur F,

m est diffuse N Vee E{z} €T et m({z})=0
m est atomique IS € T\Vz € S;m({x}) > 0 et m(S°) =0
=35 e T,Vx € S, {z} € T et m({z}) =0, et m({z}) > 0 et m(5)
= m(E) =0,

Donc

‘VA €T, AC Eetm(A) = O‘, c’est & dire m est nulle .

Définition 2.2.9. (Mesure complete) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est com-
plete (ou que (E,T,m) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, c’est a
dire appartiennent o T.

Définition 2.2.10. (Mesure absolument continue). Soit (E,T) un espace mesurable, m une
mesure (positive) sur T.

On dit que la mesure p est absolument continue par rapport & la mesure m et on note y << m,
st pour tout A € T tel que m(A)=0 alors u(A) = 0.

Proposition 2.2.3. (Egalité de deux mesures) Soit (E,T') un espace mesurable, C C P(E). On
suppose que C engendre T et que C est stable par intersection finie. Soient m et p deuxr mesures
sur T qui coincident sur C.

1. Si E€C etm(F) < 400, alors VA € T,m(A) = u(A).
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2. S’il existe une suite (Eyp)nen C C telle que E, N Eyp, =0 sin # m, m(E,) < +00 pour
toutn e N et £ = U E,, alors VA € T,m(A) = p(A).
neN
Démonstration 38. 1. Soit D ={AcT:m(A)=u(A)}, par définition de D, on a
IDcT|et|CcD|
Comme C est stable par intersection finie, on a d’aprés la propositior2.1.1/ ‘D(C) =oC)=T ‘

Si, on montre que D est un systéeme de Dynkin, on aura ‘ T=D(C)CD| etdoncD =T,

d’ou le résultat demandé. Montrons que D est un systéme de Dynkin :

(o) E€D car E€CCD.

(b) Soit A,B € D, avec B C A et m(E) = p(E) < +00 donc m(B) < m(A) < +oo, et
u(B) < p(A) < +00, donc m(A\ B) = m(A) —m(B) et u(A\ B) = u(A) — pu(B)
comme m(A) = u(A) et m(B) = u(B), on aura : m(A\ B) = u(A\ B), de plus on
a, AANBeT, dou A\ B € D.

(c) Soit (Ap)n une suite d’éléments de T deuzx & deux disjoints, telles que : m(A,) =
w(Ay), pour tout n on a,

m(| JAn) =D m(An) =Y u(An) = p| JAn), dou| JA, € D.

2. Soit n € N, pour A € T, on pose mp(A) = m(AN Ey,) et pn(4) = w(ANE,) (on
a ANE, € T). En particulier pour A € C, on a ANE, € C car C est stable par
intersection finie, de plus m(A N E,) = (AN E,) donc YA € C,mu(A) = un(A), de
plus m,(E) = m(ENE,) < m(E,) < +o0o. L’ensemble D = {A € T : m(A) = u(A)}
est stable par différence finie, il est aussi stable par union dénombrable disjointe. Comme
E,eCCD,onaFE = UE” € D, donc D est un systeme de Dynkin. En suivant le

n
méme raisonnement que précédement on aura, pour tout A € T, my(A) = pn(A).

D’ou, pour tout A € T on a,

m(A) =m(ANE)=m( J(ANE,)) =) m(ANE,)

= (AN E,) = w( AN E,)) = u(A).

n

[ ]
Théoréme 2.2.1. (Théoréme de prolongement) Soit A une algébre et v une application de A
dans R vérifiant :
1. v(0) =0,

2. Pour toute famille (Ay)nen C T de parties disjointes deux a deuz, on a :

v(|J)An =) v(A4yn).

neN neN
Alors il existe une mesure m sur o(A) qui prolonge v .

St de plus v vérifie la propriétée de o-finie, alors m est unique et est o-finie.
L’application v est appelée prémesure.
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Remarque 2.2.3. Une prémesure est définie sur une algébre, tandis qu’une mesure est définie
sur une tribu.

2.3 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Théoréme 2.3.1. (Carathéodory) Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée \ et appelée
mesure de Lebesque sur les boréliens, vérifiant :

A(Jaw B) = B — o,
pour tout (o, B) € R? telle que —o0 < a < 8 < 400.

Démonstration 39. Partie unicité : Supposons, qu’il existe une autre mesure m sur B(R) qui
vérifie les conditions du théoréme et montrons que m = X, pour cela On utilisera la proposition
sur l’égalité des mesures.

Soit C = {]a,b],a,b € R,a < b}, on sait que o(C) = B(R) (C engendre B(R)), C est stable par
intersection finie (facile a vérifier).

Soit E,, =|n,n + 1] pour n € Z. La famille (Ey)nez est une famille dénombrable d’éléments de
C, disjoints deuz o deux et telle que R = U E, et m(E,) =1 < +o0. Pour a,b€ R,a <b, on

nez
a par continuité décroissante de m et de u,

m(a,t) = m((Yab+

n>1

1 1
= lim m(Ja,b+ —[) car (Ja,b+ —[)n>1 est une suite décroissante
n—-+0o0 n n -

1
= lim A(a,b+ —[) car par hypothese m(]a,b]) = b — a = A(]a, b]) pour tout réels a,b,a < b
n

n—-+00

1
= A(ab+ D
n>1
= Aa,b]).
Donc A\ =m sur C, et d’apres la popositio on a A =m sur B(R).
Partie existence : voir o la fin de ce chapitre la section sur la construction de la mesure de
Lebesgue. |

Proposition 2.3.1. (Caractérisation de la mesure de Lebesgue) S’il existe une mesure m sur
B(R) tel que pour tout intervalle I et tout x de R, on ait m(I) = m(I + z) (avec I + x =
{a+z,a €1}) et ml0,1] = 1. Alors m est la mesure de Lebesgue sur B(R).

Démonstration 40. m(I) = m(I + x) pour tout intervalle I, en particulier pour I = [0,0] =
{0}, on a : m({0}) = m({z}) pour tout = de R.
Donc si m({0}) = « alors Vo € R, m({z}) = «a, avec a > 0. Montrons que o = 0, supposons
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que o > 0 et soit n € N*, alors :
0<i<1 = {i}cloq

= Uticon
= m(J) <m(o.1) =1

= lim na<l1
= 400 <1 absurde.

Donc oo =0, c’est a dire on a montré que ‘Vz eR,m({z})=0 ‘

Par conséquent

[ m([a,b]) = m(a,b]) = m([a, b)) = m(]a,]) |

Montrons que m([a,b]) = b — a. Soit a,b € Z,
b—1 b—1

[a,b[:U[i,i+1[ = m([a,b[)zm(U[i,i—Fl[)

b—1

= m([a,b]) = Zm([z,z + 1[) car les intervalles [i,i + 1]

i=a
sont disjoints deux o deux

b—1
= m([a,b]) = Zm([O, 1[+4)

b—1

= m([a,b]) = Z m([0,1]) car par hypothése, on a pour tout intervalle I

i=a
et tout réel x,m(I + x) = m(I)
b—1

= m(a,b]) = Zm([O, 1]) car on a m(Ja,b]) = m([a,b]) = m(]a, b))

=a

1=
b—1

= m(a,b]) = Z 1 car par hypothése, on a m(]0,1]) =1

i=a

= m(a,b[) =b—a.

Soit a,b € Q, avec a = %1 etb= %1 c’est a dire [a, b= [%1, %1[,
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b1—1 . . b1—1
a1 bi_ 11t m(1a b — 11l
(22, b1 }i%’q | (jo, b)) (}iQ’q D
B bl i i+1
=>rmmwn—2;mq¢ Pl
b1—1 .
= mlla,b) = 32 m(lo, [+ )
ER
= m(la,b) = 3 m(o, D,
donc o
m(fa,b]) = (b1 — a)m(l0, ;)| (2.11)
D’autre part, on a :
i REEEES
mi0.1) = m(UIG = Dwmau—gyf —l
_ 1 1 1+ 1
‘7“mj“b’q )
q—1 .
= Ym0+
1
= > mllo. D
=0
= gm([0,1])
= m([0, 1)) = MBI,
donc
1 1
m([0, ;D =20 (2.12)

et en substituons ’equation (2.12)) dans(2.11)), on obtient

TMWﬁD—wrﬂm;—b—a.

Soit a,b € R,
m(la,b)) = m([0,b - a[+{a})
— m([0,b — a])
= m([0,7] avec y =b—a € R.
Pour tout réel (et en particulier pour 7y), il existe deux suites de mombres rationnels (ry)n
décroissante et (sp )y croissante qui vérifient,

1 1
Y——Sm<yey<sp<v+—,
n n
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ce qui implique
limr, =lims, =~ et [0,7,[C [0,7[C [0, sp].

On a alors

[0, 7 [C [0,7[C [0, sn] m([0,rx[) < m([0,7]) < m([0, sn[)
rn < m([0,7]) < sp

. < 1 < 1
ngl—}-loo 'n = nEI—&I-loo m([o’ fYD - ngrfoo on [ ]

v <m([0,7]) <~
m([0,7[) =~
m([a,b]) = b — a.

2R R

Proposition 2.3.2. (Invariance par translation) Soit « € R* et f € R. Pour A € P(R), on
note «A + B = {ax + B,z € A}, on a alors :

1. A€ B(R) = aA+ 5 € B(R),
2. MaA + B) = |a|A(A) pour tout A € B(R).

Pour a = 1, cette propriété s’appelle invariance par translation de .
Pour la preuve, voir exercice [10] page

Remarque 2.3.1. La mesure de Lebesgue est diffuse, c’est a dire que A({z}) = 0 pour tout
x € R. Donc, si D est une partie dénombrable de R, on a A(D) = 0, ainsi A(N) = \(Z) =

Q) = 0.

2.3.1 Mesure de Lebesgue sur un borélien de R

Définition 2.3.1. (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R)

Soit I € B(R) et T = {B € B(R); B C I}, ou I est muni par la topologie induite par celle de
R, la restriction de la mesure de Lebesgue A a la tribu T est une mesure sur T donc sur les
boréliens de I car T = B(I)

2.4 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.4.1 Probabilité conditionnelle

Définition 2.4.1. Soit (E,T,P) un espace probabilisé et A, B € T tel que P(B) # 0. La

probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée P(A|B) est définie par, P(A|B) = ng’?g)g).

De la définition pécédente, on peut déduire immédiatement que
P(AN B) =P(B)P(A|B) (Formule de Bayes).

Proposition 2.4.1. Soit (E,T,P) un espace probabilisé et A € T tel que P(A) # 0, alors
Uapplication P4 définie de T dans [0, 1] par :

P(AN B)

PA(B) =P(Bl4) = 5

est une probabilité sur T.
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Démonstration 41. 1. Montrons que P4(0) =

0,
PA(0) = P(0]A) = P(]P’fl(z)@) _ g((ﬂ) 0.

~—

2. Soit (Ay)n une suite d’éléments de T, deuzx & deux disjoints, montrons la o—sous aditivité,

Pa(Up4,) =P(U,ALlA)
P(AN (UnAy))
P(A)
P(Un(ANAy))

P(4)

Comme les (AN Ay,) sont aussi deux a deux disjoints, on a

IP)A(UnAn) = Z W

= Pa(4p).

3. Montrons que P4(E) =1,

Pa(E) = B(B|A) = “ 55 — e 1,

Corollaire 2.4.1. Soient (E,T,P) un espace probabilisé, et (Cy)neny C T une partition de E,
telle que P(Cy,) # 0 alors pour tout A€ T, P(A) = Z P(Cp)P(A|Cy).
neN

La preuve de ce corollaire est laissée au lecteur.

2.4.2 FEvénements indépendants

Définition 2.4.2. (Indépendance de deuz événements) Soit (E,T,P) un espace probabilisé, on
dit que deuz événements A et B sont (stochastiquement) indépendants si P(ANB) = P(A)P(B).

Proposition 2.4.2. 1. Si A et B sont indépendants alors A et BC sont indépendants.

2. Si A et B sont indépendants, A et C' sont indépendants et B C C alors A et C'\ B sont
indépendants (C'\ B =C N B°).

3. Tout événement est indépendant, de tout événement de probabilité égale a zéro ou un.

4. Soit (Ay)yn une suite deuz  deux incompatibles. Si A est indépendant de A,, pour tout n,
alors A est indépendant de UA”'
n
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Démonstration 42. 1. Nous avons P(AN B) = P(A)P(B) et nous montrons que P(A N
B¢) = P(A)P(B)
P(ANB) = ( )P(B)
)
) =

donc,

P(A)P(B))

P(A) —P(AN B)

=P(A\ANB) car ANBCA

=P(AN (AN B)°)

=P(AN(A°U B°)

=P(ANA°)U (AN B))
P(OU (AN BY))

=P(AN B°).

2. Nous avons B C C, P(ANB) = P(A)P(B) et P(ANC) = P(A)P(C) et nous montrons
que P(AN (C N B¢) = P(A)P(C N B°)
P(A)B(C N BY) = B(A)B(C\ B)

=P(A)(P(C) —P(B)) car B C C et P est finie
=P(A)P(C) — P(A)P(B)
=P(ANC)-P(ANB)
=P((ANC)\(ANB)) car BC C et donc ANBC ANC
=P(ANC)N(A°U B"))
=P(ANCN(A)U(ANCNB°)
=POU(ANCNB°)
=P(ANCNB°.
3. Soient A et B deux événements tels que P(A) = 0, montrons que P(AN B) = P(A)P(B).
On a
ANB C A et P est une probabilité = 0 <P(AN B) P(A)=0
=P(ANB)=0=P(A)P(B)

c’est & dire que les deur événements A et B sont indépendants.
Soient A et B deuzr événements tels que P(A) = 1, montrons que P(AN B) = P(A)P(B).
P(A) =1 = P(A°) = 0 donc d’aprés ce qui précéde A€ et B sont indépendants et d’aprés
1. de la proposition, A et B sont indépendants.

4. Soient A un événement et (Ay,,), une suite d’événements deuz a deuz incompatibles (dis-
joints) tels que P(AN Ay,) = P(A)P(A,,) pour tout n.
Montrons que P(AN IP’(U Ap)) = }P’(A)]P’(U Ap)

n n
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P(A N (U An)) = P(U(A N An))

n n

= Z P(AN A,) carles AN Ay, sont deuz a deux disjoints
= Z P(A)P(A,,) par hypotheses

= B(A) Y P(4,)

= IP(A)IP’(U Ay) car les A, sont deuz o deux disjoints .
! m

Corollaire 2.4.2. Soit D4 l’ensemble des événements indépendants d’un événement donné A.
Alors Dy est un systéme de Dynkin.

Démonstration 43. Découle immédiatement de la proposition en posant Dy = {B €
T; B est indépendants de A}, tout en tenant compte de P(E) = 1, avec (E,T,P) un espace
probabilisé.

Définition 2.4.3. Soit (Ay)n>1 une suite finie ou infinie d’événements. On dit que les événe-
ments A1, Asg, ... sont mutuelemnt indépendants (ou globalement indépendants, ou indépendants
dans leur ensemble), s’il vérifie : IP’(ﬂ A;) = HP(Ai) pour tout I C {1,2,...}.

icl icl

Remarque 2.4.1. Soit la suite finie (Ap)1<n<m qui se compose dem (m > 2) événements, alors

le nombre de conditions imposées, c’est a dire le nombre de sous ensembles I, I C {1,...,m},
est égal a :
C 4 O £ O 4o 4 CT = 9™ — 1 ou O = — ™
2 4 2 m k _k:'(m—k:)'

2.4.3 Indépendance de classes d’événements
Soit (2, T,P) un espace probabilisé.

Définition 2.4.4. Soient Cq et Cy deux classes d’événements. On dit que Cy et Co sont indé-
pendantes si :
VA € C1,VAg € Oy : A1 el Ay sont indépendants.

La suite (Cp)nejcn (finie ou infinie) est une suite de classes mutuellement indépendantes si pour
toute sous suite finie Cil,C'iQ, ..., Gy, extraite de la suite (Cy,) et pour toute suite d’événements

Ai1 < Ci17Ai2 S 01'2,...,Aik € Cik; on a :

Autrement dit : La suite (Cp)nejcn (finie ou infinie) est une suite de classes mutuellement
indépendantes si Pour tout I C J, I fini, on a : ]P’(ﬂ Ag) = HIP’(Ai), avec A; € C; pouri € J.
kel kel
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Corollaire 2.4.3. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et Ay, As,..., A, € A, si les tribus
engendrées o({A1}),...,0({An}) sont indépendantes, alors les événements Ay, Ag, ..., Ay, sont
mdépendants.

Démonstration 44. La preuve découle de la définition des événements indépendants et de celle
de I'indépendance des classes d’événements, sachant que les tribus sont des classes d’événements.

Proposition 2.4.3. (Indépendance des tribus) Soient (E,T,P) un espace probabilisé et (T},)ken~
une suite de tribus incluse dans T. Soit N > 1. Les N tribus 11,15, ..., Tn sont indépendantes
si et seulement si pour toute famille (A, As,...,An) d’événements tels que A € Ty pour
k=1,....,.N ona:

=

P([ ] Ax) = P(A1)P(A2) ... P(An)
k=1
Démonstration 45. 1. Supposons que 11,15, ..., Tn sont indépendantes, c’est a dire Pour
tout I € {1,2,...,N}, ona: ]P’(ﬂ Ag) = H]P’(AK), avec A; € T; pouri € {1,2,...,N},
kel kel

N
en particulier pour I = {1,2,..., N}, on a P( ﬂ Ap) =P(A1)P(A2)...P(Apn).
k=1
2. Supposons que pour toute famille (A1, Aa, ..., An) d’événements tels que A € Ty pour

N
k=1,...,N ona, P((] Ax) = P(A1)P(4y) ... P(Ax).

k=1
Soit I C {1,2,...,N} et soit Ay, € Ty, pourk=1,...,N, on a :

P(()Ar) = P([) Ak [) Ax) avec Vk € I, A = Q

kel kel kelc¢
N
= P(() Ar) avec Vk € I°, Ay = Q car {1,2,..N} =T UI°
k=1

= Ilf\f:1 P(Ag) avec Vk € I, Ay, = Q
car Ay, € Ty, et les Ty, sont indépendantes

= I [ Pan

kel kele
= [IP@n [ P©)
kel kele
= [IPAx) carP(Q) =1.
kel
|
Proposition 2.4.4. Soit (2, A, P) un espace probabilisé, C1,Cs,...,C, des classes d’événe-
ments, si C1,Cy, ..., Cy, sont indépendantes et stables par intersection finie alors, o(Ch),...,0(Cy)
sont aussi indépendantes.
En particulier : Si les événements Ay, Ao, . .., A, sont indépendants, alors les tribus engendrées

o({A1}),...,0({An}) sont indépendantes.
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Démonstration 46. On va juste donner les grandes lignes de la preuve. Pour plus de détail,
voir le corrigé de Uexamen final 2020-2021, ot cette proposition a €té transcrite en un petit
probléme.
1. On montre que o(C) = o(C"), ou C' = C U{Q}.
2. Soit H=A; NA;,N..0A;,, k>1,141,1a,..,1 des éléments distincts de {1,2,...,n —1}
et A; € Cy, pour i = 1,2,....m — 1. On définit deux mesures sur o(Cy), comme suit :
VA € o(Cyp),mi(A) =P(ANH) et ma(A) =P(A)P(H).
e On montre que my = my sur o(Cy), en utilisant la proposition sur l’égalité de deux
mesures, on déduit le résultat suivant :
(1, (o, ...,Cy, indépendantes et stables par intersection finie =, Cy,Ca,...,0(Cy) indé-
pendantes.
e On applique le résultat précédent pour obtenir o(Cy),C1,Co, ...,0(Cp_1) indépendant.
e On continue le procédé jusqu’a obtenir o(Ch),...,0(Cy) indépendantes.

Proposition 2.4.5. Si Ay et Ay sont deux algébres d’événements, qui sont indépendantes, alors
les tribus engendrées o( A1) et 0(Asz) sont aussi indépendantes.

Démonstration 47. Par définition, une algébre est stable par intersection finie, donc cette
proposition est un cas particulier de la proposition précédente.

Lemme 2.4.1. (de Borel Cantelli)
1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit (Ay)n>1 une suite d’événements telle que

EE:P(An)<:+OO

n>1

alors
P(limsup A,,) = 0.

2. Soit (An)p>1 une suite d’événements indépendants telle que

> P(An) = 400

n>1

alors
P(limsup A,,) = 1.

Démonstration 48. 1. Posons B,, = U Ag) et A= ﬂ By,), on a donc :
k>n neN
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0<P(4) = P([)Bn)

neN
= lirf P(B,,) par continuité décroissante de P
n—-+0oo
= ngrfw IP’(kLJ Ayg) par déinition de By,
< lil}rl P(Ag)) par o sous additivité de P
n—-+0o0o
k>n
= 0, car ZIP’(Ak)) est le reste de la série convergente Z}P’(Ak))
k>n n>1
2. On a,
P(A) =P(() Bx) =1-P(|J B,
neN neN
or
P(J By < > B(B)
neN neN
= D P([]4)
neN  k>n
= Z H P(Af) car Af, AS, ..., AS sont indépendants
neNk>n
= > [ -PAg).
neNk>n

(a) S’il existe k > n tel que P(Ag) =1, on a :
Vk>n,A, C Bp,

= 1=P(A4) <P(B, <1
= P(B,) =1
= lim P(B,) =1
n—-+00
= P([)Bn) =1
neN
= P(A) =1

(b) SiVk>n,P(A;) <1, ona:
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[Tion(l —P(4r) = gg%;fﬂ—me)
= lim_ exp[ln(lﬁ(l —P(Ax)))]
_ mgnfwexp[é;na—wk)l
<l ewl)(FA)
_ exp[:fewk))]
_ exp[§<—u»<Ak>>}

+o0o
= 0 car par hypothése on a Z(P(Ak)) = +00
k=1

neN
= P(() Bn) =1
= }P’(Zle)N:

2.5 Caractérisation d’'une mesure par sa fonction de répartition

Définition 2.5.1. (Fonction de répartition) Soit 1 une mesure finie sur les boréliens de R. On
appelle fonction de répartition de u, la fonction F définie de R dans Ry par :

F(t) = p(] — oo, 1]).
La fonction F' est croissante et continue & droite, et vérifie :

lim F(t) = lim F(t) = u(R).
Jm F(t)=0et lim F(t) = puR)
Démonstration 49. 1. F est croissante, en effet : soit t1 et to deux réels
t1 <ty = ] — OO,tl] C] — OO,tQ]
= u(] — oo, t1]) < u(] — 0o, te]) monotonie de la mesure
= F(t1) < F(t2) par définition de la fonction de répartition d’une mesure.
2. F est continue a droite : lim F(t) = F(a) ?
>

t—a
Comme F est croissante, il suffit d’appliquer la caractérisation séquentielle de la limite

pour une suite convergente vers a.

Soit (tn)n>1 la suite d’éléments de R définie par t, = a+ %, on a lil}rl t, = a, montrons
- n—-+0oo
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que nll}l}_loo F(t,) = F(a).

Soit Ay, =] —00,ty], comme (tp)n>1 est décroissante, alors (Ap)n>1 est aussi décroissante,
. 1 . .
donc HEIEOO A, = Ol A, = Ol] —00,a+ ﬁ] =] — 00, a] (par double inclusion).
n> n>

D’apres les propriétés d’une mesure, particulierement la monotonie décroissante, on a :
. 1 ) 1
p(() Aw) = T p(An) = p((Y]=ooa+-])= Tim u(—oco.a+ )

n—+400 n—+400
n>1 n>1

= (] —o0,a]) = lim F(a—i—%)

n—-+0oo
~ F(a)= lim Fla+ )
n—-+oo n

& Ve>0,3NeN,Vn>N,F(a+1)—F(a) <e.
En utilisant le résultat obtenu, montrons que
Ve > 0,30 >0,¥t,0<t—a<d= F(t) — F(a) <e.
Comme F' est croissante, il suffit de choisir § < %, DOUT QUOIT :
pour tout t, telque 0 <t < a+96, :

t<a+d<a+l=F{t)<Fla+0)<Fla+21)<F(a)+e,
d’ou F(t) — F(a) <e¢, c’est a dire lim F(t) = F(a).
bia
3. lim F(t)=07
t——o0
Soit (tn)n>0 la suite d’éléments de R définie par t, = —n, ona lirf t, = —0o, montrons
= n—-+0o0
que nll)r_ir_loo F(t,) =0.
Soit By, =|— 00, ty], comme (tn)n>1 est décroissante, alors (By)n>1 est aussi décroissante,

donc d’apres le cours, ngrfoo B, = ﬂ B, = ﬂ] — 00, —n| =0 (par double inclusion,).
n>1 n>1
D’apres la monotonie décroissante d’une mesure, on a :
p(() Bo) = lim p(Bn) = p([)] =00, —nl)= lim pu(]—oco,—n)
n>0 n>0
= u(0) = lim F(-n)
= 0= lim F(-n)

n—+o0o
& Ve>0,IN e N,Vn > N, F(—n) <e.

En utilisant le résultat précédent, montrons que
Ve >0,3B <0,Vt,0<t < B= F(t) <e.
Comme F' est décroissante, il suffit de choisir B < —n, pour avoir :
pour tout t, telque 0 <t < B,
t<B<-n=F(({t)<F(B)<F(—n)<e,
d’ou F(t) <€, c’est a dire tl}r_nooF(t) =0

4 Jim F(t) = p(R) ?

Soit (tn)n>0 la suite d’éléments de R définie part, = +n, on a lim ¢, = 400, montrons

n——+00
que nll)l_’I_loo F(t,) = p(R).
Soit By, =| — 00, t,], comme (tp)n>0 est croissante, alors (By)n>0 est aussi croissante,

60



2.5. Caractérisation d’une mesure par sa fonction de répartitiohapitre 2. Tribus et Mesures

donc d’apres le cours, 11111 B, = U B, = U] —00,+n] =R (par double inclusion,).
n—-+0oo
n>1 n>0
D’aprés la monotonie croissante d’une mesure, on a :

w(\J Bn) = Jm p(Ba) = u( J] = o0,n]) = Jm (] = oo,n])
n>0 n>0

= wp(R)= lim F(n)
n——+o0o

& Ve>0,IN € N,Vn > N, u(R) — F(n) <e.
En utilisant le résultat précédent, montrons que
Ve > 0,34 > 0,Vt,t > A= pu(R) — F(t) <e.
Comme F' est décroissante, il suffit de choisir A > n, pour avoir :
pour tout t, telque t > A, :
t>A>n= F(t)>F(A) > F(n) > puR) —¢,
ce qui implique F(t) > u(R) — ¢, c’est a dire p(R) — F(t) <e.

Exemple 2.5.1. Si u = 6, alors F' = 1|, 4 o[- De manicre générale, si p = Zandrn alors

n

F= Zanﬂ[a,m_FOO[ , I est discontinue en tout point ot cy, > 0 et continue partout ailleurs.

n

Proposition 2.5.1. Soit i une mesure finie sur les boréliens de R, a et b deux réels tels que
a <b et soit F' la fonction de répartition de . On note par par F(z™) la limite de F' & gauche
de x et par F(xm) la limite de F a droite de z, avec x € R. Alors F vérifie les propriétés

susvantes :
1. p(Ja,b]) = F(b) — F(a),
2. p({z}) = F(x) = F(z7) = F(a™) = F(z7),
3. u est diffuse si et seulement si F' est continue,
4. n(la,b)) = F(b) = F(a™),
5. ula,b) = F(b~) — F(a),
6. u(la,b)) = F(b~) — F(a™).

Démonstration 50. 1. p(Ja,b]) = u(] — 00,b]\] — 00,a]) = p(] — o00,b]) — u(] — 00, a]) =

F(b) — F(a) car ] — 0o0,a] C] — 00, b].

On rappelle un résultat d’analyse (voir analyse 1, L1 MI) : Si f est une fonction monotone
sur un intervalle, alors f admet une limite a gauche et une limite a droite en tout point
x appartenant o linterieur de cet intervalle.

Soit Cp, =]z — 2, 2] (n > 1), (Cy)y, est une suite décroissante, donc par continuité décrois-
sante d’une mesure on o : lim p(C,) = p(NCy) = p({z}), d’autre par lim p(C,) =
n—+oo n—+o0o
1
liIJIrl (F(x)—F(x——=)) = F(z)— F(z™), et comme F est continue a droite de tout réel,
—+00 n

on a F(z)=F(z™").
F continue < F(z7) = F(27) & p({z}) = 0 avec x un réel quelconque, ce qui est
équivalent a p diffuse.
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4. p(la,b]) = p({a}Ula, b)) = u({a}) + u(]a,b]) et on utilise ce qui précéde.
5. 1(la,b]) = p(Ja, b\ {b}) = p(Ja,b]) — u({b}) et on utilise ce qui précéde.
6. p([a,b]) = p({a}Vla, b)) = p({a}) + n(la, b) et on utilise ce qui précede.

Théoréme 2.5.1. Deux mesures finies sur (R;B(R)) de méme fonction de répartition sont
égales.

Démonstration 51. On applique le théoréme sur [’égalité des mesures.

Soit C = C; U{R}, avec C; = {] — 00, z],z € R}

C est stable par intersection finie et R € C on a,

d’une part o(C1) = B(R) donc 0(C1) U{R} = B(R) car {R} C B(R)).

D’autre part C; C Cy U{R} C o(C1) U{R} = 0(C1) donne o(C1) C o(C1 U{R}) C o(Cy) dou

o(Ci U{R}) =0c(Cy) donc|o(C) = B(R) |

Soient m et pu, deur mesures de méme fonction de répartition, c’est a dire; pour tout t € R,
F(t) = m(] = 00,1]) et F(t) = u(] — o0, 1]),

comme de plus t_l)lHloo F(t) =m(R) et t£+mooF(t) = u(R), on en déduit,

que VA € C, m(A) = u(A) (les deux mesures coincident sur C).

D’apres la proposition sur l’égalité des mesures on a YA € B(R), m(A) = u(A) (c’est a dire les
deuz mesures sont égales). ]

Théoréme 2.5.2. Pour toute fonction F' de R dans R, croissante et continue & droite, il existe
une unique mesure m sur B(R) t.q. pour tous a,b € R, t.q. a < b, on ait

m(la,b]) = F(b) - F(a).

Cette mesure s’appelle la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F.

Cas particulier Si F' est I'application identique, on retrouve la mesure de Lebesgue.

Mesure discréte

Définition 2.5.2. (mesure discréte) Soit (E,T,m) un espace mesurable, la mesure m est dite
discrete si elle s’écrit sous la forme :

+oo
m:= Z ;0q,
i=0

ot (ag)ren est une suite d’éléments de E et (ax)gen une suite de réels positifs.
+oo

St de plus Zai =1, m est une probabilité discrete.
i=0

Exemple 2.5.2. (L’équirépartition sur les ensembles finis). Soient N un entier strictement
positif et Q = {wi,...,wn} un ensemble fini. L’équirépartition sur Q est définie comme la
mesure de probabilité :
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P= .Zlif&“"'

3
En particulier, P(w;) = 1/N pour tout n =1,2,...,N. En désignant par card A le cardinal
de l’ensemble A (A C ), on a, de plus, la formule :

N
=1

1

P(A)—iv:lcs (A)_wZEA _cardA
_ile G Zl_cardQ.

w; EQ

Formule de poincaré

Proposition 2.5.2. Soit ;1 une mesure finie sur (E,T). Pour tout entier n > 2 et tous
Ay, Agy ey A €T, on o a

n n n
p(JA) =D nA)+ ) (=DFT > p(A, NN Ay,
i=1 =1 =2 1<i1 <. <ip<n

Démonstration 52. Par récurrence sur n, le cas n = 2 a été traité a la proposition [2.2.3

Cas particulier en remplagant p par la mesure de Dirac, on obtient :

n n
R S T S SN DR RN
UAi i=1 k=2 1<ii<...<ip<n

i=1

2.6 Espaces mesurés complets

Soit (E,T,m) est un espace mesuré.

Définition 2.6.1. Si toutes les parties de EE m- negligeables sont mesurables, on dit que l’espace
(E,T,m) est complet.
NB : ne pas confondre, espace espace métrique complet avec espace mesuré complet.

Théoréme 2.6.1. Soient (E,T,m) est un espace mesuré et N l'ensemble des parties m-
négligeables de E. On considére

T={AUN:AeTetNeN}
Pour tout A € T et pour tout N € N, on pose m(AU N) =m(A). Alors

1. T est une tribu sur E contenant T,

2. m est une mesure (positive) sur T qui coincide avec m sur T,

3. Si on note N la famille des sous ensembles de E, m- négligeables alors N = N,

4. (B, T,m) est un espace mesuré complet et il est appelé le complété de l’espace mesuré

(E,T,m).

Pour la preuve voir [1].
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2.7 Construction de la mesure de Lebesgue

Définition 2.7.1. Soit E un ensemble. On appelle mesure extérieure sur E, toute application
m* : P(E) = Ry telle que :

1. m*(@) =0,
m*(A) <m*(B) si AC B,
m*( U Ap) Zm ) pour toute suite (Ap)p>1 de parties de E.
n>1 n>1

Remarque 2.7.1. Toute mesure positive définie sur P(E) est une mesure extérieure sur E.

Proposition 2.7.1. Toute mesure extérieure sur E qui vérifie m*(AU B) = m*(A) + m*(B)
lorsque ANB =0, ou A et B sont des parties de E, est une mesure sur P(E).

Démonstration 53. Il suffit de montrer que m*(U Ap) > Zm*(An) pour toute suite
n>1 n>1
(Ap)n>1 de parties de E. Soit (Ap)n>1 une suite d’éléments de P(E), par monotonie de m*,

on a pour toutn > 1,
m* (| An) =m’ UAk
n>1

en utilisant 'additivité de m™*, on obtient :

iS]

par passage a la limite quand p — 400, on a

UA >Zm (Ag).
n>1

Définition 2.7.2. Soit E un ensemble et m* est une mesure extérieure sur E. On dit q’une
partie B de E est m* mesurable (ou mesurable au sens de Carathéodory) si :

VAC E,m"(A)=m"(ANB)+m*(AnN B°)
L’ensemble des parties de E, m* mesurables est noté M.

Remarque 2.7.2. L’ensemble M est stable par passage au complémentaire et contient [’en-
semble (.

Remarque 2.7.3. En vertu de la o- sous additivité, l'inégalité m*(A) < m*(ANB)+m*(ANB°)
est toujours vérifiée ; pour vérifier qu’une partie B est m* mesurable, il suffit donc de vérifier
linégalité inverse m*(A) > m*(AN B) + m*(AN B€) pour tout A C E.
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Proposition 2.7.2. Si EE un ensemble et m* est une mesure extérieure sur E, alors l’ensemble
M des parties de E, m* mesurables est stable par union finie, c¢’est a dire

VB1,By € M,B1UBy € M,

avec
M = {B C E;YA C E,m*(A) = m*(AN B) + m*(AN B%)}.

Démonstration 54. Pour tout A C E, on a par o- sous additivité de m*, on a :

m*(A) < m*[AN (By U By)] + m*[AN (By U By)],
il suffit de montrer :
m*(A) > m*[AN (By U By)] + m*[AN (By U By)“].
On a:
m*[AN(B1UBy)|+m*[AN(B1UB2)] = m*[(ANB1) U (AN By)| +m*[AnN Bf N BS].
Comme

(AﬁBl)U(AﬁBg) = (AﬂBl)U[(AﬂBgﬂBl)U(AﬂBgﬂBf)]

= (ANB)U(ANByNBY) car (ANBa N By) C (AN By).
on obtient
m [ANP(B;UB2)]|+m* [ANP(B1UBy)¢] < m*(ANBy)+m*(AN ByN Bf N B

m*(AN By) + m* (AN BY) car By est m* mesurable
= m*(A) car By est m* mesurable.

Remarque 2.7.4. Par récurrence on a aussi :

VAl)AQ)"'aAnEMuUAiEM‘

=1

Proposition 2.7.3. Si (A1, ..., Ay,) est une suite finie d’éléments de M, deuz & deux disjoints
alors on a :

YA C E,m*[AN (O Ap)] = Zn:m*(A N Ap).
k=1 k=1

Démonstration 55. Par récurrence sur n.

Corollaire 2.7.1. Pour toute famille finie d’éléments de M, deuz & deux disjoints, on a :
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n
Démonstration 56. [ suffit de prendre dans la proposition précédente A = U A;.
k=1

Proposition 2.7.4. Si (Ay), est une suite infinie d’éléments de M, deuz & deux disjoints alors
on a:

1. UA, € M,
m*(UAy) =Y m*(Ap).

Démonstration 57. Comme M est stable par union finie, on a pour tout A C E et tout
n>1:

m*(A) = m*[An (| A +m An (] 4]
k=1 k=1
= sump_ym* (AN Ag) +m*[An (| Ar)]
ﬁié “+oo n
> sump_ym*(ANAg) +m* AN (U Ag)] car U Ag)¢ C U Ap)°.
k=1 k=1 k=1
Par passage a la limite quand n — 400, on obtient

+o0
m*(A) > summ* (AN Ag) +m*[AN (U Ar)9, (2.13)
k=1

d’ot, en utilisant la o- sous additivité de m*,

+o0 +oo
m*(A) = m* AN ([ 4] +m A0 (| 40)°),
k=1 k=1

Ce qui prouve que UA, € M.

De plus en prenant A = U Ay, dans linégalité [2.15, nous obtenons :

n>1
m* (| An) 2> m*(Ay),
n>1 n>1
et en fait I’égalité
m* ([ An) =D m*(4),
n>1 n>1
car l'inégalité inverse est toujours vérifiée par o- sous additivité de m*. |

Théoréme 2.7.1. (Théoréeme de Carathéodory (1918))Soit E un ensemble et m* est une mesure
extérieure sur E. Alors :

1. L’ensemble M des parties m* mesurables est une tribu sur E.

2. La restriction m de m* a M est une mesure positive sur M. De plus [’espace mesuré
(E, M,m) est complet.
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La mesure de Lebesgue

Soit Z = {]a,b[—00 < a < b < +00} 'ensemble de tous les intervalles ouverts bornés de R.

Définition 2.7.3. La longueur d’un intervalle I € T d’extrémités a et b, avec —o00 < a < b <
400, est
I(I)="b-a.

k
Lemme 2.7.1. Si I, 11, 1s,.... I € T avec I C U I;. Alors

j=1
k
(1) <) U()).
j=1

—+o00
Théoréme 2.7.2. Si I,11,15,I3,.... € T avec I C | ] I;. Alors
j=1

I(I) < fzaj).
j=1

Démonstration 58. Soit I =|a,b] et I; =]a;, b;[, on suppose [(I;) < oo pour tout j > 1 et soit

e>0avece<b*Ta, on a :

+0o0
[a+€,b— €] Cla,b|C U]aj, bil,
j=1

on applique le théoréme de Heine Borel (de tout recouvrement ouvert d’un compact, on peut
extraire un sous recouvrement fini) et par application du lemme précédent, on obtient :

I(I) < iozuj) + 2e.
j=1

Définition 2.7.4. (La mesure extérieure de Lebesgue) L’application notée \* et définie de P(R)
dans R par :

VACR,N(A) =inf{) I(I,)i I, €I,Vn>1et AC | J I},

n>1 n>1
est une mesure extérieure sur R, appelée mesure extérieure de Lebesque.

Lemme 2.7.2. Pour tout I € Z, on a \*(I) =I(1).
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Démonstration 59. Comme IUDUDU. .. est un recouvrement de I, par définition de \*, on
a N*(I) <I(I).

+0o0
Pour l’inégalité inverse, considérons un recouvrement quelconque I C U I, avec I, I, ..... el
n=1
Donc d’apres le théoréme on a
+o00
(1) <> UIy),
j=1
comme par définition l'inf est le plus grand des minorants, on a X*(I) > I(I). [ |

Définition 2.7.5. (La tribu de Lebesgue) La tribu de Lebesque est [’ensembles des parties de R
qui sont \*-mesurables, elle est notée L(R). Donc

LR)={BCR;X*(A) =X (ANDB)+ \(ANB°),VYAC E}.
Conséquence : D’aprés le théoréme de Carathéodory, A*| £(Rr) est une mesure.
Corollaire 2.7.2. La tribu de Lebesgue contient la tribu borélienne B(R).

En conclusion \*| B(r) €st une mesure qui coincide avec [ sur Z, cette mesure est notée A
et est appelée mesure de Lebesgue.

2.8 Exercices

2.8.1 Enoncés

Exercice 1. Soit Q = {0,1,2}.
1. Donner toutes les tribus possibles sur 2.

2. Montrer que la réunion de tribus n’est pas nécéssatrement une tribu.

Exercice 2 ( Tribus images). Soient E et F' des ensembles et f : E — F une application.

1. Montrer que si T est une tribu sur E, alors T = {f(B),B € T} n’est pas toujours une
tribu sur F.

2. On rappelle que si T est une tribu sur E, alors T' = {B C F; f~Y(B) € T} est une tribu
sur F (tribu image directe).
On rappelle aussi que si T  est une tribu sur F, alors f~YT') = {f~Y(B);B € T'} est
une tribu sur E (tribu image réciproque).
Veérifir que f~(T') C T

Exercice 3. Soit (E,T) un espace mesurable.
1. Soit AC P(E), avec A # {0} et A # {E}. Déterminer o(A), o({0}) et c({E}).
2. Soit (An)nercn une partition de E.
(a) St I={1,2,3,....n}, quel est le cardinale de o((An)ner) = o({Ao, A2, As,......, An})
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(b) Caractériser les éléments de o((Ap)ner) = o({Ao, A2, A3, A4, .....}) pour, I = {0, 1},
1=1{0,1,2}.

Exercice 4. (lemme de transport) Montrer que pour tout ensemble C de parties de F' ona

o(f7HC) = fH(o(C))-

Indication :Pour montrer que f~(a(C)) C o(f~1(C)), montrer que
{G CF;f~5G) € a(f~4C))} est une tribu contenant C
Exercice 5. Soit E un ensemble.

1. Soite = {{z};x € E} et A={A € P(E), A fini ou dénombrable ou A° fini ou dénombrable}.
Montrer que A = o(e).

2. Montrer que si E est fini ou dénombrable, alors o(e) = P(E).
Indication : on remarque que A = A; U As avec Ay = {A € P(E), A fini ou dénombrable } et
Ay = {A° A € A}
Exercice 6. Soit P(N) l’ensemble des parties de N et P(N?) I’ensemble des parties de N2.

1. P(N) x P(N) est- elle une tribu ?

2. Monter que P(N) ® P(N) = P(N?)

Exercice 7. (mesure trace et restriction d’une mesure) Soit (E,T,m) un espace mesuré.

1. soit F € T. Montrer que la tribu trace de de T sur F, notée Tr est incluse dans T. Montrer
que la restriction de m & Tr est une mesure sur Tp. On Uappellera la trace de m sur F.Si
m(F)est fini, cetle mesure est fini.

2. Soit A une tribu incluse dans T. La restriction de m a A est une mesure, est elle finie
(resp o finie) si m est finie (resp o finie).
Exercice 8. Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (Ap)neny C T telqgue pour tout n € N,
m(A,) = m(E). Montrer que
m(() An) = m(E).

neN

Exercice 9. (limites sup et inf d’ensembles)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et (Ap)nen C T

On rappelle que limsup,, .., Ap = m U Ap et liminf,, o A, = U ﬂ Ap. On suppose qu’il

neNp>n neNp>n
existe ng € N t.q. m( U Ap) < co. Montrer que
p=>ng
m(liminf 4,) < liminf m(A,) < limsupm(4,) < m(limsup A,).
n—00 n—00 n—00 n—o0

Exercice 10. Soient a € R* fixé et T, = {A € B(R) : A+a € B(R)} ot A+a = {z+a;z € A}.
1. Montrer que T, est une tribu sur R.
2. Montrer que B(R) = Tj,.
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3. Pour tout A € B(R), on pose m(A) = A\(A+ a),
(a) Montrer que m est une mesure sur B(R),
(b) En déduire que pour tout A € B(R), m(A+a) =m(A).
Exercice 11. (Lemme de Borel-Cantelli)

Soient (E,T, P) un espace probabilisé et (Ap)neny CT. On pose By, = U A et A, = ﬂ B,
k>n neN

1. Montrer que si Z P(A,) < oo alors P(A) = 0.

neN
2. On suppose que pour tout n € N*, les événements A1, Aa, ...., Ay, sont indépendants. Mon-
trer que si Z P(Ay) = oo alors P(A) = 1.

neN
Indication : Vo < 1,In(1 —z) < —z.

Exercice 12. Soit p une mesure finie sur les boréliens de R, a et b deux réels tels que a < b et
soit F' la fonction de répartition de p. On note par par F(x™) la limite de F' a gauche de x et
par F(z™) la limite de F a droite de z, avec x € R. Montrer que :

1. p(Ja,b]) = F(b) — F(a),

p({z}) = F(z) — F(z7) = F(z™) = F(a7).

u est diffuse si et seulement si F' est continue.
p(la,b]) = F(b) — F(a™),

p(la, b)) = F(b™) — F(a),

p(la, b)) = F(b™) — F(a™).

S G e e

Exercices supplémentaires

Exercice 13. Soient T et T} deux tribus sur un ensemble EE. On consideére les sous ensembles

de P(E)
Fy = {Al N AQ/Al €T1,As € TQ} et Fy = {A1 UAQ/A1 €Ty, A € TQ}
Montrer que o(Fy) = o(F})
Exercice 14. (mesure complété) Soit (E,T,m) un espace mesuré et Soit Ny, = {N C E/3B €
T,NCBetm(B)=0}etT={AUN/Ae€T,N € Ny,}.
1. Montrer que T est une tribu sur E et que TUN,, C T

2. Soit A1, Ay € T et N1, No € ./\/'mitel que A1 UNy = AaUNy. Montrer que m(A1) = m(Asz),
soit donc Uapplication m : T — R définie par m(AU N) = m(A)

3. Montrer que m est une mesure sur T et myp = m. Montrer que m est la seule mesure sur
T égale a m sur T.

4. Soit Ny = {N C E/3B €T,N C B et m(B) = 0}. Montrer que Ny = Ny CT.
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Exercice 15. Soit 1 une mesure finie sur (E,T). Montrer que pour tout entier n > 2 et tous
A, Ag, A €T, onoa :

p(lJA) = nA) +) (-1 > (A NN Ay,
=1 k=2

=1 1§i1<i2<...<ik§n
En déduire

n n
k41
Lo =3 Ia+) (D0 Y Lagnina,
UA%' i=1 k=2 1<y <ig<...<ix<n

i=1

2.8.2 Corrigés

Exercice 1. Soit Q = {0, 1,2},

1. Les tribus sur Q sont T = {0,Q}, P(Q) = {0,Q,{0}, {1}, {2},{0,1},{0,2},{1,2}} (on
rappelle que si cardS) = n alors cardP(Q) = 2").
To =1{0,9,{0},{1,2}}, Th = {0,Q,{1},{0,2}}, To = {0,9,{2},{0,1}}.
Remaques :
Comme E = {0} U {1} U {2}, {0} n{1} =0 {0} n{2} =0, {2} n{1} = 0 et les trois
singletons sont non vide (on a une partition de E), on a
o({{0}, {1}, {21}) = {J{=}, 7 c E} = P(®).

e
Si A est une partie de P(R2), alors 0(A) = 0(A€) = (A, A), donc :

T =o({0}) =c({2}) = o({0,9Q}) et To = o ({{0}}) = c({{1,2}}) = o({{0}, {1,2}}),

({0},{1,2}) est aussi une partition de E, mais o({{0},{1,2}}) # o({{0},{1},{2}})
2. TouTy = {0,9,{0},{1,2},{1},{0,2}}, n'est pas une tribu car

{0} U {1} = {O, 1} ¢ ToUTh.

Exercice 2. 1. 51T est une tribu sur E, et f : E — F une application,
alors T' = {f(B), B € T} n'est pas toujours une tribu sur F.
En effet Soit E ={0,1,2,3}, F = {a,b,c}, T = {0, E,{0,1},{2,3}} une tribu sur E, et
soit f: E — F une application, définie par f(0) =a= f(3), f(1)=bet f(2)=c, ona:
T = f(T) = {0, F,{a, b}, {c,a}} nest pas une tribu car {a,b}* = {c} ¢ T".
2. fHTYcT?
CefYT'Y & IBeT;C=f1B)
& ABCFfYB)eT etC=fB)
= CeT.

Exercice 3. 1. o(A) = {0, E, A, A}, o({0}) = {0, E} = o ({E})

2. (a) o({A1, Ag, ..., Ap}) = {U A;, J C I}, Pour CardJ =0, on a CO =1 éléments, pour
icJ
CardJ = 1, on a C} = n éléments, ..., CardJ = k, CF éléments,....CardJ = n,
C" =1 éléments, donc le nombre total d’éléments est CO+CL + ...+ Ck 4 ..C" =
(14 1)" = 2" éléments.
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(b) U({A()?Al}) = {(Z)vE?AO?Al} et
o({Ao, A1, A2}) = {0, E, Ap, A1, A2, Ag U A1, Ag U Ay, Ay U Az}

Exercice 4. Soit f : E — F une application et C C P(F)
1. o(f71(C) C fH(o(C)) ?
Cco(C) = [fHC)C fH(a(C))
= o(f71(C) C f(a(C))
2. fo(C) Co(f 1)) ?
Soit A = {G C F; f~1(G) € o(f~1(C))} la tribu image directe de o(f~1(C)). Montrons
que cette tribu contient C.
AeC = ACFetf YA ecf 1) calf1(0C)
= ACF et f 1A ea(f 1))
= AcA

Donc C C A, comme A est une tribu, on obtient o(C) C A dot | f~(o(C)) C f7HA)

)

or, d’aprés la dernicre question de Uexercice 2, on a | f~1(A) C o(f~1(C)) |, par suite
fHe(C) ca(f71(C)).
Exercice 5. 1. Montrons que A est une tribu contenant ¢,
(a) card) =0 donc ) € Ay, donc O° € Ag, c’est a dire E € Ay C A
(b) Soit A€ A, si A€ Ay alors A€ Ay C A et si A€ Ay alors A € A1 C A,

donc A est stable par passage au complémentaire.
(c) Soit (An)n une suite d’éléments de A.
Si Vn, A, € Ai, alors UA” € A C A (une réunion dénombrable d’ensembles

dénombrables est dénombrable)

Si Ing, Any € A, alors Ay, € Aj et ﬂAfL C Ay, donc ﬂA% € A (tout sous

n
ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable),
c’est a dire (U Ap)° e A C A, comme A est stable par passage au complémentaire,
n

alors U A, € A. Donc ‘ A est une tribu‘

(d) Montons que A contient ¢ :card{z} =1 donc {z} € Ay C A, pour tout x € E donc
e C A et par suite W

(e) Montrons que A C o(e). Soit A€ A
Si Ae Ay alors A = U {z} € 0(e), car o(e) stable par union dénombrable.

z€A
Si A € Az alors A° € Ay, donc A = U {z} € o(e)
xCAC
donc m et par suite m.
2. Supposons E fini ou dénombrable (ie. au plus dénombrable).
On aVzx € E,{z} € P(E), donce C P(E) et par suite |o(c) C P(E) |

72



2.8. Exercices Chapitre 2. Tribus et Mesures

Réciproquement : Soit A €C P(E), c’est a dire A C E, comme E est au plus dénombrable,

A Uest aussi, donc A = U {z} € a(e), car o(e) stable par union dénombrable, par suite
x€A

P(E) C o(e)] doa|[P(E) = o(e)].

Exercice 6. 1. P(N) x P(N) ={A x B,A C N, B C N} nlest pas une tribu car
{1} x {1} = {(1,1)} € P(N) x P(N) et {2} x {2} = {(2,2)} € P(N) x P(N) mais
{(LD}U{2,2)} = {(1,1),(2,2)} ¢ P(N) x P(N) car
VA, B € P(N), {(1,1),(2,2)} # A x B.
2. P(N)@ P(N) = o(P(N) x P(N))

(a) On a P(N) x P(N) C P(N?). En effet :
Soit C € P(N) x P(N) donc C = A x B avec A = {ay,as,...} et B = {b1,ba,...},
donc C = {(a;,b;);a; € A CN,b; € BC N} C N2 donc C € P(N?).

Comme P(N) x P(N) C P(N?), alors | P(N) ® P(N) C P(N?) |

(b) Réciproquement : montrons que P(N?) C P(N) ® P(N), Soit A € P(N?), clest
a dire A C N2, comme N? est dénombrable, A est aussi dénombrable donc A =
U {@b)} or{(a,b)} = {a} x{a} € N)xP(N) € N)@P(N), donc | J {(a,b)} €
(a,b)eA (a,b)eA
N) ® P(N) ( qui est une tribu stable par union dénombrable).

Donc|P(N?) ¢ P(N) ® P(N)|.

Exercice 7. Il suffit de Traiter le 2. et de vérifier que Trp C F, le 1. est un un cas particulier
du 2.

Exercice 8. Comme NA,, C E, on a m(NA,) <m(FE), d’autre part :

m(NA4,) = m(E)—m((NA,)°) car m est une mesure finie
= m(E) —m(UAS)
> m(E) Zm AS) car m(UAY) <Zm A7)

)= 3l - i

m(E) car m(E) —m(A,) =0.
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Exercice 9. e Soit T,, = m Ap, ona :
p>n

(Th)nen est croissante = m(U T,) = lim m(T),)

n——+oo
neN
= m(hrr%lnf Ap) = ngrfoo m( ﬂ Ap) (2.14)

or pour tout p > n, ﬂ A, C A = m( m Ap) <m(Ay)

p>n p>n

= A,) < inf m(Ap)

>n
p>n b=

= lim m(() 4p) < lim (inf m(4,)) (2.15)

n——+o0o T n—+4o0 p>n

p2n
de (2.16) et (2.17), on obtient m(liminf,, A,) < ll)r_il_l (igf m(Ap)) = supin fp>nm(A4,)
c’est a dire

m(liminf 4,,) < liminfm(A4,))|

n—-+00

e Soit S, = U Ay, comme il existe ng € N t.q. m( U Ap) < o0, ona:
p2n p>no

(Sn)nen est décroissante = m(ﬂ Sp) = lim m(Sy)

N n—-+00
= m(hmnsupA :nEToom Ap) (2.16)
p>n
or pour tout p > n, A, C U A, = m(4y) <m( U Ap)
p>n p>n
= U Ap) > supm(Ap)
p>n p>n
li Ay) > i A 2.1
= AU Az lip ipm(a), @17

de (2.16) et (2.17), on obtient m(limsup,, 4,,) > lim (sup m(Ap)) = sup inf m(A,)

n—%+m>p2n nENp>”
c’est a dire
m(limsup A4,) > limsupm(A4,)) |
n n—4o0o
Exercice 10. 1. T, est une tribu

(a) R+a=R e B(R)
(b) Stabilité par passage au complémentaire :
AeT, & AcBR) et A+ac BR)
& A€ BR) et (A+a) e BR)
& A° e B(R) et A°+a € B(R)
& AeT,
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Pavant derniére équivalence provient du fait que (A + a)¢ = A°+ a. En effet : x €
(A+a)fer¢A+tasr—at Asr—ac A xec A% +a.
(c) Soit (An)nen une suite d’éléments de Ty,
VneNA, €T, & A,c€BR)etA,+acBR)
:UA € B(R etUA +a) € B(R)

= UA € B(R) et ( UA +a € B(R)
= UA €T,

L’avant derniére implzcatzon provient du fait que U(A,ﬁ—a) = (U Ap)+a. En effet :
n n
weU(An+a) & dneNjzed,+a

n

& dneNyjz—ac€ A,
= x—aEUAn

&z E (UnAn) + a.

2. Pour tout (z,y) € R?, tels que x <y on a [z,y[€ B(R) et [x,y[+a = [z +a,y + al€ B(R)
donc [x,yl€ Ty, et comme B(R) = o({[z,y[: (z,y) € R}, x < y}), alors B(R) C Ty, par
suite B(R) =T, (par déinition de T,, on a T, C B(R)).

3. (a) Montrons que m est une mesure :
i. m(0) = A0+ a) =A0)=0.
it. Soit (Ap)n une suite de boréliens deuz o deux disjoints. Puisque U(A" +a)=

n

(U Ap) +a et les (Ay + a) sont égalements des boréliens deuz o deuz disjoints,

n
on a alors :

o JAn) = MU +a)
o aUd )
- ngmw

(b) On a, pour tout (z,y) € R?, tels que x <y m([x,y]) = M|z +a,y+a]) =y —z =
Az, y[). Comme m et X\ coincident sur une partie C stable par intersection finie
et qui engendre la tribu borélienne et lelle que R = U]n,n + 1] union disjointes

neL
d’éléments de C. D’aprés le théoréme de ’égalité de deux mesures, on a m et A qui

sont égale sur toute la tribu borélienne.
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Exercice 11. 1. o

0< P(A4) =

2. On a

P(() Ba)

neN

lim P(B,) par continuité décroissante de P
n—+oo

lim P( U Ay) par déinition de By,

n—-+4o0o
k>n

lim Z P(Ayg)) par o sous additivité de P

n—-+o0o
k>n

0 comme reste d’une série convergente.

P(A)=P([)Bn)=1-P(| ] B), or

neN

P(|J B <

neN

Yk > nA,

neN

> P(By)

neN

> P 4D

neN k>n
Z H P(A7) car AS, AS, ..., A;, sont indépendants
neNk>n

ST - Peay).

neNk>n
(a) S’il existe k > n tel que P(Ag) =1, on a
C B,
= 1=P(4x) < P(B,) <1
= P(B,) =1
= lim P(B,) =1
n—-+00
= P([)Bn) =1
neN
= P(A)=1.

(b) SiVk >nP(Ar) <1, ona:
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[lon(l = P(4)) = lim : (1= P(Ag))
= lm_ exp[ln(lf[(l — P(Ax)))]
_ mg%exp[g% (1 = P(AY)
<l el )
_ exp[Ii(—P(Akm
. exp[§<—P<Ak>>1

+o0
= 0 car par hypothése on a Z(P(Ak)) = +o0

k=1
= P(|JB;)=0
neN
= P([]Bn) =1
= P(T)N: 1.

Exercice 12. 1. p(]a,b]) = (] — 00, ]\ — 50, a]) = (] — 00, b)) — ] — 0, a]) = F(5) — F(a)
car | — 0o,a] C] — 00,b].
2. On rappelle un résultat d’analyse (voir analyse 1, L1 MI) : Si f une fonction monotone
sur un intervalle, alors f admet une limite a gauche et une limite a droite en tout point
x appartenant a linterieur de cet intervalle.

3. Soit Cp =lz— 21, 2] (n > 1), (Cp)y, est une suite décroissante, donc par continuité décrois-
sante d’une mesure on a : lim p(Cy) = w(NCy) = p({z}), d’autre par lim p(Cy,) =
n——+0o0 n——+0o00

1
ll)r}rl (F(z)—F(x——=)) = F(z)— F(x™), et comme F est continue a droite de tout réel,
n 00 n
on a F(x)=F(z™).
F continue < F(z7) = F(z7) & p({z}) = 0 avec x un réel quelconque, ce qui est
équivalent a p diffuse.
4. p(la, b)) = p({a}Ula, b)) = u({a}) + u(la,b]) et on utilise ce qui précéde.
5. 1(la, b)) = p(Ja, b\ {b}) = p(Ja,b]) — u({b}) et on utilise ce qui précéde.

6. u(la, b)) = p({a}Vla, b)) = p({a}) + p(Ja,b]) et on utilise ce qui précéde.
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Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables
aléatoires

3.1 Fonctions mesurables

Définition 3.1.1. (Fonction mesurable) Soient (E,T) et (F,T) deux espaces mesurables une
fonction f définie de E dans F est (T, T) ouT —T mesurable si f~*(B) € T pour tout B € T.
Autrment dit si f~1(T) C T. Si F est un espace topologique et T = B(F), on dit simplement
T- mesurable au lieu de (T,T ) mesurable.

Si E et F' sont deux espaces topologiques, on dit que f : E — F est borélienne pour exprimer

qu’elle est (B(E), B(F)) mesurable.

Exemple 3.1.1. Soit (E,T) un espace mesurable, A est une partie mesurable si et seulement
si 14 est une fonction mesurable (en particulier 1g est mesurable).
En effet :
~ (&) Sily: (B, T) — ({0,1},P({0,1}) est T- mesurable, alors 1,*({1}) = A € T, car
{1} € P({0,1}).
EecT si B=1{0,1}
AeT si B={1}
AceT si B={0}
0eT si 0B=10.
Donc VB € P({0,1}), 1,(B) € T, d’oa 14 est T — P({0,1}) mesurable, par suite,

- (=) Si AeT, alors ILZI(B) -

‘A €T & 14 est T — mesurable ‘

On vient de vérifier que 1, (P({0,1}) = 0({A}), donc 14 est o({A}) — P({0,1}) mesurable.

Remarque 3.1.1. Si on considére 14 : (E,T) — (R, P(R)), on montre de la méme fagon que
1,1 (P(R)) = o({A}), donc 14 est a({A}) — P(R) mesurable, elle est aussi A — B mesurable
pour toute tribu A contenant A et toute tribu B incluse dans P(R).

Exemple 3.1.2. Une fonction constante f : E — R est mesurable pour toute tribu sur E et
toute tribu sur R.
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En effet : Soient (E,T1) et (R,Ty) deux espaces mesurables et f : E — R définie par Vx €
E; f(x) = a. Pour montrer que f est Ty — Ty mesurable, il suffit de montrer que f~1(B) € Ty
pour tout B € Ty. Soit B € Ty, on a :
E si aeB
-1 _
/ (B)_{ 0 si a¢B

donc VB € Ty ; f~Y(B) € T1. D’ou

‘f (B, Th) — (R,T3) constante < f est T — T mesurable ‘

Proposition 3.1.1. (Premiére caractérisation de la mesurabilité) Soient (E1,T1) et (Eq,T5)
deux espaces mesurables et C une famille de parties de Ey engendrant Ty (0(C) = Ta). L’appli-
cation f : By — Eo est (T1,T») mesurable si et seulement si pour tout B € C, f_l(B) e 11,
autrement dit si f~1(C) C Ty.

Démonstration 60. (=) f~1(Tz) C Ty = f~YC) C Ty carCC Ty .
(<=) Supposons que f~1(C) C Ty, montrons que f est mesurable c’est a dire f~1(Ty) C Ty.
f/fe)ycty = o(f~C)) C T1 par définition de la tribu engendrée
= fYo(C)) Cc 11 d’apres le lemme du transport
= [fYTy) C Ty car o(C) = Ty
= f est mesurable, par définition de la mesurabilité d’une fonction.

De la proposition précédente, on déduit les cas particuliers suivants, énoncés sous formes de
corollaires :

Corollaire 3.1.1. Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — R, f est T-mesurable si et
seulement si f vérifie l'une des deux propriétés suivantes :

1. f~Y(e, B]) € T pour tout o, B € R,a < B,
2. fYa,c[) € T pour tout a, € R.

Corollaire 3.1.2. Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — R, f est T-mesurable si et
seulement si f vérifie f~1([~o0,8]) € T pour tout B € R.

Corollaire 3.1.3. Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — Ry, f est T-mesurable si et
seulement si f vérifie f~1(Ja, +o0]) € T pour tout a € Ry.

Proposition 3.1.2. Soient (E1,B(E1) et (Ea, B(E2)) deux espaces topologiques munis de leurs
tribus boréliennes B(Ey) = 0(O1) et B(E2) = 0(O2). Toute application continue f : E1 — Es
est borélienne.

Démonstration 61. Soit O un ouvert de Oz, (On rappelle que 'image réciproque d’un ouvert
par une application continue est un ouvert)
O€0y = f1O)e€O; car f est continue
= [f1O) € a(0q) car O1 C a(0O1)
= [71(0) € B(En)
= f est (B(E1),B(E2) mesurable d’aprés la proposz'tz'on
ainsi d’apres la définition B.1.0] f est borélienne. [ ]
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Corollaire 3.1.4. Toute fonction continue de (R, B(R)) dans (R, B(R)) est mesurable. Autre-
ment dit Toute fonction f: R — R continue est borélienne.

Exemple 3.1.3. La fonction définie de R dans R par x — exp(z) est (B(R), B(R)) mesurable
car continue, mais n’est pas mesurable si on muni l’ensemble de départ par la tribu

T={ACBR): A= —-A}, ou —A={—x,x € A}.

Proposition 3.1.3. Soient (E;,T;), i = 1,2,3 des espaces mesurables, f : E1 — FEy une
application Ty — Ts mesurable et g : Fs — E3 une application Ty — T3 mesurable. Alors go f est
Ty — T3 mesurable.

Démonstration 62. 11 suffit de montrer que (go f)~(T3) C Ty, pour tout B € T3. Soit B € T,

(gof)™H(B) = flog (B)
= Y97 (B)).

Comme g est Ty — T3 mesurable, alors g~ (B) € Ty, et comme f est Ty — Ty mesurable, on a
Y9~ (B)) € Tn. u

Proposition 3.1.4. Soient (E,T) un espace mesurable, f et g deux applications de E dans
R. L’application h = (f,g) : E — R? est T — B(R?) mesurable si et seulement si f et g sont
T — B(R) mesurables.

Démonstration 63. Supposons que h est T — B(R?) mesurable et montrons que f et g sont
T — B(R) mesurables : Les projections w1 et mo définies de R? dans R par 71 : (z,y) — = et
o @ (x,y) — y sont continues donc boréliennes, comme f = m oh et g = mg o h, d’apres la
proposition f et g sont T — B(R) mesurables.
Réciproquement ; Supposons f et g T —B(R) mesurables, et montrons que h est T —B(R?) mesu-
rable : Soit O l’ensemble des ouverts de R?. Tout ouvert O de R?, s’écrit O = U(]ai, bi[x]ci, di])
el
hH0) = {z€ Bh(z) €| J(ai, bi[x]ei, di])}
el
{x € E;3i € I,h(x) € (Ja;, bi[x]ci, d;[)}
U h(Jag, bi[x]ei, di),
el
or
h(la,b[x]e,d]) = {z € E;(f(x),g(x)) €la,b[x]c,d[}
= {z € E; f(z) €]a,b] et g(z) €]c,d[}
= {veFaef (ob) etzeg(ed)}
= f'a,b) ng (e, d]).
D’apres la mesurabilité de f et g et la stabilité par intersection d’une tribu, on a h~1(0) C T.
Comme B(R?) = o(0O), d’apres la proposition h est T — B(R?) mesurable. [ |

Proposition 3.1.5. (Recollement) Soient (E,B(E)) et (F,B(F)) deux espaces topologiques et

soit (E;)icr une famille dénombrable d’éléments de B(E) telle que UEZ = E. Une fonction
i€l
[+ E — F est borélienne si et seulement si sa restriction o chaque E; est borélienne.
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Démonstration 64. D’apreés la proposz'tion du chapitre 2, on a B(E;) C B(E). Supposons
que f soit borélienne et montrons que f\g, : E; — F' est bolienne :
on a pour tout A € B(F),
fm(A) = {z€ B fip(2) € A}
= {z€E;f(z) € A}
= {zeEzae f1(A)}
= E;Nf Y A) € B(E;) car f~1(A) € B(E),
c’est a dire f|g, est borélienne.
Inversement : Supposons que pour tout i € I, fig, est borélienne, et montrons que f est boré-
lienne :
comme U E; = FE et que I est dénombrable on a : pour tout A € B(F)
i€l
714 = Enfi(4)
= UE)nsi@
el
= JE)nr ) u
i€l
= U f|_E} (A)) € B(E;) C B(E) car est un borélien de E.
i€l
Remarque 3.1.2. Dans la premiére implication, on n’a pas utilisé le fait que E; soit borélien,
ni le fait qu’il soit un élément d’une partition.
c’est a dire qu’on a montré que si A est une partie quelconque de E et f : E — F borélienne
alors f4 est borélienne.

Corollaire 3.1.5. Soit F et F' deux espaces métriques et Soit f: E — F une application.
S’il eziste une partition dénombrable (E;)ic; de E en ensembles boréliens telle que f soit
constante sur chaque F; alors f est borélienne.

Démonstration 65. C’est évident par la proposition précédente : la restriction de f & chaque
E; est constante, donc borélienne.

Corollaire 3.1.6. Soit FE et F' deux espaces métriques et Soit f: E — F une application.
Si 'ensemble des points de discontinuité de f est dénombrable, alors f est borélienne.

Démonstration 66. Soit D = {a;,i € N} l’ensemble des points de discontinuité de f, soit
Do = E\ D. Comme D est un borélien (tout ensemble dénombrable dans un espace métrique
est borélien ), alors Do est aussi un borélien. on a fp, est borélienne car continue (Do étant
l’ensemble des points de continuité de f). Si on pose E; = {a;} pour tout i, les F;, c’est des
boréliens, de plus, on a f qui est borélienne sur chaque E; car constante. |

Proposition 3.1.6. Soient (E,T) un espace mesurable, f et g deux applications de E dans R.
1. Si f et g sont T- mesurables, il en est de méme pour f+g, fg, |f| et cf (c € R constante)
2. Si f et g sont T- mesurables, il en est de méme pour min(f,g) et max(f,g).

3. f est T- mesurable si et seulement si fT = max(f,0) et f~ = —min(f,0) le sont.
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Démonstration 67. 1. On pose h = (f,g), s et p les applications définies de R? dans R,
par s(x,y)=x+y et p(z,y) =y, pe et a les applications définies de R? dans R, par p.(z) = cx
et a(x) = |x|.

Uapplication h est mesurable d’apres la proposition[3.1.7), les applications s, p, p. et a sont
continues donc boréliennes.

D’aprés la proposz'tion f+g=soh, fg=poh,cf=p.ofet|f|]=aolf, sont
mesurables.

2. On pose m et M les applications définies de R? dans R, par m(x,y) = min(z,y) et
M(z,y) = max(z,y).
m et M sont continues donc boréliennes . D’aprés la proposition min(f,g) et
max(f,g) sont mesurables car min(f,g) = moh et max(f,g) = M o h.

3. Supposons que f est T- mesurable, d’aprés ce qui précéde avec g =0 (qui est une fonction
constante donc mesurable), et c=—-1€R on a :
max(f, g) = max(f,0) et cmin(f,g) = —min(f,0) sont mes mesurables, donc f* et f~
sont mesurables.
Supposons que fT et f~ sont T- mesurables, alors f est mesurables car f = f* — f~.
|

Proposition 3.1.7. Soit f : E — R, une application T — B(R) mesurable. Elle est aussi
T —B(R) mesurable lorsqu’on la considére comme application E — R. De méme si f : E — R,
est une application T — B(R,) mesurable. Elle est aussi T — B(Ry) mesurable lorsqu’on la
considére comme application E — K, pour chacun des ensembles d’arrivées K = Ry, R, R.

Démonstration 68. Notons Kq, l’ensemble d’arrivée initial (Ko = R ou Ry ), K l’ensemble
d’arrivée €élargi et K§ = K\ K.
Soit B € B(K), on peut l’écrire B=BNK = (BNKy)U(BNKSF), d'ou

f1(B)=f1(BnKy)Uf I BNKS) = f1(BNKo)

car f est a valeurs dans Ko done, f~1(BNK§) = 0.
Y BNKy) €T car f est mesurable, et BNKq est un borélien de Ko d’apres les propositions

et|2.1.11] donc f~Y(B) € T pour tout B € B(K). [ |

Proposition 3.1.8. Soit (E,T) un espace mesurable et (f,)n une suite d’applications T —B(R)-
mesurable de E dans R alors les fonctions f = sup,, fn et g = inf,, f,, sont T—B(R)- mesurables.
De méme si les f, sont & valeurs dans Ry, et T — B(R)- mesurable, f et g sont T — B(R)-
mesurables. En raison du lemme 3.3.1., la T — B(K) mesurabilté de f et g reste vraie si les f,
sont & valeurs dans K =R ou Ry et T'— B(K) mesurables.

Démonstration 69. La tribu borélienne de R est engendrée par [—oo, a), d’apres le corollaire

il suffit de montrer que pour tout a € R, f~1([~o0,a]) € T.
Rappel : si (up)n>1 est une suite dans R, on a les équivalences suivantes :

supu, <a < Vne N u, <a|et|infu, >asVneN. u,>a
n>1 n>1
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Ce qui permet d’écrire

fY[~o0,a]) = {z€E; sup,,>1 fu(z) < a}
= {z € E;VYne N f,(z) <a}
= {z € E;Yn e N*, f,(z) € [~00,a]}
(1 f;J(L_OOvaDa
neN*
et
g_l([a, OO]) = {-T S E; infTLZl fn(x) > a}
= {z€B;VneN*, fo(z) > a}
= {z € E;Vn e N*, f,(2) € [a,00]}

= [ 9" (la,)).

neN*

On a le résultat demandé grdace a la mesurabilité de chaque f,, et a la stabilité de la tribu T par
intersection dénombrable. |

Proposition 3.1.9. Soit (E,T) un espace mesurable et (f,)n une suite d’applications T —B(R)-
mesurable de E dans R.

1. Les fonctions liminf,, f, et limsup,, f, sont T — B(R)- mesurables.
2. Si f est limite simple sur E de f, (f a valeurs dans R, f est T — B(R)- mesurable.

Cet ennoncé reste vrai si on remplace partout R par K.}r.

Démonstration 70. 1. Il suffit d’écrire

liminf f,, = sup inf f; et limsup f, = inf sup fi
n—-+00 n>1k>n n——+oo n>lp>n
et d’appliquer la proposition [3.1.8,

2. Si f est limite simple de f,, f =limsup, ... fn, donc 2. découle de 1.
|

Proposition 3.1.10. Soient (E,B(E)) et (F,B(F)) deux espaces topologiques et soit (E;)icr

une famille dénombrable d’éléments de B(E) telle que U E; = FE. Une fonction f: E — F est
i€l

borélienne si et seulement si sa restriction o chaque E; est borélienne.

Démonstration 71. D’apres la proposition du chapitre 2, on a B(E;) C B(E). Supposons

que [ soit borélienne et montrons que f|g, : E; — F est borélienne.
On a pour tout A € B(F),

fm(A) = {z€Ejfig(2) € A}
= {z € Li;f(z) € A}
{x € Ej;z e f71(A)}
= EinfY(A) € B(E) car fH(A) € B(E),
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c’est a dire f|g, est borélienne.
Inversement : Supposons que pour tout i € I, fig, est borélienne, et montrons que f est boré-

lienne. Comme U E; = FE et que I est dénombrable on a : pour tout A € B(F)
el
f7HA) = Enfi(4)
= (UE)nsr
i€l
= UEn sy
el
= U i (A) € B(E) car Vi € I, f;!(A) € B(E))etB(E;) C B(E).
i€l
d’ot f est une boélienne. [ |

Remarque 3.1.3. Dans la premiére implication, on n’a pas utilisé le fait que E; soit borélien,
ni le fait qu’il soit un élément d’une partition.

c’est a dire qu’on a montré que si A est une partie quelconque de E et f : E — F borélienne
alors f4 est borélienne.

Proposition 3.1.11. Soient (E,T) et (F,&) deux espaces mesurables, A une partie de E et f
une application T'— & mesurable. Alors la restriction de f a A flq4: A — F est Ty —& mesurable
avec T4 est la tribu trace de T sur A.

Démonstration 72. Supposons que f soit mesurable et montrons que fil4 : A — F est mesu-
rable. On rappel que Ty = {ANB;B € T},
on a pour tout B € £,

f@l(B) = {z € A; fla(z) € B}
= {z € A f(z) € B}
= {zedzefY(B)}
= ANfYB)€Ty car f/Y(B)eT

c’est a dire fia est To — T mesurable. |

3.2 Tribu engendrée

3.2.1 Mesurabilité et tribu engendrée par une partition

Proposition 3.2.1. Soit (E, A) un espace mesurable telque A est engendréé par une partition
(A;)ier (les éléments A; de la partition sont appelés atomes). Soit f : (E, A) — (R, B(R)) une
application A-mesurable. Alors f est constante sur chaque atome A; ; c’est & dire

Vi€ I,da; € R,Vx € Al,f(ﬂj) = aj;.

Démonstration 73. Supposons f : (E, A) = (R, B(R)) une application A-mesurable et mon-
tronsVi € I, 3a; €R :Va € Ay, f(x) = a4, i.e. Vo € Ajyx € f~a;) ie. Ja; € R : A; C f1(ay).
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Soit p € I, soit x € Ay, et on pose a, = f(z), considérons : B = A, N f~1(ay), on a B € A,
comme intersection de deux éléments de A. Comme A est engendrée par une partition, 3J C I :
B = U Aj, comme B C A, on a :
JjeJ
B = BnNA,
(Janna,
jeJ
= Jn4y).

Jje€J

Sl existe j € J, j =p, alors A, C U Aj =B et comme B C A, alors B = A,,.
jeJ

Sivjed,j#palors AjNA, =0 (par définition d’une partition), par suite

B= U(AjﬂAp) =0uUdu..=0.
jeJ
On déduit que A, N f~(ap) = Ap ou A, N f~1(ap) =0, comme B est non vide (car x € A, et
z € f~1(ap)), on a necessirement A, N f~1(ay) = Ap, donc A, C f~1(ay) = Ap, c’est a dire

Vo € Ay f(x) = ap.

3.2.2 Tribu engendrée par des fonctions mesurables

Définition 3.2.1. (Tribu engendrée par une fonction mesurable) Soit (E,T) un espace mesu-
rable et f une fonction mesurable de E dans R alors I’ensemble

FHBR) = {f1(4), A € BR)}

est une tribu sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction mesurable f. On la note o(f)
(resp. o(X) )
Plus généralement si f : (E,T) — (F,F) est T — F mesurable la tribu engendrée par f est
définie par

a(f)=fHF)={f(A),AeF}

Remarque 3.2.1. [’ensemble F' peut étre un ensemble produit et F =11 ® ... ® T,, une tribu
produit et f = (f1,..., fn)-

Proposition 3.2.2. Si f: (E,T) — (F,F) est T — F mesurable.
La tribu o(f) engendrée par 'application mesurable f est la plus petite tribu rendant f .

En effet : On remarque que par définition de o(f), VA € F, f~1(A) € o(f) donc f est
o(f) — F mesurable. Soit A une tribu telle que f soit A — F mesurable.
fest A— F mesurable = VAc F f1(A)cA
= {fYA),AcF}cA
= o(f) C A
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Exemple 3.2.1. Soit A € B(R) La tribu o(14) engendrée par lindicatrice est :

(o(14) = o(4)].

En effet : Soit 14 : (E,T) — (R,B(R)), on a par définition o(14) = {1,*(A), A € B(R)}).
Soit A € B(R),

0 si OgAetlgA

A si 1leAetO0g¢ A

A¢ si 0eAetl¢gA

E si 1cAetO0cA

donc o(14) = {0, A, A¢, E'}.

13'(A) =

Corollaire 3.2.1. Si f: (E,T) — (F, A) est T — A mesurable et C C A telle que o(C) = A,
alors la tribu o(f) engendrée par f, vérifie

o(f) =a(f7HC) = a({f1(4),AeC)).

Démonstration 74.

a(f) 71 (A)
= f~Yo(C)) par hypothese
= o(f~1C)) d’apres le lemme du transport

= o({f71(4),Aec}.
[ |

Exemple 3.2.2. Si par exemple f : (E,T) — (F, A) est T — A mesurable et A =T, @ Ty est
une tribu produit, alors

o(f)=f M@ Ty) =o(f Ty x To) = o({f ' (A), A € Ty x Tp}
car Th ® Ty = O'(T1 X TQ).
Proposition 3.2.3. Soit

f1(B,T) — (BEixEy,T1®T)
x = f(@) = (i), fa(2))

Alors, [ est mesurable si et seulement si f1 et fo sont mesurables.

Démonstration 75. 1. Supposons f mesurable et montrons que f1 et fo mesurables : f; =
p; o f est mesurable comme composée de deux fonctions mesurables.

2. Supposons f1 et fo mesurables, et montrons que f est mesurable : Pour montrer que f est
mesurable, il suffit de montrer o(f~1(Ty x Ty)) car
f est mesurable VAeTi@Te, fHA) €T

ST @ Ty)

fHo(Th x T»))

O‘(f_l(Tl X Tg))

teT e
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Pour montrer que o(f~1(Ty x T1)), il suffit de montrer que f~*(Ty x Ty) C T
Comme f1: (E,T) — (E;,T;) et fo: E,T) — (E;,T;) sont mesurables, on a :
VAL € T1, YAy €Ty, fT (A €T, fy Y (A2) €T et
fTHA1x A2) = {z € E;f(x) € A1 x Ao}
{z € E;(fi(2), f2(x)) € A1 x As}
{z € E; fi(z) € Ay et fo(x) € Ao}
{reByxe fi (A) etac fy ' (A)}
= {reBue fi'(A)nfy'(A)}
= AN S (A eT
= VA; € Tl,VAQ € Tg,f_l(Al X Ag) eT
= fY(ixTh)cCT
= o(f YTy xT)cCT.

Définition 3.2.2. (Définition équivalente) Soit {(E;,T;),i € I} un ensemble d’espaces mesu-
rables, et soit {f; : E — E;,,1 € I} un ensemble d’applications mesurables. On appelle tribu en-
gendrée par la famille des fonctions mesurables (f;)icr, la tribu notée o(f;,i € I) = o(f1, fa,...)
et définie par

o(fiiel)=o(lJF71(T)).
el
o(fiyi € 1) est la plus petite tribu rendant les applications f; mesurables.
Pour la preuve voir le problémd3.6. ]|
Proposition 3.2.4. Soit
f: (E,T) — (E1 x Fo,Th ®T2)

T = f(z) = (fi(2), f2(x))

Alors La tribu o(f) engendrée par f est la plus petite tribu contenant o(f1) et o(f2).

Proposition 3.2.5. Soient (FE1,T1) et (E2,Ty) deux espaces mesurables, et soit pour i = 1,2,
les applications p; : E1 x Ey — E; définie par (x1,x2) — x; La tribu produit Th @ Ty est la tribu
engendrée par les projection py et pa, c’est a dire la plus petite tribu rendant les projection pp
et p1 mesurables.

Démonstration 76. Montrons que pour tout i = 1,2, p; est Ty ® To — T; mesurable :
Pour i =1VA € Ty,p; ' (A) = Ax By € Ty x Ty C o(Ty x Tp),
c’est a dire
pl_l(A) el ®T.

Meéme raisonnement pour i = 2.

Montrons que Th ® Ty est la plus petite tribu rendant les p; mesurables :

Soit T une autre tribu sur E1 X Ey telle que Py soit T —1T7 mesurable et Py soit T —T5 mesurable,
et montrons que T1 @ To C T'. Comme

p;l(Al) = A1 X E2 et p;l(AQ) = E1 X AQ,
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on a .
VA € Ty,py H(A) €T VA, €T, Ay xEy €T

{ YAy € Ty, py H(A2) €T { YAy € Th,Ey x Ay €T
= VA € Th,VAs € Ty, (A1 X E5) N (B X Ag) € T
= VA € T1,VAs € ThA1 X Ay €T
=Ty xTyCT
oM xT)CT
=TT, CT.

Remarque 3.2.2. T1 ® T, vérifie

Ty ® Ty =o(py (T1) Upy ' (T2)) = o(o(p1) Ua(p2)).

3.2.3 Mesure image

Définition 3.2.3. (Mesure image) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (F,T) un espace mesu-
rable et f une fonction mesurable de E vers F'. Alors Uapplication my définie de T dans Ry
par :

ms(A) = m(f1(A)), pour tout A€ T,

est une mesure sur T appelée mesure image par f.

Exemple 3.2.3. Soit f une application définie sur l’espace mesuré (E,T,m) = ([0, 1], B([0, 1]), A)
par f(x) = —Inz, calculer ms([0,t]) pour tout t > 0.

3.3 Variables aléatoires

Définition 3.3.1. (Variable aléatoire, élément aléatoire)

1. Soit (E,T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) une fonc-
tion X définie de E dans R, et T-mesurable, i.e. X 1(A) € T pour tout A € B(R).

2. Soit (E,T) et (F,T) deux espaces probabilisables. Une fonction f définie de E dans F
est un élément aléatoire si ¢’est une fonction (T,T) mesurable. Lorsque F' est un espace
vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un vecteur aléatoire.

Définition 3.3.2. (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.) Soient (E,T,P) un
espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle. On appelle loi de probabilité de la variable
aléatoire X la probabilité Px image de P par X, c’est a dire Px(A) = P(X~(A)), pour tout
A € B(R). On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X, la fonction de répartition
de la probabilité Px.

Exemple 3.3.1. (loi de probabilité de la variable aléatoire constante). Soit a une constante
réelle et X la variable aléatoire définie sur l’espace probabilisé (E,T,P) par P(X =a) =1 et
P(X # a) = 0. La loi de probabilité de X est la mesure de Dirac au point a, c’est a dire Px = 0,
en particulier la loi de probabilité de la v.a. nulle est dg.
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Proposition 3.3.1. (égalité de deuz lois) Soient (E, T, P) et (E/,T/,P/) deuz espaces proba-
bilisés. X une variable aléatoire sur E et X' une variable aléatoire sur E . On a alors

1. PX:PX, & PX<t)=P (X <t)VteR,

2 PX:P)’(,@P(nggt):P'(ng' <t)Vs,t R ets<t.

Démonstration 77. 1. Il suffit de remarquer que P(X <t) = Px(] —oo,t]) et P(s < X <
t) = Px([s,t]). Soit F la fonction de répartition de Px et G la fonction de répartition de
P;(,. Pour toutt € R, on a :

(<)

P(X <t)=P(X' <t) = Px(]—o00,1]) = P, (] —o0,])
= F(t)=G(t)
= PX:P//

X

car deux mesures de méme fonction de répartition sont égales.

Réciproquement :(=)

PX:P)/(/ = PX(]*OOat]):P;(’(]*OO’tD

= P(X<t)=P (X <t).

2. Pour toutt € R et tout s € R tels que s < t, on a

=)
Px = P;(, = Px([s,t]) = P)/(,([s,t])
= P(s<X<t)=P(s<X <t).

Ps<X<t)=P(s<X <t) = Px([s,1])) = Pl([s1])

= PX([S7t]) = P_;(’([Svt]) et PX([Sﬂa]) = P)/(’([Sva])

pour tout s < a <t

= Px(la,t]) = Pi.(la,t]) car Px et P, sont des mesures finies
= Px= P)’(, d’apres le théoreme sur l’égalité de deuxr mesures.

Définition 3.3.3. (Variables aléatoires équidistribuées) Soient (E,T,P) et (E',T',P') deux
espaces probabilisés. X une variable aléatoire sur E et X' une variable aléatoire sur E . On dit
que les variables aléatoires X et X' sont équidistribuées si elles ont méme loi de probabilité.

Définition 3.3.4. (Variable aléatoire discréte, entiére, continue) Soient (E,T,P) un espace
probabilisé, X wune variable aléatoire réelle sur (E,T,P), Px sa loi de probabilité et Fx sa
fonction de répartition.

1. St X(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discréte.

2. St X(FE) CN, on dit que la variable aléatoire X est entiére.
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3. Si Fx est continue, on dit que la variable aléatoire X est continue.

Proposition 3.3.2. Soit (2, &) un espace probabilisable et X une application de Q0 dans R telle
que ensemble X () soit au plus dénombrable, alors X est une variable aléatoire discréte si :

Vo € X(Q), X7 ({z}) €

Démonstration 78. Soit F' = X(Q), supposons que Yo € X (Q), X 1({z}) € &€ et montrons
que X est une variable aléatoire, c’est a dire X est E—B(R) mesurable. D’apres le TD 2 (exercice
), comme F' est par hypothése au plus dénombrable, on a P(F) = o(S) avec S = {{z},z € F}.
Uhypothese de départ s’écrit alors X ~1(S) C &, ce qui donne d’apres la proposz'tion X est
E — P(F) mesurable. C’est a dire

YAEP(F), X \(A) e & (3.1)

Montrons maintenant que X est £ — B(R) mesurable.

Soit B € B(R),

-1
-1
-1

(B
(B
(
X
(
(

X-1(B) R)

m(FuFC)

(BNF)U(BNF))

BNF)UX YBnFe)

BNF)uX-YBnF°

BNF) car X 1Y(BNF¢) ={weQX(w)eBNF}=0.

-1
-1

NNNNNN

Comme BNF € P(F), d’apres (3.1)), on a X' (BN F) € &,
d’ot VB € B(R), X 1(B) € £ donc X est une variable aléatoire. [ |

Définition 3.3.5. (Tribu engendrée par une v.a.) Soit (E,T) un espace mesurable et f X ) une
variable aléatoire de E dans R alors [’ensemble

XTHB(R)) = {X7'(4),A € B[R)})

est une tribu sur E qu’on appelle tribu engendrée par la v.a.r X, on la note o(X).

Exemple 3.3.2. (Ezemple de tribu engendrée) On lance un dé.
Soit @ = {1,2,3,4,5,6} muni de la tribu A ="P(Q) et X la variable aléatoire définie de (£2,.A)
dans (R, B(R)) par X (w) =1 si w est pair, X (w) = 0 sinon. Alors la tribu engendrée par X est
donnée par o(X) = {Q,0,{2,4,6},{1,3,5}}. En effet :

On a par définition de la tribu engendrée par une v.a.r, o(X) = {X1(A), A € B(R)}).
Soit A € B(R),

0 si 0¢Aetlg A
(2,4,6) si 1cAet0d A
{1,3,5} si 0eAetlg A

Q si le Aet0ec A
donc o(X) ={Q,0,{2,4,6},{1,3,5}}.

X1(4) =
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Remarque 3.3.1. L’ezemple [3.3.9, en est un cas particulier de l’exemple [3.2.1) avec E = ,
T=P() et X =14 ou A=1{2,4,6}.

Corollaire 3.3.1. (tribu engendrée par une variable aléatoire discréte) Si'Y est une variable
aléatoire discrete, dont l’ensemble des valeurs est {yi,y1,...,Yi, ...} alors la tribu engendrée
par Y est égale a la tribu engendrée par la partition (Ap)n, ot Ay = Y 1 ({yn}) c’est a dire
o(Y) =o((An)n)-

Démonstration 79. (par double inclusion) Comme pour tout n, {y,} est un borélien alors par
définition de o(Y), A, = Y 1({yn}) € o(Y) pour tout n, donc o((An)n) C o(Y) car c’est la
plus petite tribu contenant les A,,.

inversement : Soit C € o(Y), alors il existe un borélien D tel que C =Y 1(D) et YD) =0
ouY (D) = | ] Ay donc C € o((An)n), par suite o(Y) C o((An)n). |
yn€D

3.3.1 Variables aléatoires indépendantes

Définition 3.3.6. (Variables aléatoires indépendantes) Soit (E,T,P) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et Xq,..., Xy une famille de v.a.r. On dit que X1, ..., Xy sont indépendantes
st les tribus engendrées par Xq, ..., Xy sont indépendantes.

2. On dit que la suite de v.a. (Xp)nen+ est indépendante si, pour tout N > 1, les v.a.
X1, ..., XN sont indépendantes. On appelera suite de v.a. i.i.d une suite de v.a. indépen-
dantes et identiquement distribuées.

Proposition 3.3.3. Soient (2, ) un espace probabilisé, X et Y deux variables aléatoires éelles
définies sur §). Les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes si et seulement si

PUX <a} n{Y <b}) = P{X < a}) x P{Y < b}),Va,b € R. (3.2)

Démonstration 80. e Supposons X etY indépendantes et montrons l’équation (3.2)).
Rappelons que
o(X)={X"Y(B),B € B(R)}
et
{X<a} ={we % X(w) <a} ={we QX (w) € —o00,a]} = X (] — o0,a])

X etY indépendantes << o(X) et o(Y) indépendantes
& VA € O'(X),VAQ S O'(Y); P(Al N AQ) (Al) (AQ)
& VB; € B(R),VBy € BR); P(X YB)NnY~ (B 2)) P(X 4B
=

P(Y~!(By))

P(X7Y(] = o00,a)) NY (] = 00,b])) = P(X~}(] = 00,a])) P(Y (] — 00, b]))

pour tout a,b € R.

e Supposons l’équation (3.2)) vérifiée et montrons que X et'Y sont indépendantes.
Soit,

C1={{X <a},a e R} = {X1(]—00,a]),a € R} et Cy = {{Y <b},b € R} = {Y(]—00,b]),b € R}.
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Comme ’équation (3.2)) est vérifiée, alors les classes d’événements Cy et Cy sont indépendantes.
De plus Cy et Cy sont stables par intersection finie car

{we B X(w)<a}n{we X (w) <ag} ={we QX (w) <min(ay,az}}.

D’apres la proposition[2.4.4, o(C1) et o(Cs) sont indépendantes.
D’autre part, d’aprés le lemme du transport on a :

o(X) = X YBR))
= X Yo({] - 0,a],a € R}))
= UEX_)I( ] —0,a],a € R}))

De la méme maniére, on montre que U( ) = o(C2), Par suite l'indépendance de o(C1) et
0(C3), donne l'indépendance de o(X) et o(Y'), par suite X et Y sont indépendantes. [ |

Proposition 3.3.4. (Indépendance et composition) Soit (E,T, P) un espace probabilisé, X etY
deuz variables aléatoires définies sur (E, T, P) et soit f et g deux fonctions boréliennes definies
de R dans R, si X et'Y sont indépendantes alors f(X) et g(Y) sont aussi indépendantes.

Démonstration 81. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes, Par définition de
variables aléatoires indépendantes, on a o(X) et o(Y') sont indépendantes : Pour montrer que
f(X) et g(Y) sont indépendantes, il suffit de montrer que o(f(X)) et o(g(Y)) sont indépen-
dantes. Soit A1 € o(f(X)) et Ay € o(g(Y)

Ay € 0(X) car f borélienne donne f~1(B;) € B(R)
[o(f(X)) Co(X)]

De la méme fagon, on montre que ‘a(g(Y)) Cco(Y) ‘

)-

Ay eo(f(X)) = 3B eBR): A= (f(X)) 1(B)
= dAB1 e BR): A =(f oX))*l(Bl)
= 3B € BR): A1 = (X to fH(B)
= 331 € B( ) A1 Xﬁl(fil(Bl))
=
=

Comme o(X) et o(Y) sont indépendantes, on a :
Par définition
VA€ o(X),VB e o(Y),A et B sont indépendants

en particulier

VAe o(f(X)),VB eoa(g(Y)),A et B sont indépendants ,
d’ot o(f(X)) et o(g(Y)) sont indépendants et par suite f(X) et g(Y) sont indépendants .
|

Proposition 3.3.5. (Généralisation) Soit (E, T, P) un espace probabilisé, n > 1 et X1, ..., Xp, Y1, ...

des v.a.r indépendantes. Soit ¢ une fonction borélienne de R™ dans R et 1 une fonction boré-
lienne de R™ dans R. Alors les v.a.r. o(X1,..., Xy) et (Y1, ..., Yy) sont indépendantes.
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3.4 Fonctions étagées

Définition 3.4.1. (Fonctions étagées) Une fonction f : (E,T) — (R,B(R) est dite étagée
si elle est T mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On note £ ['ensemble des
fonctions étagées de (E,T) — (R, B(R)). et ET I’ensemble des fonctions étagées positives c’est
a dire & valeurs dans R

Remarque 3.4.1. Par définition, les fonctions étagées, me prennent pas les valeurs —oo et
+00.

Exemple 3.4.1. Toute fonction en escalier sur un intervalle [a,b] de R est étagée. En effet :
Par définition d’une fonction en escalier f : [a,b] — R, il existe une subdivision (sg, S1, ..., SN)
de la,b] (i.e. a = sp < s1 < ... < sy = b) telle que f soit constante sur chaque intervalle
[z, Tiy1[ pour 0 < i < N — 1. Pour tout élément B de B(R), on a f~(B) est une réunion finie
d’intervalle du type |x;, xiy1[ @ laquelle on ajoute éventuellement certains des points x;, on a
donc f~Y(B) € B(la,b]). On rappelle qu’au chapitre 2, on a vu que B([a,b]) = {B C I;B €
B(R)}.
Exemples 3.4.1. 1. La fonction lg est une fonction étagée car Q est un borélien de R, donc
1 est borélienne matis n’est en escalier sur aucun intervalle [a,b], car elle n'est constante

sur aucun intervalle ouvert non vide, étant donné que ce dernier contient des rationnels
et des irrationnels.

2. La fonction constante de 2 — R est étagée.

Lemme 3.4.1. Pour f: E — R non constante, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est étagée.
2. il existe une partition finie (Eq,...,EN) de E, en ensembles mesurables telle que f soit
constante sur chaque E;.

8. 1l existe des ensembles mesurables A1, Ao, ..., A, deux & deux disjoints et ai,ao, ....,an

des réels tels que
n
f = Z aiIlAi.
i=1

4. 1l existe des ensembles mesurables Ay, Ao, ..., Ay et ar,a9,...,a, des réels tels que

n
f = ZaiﬂAi.
i=1

L’écriture canonique d’une fonction étagée
Soit f : E — R une fonction étagée non constante, la décomposition (ou I’écriture) canonique
de f est donnée par le 2. du lemme précédent : en notant f(E) = {a,aq,...,a,} 'ensemble des
valeurs prises par f, et en posant E; = {z; f(z) = a;} = f~'({a;}) = {f = a;}, on obtient une
partition de E en ensembles mesurables car f est mesurable, et on la décomposition canonique
de f suivante :

f=> ailyrqap|
=1
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Exemple 3.4.2. [l y a plusieurs maniéres d’écrire une fonction étagée :
Lo, = IL[O’%}—HI[%’I] =211 1)— Ljo,1) — 211, l'écriture canonique est 1jg 1) = 1119 1)+01[g 1je.
Remarque 3.4.2. Si 0 € f(E), il faut l’écrire dans la décomposition pour avoir vraiment la
décompsition canonique.

Propriétés

1. Si f est une fonction étagées, alors f, f~ et | f| sont étagées.

2. Si f et g sont étagées alors max(f,g) et min(f, g) sont étagées .

3. Plus généralement si f1, fo, ..., f, sont étagées alors max(f1, fo, ..., frn) et min(f1, fa, ..., fn)
sont étagées.

n
Démonstration 82. 1. Soit f = g a;l 4, une fonction étagée sous forme de décomposition
‘ i=1
canonique.

e Par définition de f*, on a pour tout i et pour tout v € A; :

[T (z) = max(f(x),0) = max(a;,0) donc f+ = Z max(a;,0)14,.
i=1

n

e On montre de méme que [~ = Z(—min(ai, 0))1a, car,

i=1
f~ = —min(f(z),0) = max(— f(x), 0).
e On al|f] = ft+ f~, comme l'ensemble des fonction étagées est un espace vectoriel,

alors |f| est étagées.
On a aussi f* + f~ = max(f, —f)

2. 1l suffit d’écrire max(f,g) = H%\f—gl et min(f,g) = Hg—fm—m et d’appliquer ce qui
précede.

3. Par récurrence sur n.

Lemme 3.4.2. Soit (E,T,m) un espace mesuré et soit f € £, non nulle, t.q.

n p
F=> aila, et f=) blp,
=1 =1

ol ay,...,ap,b1,...,by, sont des réels strictement positifs, (Ai)i=1,.n CT et (B;)i=1,.p C T
sont des familles de parties disjointes deur & deux,i.e. A;NA; =0 et BiNBj =0 sii # j. Alors

Démonstration 83. On a,

n p
{w; fx) >0y =JAi = B,
i=1 =1
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=
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i—=1 d’ot

i=1  j=1
n P
F=Y ) lans |, (3.3)
=1 j=1
de la méme facon on obtient
p n
9=>_b> lans (3.4)
7j=1 =1

On pose pouri=1,....netj=1,...,p, Cij = A; N B;.
Si pour tout 1,7, Ci; # 0, alors il existe x € Cyj et f(x)
D’autre part :

n n p n p n p
1=1 i=1 Jj=1 i=1 J=1 =1 j=1
et
p p n p n P n
Zb]m(BJ) = Z b]m(U Cij) = ij Zm(Cw) = Z bjm(Ci;)
=1 7j=1 =1 =1 i=1 7j=11i=1

Proposition 3.4.1. (Structure vectorielle de £) Soit (E,T) un espace mesurable, l’ensemble
des fonctions étagées £, est un espace vectoriel sur R. De plus si f,g € £, on a aussi fg € E.
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Démonstration 84. Soient f et g deux fonctions etagees (f,g € &) et soit a, B € R. On utilise

la décomposition canonique de f et g suivante, f = Zaﬂlf 1(fa;}) €6 9 = Zb Ly—1((8;1)
=1
{a;,i € {1,..,n}} (resp. {bj,j € {1,..,p}}) est Uensemble de toutes les Ualeurs prises par f
(resp. l'ensemble de toutes les valeurs prises par g). Soit,
Ai = f{a;}) et B = g7 1({b;}). Comme (A;); et (Bj); forment des partitions de E, on a

i=1 j=1
4 = AnlJ4
i=1
p
= A;N U B;
j=1
p
= (J@inBy))
7j=1
donc
f = ai]l

i=1 LPJ(AZ N Bj)

n P
= Z a; Z La,nB; car les (A; N Bj) sont 2 a 2 disjoints.
=1 7j=1
donc

n p
F=YaY lans,

=1 j=

.
[y

de la méme fagon on obtient

3

b] ]lAiﬂBj
=1

M*@

1

~.

<.
Il

ce qui permet d’écrire

P n
af +Bg = (aa;+ Bb;)lanz,
Jj=11

—1

ce qui montre que af + Bg € € et donc £ est un espace vectoriel.

P n
D’autre part, on a| fg = Zzaibj]lAmBj ., ce qui montre que fg € £. |
j=1i=1

Proposition 3.4.2. (Mesurabilité positive) Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — R, .
Alors f est mesurable si et seulement si il existe une suite (fn)nen C E4, t.q. :

1. fuy1 > fu(x) pour tout x € E, et tout n € N
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2. Pour tout v € E, fp(z) — f(x), quand n — oo.

Les deux conditions précédentes seront dénotées par f, T f.

Démonstration 85. Pour n € N, on définit la suite :

0 si 0< f(z) < 5m
2% st Q%Sf(x)<2%
Y G 2ol pa) <1
1 si 1< f(z) <1+ 5%
1+ 5 si 1497 < f(@) <1+ 5%
fn(x): .
1+220 s 1+ 37 < f(r) <2
2 si 2< f(z) <2+ 57
n—1+2’;;1 st n—1—|—27;;1§f(x)<n
L n st f(x) >n.

Autrement écrit

£ = 2% st f(x)E[zﬁn,%[pournggnW—l
"l n s f(z)>n
St on pose
.k kE+1 _
Aprp=f 1([27, on [) pour 0 <k <n2" —1 et Ay pon = f L([n, +o0|)
fn s’écrit
n2" Ek
k=0

on aVk € {0,...,n2"}, A, € T car f est mesurable, donc

o (fn)n est une suite de fonctions étagées.

e Montrons que pour tout © € E, lirf fo(z) = f(x). Soit x € E,
n——+0oo

Si f(x) = 400, onVn € N*, f(z) > n donc fp(x) =n donc nEIfoo fn(z) = 400 = f(2)

Si f(x) < 400, il existe ng € N*, f(x) < ng, donc pour tout n > ng f(z) est dans l'un des

intervalles [, B[ pour 0 < k < n2" — 1, donc fo(x) = 2 et |f(x) — fo(2)] < 5 d'ou

1
lim |f(z) — fo(z)] < lim — = 0 par suite

lim |
n—+00 n—+oo 27 n——+o0o
li = .
Jm  fu(x) = f(z)
e On peut montrer que la suite (f,)n est croissante , comme suit : Par construction on a pour
tout n et pour tout x,

f(z) — fu(z)] = 0, ce qui implique

fulz) = maX{QEn,O <k <n2", 2% < f(x)}.
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Soitn € N et x € E, on pose

k k
Vale) = (50,0 <k <2 o < fa)),

on a pour tout n et pour tout x :

Vi(x) C Vg (),

car
pour tout q de V,(x) on a
¢ = £,0<k<n2" et < f(a)
= 52 0< 2k <n2" Tl < (n+ 12 et 52y < f(a)
TS e (s I el gl < (6] e p 2k

Donc q € Vyi1(x), par suite max Vy,(z) < max V,,41(x), pour tout n et pour tout z, c’est a dire
pour tout n et pour tout x, fn(r) < fni1(z). |

Proposition 3.4.3. (Deuziéme caractérisation de la mesurabilité) Soient (E,T) un espace
mesurable et f : E— R. f est mesurable si et seulement si, il existe une suite (fp)nen C &, t.q.,
pour tout x € E, fp(z) = f(x), quand n — oo.

Démonstration 86. On a déja vu dans la proposition que la limite simple d’une suite
de fonctions mesurables est mesurable.
Supposons que f est mesurable et montrons qu’il exite une suite (fy)n de fonctions étagées telles
que lim f,(z) = f(x) pour tout x € E.

n—-+00

Ona f=f"—f avec fT et f~ des fonctions positives et mesurables d’aprés la proposition
[5.1.6. Donc d’apres la proposition [3.4.3, il existe deux suites de fonctions étagées, positives et
croissantes (gn)nen €t (hn)nen, telles que lim g, (z) = fT(x) et lim hy(x) = f~(z) pour
n—-+oo n—+00

tout x € E.
On pose fp = gn — hy, de sorte que 11111 fn(x) = f(x) pour tout x € E.

n—-+0oo
D’autre part comme £ est un espace vectoriel, on a (fn)neny € € (c’est a dire une fonction
étagée) [ |
Lemme 3.4.3. Une suite numérique est la limite d’une suite de fonctions étagées.

Démonstration 87. Soit la suite numérique

u: (N,P(N)) —
n = u(n) = up,.

m—-+00

+oo m
On aup =u(p) = Zun]]-{n}(p) = lim Zunl{n}(p)
n=0 n=0

donc

m
u = ml—l}—li-loozg)un]l{n} .
n=
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Proposition 3.4.4. [l’espace des fonctions mesurables a valeurs dans R qu’on note M est un
espace vectoriel sur R et si f,g € M, alors fg € M.

Démonstration 88. Soit f,g € M et soit a, 3 € R.
On pose h = af + Byg, d’apres la propositiorf3.4.3, il existe deux suites de fonctions étagées
(frn)nen et (gn)nen telles que lim f,(z) = f(x) et lim g,(x) = g(x) pour tout x € E.
n——+00 n—-+0o0o
On pose hy, = afn + Bgn, de sorte que ngrfoo hn(z) = h(z) pour tout x € E.
Comme lespace € des fonctions étagées est un espace vectoriel, on a (hyp)nen C &, la proposition
donne aussi que h est mesurable.
L’ensemble M est donc un espace vectoriel (sur R).
Soit f,g € M et soit o, B € R. On raisonne comme ci dessus.
On pose h = fg, d’apres la pmposz’tio il existe deux suites de fonctions étagées (fn)nen
et (gn)nen telles que lim  fp(x) = f(z) et lim g,(z) = g(z) pour tout x € E.
n—-+00 n—-+00

On pose hy = fngn, de sorte que lirf hn(z) = h(x) pour tout x € E. La proposition W
n——+0o0o
donne que (hp)neny C E, la proposition donne aussi que h est mesurable. |

Corollaire 3.4.1. Toute fonction continue a droite (resp. a gauche) est mesurable.

Théoréme 3.4.1. (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.) Soient X et'Y deuzx v.a.r
définie sur un méme espace probabilisé (2, A, P). Alors la v.a. Y est mesurable par rapport a la
tribu engendrée par X si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle

que Y = f(X).

Démonstration 89. e Supposons Y est o(X) — B(R) mesurable, et montrons que Y = f(X),
avec f borélienne.
Comme Y est 0(X) — B(R) mesurable, d’aprés la proposition [3.4.5, il existe Y,, € & telle que

mMn
lim Y, =Y, soitY, = Z ainla,, avecles Ay dans o(X). par définition de o(X), il eviste

n—-+o0o
1=1

Bi des boréliens de R tles que A;p, = X Y(B;,,) donc

Yo = Zaivnlx_l(Bi,n)

=1
Mn
= (Z aivn]]‘Bi,n) o X
i=1

mn
= fhoX avec f, = Zai’”lBim'
i=1
Soit f =limsup,, f, d’ou Y =limsup,, Y, = f o X., on peut aussi prendre f = liminf, f,
e Supposons que Y = f(X) avec f borélienne et montrons que Y est o(X) — B(R) mesurable.
Soit B € B(R), on a Y~ YB) = X1 (f~1(B)). Comme f est borélienne, on a f~1(B) € B(R)
et donc X H(f~1(B)) € o(X), d’ou le résultat. [ |
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3.5 Convergences

Définition 3.5.1. (Egalité presque partout) Soient (E, T, P) un espace mesuré, F' un ensemble,
f et g des fonctions définies de E dans F'; on dit que f = g m-presque partout et on note f = g
m-p.p. ou L si Uensemble {z € E; f(x) # g(x)} est négligeable.

On dit qu’une fonction f est m-négligeable si f =0 m p.p.

Exemple 3.5.1. Soit f : [a,b] — R, une fonction en escalier, il existe donc une subdivision
(80,81, .-, SN) de [a,b] (ie. a = sgp < s1 < ... < sy = b) telle que f soit constante sur chaque

intervalle |z;, x;11] pour 0 <i < N — 1.
N

On note a; la valeur prise par f sur Uintervalle |z;, x;i41] On a f = Zai]l]xmiﬂ[)\p.p., car si

i=1
N

on pose g = Zail}xi,ziﬂ[ On a g(x;) =0 or f(x;) peut ne pas étre nulle. et AM{x;} =0 c’est a
i=1
dire que {x € R; f(x) # g(x)} est formé de singletons donc il est de mesure de Lebesque nulle.

Proposition 3.5.1. La relation m— p.p. est une relation d’équivalence sur l’ensemble des
fonctions mesurables.

Proposition 3.5.2. (Proprités de l’égalité p.p.) Soient (fy,) et (fn) deux suites d’applications
mesurables & valeurs dans R ou R.
o DD p-p- . pp. . p-p-
1..8i f1'="g1 et fa = g2 alors min(f1, f2) "= min(g1, g2) et max(fi, f2) = max(g1,gz)-
2. Si pour tout n, fy = gn alors

p.-p. p-p

inf f, = inf g,,  sup f, = supgy, (3.5)
neN neN neN neN
. pPD-q. . . p.p. .
liminf f,, "= liminf g,et limsup f, = limsup g,. (3.6)
n—+00 n—+00 n—+o00 n—+oo

3. Si pour tout n, fn "= g, et lim f, = f avec f mesurable alors lim g, = f.

Définition 3.5.2. (Egalité presque siare) Soient (E,T,p) un espace probabilisé, X et'Y des
v.a.r. définies de E dans R ; on dit que X =Y p-presque sirement et on note X =Y p.s.si
lensemble {z € F; X (x) # Y (x)} est négligeable.

Définition 3.5.3. (Convergence presque partout)

Soient (E,T,m) un espace mesuré, F un ensemble,( fn)nen une suite de fonctions de E dans F
et f une fonction de E dans F' ; on dit que f,, converge presque partout vers f (fn, — fp.p.) s’il
existe une partie A de E, négligeable, tel que.,pour tout élément x de A€, la suite (fn())nen
converge vers f(x).

Définition 3.5.4. (Convergence presque sire) Soient (E,T,p) un espace probabilisé, (X )nen
une suite de v.a. et X une v.a.; on dit que X, converge presque partout vers X (X, — Xp.s.)
sl existe une partie A de E, négligeable, t.q.,pour tout élément x de A€, la suite (X, (z))nen
converge vers X (z).
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Définition 3.5.5. (Convergence presque uniforme) Soient (E, T, m) un espace mesuré . (fn(x))nen C
M et f € M. On dit que f, converge presque uniformément vers f (f, — f p.unif.)si : pour
tout € > 0 >, il existe A € T t.q. m(A) <€ et f, converge uniformément vers f sur A°.

Théoréme 3.5.1. (Egorov) Soient (E, T, m) un espace mesuré, tel que m(E) < 00, (fn(x))nen C
M et f € M. On suppose que fp, — f p.p.,alors pour tout € > 0 >, il existe A € T t.q. m(A) < e
et fn converge uniformément vers f sur A°.

Définition 3.5.6. (Convergence en mesure) Soient (E,T,m) un espace mesuré . (fn)nen C M
et f € M. On dit que f, converge en mesure vers f si :

Ve > O,nli_{r;o m({z € E;|fo(x) — f(x)| > €}) =0.

Définition 3.5.7. (Convergence en probabilité) Soient (E,T,m) un espace probabilisé. (X, )nen
une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire. On dit que X,, converge en
probabilité vers X si :

Ve > 0, le p({z € E;| X, (z) — X(z)| > €}) =0.

3.6 Exercices

3.6.1 Enoncés

Exercice 1. Soit (E,T) un espace mesurable et A un borélien de R.
1. Vérifier que la tribu o(14) engendrée par 14 est donnée par o(14) = o(A).

2. Traiter 'exemple du cours sur les tribus engendré par une variable aléatoire.

Exercice 2. Soit T ={A€B(R): A=—-A} ou —A={-z:2z€ A}
1. Montrer que T est une tribu sur R.

2. Les applications suivantes de R dans R : f:x v+ €%, g:x+— 23, h: &+ cosx
- a) sont-elles (B(R), B(R)) mesurables ?
— b) sont-elles (B(R),T) mesurables ?
— ¢) sont-elles (T, B(R)) mesurables ?

— d) sont-elles (T, T) mesurables ?

Exercice 3. Soit f : R — R une application, montrer que :
1. Si f est dérivable alors f et f' sont boréliennes.
2. Si f est monotone alors f est borélienne.

Exercice 4. Soit f : R — R une fonction définie par f(x) = % six #0 et f(0) =0 Montrer
que [ est mesurable

Exercice 5. Soit f une fonction mesurable de R dans R (muni de sa tribu borélienne B(R)),
on se propose de montrer que le graphe de f est un borélien de R?, on munit aussi R? de sa
tribu borélienne B(R?)). Pour x,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(z,y) = y.
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1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.
2. On pose G(f) = {(z,y)! € R%;y = f(x)}. Montrer que G(f) € R%.

Exercice 6. Soit f une fonction définie sur R par f(z) = x et soit (fn)n>1 une suite de fonction
définie par

n 2m 2n

Esi f(z) € [&, B pour 0 <k <n2” -1
n si f(x)>n

Tracer dans le méme repére le graphe des fonctions f, fi, fo et fs.

Exercice 7. Soit (E, A, P) un espace probabilisé. Soit Soient n > 1 et Aj,As, ..., A, € A.
Montrer que les événements A1, As, .., A, sont indépendantes si et seulement si les variables
aléatoires 14,,14,,...14, sont indépendantes.

Exercice 8. 1. Soient f et g deux fonctions de R dans R et g la mesure de Dirac. Montrer
que f =g do p.p < f(0) = g(0)
2. — a) Montrer qu’un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement posi-
tive.

— b) Soient f et g deuzx fonctions continues de R dans R. Montrer que
f=9gApp<e f=g ou\ estla mesure de Lebesgue. (Utiliser la question précédente).

Exercice 9. Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (fn)nen une suite de fonctions mesurables
de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R. Montrer que si (fp)nen tend vers f
presque partout alors (fn)nen tend vers f en mesure.

Indication : utiliser le théoreme d’Egorov.

On rappelle que par définition f, tend vers f en mesure si : Ve > O,nli_)ngo m({x € E;|fn(x) —

f(x)] = €}) = 0.

Exercice 10. (Supplémentaires) Vérifier les propriétés suivantes :
1. Sia>0, (af)T =aft et (af)” =af”
2. Sia<0, (af)t =(—a)f~ et (af)” =(—a)fT
S (f+9) =fT+g et (f+9) =f +g°

Exercice 11. (supplémentaire) Soi Cy = {x : f continue en x}

cr= ) Uint [f—l <]r— %,r—l— i[)}

keN* reQ

1. Montrer que

o int(A) désigne lintérieur de l'ensemble A, i.e. 'ouvert égal a 'union des ouverts inclus
dans A. En déduire que l’ensemble Cy est un borélien.

2. Soit f une fonction dont l’ensemble des points de discontinuité est dénombrable. Montrer
que [ est borélienne.
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Exercice 12. (Supplémentaire) Montrer que toute fonction continue & droite est mesurable.
Indication : Considerer la suite de fonctions définies par

0 stx < —n
fal@) =9 fE) 52 <p <2l pe{on? 0 -1}
0 StT>Mn

Exercice 13. Soient E =7 et Q C P(Z) définie

AeQe{(VWn>12ne A 2n+1e€ A}

1. Montrer que si ) est une tribu sur Z.

2. Montrer que ’application
o L — 7 définie par (n) =n + 2
est bijective et mesurable de (Z,2) dans (Z, ).
Exercice 14. Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires
et X une variable aléatoire. Nous rappelons que :
X, — X presque surement ssi P ({w : lim X, (w) = X(w)}) =1
n——+oo
X, — X en probabilité ssi Ve > 0 1iIE P{w:|Xn(w) — X(w)| >€}) = 0. Soit B, = {|X,, —
n—-+0oo

X| > €}. Montrer que :

1. Xy — X presque surement ssi lim P U By | =0.

n—-+o0o
n>k

2. Siles Xy, sont indépendants, montrer que Xy — X presque surement si la série de terme
général P(BS) est convergente. Que peut on en déduire.

Exercice 15. (supplémentaire) Soit f : (E,T) — R,B(R) une application mesurable. Soit
@) silf)] <k

k €]0,4+o00[ donné. On pose fr(x) = k si f(x) >k  Montrer que fi est (T,B(R))
-k sif(z) < —k

mesurable.

Exercice 16. Soient (E,T,m)un espace mesuré, (fn)nen une suite de fonctions mesurables de
E dans R et f une fonction mesurable de E dans R.On suppose que m(E) < co. Montrer que si
(fn)nen tend vers f presque partout, alors (fn)nen tend vers f en mesure (utiliser le théoréme

d’Egorov)
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Devoir maison

Probléme 3.6.1. Objectif : A travers ce probléme, on essaye de démontrer la définition équi-
valente d’une tribu engendrée par deuzx applications mesurables f1 et fo. c’est a dire montrer
que

o(f1, fa) = o(a(fr) Uo(f))
Sachant que Si f = (f1, f2) : (E,T) — (E1 X E1,T1 @ Ty) est mesurable, alors

o(f) ={f"(A),Ae Ty ® Tr}.
1. Soient Ay et Ay deux tribus sur un ensemble E. On considére les sous ensembles de P(E)
F = {Al ﬂAQ/Al € A1, Ay € .AQ} et Fy = {Al UAQ/Al € A1, As € AQ}

Montrer que
O'(Fl) = O’(FQ) = O'(.Al U AQ)

(f1,f2) : (E,T) = (F1 x E1,Th @ To) T — Th ® Ta) mesurable, définie par

2. Soit f =
= (fi(x), fa(z)) pour tout x € E et f; : (E,T) — (E; x T;), pour i = 1,2, Montrer

f(x)

que

o(f) =o({f'(A), Ae Ty x Tr})

3. Utiliser la question 1. et 2. pour montrer que
2
o(f) co(lJa(f)
i=1
4. (a) Montrer que Vi € {1,2}, o(f;) C o(f). En déduire
2
o(Jo(f)) < o)
i=1

(b) Montrer que o(f) est la plus petite tribu contenant o(f1) et o(fa)

3.6.2 Corrigés

Exercice 1. 14 : (E,T) — (R, B(R))

o(la) ={1,(B),B € BR)} = {0, E, A, A°} selon que

(0¢Betl¢ B)ou(0cBetleB)ou(0gBetleB)ou(0e€Betl¢B) (voir cours)
donc ‘ o(la) =0(A) ‘

Dans Uexemple du cours, comme X (w) =1 si w est pair et X(w) = 0 si w est imppair, alors
X = 14 avec A est l’ensemble des nombres pair c’est a dire A = {2,4,6} donc A® = {1,3,5}
donc o(X) ={0, E,{2,4,6},{1,3,5}}.
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Exercice 2. Les trois fonctions sont continues donc boréliennes, c’est a dire VA € B(R),
FHA), g7 (A),h"1(A) € B(R), comme T C B(R), en particulier on a :

VAET, f1(A),g 1 (A),h~1(A) € B(R), donc les trois fonctions sont B(R) — T mesurables

o f(z) = exp(z) : f n'est pas T — B(R) mesurable car {e} € B(R) mais f~1({e}) = {1} ¢ T.
o g(z) =a2? :f nest pas T — B(R) mesurable car {1} € B(R) mais g~ 1({1}) = {1} ¢ T.

e h(z) = cos(z) : Soit A € B(R),h"1(A) € B(R), a voir h~1(A) = —h~1(4) ?

r € h1(A) & h(z) € A& cos(x) € A& cos(—z) € As hi(—2) € As —x € h (A&
r € —h7Y(A), donc h™Y(A) € T, d’otv h est T — B(R) mesurable c’est ¢ dire VA € B(R),
h=1(A) € T, comme T C B(R), on a en particulier VA € T, h='(A) € T, c’est a dire h est
T — T mesurable. .

o f n'est pas T — T mesurable, car {e,—e} € T, mais f~1({e,—e}) = {1} ¢ T.

o Soit A€ T, g7*(A) € B(R), d voir g~*(A) = —g~(A) ?

reglA) egr)cAde —g(-r)eAde —g(-r)e A g(-r)c Ae —rcgi(A) <
r € —g Y(A) donc g est T — T mesurable.

Exercice 3. 1. f dérivable = f continue = f borélienne.
- f@th) - f@) - St g) — f(@)
!/ _ / _ n
fl(z) = }lllg% o , en particulier f'(z) = ngl—ﬁl—loo 1 ,
, _ flaty)—f@) 1y_ 0 .
puisque gp(x) = o =n(f(z+)—f(x)) est borélienne comme somme, composée

n
et produit de fonctions boréliennes alors f' est borélienne comme limite d’une suite de
fonctions boréliennes.

2. Supposons [ croissante et montrons qu’elle est borélienne.
Pour montrer que f est borélienne, il suffit de montrer que Ya € R, f~!([a, +oo[) € B(R),
11 suffit aussi de montrer que Va € R, f~1([a, +00]) est un intervalle.
Rappel : I est un intervalle < ¥(z,y) € ;2 <y = [z,y] C T
Soit x,y deuz éléments de f~'([a,+o0|) tels que x <y, on aa < f(z) < f(y) donc
Vt € [m,y], a < f(z) < f(t) < f(y), dou ¥Vt € [z,y], f(t) > a par suite t € f~1([a,+o0],
c’est a dire [z,y] C f~Y([a, +oo] donc ce dernier est un intervalle donc c’est un borélien.
f décroissante : il suffit d’écrire f = —(—f)

Exercice 4. soit pour x € R, f,(x) =

e 20V =0

Donc 111513 fn = f, de plus pour tout n € N*, f,, est continue donc borélienne, d’ot f est aussi
n—-+0oo

borélienne comme limite d’une suite de fonctions boréliennes.

x 3 —
o on a pour tout x # 0, nll)ﬂr_loo fulx) = . et

Exercice 5. 1. F et H boréliennes de R> — R : Soit A € B(R), on a

o F71(A) = {(z,y) € R} F(z,y) € A} = {(z,y) € R* f(z) € A} = {(z,y) € R*w €
FHA)}
donc F7Y(A) = f~1(A) x R, comme f est mesurable f~1(A)inB(R) donc f~1(A) xR €
B(R) x B(R) C o(B(R) x B(R)) = B(R?) donc F est mesurable.
e De la méme fagon, on montre que H 1(A) = R x A € B(R?). Donc H est mesurable.

2. G(f) ={(z.y) eR%y = f(2)} = {(z,y) e R% H(2,y) = F(z,y)} = {(z,y) € R* (H —
F)(z,y) =0}
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Donc G(f) = (H — F)71({0}) et {0} € B(R), comme H — F est borélienne, on a G(f) €
B(R?)

Exercice 6. En séance de TD.

Exercice 7. l'objectif de cet exerice n’est pas de démontrer la proposition du cours, mais juste
de Uappliquer pour déduire le résultat énoncé par l'exercice et pouvoir s’en servir par la suite.
d’apres la proposition du cours ( chapitre 2 )Aj, As, .., A, sont indépendantes si et seule-
ment si les tribus engendrés o(Ay),0(As),..,0(A,) sont indépendantes et d’aprés exercice 1,
o(A) = 14, donc Ay, As, .., A, sont indépendantes si et seulement si les variables aléatoires
1a,,14,,...., 14, sont indépendantes.

Exercice 8. 1. o Si f = g dop.p., il existe A € B(R) tel que 6o(A) =0 et (f #g) C A .
Comme 6p(A) =0, on a0 ¢ A et donc0 ¢ (f #g) donc0€e (f=g)={x: f(zx) =g(x)}
donc f(0)=g(0)

e Si f(0)=g(0), alors 0 € (f =g) ={z: f(zx) =g(x)}, c’est a dire {0} C (f =g) = {z:
f(x) = g(x)} donc (f = g)° C {0} clest a dire (f # g) = {x: f(x) # g(x)} C {0} or
90({0}¢) = 0 c’est a dire (f # g) est négligeable donc f = gdop.p.
2. (a) Si O est un ouvert non vide, il existe o, 3 € R tels que a < 8 et o, B[C O, on a
donc 0 < B —a = Ao, B]) < AO).
(b) @ On suppose que f = gAp.p., c’est a dire {z : f(x) # g(x)} est negligeable, il existe
donc A € B(R) tel que N(A) =0 et {x: f(x) # g(x)} C A or
{x: f(z) # g(x)} = {z : f(x) —g(x) € R*} = (f — g) " (R*}) est un ouvert car
f-g est continue et R* est un ouvert de R. donc {z : f( ) # g(x)} est un borélien,
d’ot par monotonie de la mesure, on a N{x : f(x) # g(z)}) < A(A) = 0 donc
{z: f(z) £ g(x)} =0, d’apres la question précédente, donc f = g
e Si f=g c’est a dire Vx € R, f(z) = g(x) donc {x : f(x) # g(x)} =0 et X\(0) =
donc f = gAp.p.

Exercice 9. Soit € > 0, on veut montrer lirJIrl m({|fn— f| > €}) =0, c’est a dire
n—-—+00o
Vo >0,3ng:n>ng=m{|fn—fl >€}) <9I

Soit § > 0, comme f, — f p.p., d’apres le théoréme d’Egoroff, il existe, A € T tel que m(A) < ¢
et fr, = f uniformément sur A°. Par définition de la convergence uniforme sur A€, on a il existe
no, Vn >, Vo € A, |fu(x)—f(2z)| <€, c’est a dire A° C ({|fn—f| < €}) dou ({|fn—f] >€}) C A
et donc m({|fn — f| > €}) <m(A) <§6.
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Chapitre 4

Fonctions intégrables

4.1 Introduction

L’intégrale de Riemann est définie par approximation & partir de I'intégrale des fonctions
en escalier, tandis que celle que nous étudions dans ce cours (parfois dite de Lebesgue) est
construite a partir des fonctions étagées. Dans le premier cas, on approche I'intégrale d’une
fonction quelconque par celle d’'une fonction en escalier, c’est-a-dire en découpant l’espace de
départ (un intervalle) en petits morceaux (les subdivisions), tandis que dans le second cas, c’est
I'espace d’arrivée (qui est toujours R ou R) qui est découpé. Cette différence est fondamentale
car la premiére approche ne peut se généraliser facilement & des fonctions ayant un autre espace
de départ que R. Mais surtout les espaces de fonctions mesurables (celles qui admettront une
intégrale au sens de Lebesgue) sont beaucoup plus grands que celui des fonctions Riemann-
intégrables et ils sont stables sous ’action de multiples opérations comme le passage a la limite.
Enfin, nous allons définir dans ce cours l'intégrale par rapport & une mesure quelconque, et pas
seulement l'intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue (celle qui a ceci de commun avec
I'intégrale de Riemann qu’elle donne un sens mathématique a la notion physique de volume).

4.2 Intégrale d’une fonction étagée positive

Définition 4.2.1. (Intégrale d’une fonction de £;) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f
définie de E dans R une fonction étagée positive. Soient (A;)i=1,..n C T une famille de parties

n

disjointes deuz & deux et n réels a1, . .., a, strictement positifs tels que f = Z a;la,. On définit
i=1

Uintégrale de f qu’on note ffdm, par :

/fdm = ; a;m(4;).

Si f =0, on pose [ fdm =0 (On a donc [ fdm € R, ). Cette intégrale est bien définie, c’est
dire qu’elle ne dépend pas du choix de la décomposition de f (voir lemm du chapitre 3).
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Remarque 4.2.1. En adoptant la convention 0 X +o00 = 0, on peut dans la définition ci dessus
supposer que les réels a1, aq, ..., an sont dans R.

Remarque 4.2.2. En utilisant la décomposition canonique on peut écrire

[ fim = ami(s = zal “({ai)),
=1

Exemple 4.2.1. 1. Intégrale de 1o par rapport a la mesure de Lebesgue .
J L1gdA = MQ) =0 car Q est dénombrable et X est diffuse .

2. [(21pq) + GH]I,%})d)\ = 2.1+ 6% avec A la mesure de Lebesgue.

Proposition 4.2.1. (Propriétés de l'intégrale sur £y ) Soient f et g € £y, av et B € R, alors :
— Linéarité positive : af + Bg € €4 et /af + Bgdm = a/fdm + 5/gdm.
— Monotonie :f > g = /fdm > /gdm

n p
Démonstration 90. Soit o un réel positif et f, g € E4 telles que f = Z ailla, etg= Z bjlp;
i=1 j:l

avec (4A; ) des partitions de E. Nous avons obtenu dans les equatzons (13.3) et (3.4),
page les expressions suivantes : f = Z a; Z La;np; et g= Z b; Z La;nB, donc
=1 7j=1 7j=1 =1
n_p
F+9=)_) (ai+b)lans, |
i=1 j=1
Dot

/afdm = /aZaﬂlAidm
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et
[ adm = [ 30 (a4 b)) L, dm
i=1 j=1
n p

= > (ai+by)m(4NBy)
i=1 j=1

= 3 N (@)ym(A;nBy) + 3.3 bj)m(Ain By)
i=1 j=1 i=1 j=1

= S @Y mANB)+ 3 by m(AnBy)
i j=1 =1

= S am( A0 By) + > bm(| J(4: 0 By))
i=1 J Jj=1 i

= Y am((A)+ Y bym(B))
i=1 J=1
- /fdm+/gdm-

Conséquence : En particulier on a

n n
/Zai]lAidm:Zai/]lAidm.
i=1 i=1

e Soit f,g € £T (deux fonctions étagées positives) telles que f > g, comme £ est un espace
vectoriel, alors f — g est étagée positive et comme [(f — g)dm > 0, on a par linéarité

[ am= [ 7= gam+ [ gim> [ gim.

Conséquence de la monotonie : pour toute fonction étagée positive f, on a :

/fdm:sup{/gdm,g€5+7g§ f}-

Exemple 4.2.2. Intégration par rapport a la mesure de dirac : L’intégrale d’une fonction
étagée positive f par rapport o 0, est donnée par

[ #d8.= ()| (4.1)

En effet : pour une fonction indicatrice mesurable f = 14, on a

/ Ladds, = 6q(A)

= ]lA(a)
= fla).
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n
Plus généralement : Si f = Zai]lAz. une fonction étagée positive (Vi,a; # 0).
i=1

/iaiﬂAi = Zai/]lAicha
=1

= fla).

Exemple 4.2.3. Intégration par rapport a une mesure image : si f est une fonction éta-
gée positive définie de F dans Ry et p = m, une mesure image c’est a dire u(A) = m(p~1(A)),
ot ¢ : (E,T,m)— (F,T) est mesurable, alors

/Ffduz/Efosodm-

e Pour une fonction indicatrice mesurable f = 14, on a

/F]lAd,U = n(4)
= m(p~'(4))

= / ]lg,_l(A)dm

= f]lA o wdm d’apres le lemmd1.2.1| du chapitre 1,

= ffmpdm.
E

e Dans le cas général, si f = g a;14, une fonction étagée positive avec les a; strictement

=1

110



4.3. Intégrale d’une fonction mesurable positive Chapitre 4. Fonctions intégrables

positifs, on a

/F;aﬂuidu = ;ai/FﬂAidﬂ
= Zai/]lAiocpdm
i=1 E
St
B
= /(ZaﬂlAi)ogpdm
E

i=1

= /Efogpdm.

4.3 Intégrale d’une fonction mesurable positive
4.3.1 Définitions et propriétés
Soit M, 'ensemble des fonctions mesurables & valeurs dans R .

Définition 4.3.1. (Integrale sur f € M) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M. On
définit l'intégrale de f par

/fdmz/Efdmzsup{/Egdm,gee+,gsf}

Plus généralementt, si A € T, on pose

/Afdm:/f]lAdm.
/Afdm=sup{/Agdm,g€5+,g§f}-

Si [ fdm < 400, on dit que f est intégrable. Si [, fdm < +o0, on dit que f est intégrable sur
A.

Donc

Lemme 4.3.1. Soient (E,T,m) un espace mesuré,f € My et A €T alors
m(A):0:>/fdm:0.
A

Démonstration 91. Supposons m(A) =0, on a par définition de [’intégrale

/fdmzsup{/ gdm, g € £4,9 < f}.
A A
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n
Soit g€ 4,9 < f, alors g = Z a;la, avec pour tout i, a; est un réel positif et A; € T

i=1
gdm = / a;la,)ladm
/ [ aa)
= / Z a;la,1adm
Bz

n
= /(Z a;la;,nadm par définition
E =

= Z aim(Ai N A)
i=1
= 0 carm(A;NA) <m(A)=0.

Donc sup{fA gdm,g € E4,9 < f} = 0 car toute les fonctions étagées qui sont inférieurs a f,
ont une intégrale nulle sur A. |

Proposition 4.3.1. (Croissance de lintégrale sur M) Soient f et g € M, alors :

fzg= [ fin= [ gim.

Démonstration 92. Soient f et g deux fonctions de My telles que f > g, on a

g<f = {/sodm,s0€5+,s0§g}C{/sﬁdm,<p€5+,<p§f}

= sup{/wdm7<p€5+,w§g}Ssup{/sﬁdm,soegmoéf}

= /gdmg/fdm.

4.3.2 Théoréme de convergence monotone ou théoréme de Beppo- Levi

Théoréme 4.3.1. Soient (E,T,m) un espace mesuré et (fp)nen C My t.q. for1(x) > fo(z),

pour tout n € N, et tout x € E. On pose pour tout x € E, f(x) = lir_}_l fn(x) € Ry Alors
n—-+0oo
f S M+ et

lim /fndm—/fdm.
n—-+0o

(Noter que (/ fndm)y,)n est une suite croissante dans Ry donc sa limite existe).

me est basée sur le lemme suivant : La preuve de ce théoréme est basée sur le lemme suivant :
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Lemme 4.3.2. Si s € &; (une fonction étagée positive) définie sur ’espace mesuré (E,T, m)
et si (Ep)nen est une suite croissante de parties de E (i.e. E, C En41 pour tout n)telle que
F = U E,, alors
neN
lim sdm = / sdm.
n F

n—-+4o0o E

Démonstration 93. Soit s = Ele a;la, avec (a;), une suite de réels positifs et (A;)n une
suite d’éléments de T, on a :

lim sdm = lim slg,dm
n—+oo g k—+o00

k
= lim a; 14 1p dm
n—-—+o00 Z iP5 Ai LB
=1
k
= lim a; 1 4. dm
RS0 Z; L A,NEy,
’L:

= lim Zaim(AiﬂEn).

n—-+00 4

Soit pour tout i € {1,2,...,k}, B, = A; N E,, comme par hypothése E,, C E,41, pour tout n,
alors A; N E, C A; N E, 1 pour tout n, c’est a dire que (By), est aussi une suite croissante,

comme on a ausst, U B, = AiN(U,E,) = A;NF, alors par monotonie coissante d’une mesure

neN
(voir le 3. de la proposition on a,

k
lim Zaim(AiﬂE Zaz lim m((4; N Ey,) Zaz lim m(B,)

n—-+0oo 4 n—-+0o n—-+oo

= g a;m( U By,) d’aprés la monotonie croissante d’une mesure
i neN

= Z a;m(A; N F) /Z a;l a,nrdm par définition de l’intégrle
=1

k
:/Zai]lAiﬂpdm:/ZaﬂlAidm,
Fam Fiz1

= / sdm,
F

lim sdm = sdm
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Démonstration 94. (Démonstration du théoréme de Beppo-Lévi)

1. Posons I = lim /fndm et montrons que I < fE fdm.

n—-+o0o

On a par hypothése 0 < f1 < fo... < fo < fot1 ... < f par monotonie de l'intégrale (voir

proposition obtient,
([ fadm)y est aussi une suite coissante dans Ry donc sa limite existe d’ot,

E E n=too Jp E

1< | gam. (12)
E

donc

2. Montrons que I > [ fdm, avec I = lim /fndm.

n—-+0o
Soit ¢ €]0,1] et soit s € £+ (une fonction étagée positive) telle que s < f.
Pour tout n, on définit l’ensemble E,, par

En={z € E: fo(z) > esa)}.

— Etape 1 Montrons que ¥Yn € N, E, C E,41.
Soit n € N et soit x € Ey,, on a

fat1(z) = fu(x) par hypothése
> cs(x) par construction de E,,

d’ot fny1(z) > es(x), c’est a dire x € Enyy et donc,

EC B}

— Etape 2 Montrons que E = U E,,

neN
Par construction de E,, on aVn € N, B, C E, d’ou

| E.CE. (4.3)
neN

Pour la deuxiéme inclusion : Soit x € F,
on rappelle que f(x) = lim f,(x), c’est a dire :
n——+0o0o

Ve >0,3ng e N,Vn e Nyon > ng = | f(z) — fu(z)| <€

Cas 1 : f(x) > 0, comme par hypothése on a f(x) > s(x) > cs(x) alors f(x)—cs(x) >0
et donc, pour € = f(x) — cs(x), on a
dng €N, Vn e N, n2no = [f(z) — fulz)| < f(z) — cs(x), comme fn(z) < f(x), on a
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dng e N, Vn e N, n>ng= f(x) — fu(z) < f(x) — es(z), ou encore ?
cs(x) par suite, Ing telque,

dng e N, Vn e N, n > ng = fo(z) >

z € Epy C U E,.
neN

Cas 2 : f(x) =0, comme 0 < s(x) < f(x) =0 alors s(x) = 0, pa suite cs(x) =0,
< f(x) = 0, alors Vk € N, fr(z) =

comme de plus Vk € N,0 < fi(x)
Vk € N, fr(x) = cs(z), donc Vk € N,

z€ By c | En

neN
De et (| . on a,
Ec | En
neN
de et (4.6), on a
E= ] E.
neN

— Etape 3 On a, Vn € N et Ve €]0,1]

c/ sdm < / fndm car fn, > cs sur By
ETL E7L

S/ fndm car E, C E
E

< / fdm car f, < f sur E.
E

(4.4)

t donc

(4.5)

On rappelLe qu’on a posé I = limy_, 1 o fE fndm, donc des inéquations précédentes on

déduit,

lim c/ sdmﬁ[ﬁ/fdm,
n—-+o0o En E

et d’apres le lemme[{.53.4 on a,

c/sdmﬁ[ﬁ/fdm,
E E

or
lim c/ sdm:/sdm
c—1— E E
donc
/sdm <JI< / fdm
E E
d’ou

Vse{w€5+,w§f},/sdm§1
E
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et donc

VTEG:{/wdm,w€8+,w§f},7’§I,

c’est a dire I est un majorant de G, comme le sup est le plus petit des majorants, alors :
/ fdm:sup{/wdm,w68+,w§f} <I. (4.7)
E
De et ona: [pfdm =1, c’est a dire

lim / fndm = lim f,dm
g n—+oo

n——+00 E

Corollaire 4.3.1. Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M, alors

/fdm— lim /fndm,
n—-+o0o

avec (fn)nen C E4 et fn T f quand n — co.
Démonstration 95. C’est un cas particulier du théoréme précédent car £ C M.

Lemme 4.3.3. ( Lemme de Fatou) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)nen C M4. Alors
liminf f,, € M4 et :
n

/ liminf f,dm < liminf / fndm.
n n
Remarque 4.3.1. Si f,, = 14, avec A, € T, Le lemme de Fatou se traduit par m(liminf A,,) <
n
liminf m(A4,,).
n
Démonstration 96. ( du lemme de Fatou) Soit (fn)nen une suite d’éléments de ML, on a
déja vu proposition que liminf f, € M.
0 = inf fi et —limn on a
n pose gn = égn k el g= n—>+oog”’
e On a par définition de gn, gn < fn, donc par monotonie de lintégrale sur My, on a
gndm < / Jndm

® pour tout n, g, € My,
e La suite (gn) est croissante dans Ry (voir chapitre 1) donc (gy) converge et

lim g, =supg, = hm inf f,
n—+00 neN

D’apres le théoréeme de Beppo- Levi, on a :

/ hnr}1 inf fodm = / ngrfoo gndm
= lim gndm d’aprés Beppo-Levt

n—-+4o0o

n—-+o0o

< hmlnf/fndm car /gndm< /fn

= hm inf / gndm car lim v, = hm inf v,, = limsup v,
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Proposition 4.3.2. (Linéarité positive sur My ) Soient f et g € My, o et § € R, alors :
af + g € M4 et/af%—ﬁgdmza/fdm—l—ﬁ/gdm.

Démonstration 97. Soient f et g € M4, a et § € R}. Comme M est un espace vectoriel

sur R, on a af + Bg € M.

D’apres la proposition il existe (fn)n et (gn)n deux suites croissantes de &y, telles que
lim f,=fet lim g,=g.

n—-+o0o n—+00

Comme & est un espace vectoriel, pour o, B € R%, et fn,gn € E4, on a (afn + Bgn)n est une

suite croissante de E4 qui vérifie ngrfoo afn + Bgn = af + Bg.

et

n—-+oo

/ (af + Bg)dm = / lim (afa + Bgn)dm

= lim [ (afn+ Bgn)dm D’aprés Beppo-Levi

n—-+o0o

= lim (oa/fndm—l—ﬂ/gndm Linéarité dans €+
n—-+o0o
= «a lim fndm + 5 lim /gndm
n—-+o0o n—-+0o

= « lim f,dm+ 5 lim g,dm D’aprés Beppo-Levi
n—-+00 n—-+o0o

= oc/fdm—i—ﬁ/gdm.

Corollaire 4.3.2. (Séries a termes positifs ou nuls) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C

“+o0o
M. Alors an € M, et

n=0

/ g Fodm = g / Fodm.

Démonstration 98. Soit g, = Z fre, on @ g1 = gn + fut1 = gn car fny1 > 0 done (gn)nen
k=0
est croissante. De plus ¥n, g, est mesurables positive comme somme finie de fonctions de M

(voir proposition page .
+0o0 +00

D’autre part comme lim g, = ka, ka € My comme limite simple d’une suite de
e k=0 k=0
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fonctions de M. (voir proposition page .
+o0o
/andm = / lim g,dm
0 n—-+o0o

= lim gndm d’apres le théoréme de Beppo- Leui
n—-+oo

= 3 fudm

n
= lim Z / frdmD’apres la linéarité de intégrale sur M4
k=0

n—-+o0o

= :Zo:/fkdm

4.3.3 Inégalité de Markov

Lemme 4.3.4. (Inégalité de Markov) Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € My, alors
pour toutt >0, on a :

1
mi{fzth) < [ fim.

Démonstration 99. Comme f est mesurable (f > t) est un ensemble mesurable.

tm({f >t}) = t/]l(th)dm car m(A) :/IIA

= /t]l(th)dm par linéarité de l'intégrale

IA

/fdm par monotonie de lintégrale car t1(s>4) < f,

donc

1
mi{f=th <7 [ sam.

Proposition 4.3.3. Soit f, g € M., alors :

f=g p-p-:>/fdm=/gdm.

Démonstration 100. f =g pp= FA € T;m(A) =oet(f # g) C A, c’est a dire A° C (f =
g) (i.e. Vo € A% f(z) = g(x)), autrement écrit flae = glac, donc [ flaedm = [ glacdm,
donc

/c fdm = . gdm|. (4.8)
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D’autre part on a :

frm = f o

= flavacdm

/fIlAdm—I—/f]lAcdm

/fIlAcdm car m(A) =0

= /gIlAcdm d’aprés
= /gdm car /gdm:/f]lAdm—l—/fﬂAc et m(A) = 0.

Proposition 4.3.4. Soit f € M alors,

/fdm:0<:>f:0 p.p.

Démonstration 101. Soit f € M

Limplication (f =0 p.p. = [ fdm = 0) découle de la proposition précédente en prenant g = 0.
[fdm=0= f=0pp.?

Comme f est mesurable et (f #0) = f~H(R%) , (f #0) est un ensemble mesurable donc

f=0pp.&m((f#0)=0or ) , '
(f #0) = 7100, +0c)) = F( | [, +ool) = U f‘l([;#oo{) - J{r= —h

neN* neN* neN*
donc
1
0<m(f#0) = m(J{F=-}
neN* 1
< Z m({f > =}) d’aprés la o sous additivité d’une mesure
neN* n
< Z n | fdm d’aprés Uinégalité de Markov
neN*
= 0 car /fdm:O,
done m(f #0) =0, c’est a dire f =0 p.p. |
4.3.4 Exemples
Soit f une fonctions mesurables positive, d’aprés la proposition [3.4.2] il existe (f,)nen une

suite croissante de fonctions étagées positives telle que hrf fn=1r11
n—-+0oo
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et d’aprés le corrollaire [4.3.1]

/fdm— lim /fndm.
n——+00

1. Intégrale d’une fonction mesurable positive par rapport a la mesure de Dirac
L’intégrale d’une fonction f mesurable positive par rapport a la mesure de Dirac §, est
donnée par

[ #dd, = 1(@.

En effet :

[ fd, = m_ [ g.as,
= lim f,(a) d’aprés 'équation (4.1]) page (109

n—-+oo

= fla)

2. Intégrale d’une fonction mesurable positive par rapport & la mesure image
L’intégrale d'une fonction f mesurable positive par rapport a la mesure image p = my,,
ou p: (E,T,m)— (F,T) est mesurable, est donnée par

/Ffduz/Efwdm-

En effet :

VR
n——+00
= lim / fno@dm

n—-+o0o

= / lirf fn o @dm d’aprés Beppo Levi car (f,, o ¢), est ne une suite croissante,
n—-+0oo

de fonctions mesurables et positives

— /fmpdm

3. Intégration d’une suite numérique a termes positifs par rapport a la mesure
de comptage
Soit u : (N, P(N)) — [0, +o0] telle que u(n) = uy, et soit m la mesure de comptage définie
sur P(N), par m(A) = card(A).

k
D’apreés le lemme [3.4.3) on a u = Z u(n)ly,) = klim uj avec up = Zu(n)ll{n}
—

+
neN o n=0
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((ug)x est étagée, positive et croissante) donc,

= kgrilooZu(n) car m({n}) = card({n}) =1

= Z u(n)

neN

donc

/udm = u(n)| (4.9)

neN

Théoréme 4.3.2. Soit Uy, le terme d’une série, indexée sur N2. Si Vn,m € N?, Unm € Ry,
alors :
E Unm = 5 Z Unm = Z 5 Un,m-
n,meN?2 neNmeN meNneN

Démonstration 102. Pour tout n € N, on considére la fonction f, définie sur N par f,(m) =
Un,m, €t soit m la mesure de comptage définie sur P(N). On a d’aprés le corollaw" 2 (inté-
gration d’une série a terme positifs),

/andm nEN/fndm

neN

En considérant fN Z fndm = /fdm avec f = Z fn, on a d’apres la formule (4 ,

neN neN

/ S fudm = S £um) = 33 tnm)

neN meN neN meN neN
et
D[ Fadm=3 (3 falm) =D (3 tnm),
neN N neN meN neN meN
d’ou le résultat. |

Exemple 4.3.1. Intégrale d’une fonction mesurable positive par rapport a la mesure

discréte : Si f est une fonction mesurable positive et m = Zajéxj alors lintegrale de f par
i>1
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rapport & m est donnée par

[ im =S ()|

En effet : @ Pour une fonction indicatrice mesurable f = 14, on a

/]lAdm = m(A)
= Zajéffj(A)

j>1

= > ajlal)
=1

= > aif(ay) =Y m{a;}) f(z)) car m({z;}) = ay.
i>1 i>1

n
e Si f= Za‘i]lAi est une fonction étagée positive (les a; # 0).

i=1
n n
/ZaiﬂAidm = Zai/ILAidm
i=1 i=1
n
= Y a4y ajla(xg)
=1

=1 j>1
n

= ) ) ajaila ()

i=1 j>1

= Y ;> aila(x)

i>1 =1

= > ;O aila,)(z))

j>1 i=1

= > a;f(x;)

Jj=1

= > m{z;})f(z;).

J=1

e Soit f est une fonction mesurable positive. On rappelle que m = Zajémj et on pose
j>1
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A= {xi,i > 1}.

n

Soit fn, = Zf l’l):ﬂ_{w }, comme (fn)n est une suite croissante de fonctions positives étagées

qui vemﬁe hm frn = f1la, alors d’apres le théoréme de Beppo-Lévi, on a

/fdm /f]lAdm / lim fnnglfoo/fndm

[ fum = 3. s
_Zf (z;) Za] o, ({zi})
i>1

= Zf(l’z‘)a
= Zf xz {xz

d’autre part

donc

/fdm: lim /fndm
n——+o0o

= lim Zf m({z:})

n—>+oo

= Zf m({zi}),

7>1

d’ot le résultat.
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4.4 Mesures et probabilités de densité

Définition 4.4.1. (Mesure de densité) Soient (E,T,m) un espace mesuré, et f € M. On
définit u : T — Ry par :

u(A):/f]lAdm:/Afdm, VerT.

L’application p qui est une mesure sur T est appelée mesure de densité f par rapport ¢ m, et
est notée p = fm.

Vérifions que p est une mesure :
u(@) = [y fdm = 0 car m(0) = 0 voir le lemme4.3.1} Soit (A,),en une suite d’éléments de T
deux & deux disjoints,

w(lJ A = /fﬂUAndm

neN

neN

= /fZ]lAndm

neN

= /ZfILAndm

neN

- Z / f14,dm d’aprés le corollaire

neN

= Z M(An)

neN

Donc p est une mesure sur 7.

Proposition 4.4.1. Soient (E,T,m) un espace mesuré, et f € My et pu la mesure de densité
f par rapport a m. Alors la mesure i est absolument continue par rapport a la mesure m, c’est
a dire que si A € T et tel que m(A) =0, alors u(A) = 0.

Démonstration 103. Soit A € T, d’apreés le lemme[{.5.1] on a,

m(A):O:>/Afdm:O
= p(A) =0.
|

Remarque 4.4.1. La réciproque de la proposition précédente est donmnée par le théoréme de
Radon-Nikodym.

Théoréme 4.4.1. (théoréme de Radon-Nikodym.) Soit (E,T,m) un espace mesuré o-fini, et
w une mesure finie définie sur T. Alors la mesure p est absolument continue par rapport a
la mesure m, (c’est a dire : VA € T, m(A) = 0 = u(A) = 0) si et seulement si p est une
mesure de densité par rapport & m. (c’est a dire il existe une fonction f € My telle que

u(A):/fILAdm:/Afdm, VerT.
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Définition 4.4.2. (Probabilité de densité) Soit P une probabilité sur B(R), on dit que P est
une probabilité de densité s’il existe f € My t.q. pour tout A € B(R) :

P(A):/f]lAdA:/AfdA.

En particulier

/Rfd)\ = /f]le)\ = P(R) = 1.

Exemple 4.4.1. Intégration d’une fonction mesurable positive par rapport a une
mesure a densité : L’intégrale d’une fonction f mesurable positive par rapport a une mesure

a densité p = ¢m est donnée par
[ tin= [ roim|

En effet : @ Pour une fonction indicatrice mesurable f = 14, on a :

/ Ladp = p(A)

n
e Pour une fonction étagée positive f = Zai]lAu les a; strictement positifs.

i=1

/zn:ai]lAid,u = Zai/llAidp
i=1
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e Pour une fonction f mesurable positive, on a :

[ fdn = J 1im g

n—-+00

= lim / frndu

n—-+o0o

n—-+o0o

= [ lm fu,pdm

n—-4o0o

— [ rodm.

= lim / Foddm

4.5 L’espace L! des fonctions intégrables

4.5.1 Définitions et propriétés
Définition 4.5.1. (Espace L') Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M. On dit que f est

intégrable si /\f]dm < 400, dans ce cas on a aussi | fTdm < +oo et | f~dm < +oo on

/fdm:/f+dm—/f—dm.

On note L& (E, T, m) (ou simplement L') Uensemble des fonctions integrables.

pose alors

Remarque 4.5.1. Comme / | f|ldm = /f+dm+/fdm, on a alors f € L' si et seulement

52’/ frdm < +oo et /fdm < +0o0.

Proposition 4.5.1. (Propriétés de L' et de l'intégrale sur L) Soit (E, T, m) un espace mesuré.
On a alors :

1. L' est un espace vectoriel sur R,

2. L’application f — /fdm est une application linéaire de L' dans R,
3. Monotonie : soient f et g € L' telles que f < g alors /fdm < /gdm,
4. Pour tout f € L1, |/fdm| < /\f|dm,
5. Soit f,g € L' t.q.f=g p.p. Alors /fdm = /gdm.
Démonstration 104. Soit a € R et f,g € LY, c’est a dire / |fldm < +o0 et / |gldm < 400

1. onae /\af\dm = / laf| fldm = | / | fldm < 400 d’apres la linéarité sur M4 car |f]

est mesurable positive donc af est intégrable, c¢’est a dire |af € L]
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. /|f + gldm < /|f\dm +/|g]dm < 400 donc (f + g) est intégrable c’est a dire
(f+g) el
2. Ona

aft —af” si a>0

(af) = (af)" = (af)” :{ —af = (~a)f* si a<0

Donc e Sia>0

/afdm = /(af+dm—
displaystyleintaf~)dm

= a(/ frdm — /f)dm d’apres la linéarité sur My

= « dm
I

/afdm = /(—afdm — [ (=a)fT)dm
= a(/ frdm — | f7)dm d’apres la linéarité sur M.

ectsta<0

Donc

vaeR;/afdmza/fdm.

e On a ausst

(f+9) = (f+g)+—(f+g)‘
fr—=f"+g" =g car max(f(x)+ g(z),0) + min(f(z) + g(x),0) = f(x) + g(=)
f+ot+f +9g =(+g9 +f +g"

/f+g /f +/ /f+g /f+ / gt d’apres la linéarité sur My
Jror = [ura = [r=[r+ o= [s

[+ gam= [ gam+ [ gim|

o4

c’est a dire
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3. D’apres la linéarité et la monotonie sur M4, on a :

f<g =
=

=
=
=
=

\/fdm| = |/f+dm—/f_dm\Par définition

ff—f<gt—g
ffT+g <gt+f
/f++g_dm§/g++f_dm

frdm+ [ godm < [ gtdm + | f~dm
§f+dm§fdmdm/< /g*dm//gdm

(/Nmé/mm-

— [ lflam

5. Supposons que f = g p.p., on alors |f —g| =0 p.p., or d’aprés la pmposz'tion on a

fogl=0 p.p.:»/f—gum:o.

D’autre part, on a

0<| [ sam~ [gim| = | [(7-gam
< Juu-

L
?\
U
3
|
—
)
U
3

4.5.2 Théoréme de convergence dominée

Définition 4.5.2. Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L. On pose

1 = / \fldm
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L application de € L' dans Ry définie par f — ||f||1 est une semi norme sur f € £!

Proposition 4.5.2. Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soit f € LY. Alors ||fll1 = 0 si et
seulement st f=0 p.p.

Démonstration 105.
I1£li=0 & [1fldn=0

& |fl=0 pp.
< f=0 pop.

Théoréme 4.5.1. (Théoréeme de La Convergence Dominée de Lebesgue) Soit (E,T,m) un
espace mesuré. Soit (fn)nen C LY, f € M et g€ LY t.q.fr, — f p.p. quand n — oo et pour tout
neN, |fu] < g p.p.. On a alors,

feLt|fa—flli = 0 quand n — oo

et
/fndm — /fdm quand n — oco.

Corollaire 4.5.1. Soit (E,T,m) un espace mesuré fini, et f : E — R une fonction borélienne
et bornée, alors f est intégrable.

Démonstration 106.

f est bornée = IM >0;|f| <M
= /|f|dm§/Mdm
E

= /E|f|dm < Mm(E) < 400 car m est finie.
E

4.5.3 Finitude presque partout

Proposition 4.5.3. Soit f : E — R une application m intégrable, c’est a dire [ |f|dm < +oo.
Alors f est fini m presque partout.

Démonstration 107. Soit A= {x € E;|f(x)| = +oo} = (|f| = +0), on a d’apres l'inégalité
de Markov m(A,) < X [|fldm avec A, = {z € E;|f(z)| > n}. Donc 1ir_ir_1 m(A,) =0 car
n—-—+0o0

%f |fldm — 0 quand n — +oo, cette derniere s’explique par le fait que [ |fldm < +oo (m-
intégrabilité de f),

or pour tout m, on a, A C A,, donc pour tout n, 0 < m(A) < m(A,) — 0 quand n — 400, donc
m(A) = 0. [ ]
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Corollaire 4.5.2. Soit (f,)n une suite de fonctions mesurables positives (4 valeurs dans Ry
ou Ry ) telles que

“+oo
Z/ fndm < 400,
n=0"E

+oo
alors f := an est fine m-p.p. sur E.

n=0

Démonstration 108. Il suffit d’appliquer la proposition précédente et le corollaire (in-
terversion intégrale série)

400
/ fdm = Z/ fndm < 400 d’apres le corollaire [[.3.3,
E —JE

+0o0
et donc f := Z fn est fine m-p.p. sur E d’aprés la proposition précédente. |

n=0

Remarque 4.5.2. En prenant pour f, des fonctions indicatrices dans le corollaire précédent,
on obtient le lemme de Borel cantelli 1.

4.5.4 Exemples

Soit f une fonction mesurable sur (F,T) et a € E. On suppose f intégrable par rapport a
chacune des mesures suivantes. Alors :

1. alors

/fd(sa = f(a) avec |f(a)| < o0 |.

en effet : [ |f|dd, = |f|(a) = |f(a)| < 400 car [|f]dd, < +oo par hypothése et on a :

| ras,

f*dé, / §~dé,

= fT(a)=f(a)
= (ff =)
= f(a).

2. si p est la mesure image de m par ¢, c’est a dire p = my, ot ¢ : (E,T,m) — (F,T) est
mesurable, alors

/fd,u:/ fopdm avec / | fopldm < +oo|.
F E E

\Cette formule est connue sous le nom du théoréme de transfert \
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En effet : on a,

/|f|d,u<—|—oo & |f| o pdm < 400

F

(ft 4+ f7) opdm < +o0
(f+ogp+f_o<p)dm<—|—oo

(foe)T+(fop) dm < +oo

r ¢ 3 3

T e s

|f o@)|ldm < 400,

et
f*du—/ S du
F F
topdm — ~opd
fTopdm /Ef opdm
ftop — f opdm
(fF = f7)opdm

fopdm.

I |
e s

3. si p est la mesure de densité ¢ par rapport a la mesure m, alors

/fdp: /fgbdm avec /|f¢|dm < 400

En effet, on a :

/Ifldu <t & /|f|¢dm < 40
s /<f+ + [ )édm < 4o
/(f+¢+f‘<z>)dm < +o00

=
& /(f¢)+ + (f¢) " dm < 400 car ¢ est positive : c’est une densité
=

/ |foldm < +o0
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/fdﬂ = /f*du—/fdu
— [ 1rodm— [ 1 odm
— [uro- 1 opm
= )am

— [ sodm.

4. sim = Z a0, alors U'integrale de f par rapport & m est donnée par
n>1

n “+oo

Zm({xn})f(l"N) avec Zm({xn})‘f(xn)’ < Fool.

i=1 n=1

+oo +oo
En effet, on a : / [fldm =" m{za DI f1(2n) =Y m{zn})|f(zn)| < +00 car
n=1 n=1

/ | fldm < 400 par hypothése, et

/fdm = /f+dm—/f—dm

= Z m({xn})f T (zn) — Zm({xn})ff(mn)
i=1

=1

= > m({@a ) (@n) — m{wa}) f (@)
=1

= > m{za ) (@) — (@)
=1

= Y m{za}) fzn).
=1

m(A) = Zdwj(A) = card(A) pour tout ensemble A au plus dénombrable. Dans ce cas
Jj=1
on obtient pour toute fonction f mesurable positive.

[ im =¥ r(a)|

Jj=1

e Si f est de signe quelconque, f est intégrable par rapport & la mesure de comptage si
+oo

/ | fldm < +o00, donc si Z |f(z;)] < 400, c’est a dire la série est absolument convergente.
j=1
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Lemme 4.5.1. Un suite numérique est la limite d’une suite de fonctions étagées.
Démonstration 109. Soit la suite numérique

uw: (N,P(N) — (R B(R
= u(n)

n U(n = Unp
+00 m
On a up, = u(p) = Z un 1 ny(p) = mglfmzu"l{"} (p)
n=0 n=0

donc

m
n—=

Si f est une suite numérique f : (N, P(N) — (R, B(R) telle que f(n) = uy,.

Son intégrale par rapport a la mesure de comptage m = Z dn (' m est définie sur P(N))
n>1
est donnée par :

/fdm => fn)}, (4.11)

n>1

ou encore

[ fim =3,

sous la condition g |un| < +o0.
n>1
C’est un moyen d’exprimer une série numérique sous la forme d’une intégrale.

4.5.5 Familles sommables

Théoréme 4.5.2. Soit up m, le terme d’une série, indexée sur NZ2.

1. SivVn,m € N2, Un,m € Ry, alors :

DL tnm =D ) nm =)D tnm:

n,meN? neNmeN meNneN

2. SivVn,m € N?, uy,,, €R, et Z |tn,m| < 400, alors :

n,meN?2

D tnm =D ) wnm =) D tnm:

n,meN2 neNmeN meNneN
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Démonstration 110. 1. Pour tout n € N, on considére la fonction f, définie sur N par
fa(m) = up m, et soit m la mesure de comptage définie sur P(N). On a d’apres le corol-

lair (intégration d’une série a terme positifs),

/N D fadm =" /N frndm.

neN neN

En considérant [y Z fndm = /fdm avec [ = Z fn, on a d’apres la formule (4.11)),

neN neN
|3 fum= 3 (3 fulm) = 3 (X )
NnEN meN neN meN neN

et

S [ um = 5 fulon) = S )

neN neN meN neN meN
d’ot le résultat.

2. fn est intégrable si [ |fp|dm < +o0, c’est a dire si Z [tn,m| < +o00.
n,meN2

On écrit alors [ fpdm = [ firdm — [ fdm, pour avoir le résultat.

4.5.6 Intégration par rapport & une somme de mesures

Proposition 4.5.4. Soient (E,T) un espace mesurable, p € N*, (my,)o<n<p une suite finie de
mesures sur (E,T), (an)o<n<p € RY et m Uapplication définie sur T par,

p
VA € T,m(A) = anmn(A).
n=0

Alors
1. m est une mesure sur T.

2. Si f est une application mesurable de E dans R et intégrable pour la mesure m, alors

/fdm:nZ:)an/fdmn.

Proposition 4.5.5. Soient (E,T) un espace mesurable, (mp)nen une suite de mesures sur
(E,T), (an)nen € RY et m Uapplication définie sur T par,

VA€ T, m(A) =) anmn(A).

neN

Alors

134



4.6. Comparaison avec 'intégrale de Riemann Chapitre 4. Fonctions intégrables

1. m est une mesure sur T'.

2. Si f est une application mesurable de E dans R et intégrable pour la mesure m, alors

/fdm:Zan/fdmn.

neN

4.6 Comparaison avec l’'intégrale de Riemann

Proposition 4.6.1. Soit —oo < a < b < +00.
1. Soit f € C([a,b],R). Alors f € LL([a,b], B([a,b],\)) et

b
- fd)\:/a f(x)dx.

2. Soit f : [a,b] — R, une fonction borélienne et bornée. Si f est Rieman intégrable, alors f

est Lebesque intégrable et
b
/ fd\ = / f(x)dx.
[a,b] a

Démonstration 111. Soit g une fonction en escalier sur l'intervalle [a, b], donc g est mesurable
( car elle est étagée), et

g=h X—pup,

n
avec h = Z a;lyz, 2,001 de plus
Z‘i

/\gm _ / BldA = 3 Jasl (pin — 72) < +oo,

car |g| = |h| A —p.p. (voir proposition .
n
Comme g =h X\ —p.p. et g est intégrable, alors /gd)\ = /hd)\ = Zai(xi_,_l —x;), c’est a

b
/ gd)\:/ g(z)dz.
[a,b] a

Soit f une fonction continue sur [a,b] donc, f est mesurable, f est aussi integrable car

I

b
On compare mamtenant/ fdA et/ f(x)dx :
[a,b] a

f continue sur [a,b] donc bornée donc Riemann intégrable, il existe donc une suite de fonctions
en escaliers (fn)n qui converge uniformément vers f sur [a,b], c’est a dire

dire

’ FI <116 = a) < +.

)
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1= 51 = suplale) — £ )] = 0. b b
La définition de l'intégrale des fonctions continues donne EI_P / fn(x)dz = / f(x)dx

D’autre part, on a

[ pan— [ gan = | / Ju— fdN

[a,b] [(J,,b}

< — fldA
0 b]

< | fn — flldX
[a,b]

— - fH/[ K

= |fa = fl(b—a) =0 quand n — +oc.

Donc lim fndX\ = fdA.
n—+o0o [a,b] (a,b]

De plus, on a : fndA = / fn(x)dz done,
[a b]

lim fndA = lim /fn dx—/ f(z

n—-+o0o [a,b] n—-+00
par suite fd)\:/ f(x)dx. [ |
[a,b] a

Proposition 4.6.2. Soit f € C.(R,R) (c’est a dire f est une fonction continue & support
compact). Alors f € LL(R,B(R),\). De plus, si a,b € R sont t.q. a <b< et f =0 sur [a,b]°.

Alors
/fd)\ = /abf(x)dac

Démonstration 112. f est borélienne car continue, pour montrer que f est intégrable, on
utilise la proposition précédente.

comme f est a support compact, il existe a,b € R sont t.q. a < b < et f =0 sur [a,b], on a
alors d’apres la proposition précédente,

f|[a,b] - C([a,b],]R) - ‘C]%&([aﬂ b]78([a7 b])7)‘)

On a donc
15103 = [ Ifanlir <+,

c’est a dire f € LL(R,B(R),\). La proposition précédente donne aussi :

[ 1atir= | ' fa)da

b
par suite, on a/fd)\:/ flx)dz. [ |
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Proposition 4.6.3. Soit f une fonction de ]a,b[ dans R (—oo < a < b < +00).
On suppose que :

i) f est borélienne;
i) sur tout [, 5] Cla, b, f est bornée et Riemann intégrable ;
iii) [l’intégrale de Riemann généralisée ff f(x)dx est absolument convergente.

Alors f est Lebesque intégrable sur |a,b| et

/]a’b[ fd\ = /a ’ f(z)dz.

Démonstration 113. D’apreés iii), on a

{0§f+§|fy N 0< [P frde < +o0
0< f~ <|f| 0< [ frde < +oo.

Soit (an)n une suite croissante de réels qui converge vers vers a et (by), une suite décroissante
de réels qui converge vers vers b, de telle sorte que l'on ait a < an < by, < b, soit A, = [an, by),

(An)n est donc croissante et lim A, = UA” =la, b].

n—-+00
D’apres 1) fT et f~ sont boréliennes,
et d’apres i) fT et f~ sont continues sur [an,by). D’aprés 2. de la proposition on aura
fT et f~ sont Lebesque intégrable et,

b brn
/ frdx = fH(x)dx, / frd\= [ (x)dx.
[an,bn] [an,bn]

Qn an

De plus, la suite f;7 = f+]l[an,bn] est borélienne, positive (comme produit de deux fonctions
boréliennes et positives).

I;f est croissante, car LVans1bne1] = Yansrsan] T Lanbn] T Lpnbnia] 400€ Liapiy boia] = Lan bals
ce qui implique f:—&-l > fiF.

: + _ ot : +_ oy _ 7 _ st
ngg-loo fn a f sur ]CL’b[ car, nll}—}-loo fn o f ngg-loo l[a"’b”] a f ﬂngg_loo[an,bn] f ﬂ]a’b['

D’apres le théoréme de Beppo-Levi, on a

/ frax = / lim f7d\
la,b| Ja,p[ "0

—  lim FrdA
n—-+oo ]a,b[
= lim frax

n—-+oo [anybn]

bn
= lim / fH(z)dx

n—-+o0o

= /ab FH(@)dz
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b
Donc frax :/ fT(z)dz. On montre de méme que :
la,b[ a

In =" L, b, est borélienne, positive, croissante, ngrfoo fo = [ surla,b et que

b
]a,b[f d)\:/a f(z)dx.

Donc /
la
fd\ = f+d)\ — fdX par définition de l'intégrale par rapport a A
la,b[ la,b[ ]a,b£7

b

= / fH(x)dx —/ f~(z)dx d’apres les résultats précédents
CLb a

= / f(x)dx

Proposition 4.6.4. Soient a,b € R, a < b. Si f de |a,b[ dans R est continue sur ]a,b| et
d’intégrale de Riemann généralisée f:f(:r)dx absolument convergente, alors f est Lebesgue-

intégrable sur ]a,b| et
b
/ fd\ = / f(x)dzx.
Ja,b] a

Démonstration 114. Si [a, 3] C [a,b], a < a < B << b, donc « et 8 sont finis et lintervalle
[a, B] est un compact sur lequel f est continue, donc bornée et Riemann intégrable. D’autre
part comme f :la,b[— R est continue, elle est borélienne. Donc les conditions de la proposition
précédente sont vérifiées, d’ou la conclusion. |

b b
1ix= / fH(@)dz + / () < et

)

Notation :/fdm:/Ef(:z)dm(x):/Ef(x)md(a:)

4.7 Formule de changement de variable dans une intégrale

Proposition 4.7.1. Soit I un intervalle ouvert (non nécessairement borné) de R, ¢ : I — R
strictement monotone de classe C1. On pose J = o(I). Alors pour toute application mesurable,
positive ou A intégrable sur J, on a :

VA€ B(@); [ fela)le @ldr@) = [ f)anw).
A ©(A)
(H) Si de plus ¢’ ne s’annule en auccun point de I, on a aussi :

vA € BD); /A F(p(@))dA(x) = / S 0E W,
%)
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Idée de Preuve : Dans la premiére égalité, on considére p une mesure de densité ]cp/\ par
rapport a la mesure de Lebesgue et v = p,, la mesure image de p par ¢, ensuite on montre que
v=A\

Dans la deuxiéme égalité, on considére p = A et v = A, ensuite on montre que v est la mesure
de densité |<p*1)/\ par rapport a la mesure de Lebesgue.
L’hypothése (H) nous guarantit que ¢! a une dérivée continue en tout point de .J.

1

Yye (e ) (y) = S

4.8 Espérance et moments des variables aléatoires

Définition 4.8.1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle.
1. Si X >0, on définit Uespérance E[X] de la variable aléatoire X par E[X] = [ XdP
2. Si E[|X|] < 400, on définit U'espérance E[X] de la variable aléatoire X par

/XdIP’

On définit la variance de X par Var(X) = 02(X) = E[(X — E[X])?] (avec o(X) >0).

3. pour r € [1,+00], le moment d’ordre r est lespérance de la variable aléatoire | X|".

Conséquence : E[14] = P(A).

Corollaire 4.8.1. (Espérance des variables aléatoires discrétes) :soit X : (Q, A, P) — (R, B(R))
une variable aléatoire discréte telle que X () = {x1,x2, ..., }. La loi de probabilité de la variable

aléatoire discréte X est donnée par Px = ZP(X = x;)d,:. et dans ce cas on a :
€N

sz = i etE ngz = l)'

g une fonction de R dans R borélienne et supposée intégrable par rapport o Px.
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En effet : Soit A € B(R),

Px(4) = P(X7'(4))
= P(X(ANX(Q))
P {a))
2, €ANX(Q)
= P( U &'}
2, €ANX(Q)
= Y P (o))
2, €EANX ()
= Y PX=u)
z,€EANX(N)
= ZP =x;)la(z;)
€N
= Y P(X =1;)6,,(A)
€N
= O P(X =2:)ds,)(A).
€N

E(goX) = /ngXdP

= gdPX intégration par rapport & une mesure image (théoréme du transfert)

= Z P(X = x;)g(z;) intégration par rapport & une mesure discréte .
€N
Pour g : z — z, on trouve E(X) = ZP(X =
€N

Exemple 4.8.1. Pour g:x — 22, on a E(X?) = ZP
i€EN

Corollaire 4.8.2. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N alors

X]=) nP(X =n)=)» P(X >n).

n>0 n>0
Démonstration 115. Soit X : Q@ — N. Comme X(Q) = {1,2,....} et X = anxzn =
11x—1+21x—9+31x—3+4Llx—y+....... on a,

1lx—1+11lx—o+11lx_—g+11x—y—+......
+1]1X:2 -+ 1]1)(13 + 1 x—g+ .......
X = F1lx—3+1lx—y + .......
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donc,

= Z ]len

neN

m
= lim E ]1X>n7
m—-+00

n=0

E(X) = /XdP

nnzlo
= lim / E 1 x>, d’apres le théoréeme de Beppo Levi
m—-+00 0 -
n—

m——+00

= lim Y P(X >n)
oo n=0

= Y P(X >n)
n=0

Corollaire 4.8.3. (Espérance des variables aléatoires absolument continues) Une variable aléa-
toire X : Q — R est dite absolument continue si sa loi de probabilé Px est une probabilité a
densité f et telle que fR fdx = 1. dans ce cas

/ £ ()X et Elp(X)] = / (@) f(x)dA.
R R

@ une fonction de R dans R borélienne et supposée intégrable par rapport & Px.

Démonstration 116.
E(goX) = /gonP
Q
= / gdPx intégration par rapport a une mesure image (Théoréme du transfert)

= f gfdX\ intégration par rapport a une mesure a densité Px = fA

= /Rg(w)f(x)dk(w)-

R

Pour g : x — x, on trouve E(X) = /acf(x)d)\(:v) = /xf(w)dx. [ |
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Corollaire 4.8.4. Soient X et Y deux variables aléatoires de Q0 dans R.
Si X et Y sont positives et indépendantes, alors E[XY] = E[X|E[Y].
Démonstration 117. 1. Soit A,Be€ B(R), X =14 et X =1p.

E(XY) =

2. Soit pour 1 <i <mnetl<j<p, a,b; € Ry, A;, B; € B(R) tels que (A;)1<i<n, et
(Bj)i<j<p sotent deuz partitions de €2, et soit X = Z a;la, ety = Z bjlB;. On a

1<i<n 1<j<p
E(XY) = E(Y. ala)( Y blg)
1<i<n 1<5<p

= B(Y ai( ) bjlalp))

1<i<n  1<j<p

= Z a; Z bjE(:H-Ai]]'B]‘)

1<i<n  1<j<p

= > a; Y bjE(14)E(1p,)

1<i<n  1<j<p

= Y wB(la) Y biE(1p,)

1<i<n 1<j<p

= E(Y aila)BE( Y blgp)
1<i<n 1<j<p

= E(X)E(Y).

3. 51 X etY sont deux variables aléatoires positives, alors, d’aprés la proposition du
chapitre 3, il existe deux suites de variables aléatoires (Xp,)n et (Yn)n, croissantes, posi-
tives, étagées et telles que X = lim X, et Y = lim Y, donc,

n——+oo n—-+00

E(XY) = B(( lim X,)( lim ¥,))
E(nEIEOO(XnYn))
n—-+00
lim E(X,) lim E(Y,)

E( lim X,)E( lim Y,)
n—-+00 n—+00
= E(X)E(Y).
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Lemme 4.8.1. (Inégalité de Markov) Soit (2, A,P) un espace probabilisé et X une variable
aléatoire réelle positive sur ) et a € RY.. On suppose que 0 < E(X) < 4o00. Alors :

PHX > aB(X)}) <

R+

Démonstration 118. On sait que m(f > t) < %ffdm (Lemme . On prend f = X,

t =aE(X) et m = P, sachant que E(X) = [ XdP. [ |
Lemme 4.8.2. (Inégalité de Bienaymé Tchebychev)
1
P{IX - E(X)| 2 ao(X)}) < —-

Démonstration 119. On sait que m(f >t) < 1 [ fdm (Lemme .
On prend f = (X — E(X))?, t = a?0%(X) et m = P, sachant que

[ (x = BeO?aP = (X - BOOP) = ().

On obtient, .

B{(X ~ BOX))? 2 a?%(X)}) < .
" (X — E(X))? > a**(X) & |X — E(X)| > ac(X),
donc

4.9 Densité et fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire sur I'espace probabilisé (€2, A, P), Px sa loi de probabilité et
F' sa fonction de répartition. Supposons que Px ait une densité par rapport & la mesure de
Lebesgue. On a alors

F() = Px(] - ooual) = [ fan

]—OO,J:}

Dans ce cas on a \ I' est continue \ car
Ve € R, Px({z}) = f{m} fdX = 0(c’est a dire F est diffuse) ce qui est équivalent & F est continue
(voir au chapitre 2, les propriétés de la fonction de répartition).

Proposition 4.9.1. Soit X une variable aléatoire réelle et F' sa fonction de répartition. On
suppose que F est continue sur R et de classe C* par morceaux. Alors la loi de X a une densité
f par rapport & la mesure de Lebesgue.

Rappel Dire que F est continue et C' par morceaux sur R signifie qu'il existe une suite
finie —oc0 < a1 < ag < ....... < ap < 400 telle que F' est dérivable partout sur R, sauf peut-étre
aux points a;, que sa dérivée F' est continue sur R\ {ai,...,an} et que F est aussi continue en
chaque point a;.
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Proposition 4.9.2. Si F est absolument continue de densité f, alors F'(z) = f(z), en tout
point ou f est continue.

Démonstration 120. Supposons que f est continue au point x, soit € > 0,
I >0, [t—z|<n= flx) —e< ft) < flz) -

F(x+h)—F oth
Or pour h # 0, on a (z+h) (z) = / — f(t)dt.

h h
et || <n= [TPL(f(2) +edt < [T Lyt < [TTL(f(2) + e)dt,
c’est a dire Ve > 0,30 > 0;|h| <n = f(x )—6<M

/

F'(z) = f(x), en tout point ou f est continue. [ |

< f(x) —e. Ce qui exprime que

4.10 Fonctions définies par des intégrales

Le théoréme de la convergence dominée a une application importante dans I'étude de la
continuité et la dérivabilité des fonctions définies par des intégrales. Soit (E,T,m) un espace
f: ExI—R

(1) = f(x,1)

mesuré, I un intervalle de R et une fonction telleque Vt € I, x — f(x,t)

soit m-intégrable par rapport a x.
On pose
F:1—R
t— F(t) = [pf(z,t)dm(z).

4.10.1 Continuité

Théoréme 4.10.1. (Continuité sous le signe intégral) Si
1. pour tout x € E, Uapplication t — f(x,t) est continue sur I
2. g € LY(E,Ry) telle que Vt € I, |f(z,t)| < g(x) m-p.p.,
alors F est continue sur 1.

Démonstration 121. Soit tg € I. Montrons que F est continue en to, soit (tn) une suite
d’éléments de I, il suffit de montrer que liril F(tn) = F(to). On a F(t,) = [5 f( dm(x)
n—-+00

et F(ty) = fE x,tp)dm(x).
Posons pour tout x, fn(x)= f(z,t,) et h(z) = f(z,t9), comme f est continue en ty (pour tout
x), on a pour tout x, lim f,(z)= h(x), c’est a dire lim f, = h, De plus, on a,

n—+o0o n—+o0o

Vn > 1| f(z,t,)| < g(x) m—p.p.
\ful <g m—pp.

= lim /fn(a:)dm—/nglfoofn(x)dm

vte ;| f(z,t) < g(x) m—pp. =
=

n——+0o0
d’apres le théoréme de convergence dominée car g est intégrable

= lim /fxt dm—/f(x,to)dm

n—+0o00

= lim F(¢ (to)
n—+o0o

= tIL%F( )= F(to).
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4.10.2 Dérivabilité

Théoréme 4.10.2. (Dériwabilité sous le signe intégral) Si
1. pour tout x € E, Uapplication t — f(x,t) est dérivable sur I
2. 3g € LY(E,Ry) telle que Vt € I, |%(m,t)\ < g(x) m-p.p.,

alors F' est Dérivable sur I et :
F() = / OF@Y) o m(a).
g Ot

Démonstration 122. Soit ty € I. Montrons que F' est dérivable en ty, soit (t,) une suite

F(t,)— F(t
d’éléments de I, il suffit de montrer que lim M

n—+o00 tn, — to

), — f($7tn)—f($,t ) 4 af
Soit frn(x) = TOO; on a nllglrloo fn(@) = ot = (. t0).

D’aprés le théoreme des accroissements finis il existe 0,, entre tg et t,, (donc 0,, € I) telle que

est finie.

fxﬁo)

F(ota) = 1, t0) = (1 — o) A0

Comme par hypothése, on a

vtel, yaf g;’t) (z,t)] < g(x)

en particulier

[ful < g.
Comme g est intégrable, d’apres le théoréme de convergence dominée x — %(:Ly to) est intégrable
sur E et ; .
x — f(=z
lim /fndm(:v) = lim /f( t) = F(@, 0)dm(:lc)
n—-+oo n—-+oo tn, —to
= / lim f,dm(x)
n—-+oo

= /at:vtodm x).

t F(t 0
On en déduit que F est dérivable en ty et lim M = /
n—+00 t, —to ot

—(,to)dm(z) = F'(to).
4.10.3 Exemples de fonctions définies par des intégrales
Produit de convolution

Définition 4.10.1. Soit f € LY(R, B(R), \) et o dérivable de dérivée bornée. Alors la fonction
f * @ définie par
fro®) = [olt-a)f@ir@) teR

est appelée produit de convolution (ou convolution) de f et .
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Transformée de Laplace

Définition 4.10.2. Soit f une fonction borélienne, bornée, sur Ry. La transformée de Laplace
de la fonction f est la fonction définie par :

400
h(t) = /O (@) exp(—tz) teR.

Transformée de Fourier

Définition 4.10.3. Soit f € L1(R,B(R), \). La transformée de Laplace de la fonction f est la
fonction définie par :

+oo
F(t)= /0 f(z) exp(—itz)d\(z) teR.

4.11 Exercices

4.11.1 Enoncés

1/2 siz<0

Exercice 1. Soit f l'application de R dans R définie par f(x) = { 1 siz>0
1. Justifier le fait que f est borélienne.

2. Soit X la mesure de Lebesque sur (R, B(R)). L’application est elle continue \-p.p. ¢ que
vaut [ fd\?

3. Soit éo la mesure de Dirac en zéro sur (R, B(R)). L’application est elle continue do-p.p. ?
que vaut [ fdéy ?

Exercice 2. (convergence monotone)Soit l’espace mesuré (R, B(R),\) ot A désigne la mesure
de Lebesgue. On considére la suite (fn)n>1 de fonctions réelles, définies sur par

fn(z) = (1 — exp(—nz?)) exp(—z)Lg+ (z)

Calculer lim fndA.

n—+00 Jp+

Exercice 3. Montrer que, pour tous réels a et b dans ]0,+o0],

te— ot I 1
/]07+Oo[ T o=t = nzz;) m ot \ est la mesure de Lebesque sur )0, 4o00|

Exercice 4. (convergence dominée) Soit l’espace mesuré (R, B(R),\). ot A désigne la mesure
de Lebesgue. On considére la suite (fn)n>1 de fonctions réelles, définies sur par R par

nsin(T)e™  six >0

Inlz) = { 0 sinon

1. Justifier le fait que pour tout n > 1, application f, est borélienne.
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2. Montrer que la suite (fn)n>1 converge simplement vers une fonction f, que l'on précisera.

3. Calculer lim /fnd)\
n—-+00

Exercice 5. Soit A la mesure de Lebesgue définie sur (R, B(R)). Soit F' la fonction définie sur
R* par

YVt > 0F(t) = A f(z,t)d\(z) avec f(x,t) = ef"’”LmILRJr (2)1g, (%)

1. Montrer que F' est définie et continue sur [0, +oo].

2. Montrer que F est dérivable sur [0, +oo[. Calculer F'(0).

Exercice 6. Soit u la probabilité gaussienne centrée sur (R, B(R)) de fonction de répartition F
2
1 =z

et dont la densité par rapport a A est : Vx € R, f(x) Vo

Soit T lapplication de R dans R, définie par : T'(z) = 2x + 5.

1. Soit X la variable aléatoire de loi de probabilité p. Veérifier que E(X) =0 (X est centrée
) et que 0%(X) =1 (X est réduite ).
2. Déterminer la mesure image pur de u par T, en fonction de . Si'Y est la variable aléatoire

de loi de probabilité pur, determiner en fonction de F', la fonction de répartition de' Y qu’on
notera G

3. Calculer la densité de Y, qu’on notera g si elle existe.
4. Exprimer E(Y) en fonction de E(X), en déduire la valeur de E(Y).
5. Exprimer E(Y?) en fonction de E(X?), en déduire la valeur de o*(Y).

Exercices supplémentaires

Exercice 7. (Fonction définie par une intégrale) On considére l'application F : Ry — R
définie par

2

+001_ —x“t
F(t):/ R
1

22
1. Démontrer que F' est continue sur R.
2. Démontrer que F est dérivable sur R’ et préciser cette dérivée.

3. Etudier la limite lim F’(t)
n—~+00

4.11.2 Corrigés

Exercice 1. 1. Ona f= %HR’; +1.1g, Comme R* et Ry sont des boréliens, 1g- et 1.1g,
sont boréliennes donc f est borélienne comme somme de deux fonctions boréliennes.
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2. f est continue sur R\ {0}, or A\({0}) =0 donc f est continue X p.p. sur R, et

L®) + %)\(Rg

/fdA = AR AR =

or)\(]R{):)\(Unn+ Z)\ In,n + 1]) 221:+ooet)\(R+)€@+ donc
nez nez
IAR) + IARY) = +oo par suite [ fd\ = +oo
Remarque A\(Ry) = A( U [n,n + 1[) Z 1=+400
neN neN
3. 00({0}) =1 donc f n’est pas continue oy p.p. sur R et

[ = £(0) = 1= 580(R) + ()

Exercice 2. pour tout n, f, est positive car —nz? < 0 = exp(—nmz) <1l= —exp(—nxz) >
—1.

pour tout n, f, est continue donc borélienne.

la suite (fy,) est croissante car

n<n+l= —nz2>—(n+1)22 = exp(—nz?) > exp(—(n + 1)z?) = —exp(—nz?) <
—exp(—(n + 1)z?%). D’aprés le théoréme de Beppo-Levi, on peut permuter [ et lim et donc

n—-+oo + n—+00

“+o0o
lim . frndX :/R lim fpd\ = /exp(—x)d)\(x) :/0 exp(—z)dx =1

Exercice 3. Soit [ = f[o oo %(at))d)\( ), On a

1 — (exp(—bt))+!

1 _ T

1—exp(=bt) pEToo 1 — exp(—bt)

=, EToo (exp Zexp —btn)
n=0
+o00
t exp(—at)

d ——— =)t - bn)t
onc Tp—— ,;) exp(—(a + bn)t)

Vn € N, la fonction f, : t — texp(—(a+bn)t) définie sur [0, +o0| est positive et borélienne (car
continue). Donc le théoréme d’intégration d’une série de fonctions a termes positifs s’applique
et on a

+o0 +o0
I= / Z texp(—(a + bn)t Z/ texp(—(a+ bn)t)dA(t)
[0,4-00] n=0 0,400

De plus lintégrale impropre f[o JrOo[texp(—(a—}— bn)t)dt converge :en effet le changement de va-

riable y = (a+bn)t, donne f[O,Jroo[teXp(—(a—i-bn)t)dt = m ﬁ07+m[yexp(—y)dy (a+bn)2 <
400 car f[o JrOo[yexp(—y)aly = 1 par parties (on peut calculer notre intégrale directement par
parties sans le changement de variable)
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Exercice 4. pour tout n € N*, on a
fn est continue sur R%,, comme produit et composées de fonctions continues.
fn est continue sur R* | car constante sur cet intervalle.

fn est continue en 0, en effet :lim f,(z) = lim nsin(z)exp(—x) =0 = fn(0) et lim fp(z) =
> n

=0 30 30

lim 0 = 0 = f,(0) donc f, est continue sur R, donc ‘ fn est borélienne‘
50

pour tout x € Ry, on a ngrf fn(x) = xexp(—2x) ngrfoo(g) sm(ﬁ) = zexp(—x) et pour tout
r e R*, HEIEOO fn(x) =0 donc EIJP o =zexp(—x)lg, = f(x)
Pour toutn € N*, et tout v € Ry, | f(z)| = |5 sin(} )z exp(—z)| < zexp(—z) car |sin(F)| < | %]
(pour tout y € R, on a |sin(y)| < |y| en effet |sin’(y)| = | cos(y)| < 1, en appliquant le théoreme
des valeurs intermédiaires on voit ce résultat comme suit |sin(y)| = |sin(y)—sin(0)| < 1.|ly—0] =

ly|.) et pour tout x € R*, |f(z)] = 0 Donc Pour tout n € N¥, ‘|fn(:v)| < f(x)‘ et f est \-

intégrable car f0+ooxexp(f:c)d$ = 1 En appliquant le théoréeme de convergence domminée, on
obtient :

+oo
lim /fnd)\ = / lim fpd\ = lim fpd\ = zexp(—z)d\ = / zexp(—z)dr =1
n——+o0o n—-+00 [07_‘_00[ n——+0o [0,+oo[ 0
Exercice 5. La fonction t — f(x,t) est continue sur Ry.
La fonction x — f(x,t) est \ intégrable sur Ry car, d’apres les critéres de convergence des
mtégmles mmpropres, on a
lim =z exp( 2).exp(—t1‘) =0 et iﬂli%:c% exp(—xQ) exp(—tz) = 0.

T—+00
1. pour tout t € R, on a |f(z,t)] = exp(—2?).exp(—tz) < g(x) avec g(z) = exp(—2?)1g,,
car —tx < 0 = exp(—tz) < 1. D’apres le théoreme de continuité d’une fonction définie
par une intégrale, F' est continue.

2. La fonction t — f(x,t) est dérivable sur Ry, et afgf’t) = —xexp(—2% — tz) de plus

Of (z,t)
| ot

rivabilité d’une fonction définie par une intégrale, F est dérivable sur R et

! o af(x7t) _ .2
F(t)= /[0+oo] 5 d\(z) = /[0 +Oo]$exp( z¥)d\(x) Vte Ry

| <zexp(—2%)1g, = h(x)|, h(z) est \ intégrable car d’apres le théoréme de dé-

3. en particulier

F'(0) = —/[O’m] zexp(—a®)d\(z) = —/OJrooxexp(—xQ)da: = [‘”‘9(2”32)] 1

Exercice 6. On a

E(X)= [, XdP = fodPX = [padp = [paf(z)d\(z) = fj;o xf(z)dx =0
et V(X)=FE(X?) - E(X)?=1 car
E(X?%) = [, X?dP = [ 2*dPx = [p 2%dp = [z af(z)dA\(z) = fjoionf(x)das: 1.
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2. Pour tout A € B(R), on a up(A) = p(T71(A)) = u({z : T(x) € A})
3. G(0) = x|~ 00.1) = pl{w : T(x) €] = oo, 1)}) = ({20 +5 < 1))
=p({z 2 <52} = p( - 00, F2)) = F('F2)
4. G est dérivable sur R comme composée de deux fonctions dérivables et G (t) = $F (52)
et G est continue sur Rcomme composée de deux fonctions continues, donc G admet une
2
densité donnée par g(t) = G (t) = (52 =1 mexp( (= 5) )
5. B(Y fRazd,uT = [ T( dﬂ fR T(x)f( ) A(z)
—QfRa;f x) +5 [ T(x)f(z)d\(z) =2E(X)+5=>5 et
E(Y?) = [; QduT = J T2 ( Yd\(x) = 4B (X?) + 25+ E(X) = 4E(X?) + 25 = 29.
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Chapitre 5

Intégration sur les produits d’espaces
mesureés

5.1 Produit de deux mesures

5.1.1 Rappel du produit de deux tribus

Définition 5.1.1. Soient (E1,T1) et (Eq,T>) deux espaces mesurables. On pose E = Ey X Ejs.
On appelle tribu produit sur E, la tribu engendrée par Th x T = {A1 X Ao, A1 € Th, Ay € To}.
Cette tribu produit est notée Th @ Th.

Proposition 5.1.1. Les projections canoniques I1; et Il sont mesurables.
La tribu Th ® Ty est aussi la tribu engendrée par les projections canoniques I et Ila, c’est a
dire la plus petite tribu sur E = E; X Ey qui rende 111 et IIy mesurables.

Proposition 5.1.2. Soit

f1(B,T) — (BEixEy,T1T)
z = flx) = (fi(@), fa()).

Alors f est mesurable si et seulement si f1 et fo sont mesurables.

Proposition 5.1.3. L’opération ® est associative, c’est & dire :
M) RT3=T1 @ (THel) =TT, ®T;.
Démonstration 123. La tribu (T1®T2)®T5 est la plus petite tribu qui engendre les applications,

f1722 E1><E2><E3 — F1 x Fy tf3: E1><E2><E3 — E3
(1,22,23) = (21,72) (z1,72,23) > 3.

La tribu Ty ® (Ty ® T3) est la plus petite tribu qui engendre les applications,

f273: E1><E2><E3 — EQXEg ot f1: E1><E2><E3 — B
(71, 72,23) = (72,73) (w1, 22,23) = 1.
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La tribu T1 @ To ® T3 est la plus petite tribu qui engendre les applications,

fli E1><E2><E3 — E1 fg: E1><E2><E3 — EQ et fg: E1><E2><E3 — E3
(21,2, 23) =z (21,2, 23) = X2 (21,2, 23) = 3.
Or
f1,2 est mesurable si et seulement si fi et fa sont mesurables
et
f2,3 est mesurable si et seulement si fa et f3 sont mesurables.
[ |

Définition 5.1.2. Soient E1 et Fy deux espaces topologiques, muni de leurs tribus boréliennes,
B(E71 x E) est la tribu borélienne sur E1 x Es engendrée par la topologie produit.
Proposition 5.1.4. 1. On a toujours linclusion B(E1) ® B(Ey) C B(Ey x Es)

2. Si By et By sont tous deuzr & bases dénombrables d’ouwverts (En particulier si Ey et Fo
sont des espaces métriques séparables), alors l'inclusion précédente devient une égalité.

Démonstration 124. 1. Soit pour i = 1,2, la projection canonique m; : (E1 X E9, B(E1 X
E»)) — (E;, B(E;)). On a pour tout ouvert O de Ey, m;*(0) = O x Fy est un ouvert de
Ey x Es, d’ou 71 est continue donc borélienne, de méme pour mwy, donc B(Ey x Es) est
une tribu pour laquelle 71 et wo sont mesurables. B(E1) ® B(FE2) est la plus petite tribu
pour laquelle 1 et wo sont mesurables, donc

B(E)) ® B(Eq) C B(Eq x E3).

2. pour tout i = 1,2, soit U; = (UL),, une base dénombrable d’ouverts de E;, c’est a dire que
tout ouvert de E; peut s’écrire comme réunion dénombrable d’ouverts de U;.
Par définition de la topologie produit, tout ouvert Q) de E1 X FEo, s’écrit comme réunion
(quelconque) de produits d’ouverts

Q= U Al X O( )Y o J est un ensemble d’indice quelconque
JjeJ
(%)

et pour tous 1, j, O](-i) est un ouvert de E;. Comme Oj

est un ouvert de E;, Oj(-i) s’écrit

comme réunion d’éléments de U;, c’est a dire qu’il existe une partie KJ@ de N telle que
U UL et 03(-2) = U U?
hek " keK”
donc
1 2 1 2
= U(( U Up)( U Ui)) = U U (Un x Uf)
IS pher® kek(? I€T ke k(W x k(P
J J ’ J J

= U (U x UR)
h.ke U K](.l) X Kj(?)
jeJ
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est une union dénombrable de produits d’ouverts car U K](l) X K](?) c N2 Comme un
J€J

produit d’ouverts est un élément de B(Ey) ® B(E2) donc Q € B(E1) @ B(Es2), ainsi les

ouverts de E1 x Eq sont dans B(E1) @ B(E2). comme B(E1) x E3) est la plus petite tribu

contenants les ouverts de Fq X Ey, on a alors

B(El) X Eg) - B(El) ® B(EQ)
]

Corollaire 5.1.1. Comme R est un espace métrique séparable, B(R) @ B(R) = B(R?) et plus
généralement pour tout entier N > 2, on a

BRY™!) @ B(R) = B(RY),

qu’on note aussi

B(R)®N = B(RM).
La tribu B(RY) est par définition la tribu engendrée par le produit des tribus B(R) x .... x B(R)

5.1.2 Sections

Définition 5.1.3. Si C € E1 ® Es , pour tout x1 € E1 et pour tout xo € Ea, on appelle section
de C en x1 le sous ensemble Cy, de Ey et section de C' en xo le sous ensemble C*2? de Ey définis
par :

Ca:1 = {xg € FEy: (.T1,$2) S C} et C*? = {:L’l S (:L’l,:L’Q) € C}

Lemme 5.1.1. Si (C;);er est une famille de parties de Ey X Ea, on a pour tout x1 de Ey
1. (E1 X E9)\C)ay = E2\Cyy,

2. (IJ G = J(C)ar,

i€l i€l
el el

4. Le(z1,22) = 1g,, (v2) = Loe2 (1) avec C C Ey X Es et 29 € Ey.

Les propriétés restent vraies pour les sections en xo € Fs.

Proposition 5.1.5. Soit f une application (17 ® To — B(R)) mesurable. Alors les applications
partielles :

le:(E27T2) - (RvB(R)) et
>

fao : (B1,Th) — (R, B(R))
2 f(zlva) L1 =

f(x1,22)

sont mesurables.
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Démonstration 125. Il suffit de montrer que

o i Ba = E1x By et I Er = Eix By sont T} ® Ty — Th mesurables .
Ty (xl, .7,'2) T (1’1, .7}2)
On sait que Th @ Ty = o(Ty x T»), soit alors Ay € Th et Ay € Ty

A ) cA
gml(AlXAQ):{xgeEgz(xl,xg)eAl><A2}:{ @2 Z iimﬁ

et

A ) €A
gm(Al X AQ) = {xl S E1 : (a:l,xg) S A1 X AQ} = { @1 jz xxjg A22

Donc gy, et gz, sont mesurables, d’ot fr, = f o gy et fz, = [0 gz, sont mesurables comme
composées de deux applications mesurables. |

Proposition 5.1.6. Pour tout C' € T1 ® T, pour tout x1 € Eq et pour tout xo € o :
Cypy €Ty et C*2 € Th.
Autrement dit les sections Cy, et Cy, sont mesurables.

Démonstration 126. Il suffit d’appliquer la propostion précédente a la fonction mesurable
[ = lc qui est mesurable par hypothése, ce qui donne gy, = lc,, et guy, = lc,, qui sont
mesurables donc Cy, et Cy, sont mesurables. |

5.1.3 Construction de la mesure produit

Soient my et mg deux mesures o- finies, sur (E1,71) et (E2,T>) respectivement.
Lemme 5.1.2. Pour tout C' € T1 ® T5, les applications

ho: (BT = (R, BRy)) o (Bx,Ty) = (Ry, B(Ry))
ol — mQ(Cxl) ) — ml(C”)

sont mesurables.
Démonstration 127. Comme mo est o- finie, il existe C’én) C Ty tel que Fy = UC;”) et

n—1

mg(C’én)) < 400, or UCén) = UEén) avec Eén) = C’én) \ U C’ép) les Eén) sont deur 4 deux
p=0

disjoints.

n—1
Eén) = Cén) N (U Cép))C C Cén), Donc pour tout n, Eén) €Ty et mg(Eén)) < 4o00. En résumé
p=0

on a

Ey = U Eén) avec Eén) € Ty deuz a deux disjoints et mg(Eén)) < 400
n
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On montre de méme que

= UEYL) avec Ein) € T deuz a deur disjoints et ml(Egn)) < 400

Pour tout Ay € Ty, on a :

mg(AQ) = mQ(AzﬁEQ)
= ma(A2n (| JES)

= ma(|J(42 n EM))

= Y ma(A N EYY)

p——+00

p
= lim Z m2(A2 N Eén)),
0

P
en particulier | ma(Cy,) = lim ng(Cxl N Eén)) .
0

p—+o0

Soit m la mesure définie par YAy € To;m(Az2) = ma(Az N Eén)), m est la mesure trace de mso
sur Eén)) et elle vérifie m(Eén)) = mQ(Eén) N Eén)) = mg(Eén)) < +00.
Soit (h¢) la suite de fonctions définies par :

he (BT — (Ry, B(R+))
21— m(Cy) =ma(Cy NEM).

Montrons que h est mesurable, soit n € N, soit A = {C € Ty ® Ty : h¢ est mesurable }
Montrons que A est un systéeme de Dynkin contenant Ty X Ts.

A est un systéeme de Dynkin :

e vérifions que By X By € A, c’est a dire h'y, , p, est mesurable, or by, g, (21) = m((E1 X E2)z,)
et (B1 X Ea)y, = Eo;Va1 € Eo donc hiy (1) = m(E2);Voy € Ey done Bl p, est une
fonction constante donc mesurable, d’ot

Ei x By € A.

e Stabilité par union dénombrable disjointe : Soit (Ck)ren une suite d’éléments de A disjointes
deux a deux, c’est a dire pour tout k € N, hgk est mesurable et montrons que h" est

UG
keN
mesurable, d’apres le lemme on a,

hnU Ck zg\ICk ") = lg\ICk ) l%\!m (Ch), :pl{ffoozhc 7).
kEN
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Donc h’U o est mesurable comme limite d’une suite de fonctions mesurables, par suite
k
keN
UcreAa
keN

o Stabilité par différence propre : Soit A, B € A, tels que B C A, donc 'y et b’y sont mesurables
et montrons que hﬁ\B est mesurable, comme m est finie, d’aprés le lemme on a

Wap(®1) = m(Az, \ Bey) = m(Aq,) —m(Bq,) = (b} — hip)(21),
hZ\B est donc mesurable comme somme de deux fonctions mesurables, par suite
(A\ B) € A.
Ty xTy C A : Soit C €Ty xTs, il existe donc A1 € Th et Ay € Ty tels que C = A1 X Ao, or

. — A2 st $1€A1
o 0 si x1 ¢ A,

he(x1) = m(Cyy) = m(A2)14, (x1). Par suite, hi est mesurable car étagée, c’est a dire C € A,
d’ot

Ty xTy C A,
or Th x Ty C A est stable par intersection finie, donc, si on note par D(T1 x Tb) le systéme de
Dynkin engendrée par Ty x Ta, on a o(Th x Ty) = D(Ty x Tz) C A, donc Th @ Ty) = A, ce qui
exprime que VC € Th @ Ty, hi est mesurable.

En conclusion

ho(z1) = mo(Cy,) = l}l-ll—loo Z hés(x1) hllloo hp(z1),
avec hy( Z hé(x1), ) qui est une suite de fonctions mesurables, donc ho est mesurable

comme limite d une suite de fonctions mesurable.
On montre de la méme fagon que application o est mesurable. |

Théoréme 5.1.1. (Mesure produit) Soient (E1,Th,m,) et (E2,Ta, ma) deur espaces mesurés
o- finis, E = E1x Es etT =T1®T5. Alors, il existe une et une seule mesure m sur T vérifiant :

m(A1 X Ag) = ml(Al)mg(Ag),V(Al,Ag) eT) x Tg;mi(Ai) < 00,1=1,2.

Cette mesure est o-finie et est appelée mesure produit de my et mo, on la note m = mi ® mo.
De plus pour tout C' € Ty ® T,

ma(Cyy)dmy(z1) = m1 @ ma(C) = m1(C*?)dma(x2).
E1 E2
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Démonstration 128. Unicité : on applique la proposition[2.2.3 vue au chapitre 2, sur l’égalité
de deuz mesures. Soit m" une autre mesure vérifiant :

m (A x Ag) = mi(A1)ma(As),V(Ar, Ag) € Ty x To;mi(4;) < 00,i = 1,2,

donc m = m/ sur Ty x Ty qui est stable par intersection finie (car (A; X Ag) N (By X Bg) =
(A1 N By) x (A2 N By)). D’autre part comme my et mg sont o- finies, on a (déja fait)

UE avec E e Ty deux a deux disjoints et mQ(Eén)) < 400

et

= UE§n) avec EYL) € T deuz a deux disjoints et ml(EYL)) < 400

Soit Cy = B x ES") done | JCy = E1 x By et m(Cy) = m/(Cp) = ma(E{" )ma(ESY) < +oc,

n
d’apres la pmposz’tz’on sur l’égalité de deuz mesures, on a m =m' sur Ty @ Ts.
Existence : On définit [ applzcatwn
p: T Ty — R+

C — MI(C): . mg(Cxl)dml(:L‘l).

Montrons que py est une mesure :

o () = / ma(0)dma (z1) = 0.
Ey

® s0it (C(”))n une suite d’éléments de T1 ® Ts, deuxr o deux disjoints, alors les sections Cgf)

sont deuzr o deux disjoints et on a,

1(U C(")) = / ma( UC 2 )dmi(x1) par définition de py
= / mo U dm1 (z1) d’apres le lemme

= / ng o "Ndmy (z1) d’apres le lemmel[5
E

1 n

= Z mg(C( Ndmi (z1) d’apres le théoreme d’intégration d’une série a termes positifs

~ S iet)
De plus VA, € Ty, VAy € T, on a :

u1(Ayp x Ag) = ma(A1 X Ag)dmi(x1) par définition de py
I

= /E ma(Az)14,dmy(21)
= m21(A2) fEl ]lAldml(ﬂfl)
ma(Az)mi(Ar).
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De méme on définit,

pe: T Ty, — @4_
C = () = [, mi(C2)dmy ().

On montre que po est une mesure qui coincide avec 1 sur Th X Ts, donc égale & pq.
Il existe donc bien une mesure m = p1 = ug satisfaisant m(Ay x Ag) = mq(A1)mao(Asg) et cette
mesure verifie,

m(C) = ma(Cy, )dmy(z1) = m1(C*?)dma(x2).
Eq Eo

Définition 5.1.4. (Espace produit) L’espace (E,T,m) construit dans le théoréme ci dessus,
s’appelle ’espace mesuré produit des espaces (Ev,Ti,m,) et (Eo,Ta,m2).

5.1.4 Application au calcul d’aire et au calcul d’espérance

Proposition 5.1.7. Soit (E,T,m) un espace mesuré - fini, A la mesure de Lebesque sur R et
f: E — Ry T mesurable (positive). On définit son hypographe G par :

G={(z,y) e ExR;0<y < f(a)}

Alors G appartient a la tribu T @ R et
mAG) = [ fam() = [ m(s = y)axw).
E Ry

Démonstration 129. Soit F' et H les deux applications définies de E x Ry dans Ry par
F(z,y) = f(z) et H(z,y) =y, on a F = fom et H=m9 oum : (x,y) = x et m3: (,y) — y
sont les projections définies sur E X Ry |, comme f, m1 et mo sont mesurables alors F' et H sont
mesurables comme composées de fonctions mesurables.

G = {(z,y) € ExR1;0 < y—f(x) < 0} = {(2,) € ExRy; (H-F)(x) €]—00,0]} = (H—F)~}(]—o0,0])

(H—F) étant mesurable comme somme de deux fonctions mesurables, et | —o0,0] est un borélien
donc G € T @R et d’apres la définition de la mesure produit on a,

m® A(G) = /E A(Gy)dm,

ol

Ge={yeRy;(z,y) €G} ={yeRy,0<y < f(2)} =0, f(z)] donc A(Go) = f(z),
d’ot

m® ANG) = /Ef(as)dm
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D’autre part,

mANG) = m(GY)d\(y) d’apres la définition du produit de deur mesures
R

= m(f = y)dA(y) car GY ={z € E,0<y < f(x)} ={f = y}.
Ry
|

Calcul d’aire :
En prenant F = R et m = A dans la premiére égalité de la propostion précédente, on obtient :

AOAG) = /R Fa)dA(x)

ce qui exprime que / f(z)d\(x) représente bien la mesure (surface) de la région délimité par

le graphe de f et 'axe des abscisses.

Calcul d’espérance :

Proposition 5.1.8. Si X est une variable aléatoire positive, définie sur ’espace probabilisé

(Q, A, P) par X (w) = x alors,

E(X)= A P(X > z)d\(x) = A P(X > z)d)\(x) :/R (1= F(z))d\(x).

Démonstration 130. D’aprés la proposition précédente, en prenant dans la deuxiéme égalité
m =P, f = X la variable w a la place de x et x & la place de y.

Comme F est croissante, l’ensemble de ses points de discontinuité est au plus dénombrable.
En effet soit a et b deuz points de discontinuités de F' (a < b), comme F est croissante on a,

F(a™) = lim F(z) < lim F(z) = F(a™) < F(b™) = lim F(z) < lim F(z) = F(b").

< > < >
z—a z=a z—b a>b

Donc les intervalles |F(a™), F(a™)[ et |[F(b™), F(b")[ sont disjoints et non vides, chacun deux
contient au moins un rationnel. On peut donc, construire une application injective de ’ensemble
des points de discontinuités D dans ’ensemble des rationnels Q, comme Q est dénombrable, alors
D est dénombrable. On rappelle que F(x) = P(X < z).

De plus on sait que F' est continue en x si et seulement si P(X = x) =0, donc D s’écrit :
D={zeRy;P(X =x)#0}.
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Comme P(X > xz)=P(X >ux)+ on a donc,

P(X
/ P(X > x)d\(z) = / (X > z)d\(z) + / P(X > x)d\(x)
Ry Dec
= P(X > x)d\(x) car D est dénombrable
X > x)d\(x) car F est continue sur D¢
P(X > z)d\(x) + / P(X > x)d\(x)

P(X > x)d\(x).

I

5.1.5 Convolution de mesures finies

Définition 5.1.5. On appelle convolée des deux mesures finies m et . et on note m+pu la mesure
image de la mesure produit m & p par Uapplication S : R x R — R définie par S(z,y) =z +y.

Conséquence : Pour toute fonction borélienne positive f sur R, on a

/R fAdmem = [ f@+y)dme w(zy)

RxR

Propriété 5.1.1. m x u est une mesure finie.

5.2 Intégrales doubles

5.2.1 Cas des fonctions mesurables positives

Théoréme 5.2.1. (Fubbini-Tonelli)Pour i = 1,2, on suppose m; est une mesure o-finie sur
(Ei,T;) Si f est une fonction mesurable de (E1 x Ep,Th ® Tp) dans (Ry,B(R+)), alors les
applications F; définies de F; dans Ry (pouri=1,2).

Fi(x1) = : f(x1,x2)dme(xa) et Fo(xa) = : f(x1,x2)dmy(xy)

sont (T; — B(Ry)) mesurables et a valeurs dans R, et vérifie

/ F1($1)dm1($1) = / FQ(xg)dmg(.Tg) = / f(:nl,xg)d(ml &® mg)(l’l,xg)
Ey Es FE1xFEo
c’est a dire

/Ele2 fdmema) = /191 [ B f(331,$2)dm2(;52):| dmy(z1) = /152 [ . f(@1, z2)dmy (z1) | dma(z2)
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Démonstration 131. 1. Pour f=1¢,CeT1®Ts ona?

/ fd(m1 & mg) = / ﬂcd(ml & Tng)
FE1xFEo E1xE>
= my ® my(C)

= / ma(Cyy)dmy(xz1) = [ mi(C*?)dmeo(z2) d’apres le théoreme[5.1.]]
E1 E2

D’autre part,
F1(3U1) = / ]lc($1,l‘2)dm2($2)
Ey

= / lc,, (z2)dma(z2) d’apres le lemme
Es

= mQ(C&?l )

de la méme fagon on montre que Fy(xz2) = my1(C*?). Donc Fy et F» sont mesurables

d’apres le lemme[5.1.9 et
/ Fl(xl)dml(xl) = / F2($2)dm2(x2) = / f(xl,m)d(ml & mg)(xl,xg)
Ey E> E1xE>

n

2. Pour f = Zai]lCi avec C; € Th ® Ty, on obtient le résultat grice a la linéarité de
i=1
l"intégrale.

8. Pour f mesurable positive, on utilise le théoréeme d’approximation d’une fonction mesu-
rable positive par une suite de fonctions étagées positives et le théoréme de Beppo-Levi..
[ ]

5.2.2 Cas général

Corollaire 5.2.1. Pour i = 1,2, on suppose m; est une mesure o-finie sur (E;,T;) Si f est
une fonction mesurable de (E1 X Ea, T1 @ Tb) dans (R, B(R)), alors :
f est my @ mo intégrable si et seulement si 'une des deux intégrales suivantes est finie :

- [ I e aaldmaa) | dmi(ey). T = [ I |fenaa)ldm (o) dmaa)

Démonstration 132. Pour x1 € E1, et xo0 € Ey, d’aprés la proposition les applications
partielles fr, et fz, sont mesurables, on peut alors définir les fonctions

G11E1—>R+ ot GQZEQ-)]R+
1 = [, [far (22)|dma(22) 1 = [ | fas(21)|dma(21)

Par le théoréme de Fubbini- Tonelli.
On a G1 est mesurable sur Eq et Go est mesurable sur Ey, on a alors

I = Gl(xl)dml(xl) et J = GQ(I‘Q)de(SL'Q)
E1q Es
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[ est mq @ mgy intégrable si et seulement si [ |f|d(mi1 @ mg) < 4.
Le théoreme de Fubbini- Tonelli appliqué a |f| nous dit que [ |f|d(m1 @ ma) est toujours égale
al et aJ, qu’elle soit finie ou pas, et la condition nécessaire et suffisante en découle. |

Théoréme 5.2.2. (Fubbini)Pour i = 1,2, on suppose m; est une mesure o-finie sur (E;, T;)
Soit f est une fonction mesurable de (Ey x Eo,Th ® T3) dans (R, B(R)).

Si f est m1 ® my intégrable, alors : les fonctions Fy et Fo définies dans le théorémes de Fubbini-
Tonelli sont respectivement, définies m1-p.p. et mo-p.p., sont respectivement mi-intégrable et
ma-intégrable, et vérifient :

/EleQ fd(m@ms) = /El [ £, f(ml"’”?)dm?(@)} dmy (z1) = /Ez [ . f(z1, z2)dmy (z1) | dma(22)

Démonstration 133. On suppose /Gldml < 400, alors Gy est finie mp p.p. sur Ej.
Soit E’i = {z1 € E1;G1(11) < 400}, par définition de G et de Ei, on wvoit que pour tout

x1 € B, Uapplication partielle f,, est mgo intégrable sur E;, on peut donc définir

/fxldmg st T EEi
si a1 ¢ E)

Comme f = f+ — f~, en appliquant le théoréeme de Fubbini Tonelli a f+ et f~, on voit que
ff dms et [ Jz,dmao sont a valeurs positives finies pour chaque x1 € E1 et mesumbles comme
fonctzons de Ey dans R .

En écrivant Fy(z1) = 1, ff dmg — 1y /fz_ldmz
on voit que Fy est T} mesumble, comme dzﬁ”érence de deuz fonctions mesurables, la mesurabilité

de /f;ldmg et /fx_ldmg est guarantit par le théoréme de Fubbini- Tonelli. On définit

Ff(z1) = : ST (@1, z2)dm(xz) et Fy (x1) = g [~ (x1, z2)dm(zy)

On applique le théoréme de Fubbini-Tonelli a f et f~, on obtient :

[ e om) = [ Brydm) = [ B @)dm(e)
FE1xE> Eq Es
et

/EleQ frd(mi @ mo) = /151 By (21)dma (1) :/ Fy (9)dma(z2)

E>

Exemple 5.2.1. Calculer l'intégrale suivante :

2% — ¢
K = / / d)\ d\
1] Jo1) (22 +y?)? (#)dMy)-
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Solution
K= f[o 1] fo 1] (‘xx;;y?)? A(z)d f[o 1] (f[o 1] 3::2+_yy zdA(y ) - 2f[o 1] (fo T’Z)? > dA(z)
_2f01 [:BZiy:| () fo ld)\() +00. en effet : soit 0 < a < 1
f[o Ik Lax(z) = f]O,l] fa N Lax(z f[a 0k Ldz en passant a la limite quand o — 0, on

trouve f[o 1 LdA(z) = +oo
résumé : (Pour le théoréme de Fubbini) :

1. f:R? — R, est continue, alors on peut toujours inverser I'ordre d’integration.

2. f:R?2 — R est continue sur un compact [a,b] x [c,d], alors on peut toujours inverser
I’ordre d’integration sur ce compact.

3. Si f: I xR?— R, est telle que I compact et Vt € I, |f(t,z)| < g(z) et g € L1, alors on
peut toujours inverser 'ordre d’integration sur I et R

4. Par contre si f : R?> — R n’est pas continue, il faut s’assurer que f est Ao-intégrable
pour inverser l'ordre d’intégration.
5.2.3 Variables séparés

Corollaire 5.2.2. Dans le cas ou la fonction f est de la forme f(x1,22) = fi(x1)fa(x2), Si
chaque f; est m; intégrable (i=1,2), alors f est mi @ mqo intégrable et

/ fdm1 & mo = < fldm1> < fgdm2>
El XE2 E1 E2

5.3 Mesure de Lebesgue

Définition 5.3.1. (Mesure de Lebesgue sur B(RY))
1. La mesure de Lebesque sur B(R?) est la mesure A ® A, on la note \a.

2. Par récurrence sur N, la mesure de Lebesque sur B(RN), N > 3 est la mesure An_1 Q A,
on la note An.

Proposition 5.3.1. (Propriétés élémentaires) Soit N > 2
1. La mesure Ay est o-finie.
2. Soit Ay, ..., Ay € B(R). Alors [[X, A4; € BRY et

N N
MIIEDES I RED
i=1 i=1

3. Soit ay,...,any € R et By, ..., By € Rit.q.a; < B; pour tout i € {1,...,N}. Alors

N N N

Av([[leisiD) = [T M) = T[(8i — ).

=1 =1 =1
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4. Soit K un compact de RN . Alors Ay (K) < .
5. Soit O un owvert non vide de RY. Alors Ay (O) > 0.
6. Soit f,g € C(RN,R). Alors f = g Ayp.p.implique f(x) = g(x) pour tout x € RV,

Proposition 5.3.2. Soient m et p deuz entiers et f : R™ x RP — [0, 4o00] une fonctions
borélienne, alors :

/Rerp fdAmep = / " ( Rpf (W)dkp(y)> dAm(z) = /R ] ( - f(xay)d)\p(x)> A\ ().

En pratique, dans les exercices, m et p vaudront le plus souvent 1 ou 2.

5.4 Formules de changement de variables

1. Soit V un ouvert de R?, et ¢ un difféomorphisme de V dans (V) (¢ bijective, ¢ et !

de classe C')on a
/ f(z,y)d 2 (z,y) / flo s, )| Jac(e ) (s, t)|dNa(s, , t)
2. Soit v un réel (en général o = 0 ou —7r), on a avec les coordonnées polaires :
[ 1wty - [ f(rcos0, rsin )., 0)
R2 10,400 X]a,a+27[
3. on a avec les coordonnées sphériques

/]1{3 f(l‘,y, Z)d/\3($7 Y, Z)

f(rcosscost,rsinscost, rsint)r? costds(r, , s, t)

/}0,+oo[x}o,2w[x];,g[

5.4.1 Exemples

Calculer la mesure V;, du domaine D,, = {(z1, %2, ...,7,) € R" : 22 + 23 + ... + 22 < 1}
1. pourn =1
2. pour n = 2, en utilisant les coordonnées polaires.
3. pour n = 3, en utilisant les coordonnées sphériques.
Solution
L Vi = AD1) = [y Ip,d\(@) = [ ywd\@) = [1, wdz =2
2. Vo= Xa(D2) = [go 1p,da(a1,%2) = [po g2 yaz<1ydAe(@1,02) = [ig 4 oofxj0,2n) Lr<137dA2(r,0)

= (fol rdr) (f]o’%[d)\(QD =7
3. V3 =X3(Ds3) = [gs LpydAs(21, 22, 23) = [ps Lip2 a2 02<1ydAs(21, 72, 3)
= jio too[x]0,2n(x]5E . 2] Il{,,gl}?“z costdAs(r,s,t) = f]O’I[X]OQW[X]_Tﬁ [r2 cos tdAs(r, s, t)

(fl 2dT> <f}0,27r[d)\(s)> (f}%n%[costd)\(t» = 3

™
2
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5.5 Couples de variables aléatoires.

5.5.1 Lois marginales

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé et X : @ — R? X (w) = (X1(w), X2(w))!, un vecteur
aléatoire de dimension 2, et soit pour i = 1,2, la projection canonique p; : R? — R On a
Vi=1,2, X; = p; o X d’ou la loi de probabilité de X; est donnée par

VA € B(R), Px,(A) = PX(pZ.*l(A)).
Eneffet : VA € B(R), Py, (A) = Ppox(A) = P((pioX)™1)(4) = P(X~ (o7 ")(4)) = Px(p;*(4)).

Définition 5.5.1. La loi Px, de la variable aléatoire X;, s’appelle la iéme loi marginale du
vecteur aléatoire X .

Proposition 5.5.1. Soit X = (X1, X2) un vecteur aléatoire & valeurs dans R? dont la loi de
probabilité a une densité f par rapport a Ae. Alors la loi marginale de X, Px, (resp. Px,) admet
une densité fx, (resp. fx,) par rapport a A\ donnée par

Fiale) = [ Famdr@) e = [ Henire
Démonstration 134. pour tout A € B(R), on a :

Px,(4) = Px(py'(4))

= Px(AXR) carp;*(A) = {(z,y) € R%.x € A}

= foRf x y)d)‘®)‘(xvy)
N (fR x y )dA(y)) dA(z) d aprés Fubini-Tonelli
= [afx,(@)d\ (@) avec fx, (x) = [ f(z,y)d\(z).

On montre de la méme facon que fx,(y) = [g f(2,y)dA\(y)), en utilisant Py, (A) = Px(py'(A))
et p;H(A)=R x A [ |

Proposition 5.5.2. Un vecteur aléatoire X = (X1, X2) a valeurs dans R? est a composantes
indépendantes si et seulement st sa loi est le produit de ses lois marginales :

X1 et Xy indépendantes < Px = Pix, x,) = Px, ® Px,

Démonstration 135. Soit A € B(R)xB(R), donc il existe A1, As € B(R) tels que A = A1 x As
et

Px(A) = P(X'(4)
= P({w; X (w) € A})
= P{{w; X ( ) 6 A; et Xo(w) € Aa})
= P{{ww (Al) et w € X2_1(A2)})
= P(X{! (A1) DX (AZ))

= P(X;'(A1).P(X5'(A2)) par définition de deux variables aléatoires indépendantes
Px, (A1) Px,(A2)

Px, ® Px, (A1 x Ag) par définition de la mesures produit

= Px, ®PX2(A).
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Comme € B(R) x B(R) est stable par intersection finie, R? € B(R) x B(R), Px et Px, ® Px,
coincident sur B(R) x B(R) et o(B(R) x B(R)) = B(R)®B(R), alors Px et Px, ® Px, coincident
sur B(R)®B(R), c’est a dire Px, x,) et Px,®Px, coincident sur B(R)®@B(R). Réciproquement :
Supposons, que P(x, x,) et Px, ® Px, coincident sur B(R) @ B(R), en particulier, pour tout
A1 x Az, de B(R) x B(R), on a

Px(Al X Ag) = PX1 (024 PXQ(Al X Ag) P({w;Xl(w) € A1 et Xg(w) € AQ}) = PX1 (Al)PXQ(Ag)
P(X[ (A1) N X5 ' (Ag)) = Px, (A1) Px, (A2)
o(X1) et o(X2) sont indépendantes

X1 et Xo sont indépendantes .

teo e

5.5.2 Loi d’une somme
La loi de la v.a. Z=X+Y se détermine par sa fonction de répartition G, définie par :
G(z) =P(Z<z)=P(X+Y <2)
e Si X et Y sont deux v.a. discrétes, alors Z=X+Y est aussi une v.a. discréte dont la loi

de probabilité est définie par ’ensemble des valeurs possibles {(z; + y;);i € I,j € J} et les
probabilités associées :

P(Z =z,) = ZP(X =z, Y =y /(@i +yj = 2).
i’j

e Dans le cas oul le couple admet une densité f, on obtient :

G = [ /D F (2, y)dudy,

ou D ={(z,y)/z +y < z}. On effectue le changement de variable suivant :

r =
S=r+y

Le jacobien de cette transformation est :

D’ou :
G(z) = /_:O da /_Z:f(x,y)dy — /_:O dz /_Oo Flz,s — z)ds = /_OO 9(s)ds,

os) = /m @5 — a)da.

—0o0

avec
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Proposition 5.5.3. Si X; et X3) sont deuzx variables aléatoires indépendantes a valeurs dans
R alors la loi de X1 4+ Xo est le produit de convolution des lois de X1 et Xo :

X1 et Xy indépendantes = Px,1x, = Px, * Px,.

Démonstration 136. Soit s : R? — R, s(z,y) = v +y et Soit X = (X1, Xs), alors X; + X =
so X et pour tout A € B(R), on a

Px,+x, (A) = Psz(A)

= P(X~Y(s7Y(A))) par définition de la loi de probabilité de s o X
Px(s7Y(A)) par définition de la loi de probabilité de X
(Px)s la notation de la mesure image de Px par lapplication s
(Px, ® Px,)s d’apres la proposition précédente
= Px, *x Px, par définition de la convolution de deux mesures.

5.6 Exercices

5.6.1 Enoncés

Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes

= -yt — -yt .
I_/[ }</[01] @+ )> R /[ }</[01] @y >> P

2% — 2|
et K = / A L dA(z)dA(y
0,1] Jjo,1] ( (22 +y?)? (#)dAy)

Exercice 2. Calculer la mesure V,, du domaine D, définie par :
Dy, = {(z1,22, ..., xn) €R™ : 27 + 25 + ... + a7 < 1}

1. pourn =1
2. pour n =2, en utilisant les coordonnées polaires.
3. pour n = 3, en utilisant les coordonnées sphériques.

Exercice 3. Soit P(N) l’ensemble des parties de N et P(N?) l’ensemble des parties de N? et
soit i la mesure de comptage sur N. Monter que

1. P(N) ® P(N) = P(N?)

2. u® p est la mesure de comptage sur N2

Exercice 4. (Démonstration de l'intégrale de Gauss). Posons

Va > 0,Vy > 0, f(z,y) = e V)
1. Montrer que f est A @ A-intégrable.
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+oo
2. En déduire la valeur de lintégrale de Gauss : I = / e dy = \/27?
0

Exercice 5. Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire de densité (par
rapport a \) fx(x) = 1y 1)(x) et soit Y une variable aléatoire de densité (par rapport a \)
Iy (y) =11 (y).

Soit la variable aléatoire Z = max(X,Y).
1. Dans quel ensemble la variable aléatoire Z prend t-elle ses valeurs ¢

2. Pourt dans cet ensemble, écrire [’événement {Z <t} en fonctions des événements {X <
th et {Y < t}.
On suppose ces deux événements indépendants.

3. En déduire la fonction de répartition : P(Z < t).

4. Quelle est la densité de Z (par rapport a \)

5. Calculer E[Z]

Exercice 6. (Supplémentaire)

Soient py et pg deux mesures finies sur (R, B(R), soit p = p1 ® p2 et v la mesure image de p
h:R* - R
(z,y) = z+y
1. Montrer que v est finie et que 1 * g = [ * [i].

par application v est notée p1 * fio.

2. On pose u1 = oy la mesure de Dirac au point zéro.
Montrer que VA € B(R), dg * ua(A) = ua(A).

3. Soit A € B(R), calculer (04 * 3)(A), en déduire g * 0p = Oqtb, 0U 04 est la mesure de
Dirac au point a.

5.6.2 Corrigés
% est continue sur [0,1] donc Riemann inté-
grable sur [0,1] et donc elle est Lebesgue intégrable sur [0,1]. En plus on a

=1
ooy 0 ( Ufa?—y?| g [ =2 ]" —z
@D = 9o <x2+y2) done [, )7 dr = Ty T 7 +1 d’ou I = fo 7 de

2 2
On montre de la méme fagon que J = =, comme I # J, alors la fonction (x,y) —

Exercice 1. Pour chaque y €]0,1[, = —

\x —y°|
(x2+y2)2
n’est pas intégrable sur ]0,1[% et donc K = +o0, résultat qu’on peut vérifier par les calcul, en
utillisant Fubini Tonells :

r°<— T — 2
K= Jou Joa (x;ﬂjé)lz @A) = Jo, (f[o 1] x2+yy zdA(y ) =2 Jio, (fo 2+;2)2dy> dA(z)
_2f01 [a:Qiy:| () f 1d)\() +00. en effet : s0it 0 < a < 1
f[(),l] Ld(z) = f]o 1 7M@) = f[a 1 1dA(z) = f[a 0k Ldx en passant a la limite quand o — 0, on

trouve f[o 1 LdA(z) = +oo

Exercice 2. 1. Vi = \(D1) = [ Ip,dA\(x) = [_, yzd(z) = [1, xde =2
2. Vo = Aa(D2) = [po Ip,da(w1,22) = fRz Loz iaz<1ydAa(@1,22) = [ig 4 oopxjon) Lr<yrdA2(r, 0)

— (fol rdr) (f]0,27r[d/\(9>> -
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8. V3= X\3(D3) = [ps 1Dy dA3(21,2,23) = [ps L (o241 021 02<1)dN3(21, T2, 73)
f]o too[x]0,2m[x] 5 W[Il{,,<1}r2 costdAs(r, s, t) = f]O,l[X]O,Zw[X]%’T,%[rg cos tdAs(r, s, t)

= (fo r dr) <f02 (A (s ) <f_7r ,r[costd)\( )) = 3

Exercice 3. 1. a été traité au TD2
2.VAePM)@PN), A= ] {(mn)}, et
(m,n)€A
pou(d) = S e u{mmn)})
(m,n)eA
= > nop({m}x{n})
(m,n)eA
= > p({m}) xu({n})
(m,n)eA
- Z 1
(m,n)€A
= card(A)
Exercice 4. 1. On utilise le corollaire du cours (condition necessaire et suffisante d’intégra-
bilité)
o142
f[O,JrOO[X[O +oo[ [f (@, y)ldr @ Az,y) = [, +oo[x[0 ool € 99 d\ @ A(z,y) < +0o0?
on a : <f+oo —a(l+y? )dx) dy = +O° 1+y 5 < +oo donc
f[o +OO[ (f[o ool € 2(1+y? ))\(x)) d\(y) = § < +oo donc f est A® X intégrable.
2. 1= (f+oo _I(1+y2)dy> dzx, et f+oo —z(1+y? )dy = exp(— fo exp(—zy?)

soit le changement de variable u? = xy? ce qui implique dy = 7% et

f0+o° e_x(Hyz)dy = eXp x) f exp(—u?), par suite [ = oo (e}(p(_x) oo exp(7u2)du> dx

0 vz Jo
Soit V2 =z doncdx = 2vdv et = 0 *2exp(—v?)dv 0+°O exp(—u?)du = 2( 0+°° exp(—u?

, donc fo exp(—u?)du = @

Exercice 5. 1. Px([0,1]) =1 = {w € Q; X(w) € [0,1]} donc X prend ses valeurs dans
[0,1], de méme pour Y, donc max(X,Y) prend ses valeurs dans [0, 1].

2.Vt € [0,1], max(X,Y) <t < X < tetY <t donc Pmax(X,Y) < t) = P((X <

Ny <t)
3. Comme X et'Y sont indépendants, alors
Pmax(X,Y)<t) = PX<tH)P(Y <t)

I' o fx(@)de [* fry)dy
= fioo Ljo,1)(x)dx ffoo ]1[0]1](y)dy

0 St t<0
= fo da:fo dy=t> si tel0,1]
fod:vfody—l st t>1
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0 st t<0
4o f20)=F (@)= 2t si tel0,1] donc fz(t)=2tL
0 s t>1

5. B(Z) = [otfz(t)dt = [} 2%dt = 2/3
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Sujets d’examens

UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE USTOMB
FACULTE DES MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE-DEPARTEMENT DE
MATHEMATIQUES
année Licence Mathématiques
année universitaire 2020-2021

Sime

Examen final de Théorie de mesure et integration

Durée : 1h 30 mn

Exercice 1. 1. (convergence dominée) Soit l’espace mesuré (R, B(R),\). ou X désigne la

mesure de Lebesque. On considére la suite (fn)n>1 de fonctions réelles, définies sur R par
nsin(:) _
fn(x) =< 2(1 +22) siz#0 . Calculer lim /fnd)\
1 sinon nEOJR
2. Soit ¢ la fonction définie sur R par : p(t) = 0+°° e~ cos(tx)dx

o Montrer que o est dérivable sur R, et que @ vérifie une équation différentielle du premier
ordre.

e Déterminer 'expression de o(t) pour tout réel t, sachant que f0+°° e dy = @

3. Soit I un intervalle ouvert (non necessairement borné) de R, ¢ : I — R strictement
croissante de classe C*. On pose J = @(I). Soit u la mesure de densité || par rapport a
A et v =, la mesure image de p par .
e Pour toute application f mesurable, positive ou A intégrable sur J, et pour tout borélien
A de J, exprimer fA fdv sous forme d’une intégrale par rapport a \.
e Soit [c,d] un intervalle borné de J, montrer que v([c,d]) = A([c,d]), ot X est la mesure
de Lebesqgue.

Exercice 2. 1. Soit E un ensemble et g une application de E dans E, on définit I’ensemble
T par T={ACE: f~Y(A) = A}. Montrer que T est une tribu.

2. Soit (E1,T1, 1) un espace mesuré, (Ea, Ta) un espace mesurable, ¢ une application mesurable
T R
de (E1,T1) dans (Eq,T5), et soit l'application : K2 2 7 Ry

B pa(B) = m(p~(B))
Montrer que ug est une mesure sur (Ea,Ts).
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3. Soit (2, A, P) un espace probabilisé, C1,Cy, ..., C,, des classes d’événements, le but de cette
question est de montrer limplication C1,Ca, ..., C, indépendantes et stables par intersec-
tion finie =, o(C1),...,0(Cy) indépendantes.

(a)
(b)

(d)

Soit C C P(2), montrer que o(C) = o(C"), ou C' = CU{Q}

Soit H=A; NA;,N...NA;, , k> 1, 1,1, ..., 1 des éléments distincts de {1,2,...,n—
1} et A; € C;, pour i = 1,2,....n — 1. On définit deux mesures sur o(Cy), comme
suit : VA € 0(Cyp),m1(A) = P(ANH) et mg(A) = P(A)P(H)

e Montrer que my1 = mgo sur o(Cy). En déduire le résultat suivant :

(4, Cy,...,Cy, indépendantes et stables par intersection finie =, C1,Cy,...,0(Ch)
indépendantes.

e Comment appliquer le résultat précédent pour obtenir o(C),C1,Ca,...,0(Cp_1)
indépendant.

e Continuer le procédé jusqu’a obtenir o(Ch),...,0(Cy) indépendantes.

Montrer que o(Ch),...,0(Cy,) indépendantes = C1,Ca,...,Cy, indépendantes. (Indi-
cation : écrire {1,2,...,n} =T UI° avec I C {1,2,...,n}).

En déduire de tout ce qui précéde le cas particulier pour n événements :

Ay, Ay, ..., Ay indépendantes < o({A1}), 0({Az2}), ..., 0 ({An}) indépendantes.
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Corrigé de 'examen final de la théorie de mesure et intégration L3 2020-2021

Exercice 1. 1. e ¥n € N*, f,, est continue sur R* comme composée, produit et quotient de
fonctions continue sur R*.
. .
nsin(%) sin(y)

eenx=0: hmfn( ):iii%mflffn( ) cariig(l)Tzéig(l) 0) =1
avec y = donc fn est continue en 0 et par suite, elle est continue sur R

n sm

o Vx #£0, |
d’ot | fn| §)\p.p. avec g(x) =

| <1 carVy G R, |sin(y)| < |y| donc Yz # 0, |fo(z)| < ﬁ,

1+7’ g est intégrable sur R car
+ +
ffoi)o ’14312‘ = foooo 1+112 = [arctan]fgé; :) T < +00.
nsin(Z 1
. o )
oV 7& 0, ngToo fn(-T) - ngr_f_loo Jj(l n xQ) 1 T 22 car
nsin(Z i
lim J = lim Sln(y)
n—-+00 T y—0 y)

=1 avecy = 7.

e pour x =0, ngr—lr-loo fn(0) = ngrfoo 1= i o nhrfoo fn(z) = g(x). D’apres
le théoréme de convergence dominée, on a :

+oo
lim /fnd)\ / hm fndA = /gd/\ / xr)dr =T
n—+o0o R N—+00

2. e Vx € Ry, f:t > exp(—x)cos(tx) est dérivable sur R comme produit et composée de
fonctions dérivables sur R

o % = —wexp(—a?)sin(tz) et Vt € R, Vo € Ry, % < xexp(—2?) = g(x) car
|sin(tz)| < 1.

o g est continue sur Ry, et [7°° |z exp(—2?)|dx = [ zexp(—a?)dz = [F exp(—2?)|{> =
1

5 < +o0.

Donc d’aprés le théoréme de dérivabilité d’une fonction définie par une intégrale, on a :
Vit eR, ¢(t) = 0+°° %d)\(a:) = 0+Oo —z exp(—x?) sin(tx),
apres une mtégmtion par parties en posant : v/ (z) = xexp(—2?) et v(z) = sin(tz) (u(z) =
llexp( 2) et v'(z) = tcos(tx) obtient : ¢'(t) = [u(x)v(x)]T> — 0+°O u(z)v' (x)dr =
0— =5 +o° exp(—z?) cos(tz)dx = Fttp(t), c'est a dire ¢'(t) + 3tp(t) = 0. Ce qui
donne cp(t) = Kexp(—t?/4), avec K = p(0) = fo exp(—a?)dz = %, d’ot @(t) =
L exp(~£2/4)

3. eVA € B(J), J4 fdv = f 4y fopdu = f = fogp)gp dX car ¢’ > 0 (p est croissante).
o v([c,d]) = [ Lo qdv = f( [c d] op)p'd\ d’ apres la question précédente.
ff]l (Cd)wd/\ car Taop=1T,-104)

“Jio-1(0)o-1(a)] ¥ 'd\ car ¢ est strzctement croissante et continue implique @ bijective et

ot est aussi croissante.

*f _1 ¢'dx car o de classe Ct implique ' est continue sur le compact [p~1(c), p~1(d)]

[pl? - 1&2) (1) — p(p™1(0)) = d — ¢ = A([c, d)).

Exercice 2. 1. T={ACE: f~1(A) = A} est une tribu car :
o) CE et f~10)=0donned €T
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e On suppose A € T, et on montre que A° €T
AeT = ACE et f ' (A) = A par définition de T

= A°CEet(f1(A)=A car AUA°=F
= A°CE et f71(A°) = A° car (f~1(A))° = f1(4A°)
= A° e T par définition de T

e On suppose (Ap)neny C T, et on montre que U A, eT

Vn

neN
ENApen €T = VneNA, CE et f~Y(A,) = A, par définition de T

= U A, CE et U 1Ay = U Ay, par définition de l'union
neN neN neN

= U A, CE etffl(U Ap) = U A, car
neN neN neN
U f_l(An) = f_l(U Ap)
neN neN

= U A, €T par définition de T
neN

2. uo est une mesure car
o 12(0) = = (0) = () = 0.
o Soit (An)nen une suite d’éléments de Ty deur & deux disjoints, c’est a dire pour tout
i#j, AinAj; =0, cette derniére hypothése nous donne,

2

TA) N HA) = o (Ain 4j) = ¢ 1 (0) = 0, c’est a dire, les éléments de la suite

(0~ Y(Ap))n sont aussi deuzx a deux disjoints, comme de plus o est (T1,Ty) mesurable, on
a par définition de la mesurabilité, p~1(A,) € Th, pour tout n, on peut donc leur appliquer
la mesure uy, par suite, sachant que p1 est une mesure, on a

pa(|J An) = m (e (U An) = m (| 071 (A0) = D il (An)) = Y pa(4y)

neN neN neN neN neN

3. (a)

(b)

o C Co(C) car o(C) est la plus petite tribu contenant C' et

{Q} € a(C) car o(C) est une tribu sur Q, et par définition d’une tribu Q € o(C).
donc

CU{Q} co(C), c’est a dire C' C o(C) et par suite o(C") C o(C)

e CCCU{Q}=C"=0o(C) Ca(C) (propriétée des tribus).

e par hypotheése, on a VA, B € C,,, ANB € C),, comme A, et B, sont inclus dans €,
on aVA,B € C, = C,U{Q}, ANB € C},, donc C}, est aussi stable par intersection
finie, comme de plus d’aprés (a) CJ, engendre o(Cy,), et contient Q, on essaye d’ap-
pliquer le théoréme sur ’égalité de deur mesures. On a

m1(Q) =P(QNH)=P(H).1=P(H).P(Q) =ma(Q) < +oo (la probabilité est une
mesure finie) et VA € Cy,

mi(A)=P(ANH) = PANA, NA,N..NA;)
= P(A).P(A;,).P(Ai,)....P(A;,) car C,...,Cy sont indépendants
= P(A). (Al1 NA, N...NA;) car Cy,...,Cy sont indépendants
—  P(A)P(H) = ma(A)

donc YA € CJ,, mi(A) = ma(A), et d’apres le théoreme sur l’égalité des mesures, on

conclu, que my = mg sur o(C}) = o(Cy).

e on a obtenu donc,
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VA € 0(Cy), P(AmA,-lmA,Qm NA;) = () (AzlmAmm NA;)

ce qui se traduit par VA € o(C, AmA = ﬂA ) avec I C {1,2,.
el el
1} et Ai € Ci,
ce qui implique étant donné que les Ci,i = 1,..,n sont indépendants
VA e o(C AﬂA (A).HP(Ai) avec I C {1,2,....n—1} et A; € C;.
1€l el

si on change de notation, en posant : Cli = o(Cy,) et C!' = C; pour i =1,...,n — 1,
on peut exprimer ce qui précéde comme suit : Pour tout I C {1,2,...,n}, P(ﬂ Ap) =

el
.H]P’(Ai) avec A; € CV, ce qui exprime bien l'indépendance de o(Cy,),Ch, ..., Cr—1,
el
comme notre hypothése de départ était Cy, ..., C, indépendants et stables par inter-

section finie, on a Uimplication :

C4,Cy, ..., Cy indépendantes et stables par intersection finie =, C1,Cy, ...,0(Cy,) in-
dépendantes.

o Comme C1,Cy, ...,0(Cy) indépendantes et stables par intersection finie (o(Cy,) Uest
aussi car c¢’est une tribu), on prend dans limplication précédente o(Cy,), C1,Ca, ..., Cr—1
en lieu et place de Cy,Cy, ..., Cyp, pour avoir o(Cy,),C1, Cy, ...Cp—2,0(Cp_1) indépen-
dants.

e On réapplique encore notre implication avec le dernier résultat obtenu, comme suit :
o(Cp),o(Cp-1),C1,Cy,...Cr_g indépendants et stables par intersection finie

= o(Cp),0(Ch-1),C1,Co,...0(Cr—2) indépendants.

etc... en réitérant le processus comme suit :

o(Ch),0(Cpn=1), sy 0(Cr_)Cy,Co, ..., Cry__1 indépendants et stables par intersec-

tion finie
= O'(Cn)ao-(cnfl)a O'(Can)v U(Cn—k)cla Cy, "'aU(Cn—k—l)' pour 2 <k <mn-—2, on
obtient o(Cy,),0(Cp-1), ....,0(C1) indépendants au bout de n itérations. Ainsi on ob-

tient notre objectif qui est C1,Cy, ..., Cy indépendantes et stables par intersection
finie =, o(C4),...,0(Cy) indépendantes.

(c) Rappel : e Indépendance des tribus : Soit N > 1. On dit que les N tribus Th, T, ... Tx
sont indépendantes si pour toute famille (Aq, A, .....AN ) d’événements tels que Ay €
T pour k=1,....N on a :
N

P([) Ax) = P(A1)P(Ay)........P(Ay).

o [ndépendance des classes d’événements : La suite (Cy) (finie ou infinie) est une

suite de classes mutuellement indépendantes si pour toute sous suite finie C;,, Cj, ..., Cj,
extraite de la suite (Cy,) et pour toute suite d’événements A;, € Cy,, Ai, € Ciyy s Aiy, €
Ci,, on a:

P(A;, NA;, N...NAg) = P(A“)IP)(A,Q)P(A%)

St on applique la définition de lindépendances des classes d’événéments aux tribus
(qui sont des classes d’événements bien sar), la déduction est imédiate car C; C
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Si on applique la définition de l'indépendance des tribus (qui est une définition équiva-
lente dans le cas des tribus), on se sert de l'outil qui intervient dans la démonstration
de cette définition équivalente et qui a été domné sous forme d’indication dans le su-
Jet.

La définition de lindépendance des classes d’événements C,...,Cy peut s’exprimer
comme suit :

Pour tout I C {1,...n}, P(ﬂ Ag) = HP(A,-), avec A; € C; pour i = 1,.,n. Sup-

kel kel

posons o(C1), ...,0(Cy,) indépendantes, c’est a dire P(ﬂ Ag) = H P(A;) pour tout
k=1

k=1 =
A; € 0(Cy), 1 =1,.,n. Démontrons l'indépendance de C1, ...,Cy,, Soit I C {1,2,...,n}

et soit A € C}, :
P(()Ar) = P([) Ak [) Ax) avec Vk € I°, Ay = Q
kel kenl kel¢

= P(ﬂ Ag) avec Yk € I, A, = Q car {1,2,..n} =T UI°

k=1
= [li.; P(A) avec Vk € I¢, A = Q
car Ay € Cy C 0(Cy,) et les o(Cy) sont indépendantes
= Ilker P(Ak) [Tere P(Ar)
= lper P(Ak) ITpere P()
= [lper P(Ag) car P(Q) =1

(d) o Ay, .. Ay indépendants = {A1},...,{An} indépendants , comme {A1}, ..., {An} sont
stables par intersection finie, en prenant C; = {A;}, on a d’aprés b) et c) le résultats
demandé.
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UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE USTOMB
FACULTE DES MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE-DEPARTEMENT DE
MATHEMATIQUES
année Licence Mathématiques
année universitaire 2021-2022

3ime

Examen final de Théorie de mesure et integration

Durée : 1h 30 mn

Exercice 3. Soit (2,.A, P) un espace probabilisé, B un élément de A, (By)nen une suite d’élé-
ments de A, p € N et soit

T'={CeAPC)=0ouPC)=1}.
Que vaut P(Q) ¢
Ezprimer P(B€¢) en fonction de P(B)
Donner la relation entre P(UnenBn) et ), oy P(Br)
Donner la relation entre P(B)) et P(UpenBn)

Démontrer que T est une tribu. (Indication : Pour la stabilité par union dénombrable, on
distingue deux cas : ou bien tous les événements sont de probabilité nulle, ou bien un au
moins est de probabilité égale a un).

Gt o o~

Exercice 4. Soit (E1, T, ju1) un espace mesuré, (Ez, Ty) un espace mesurable, ¢ une application
1 L. po i Ty — Ry
mesurable de (E1,T1) dans (Ey,T5), et soit 'application : _
(E1, 1) dans (B, T2) B ma(B) = me ' (B))
1. Donner la définition de o est T1-To mesurable
2. Montrer que po est une mesure sur (Fa,T5).
Exercice 5. 1. Montrer que si la fonction f de R dans R est dérivable alors sa dérivée f'
est borélienne.

2. Soit f et g deux fonctions continues de (R, B(R)) dans (R, B(R)). Montrer que l’ensemble
A={z eR: f(z) =g(x)} est un borélien.

1 1
Exercice 6. Soient sur (R,B(R)), la mesure u; = 5(52 et po = ;03 ol Oq est la mesure de
Dirac au point a, et soit la fonction définie sur R par f(x) = 6]]_[375[.(56).

1. Justifier le fait que f est borélienne.

2. Donnez l’ensemble des points de discontinuité de f
3. f est elle p1-p.p. continue ? uo-p.p. continue ?
4. caleuler [ fdp avec p = py + po
5. f est -elle \-p.p. continue ? avec X\ mesure de Lebesgue.calculer [ fd\
6. En utilisant le théoréme de Beppo-levi, calculer en justifiant limy, ;oo fR frdX avec f,, =
exp(*%)
1+22
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Corrigé de I'examen final de la théorie de mesure et intégration L3 2021-2022

Exercice 1. T ={AC E: f~1(A) = A} est une tribu car :
e CEetf10)=0donnedeT
e On suppose A € T, et on montre que A €T
AeT = ACE et f1(A) = A par définition de T
= A°CEet(f1(A) =A% car AUA°=FE
= A°CE et f71(A°) = A° car (f71(A))° = f1(A9)
= A° e T par définition de T
e On suppose (Ap)nen C T, et on montre que UpenAy € T
VneN,Ayen €T = VYneN,A, CFE et f71(A,) = A, par définition de T
= Upendn C E et Upen f7H(AR) = UnenAn par définition de I'union
= UpenAn C E et f_l(UneNAn) = UnenAy car
UnGNf_l(An) = f_l(UnENAn)
= Upendn € T par définition de T

Exercice 2. 1. P() =1, A({1}) = 0, A([1,2]) =2 -1 =1, [1y4d\ = X([1,3]) = 2,
Joa Ln3dh = [ 1pgnpadA = [ Lpgdh = A([2,3]) = 1.
(a) f dérivable = f continue = f borélienne et Vx € R,

fl+h) - f(z)

f (@) = Jim h
1
NS S

/ 1
— 1 A
=f(@) = Tm_n(fe+ 1)~ f@))
I est borélienne comme limite d’une composée, produit et somme de fonctions boré-
liennes.

(b) f =1} 10| est borélienne car [1,+oo[€ B(R) tribu borélienne.

Exercice 3. 1. Par définition de h est A — T mesurable, VC € T, h~Y(C) € A, on peut
donc appliquer, la mesure m a h=1(C) car la mesure m est définie sur A.

2. u est une mesure car
o 1(0) = m(h=1(0)) = m(0) = 0.
o Soit (An)nen une suite d’éléments de T deux & deuz disjoints, c’est a dire pour tout
i#j, AiNAj; =0, cette derniére hypothése nous donne,
R (A) N h=Y(A4;) = h 1 (A, N Aj) = h=1(0) = 0, c’est a dire, les éléments de la suite
(h=Y(An))n sont aussi deur a deuz disjoints, comme de plus h est A— T mesurable, on a
par définition de la mesurabilité, h~*(A,) € A, pour tout n, on peut donc leur appliquer
la mesure m, par suite, sachant que m est une mesure, on a

p(UnenAy) = m(hfl(UneNAn)) = m<Un€Nh71(An)) = ZneN m<h71<An)> = ZnEN (An).

Exercice 4. o Vn € N*, f,, est continue sur R* comme composée, produit et quotient de fonc-
tions continue sur R*.
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e enx =0 :lim; o fr(r) =lim,; o Z(S%(fzg =1= f,(0) car lim,_,o %(5) = lim, Sh;()y) =1
avec y = =. donc f, est continue en 0 et par suite, elle est continue sur R
nsin(Z) .
o vz #£0, 225 <1 car vy € R, [sin(y)] < |yl donc Vo £ 0, | fu(e)] < i,
d’ot | fu| < g(x)Ap.p. avec g(x) = H%’ g est intégrable sur R car
fj;o |1+1x2| = fj;o 1+1x2 = [arctan] "L = 7 < +o0.
o Vo # 0, limy 400 fr(x) = limy, 4 o0 Zifiﬁ; = ﬁ car limy, 4 o0 nsn;(ﬁ) = limy o Sl‘;()y) =1
avec y = .

e pour x = 0, limy 400 fr(0) = limy 1001 = ﬁ donc Yz € R, lim, 400 fn(z) = g(z).
D’apres le théoréeme de convergence dominée, on a :

iy po0 [ frdA = [ iMoo fud) = [ gd\ = [T g(x)da = 7.
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