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Introduction générale

ans ce polycopié nous présentons un support de cours et des travaux

dirigés sur la théorie du signal pour les étudiants de la deuxiéme année

licence des ftrois filieres (Electronique, Télécommunications et Bénie
Biomédicale). La théorie du signal est un ensemble de théories mathématiques
fondamentales qui sert a étudier les signaux de différents types, cette matiere
reste fondamentale dans la formation dans les trois domaines cités au-dessus.

Le polycopié est structuré selon le plan suivant :
Introduction générale
Partie I : Cours :

m Chapitre 1 : Ce chapitre est réservé a des généralités sur les

signaux, il représente la base de cette matiere.

m Chapitre 2 : Ce chapitre donne une étude détaillée sur les
systémes linéaires et invariants dans le temps (SLIT) et le produit de

convolution.

m Chapitre 3 : Dans ce chapitre, on présente |'analyse de Fourier sur
les signaux périodiques par la série de Fourier et les signaux apériodiques a

énergie finie par la transformée de Fourier.

m Chapitre 4 : Dans ce chapitre on donne une étude bien détaillée
sur la transformée de Laplace qui représente une généralisation de la

Transformée de Fourier pour les signaux apériodiques a énergie infinie.

m Chapitre 5 : Ce chapitre est réservé pour une étude théorique

détaillée sur la corrélation des signaux.
m Conclusion générale.

Partie IT : Cette partie est réservée pour les travaux dirigés sur les différents

chapitres faits au cours.



Partie I : Cours



Chapitre I : Généralités sur les signaux

Chapitre I : Généralités sur les signaux
I.1 Définition

-Un signal est une représentation physique de l'information, c'est I'entité physique
de l'information.

-La théorie du signal est un ensemble de bases théoriques fondamentales et des
techniques mathématiques particulieres pour traiter et étudier les signaux.

I.2 Classification des signaux
Un signal peut étre classifier selon plusieurs classes :
I.2.1 Classe morphologique

Dans cette classe le signal est classifié selon sa forme : Analogique, Echantillonné,
quantifié ou numérique.

I.2.2 Classe phénoménologique

Dans cette classe, on peut constater deux cas différents : Signal déterministe et
signal aléatoire.

e Un signal déterministe est un signal dont I'évolution en fonction du temps
peut tre parfaitement prédite par un modele mathématique.

e Unsignal aléatoire est un signal dont le comportement en fonction du temps
est imprévisible.

I.2.3 Classe énergétique

Dans cette classe, le signal peut €tre a énergie finie, ou a puissance moyenne finie,
ou ni a énergie finie ni a puissance moyenne finie.

I.2.4 Signaux pairs, signaux impairs et signaux ni pairs ni impairs

Le signal dans cette classe est classifié selon s'il est pair ou impair ou ni pair ni
impair.

x(t) est un signal pair = x(t) = x(—t)

x(t) est un signal impair = x(t) = —x(—t)

I.2.5 Signaux périodiques et signaux apériodiques

Dans cette classe le signal est classifié selon s'il est périodique ou apériodique.

Théorie du signal 8



Chapitre I : Généralités sur les signaux

I.2.6 Signal causal, anti-causal et non causal

e Un signal est dit causal s'il est nul pour toute valeur négative du temps, et
onécrit:x(t) =0 sit<0

e Unsignal est dit anti-causal s'il est nul pour foute valeur positive du temps,
etonécrit:x(t)=0 sit>0

e Unsignal est dit non causal s'il est non nul dans la partie négative et la partie
positive du temps.

I.2.7 Signal borné en amplitude
Un signal est dit borné en amplitude si : [x(t)| S AVt € ]—oo,+oo[.

I.2.8 Signal de durée finie

Un signal est dit a durée finie si : x(t) = {i 0 sit € [ab]
0 ailleurs
I.2.9 Signal périodique

Un signal est dit périodique de période T si: x;(t) = x;(t £ kT), d'ol k est un
entier. On tient a noter que la somme de plusieurs signhaux périodiques donne un
signal périodique de période dite fondamentale qui est égale au plus petit multiple
commun des différentes périodes des signaux périodiques qui le construise.

I.3 Signaux usuels

Dans cette partie, on va présenter quelques formes de signaux souvent utilisées
dans le domaine de la théorie ou de traitement du signal.

I.3.1 Signal Rectangulaire : (Rect)
La forme rectangulaire est I'une des formes les plus utilisée dans ce domaine.
t—T7
, 7 — S X(t) = A Rect | ——
La forme générale est : x(t) = A Rect (tT—T) d'ou A ( T )

A : représente |'amplitude du signal. T

N
v

7 : représente le centre du signal

T : représente la largeur du signal

N~

T+

Théorie du signal 9



Chapitre I : Généralités sur les signaux

I.3.2 Signal Triangulaire : (Tri)

La forme Triangulaire est I'une des formes les plus utilisée dans ce domaine.

4 x(t)=ATri (t ; T)

La forme générale est : x(t) = ATri (”L_TT) d'ol
A : représente 'amplitude du signal.

7 : représente le centre du signal

T : représente-la demi largeur du signal

I.3.3 Signal Echelon unité : u(t)

Le signal Echelon unité est I'une des formes les plus utilisée dans ce domaine.

La forme générale est : x(t) = u(t), d'ou R0,
1 t=>0

u(t) =
0 t<o0 1

I.3.4 Impulsion de Dirac : &(t)

L'impulsion de Dirac est I'une des formes les plus utilisée dans ce domaine.

La forme générale est : x(t) = §(t), d'ou 8(8)
oo t=0
6(t) =
0 t+0 >t

I.3.5 Signal Signe : Sgn(t)

La forme signe est I'une des formes les plus utilisée dans ce domaine.

Y4 1N A Sgn(t)
La forme générale est : x(t) = Sgn(t), d'ou
+1 t>0 +1
Sgn(t) =
-1 t<o0 > t
-1

Théorie du signal



Chapitre I : Généralités sur les signaux

I.3.6 Signal Rampe : r(t)

La forme Rampe est I'une des formes les plus utilisée dans ce domaine.

La forme générale est : x(t) = r(t),
d'ou

t t=0
r(t) =
0 t<o0

4

\ r(t)

I.4 Opération sur les signaux

On peut distinguer trois opérations en fonction du temps a effectuer sur les

sighaux :

I.4.1 Le décalage temporel

L'opération du décalage temporel consiste a glisser le signal dans le temps, soit
vers la gauche (Avance) soit vers la droite (Retard).

La forme générale du décalage temporel est : x(t —t,)

a. Décalage a gauche (Retard) : t, >0
b. Décalage a droite (Avance) : ty <0

Exemple :

Soit le signal suivant : x(t) = rect(t)

e Donner l'expression analytique des signaux suivants et représenter les

graphiquement : x(t + 3), et x(t — 2)

L'expression analytique du signal x(t) est :
) 1<t<1
x(t) = 252

0 ailleurs

x(t) = rect(t)

4

A

AN -

N| =

v

Théorie du signal
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Chapitre I : Généralités sur les signaux

1 —l<i43<? 1 —2-3<t<--3
2 2 2 2
e x(t+3)= =
0 ailleurs 0 ailleurs
x(t+3)
7 5 , . A
1 —s=t=—7 Décalage & gauche : Avance
x(t+3) = 1
0 ailleurs
: >t
7 -z 5
_? -5
< T >
1 —-<t-2<1 1 —c42<t<i42
2 2 2 2
o x(t—2)= =
0 ailleurs 0 ailleurs
x(t—2)
3 < 5 A
1 ) ~ - Ve N . .
x(t+3) = 2 2 1 Décalage a droite : Retard
0 ailleurs i
: >t

v N| U

I.4.2 Le changement d'échelle

L'opération du changement d'échelle consiste a faire une compression ou une
expansion sur le signal.

a. La compression
Cette opération consiste a compresser le signal par un facteur k de nature entiére,

et onécrit: x(kt)

b. L'expansion
Cette opération consiste a dilater le signal par un facteur k de nature entiére, et
on écrit: x (i)

Théorie du signal 12



Chapitre I : Généralités sur les signaux

Exemple :

Soit le signal suivant : x(t) = rect(t)

e Donner |'expression analytique des signaux suivants et représenter les

graphiquement : x(2t), et x( )

L'expression analytique du signal x(t) est :

1 1 < 1
x(t) = 25 2
0 ailleurs
1 — <2< 1 —r<t<;
o x(2t) =
0 ailleurs 0 ailleurs
x(2t)
A
Changement d'échelle : Compression
1
>t
1 1
4 4
1 —-<o<- 1 —t<t<?
. X (E) _ 2 3 2 _ 2 2
3
0 ailleurs 0 ailleurs
AX (_
1 4 .
Changement d'échelle : Expansion
>t
3 3
2 2
< 3 >

Théorie du signal
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Chapitre I : Généralités sur les signaux

I.4.3. L'effet miroir

L'opération de l'effet miroir consiste a considérer l'axe yy’ comme un axe de
rotation du signal, ou bien de faire une rotation de 180° du signal par rapport a
'axe yy'.

Exemple :

Soit le signal suivant : x(t) = rect (t;—l)

Donner I'expression analytique du signal suivant et représenter le graphiquement :

x(—t)

x(t)
A
1
' >t
1 2
2
1 0<t<?2 1 0<—-t<?2 1 —2<t<0
X(t) = = X(—t) = =
0 ailleurs 0 ailleurs 0 ailleurs
x(—t)
A
1 Effet miroir
: >t
-2 -1

I.4.4. Regroupement des trois opérations

Dans le cas ot on a plus qu'une opération a effectuer sur le méme signal, il y a un
ordre a suivre :

On doit commencer par le décalage, puis le changement d'échelle et on finit par
I'effet miroir.

Théorie du signal 14



Chapitre I : Généralités sur les signaux

Exemple :
Soit le signal suivant :
(t) = t<t+1)+2x t<t>+3x t(t_l)
x(t) = rect(— rect| rect|—
1. Donner la représentation graphique du signal x(t), quelle est son expression
analytique ?
2. Donner |'expression de la dérivée du signal x(t) : x'(t) = %, puis représen-

ter la graphiquement.

3. Donner la représentation graphique des signaux suivants :
x(4t +2),x (—é + 1) u(t —4), d'ot u(t) est le signal échelon unité

Solution :
t) = t(t+1)+2 t(t)+3 t(t_l)
x(t) = rec > rect|> rec 5

1. Représentation graphique du signal x(t)

1
p ()
1
>t
-21 t
1 A 2rect|>
-2 1 11 >t
! | A et
L ()
1 1 3 I
Z ' ; >t
2 1 Ax@®) 1L 2
: : 5 !
S - -
- g
| ! > ¢
2 -1 1 2
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e L'expression analytique du signal x(t) est :

(1 -2 <t<-1
3 -1 <t<0
x(t) =<5 0<t<1
3 1 <t<2
\0 ailleurs

2. L'expression du signal x'(t) = d;‘—?)
d x(t)
x'(t) == = S(t+2)+2x6(t+1)+2x8(t)—2%x6(t—1)—3%x85(t—2)
x'(¢)
2 2
1
] .
> x) z >t
-2
(]
-3
3. Représentation graphique des différents signaux : A X4+ 2)
5
3 3
1S
| | | > ¢
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x(—%+ 1) u(t —4)

I.5 Energie et puissance moyenne d'un signal

Théoriquement les signaux qui sont absolument sommables sont des signaux a
énergie finie et a puissance moyenne nulle, tandis que les signaux périodiques sont
des signaux a énergie infinie et a puissance moyenne finie, et finalement les
sighaux hon sommables sont des signaux a énergie infinie et a puissance moyenne
infinie aussi.

I 2
e Energie: E = lim f_T/Z |x(t)|dt

T
. . 1 2
o Puissance moyenne : P = lim - [ rlx(®I? dt
— 00 —E

Exemple :
e Déterminer si le signal suivant est un signal a énergie finie, a puissance
moyenne finie, ou ni I'un ni l'autre.

x(t)=Axe’t,

T/2 T/2

Energie : E = lim J |x(£)|dt =lim A? f e 2t dt =0
-T/2 -T/2

T/2 T/2

1 2
[ : = |j —_ 2 =1 — -2t =
Puissance moyenne : P = Th_r)?o T f |x(t)|°dt lTlglOO T f e “tdt =

-T/2 -T/2

Le signal x(t) est ni a énergie finie ni a puissance moyenne finie.
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I.6 Partie paire et partie impaire d'un signal

Tout signal réel est construit d'une partie paire x(t) et une partie impaire x;(t),
et on note :

x(t) = xp(t) + x;(t) )
Ona:
x(=t) = xp(=t) + x;(=t) = xp(t) — x,(¢) (2)
De (1) et (2), on trouve que :
xp(t) = M et x,(t) = M

Théorie du signal 18
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Chapitre II : Systéme Linéaire et Invariant dans le Temps (SLIT) et
Produit de convolution

II.1 Introduction

La linéarité et l'invariance dans le temps jouent un réle trés fondamental en
théorie en traitement du signal et I'analyse des systemes. Plusieurs phénomeénes
physiques peuvent €tre mobilisés par un systéme linéaire et invariant dans le
temps.

Un systeme est une entité physique qui effectue une transformation sur le
signhal d'entrée, un systeme est représenté par le schéma bloc suivant :

P m—
—_—y| T[] — () = T[x(t)]

Un systéme est toute transformation effectuée sur I'entrée, et on écrit :
y(t) = T[x()]

Exemple :

O, T —, y(0) = TIx(®)] = |x(0)]

Ce systeme donne la valeur absolue de I'entrée x(t).

II.2 Systéme a temps discret et systéme a temps continu
II.2.1 Systéme a temps Discret

Un systeme est dit a temps discret si son signal d'entrée et son signal de sortie
sont des sighaux discrets.

x[n] o
—p| T[] » y[n] = T[x[nl]

II.2.2 Systéme a temps continu

Un systeme est dit a temps continu si son signal d'entrée et son signal de sortie

sont des signhaux analogiques.

x@) Mo
—_—| T[] p— y(t) = Tx(t)]
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II.3 Propriétés des systémes

Un systéme peut tre :
e Linéaire
e Invariant dans le temps
e Causal
e Stable
e Stationnaire
e Ergodique
e Inversible
* ... etc.

IT.4 La linéarité des systemes

Un systeme est dit linéaire s'il vérifie les deux conditions suivantes :
Homogénéité et Additivité.

IT.4.1 Homogénéité

Un systéme est dit homogene si une amplification a I'entrée conduit a la
méme amplification de la sortie et on écrit :

S{(I I p—
e | T[1}] [y () = T'[x(t)]
ax(®) [
T[] [y (t) = aT[x(t)]

IT.4.2 Additivité

Un systeme est dit additif si la transformation de la somme de plusieurs
signaux donne la somme des transformations des différents signaux et on écrit :

x1(t) T[] |y 1 () = T[x1(2)]

t
x,(t) T[] > v, (t) = T[x,(t)]

Additivité :

1O eO T e v = T 0 + 6 01n(© + 3,0
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IT.4.3 Linéarité d'un systéme

On peut vérifier les deux conditions (Homogénéité et Additivité) dans la méme
équation, et on note :

x1(t) T[] IS yl(t) = T[xl(t)]

t

Linéarité = Homogénéité + additivité :

wx (1) + pra(t)

T[ii] > y(t) = T[ax,(t) + Bxz(O)]=ay; (t) + By, (1)

Exemple : Soit le systeme suivant :

e Etude de la linéarité du systeme :

x1(t) -
e | T[] ey, () = T'[x1(t)] =t x41(t)

x2(t) -
e | T[] e 5 (8) = T[22 (8)] =  x2(8)

2@ B0 T e 30 = Tlan(© + 8@ = ¢ (@0 @ + o)

y(@) = Tlax, () + 2 (D)] =t (ax,(8) + Bx,(1)) = atx;(t) + Bt x,(t)

y(t) = ay,(t) + By,(t) = Le sytéeme est linéaire.
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II.5 L'invariance temporelle

Un systéme est dit Invariant dans le temps si un décalage a I'entrée provoque
le méme décalage a la sortie.

v
~

A 4
~

Exemple :

Soit le systéme suivant :

X® »| T[] > v(t) = T[x(t)] = x2(t)

On attaque le systéme par une entrée décalée x(t — t,)

20 T e 5 = T — )] = 22— 1)

Y
=

Analytiquement :
y(@) = x%(t) = ya(t —to) = x*(t — to)

Vs = Y4 = Le systeme est Invariant dans le temps
II.6 Produit de convolution
Soit un systéme Linéaire et Invariant dans le temps (SLIT).
IT.6.1 Réponse Impulsionnelle : h(t)

On appelle réponse impulsionnelle d'un SLIT la réponse du systeme pour
une entrée qui égale a l'impulsion de Dirac, et on note :

6(t)
— i

h(®) = L[5(1)]

b"
I:—l
A 4
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II.6.2 Développement

Soit le signal analogique x(t) représenté par la figure suivante :

4 x(®

Wwu | ——— —

AT

Le signal x(t) est sub-divisé en plusieurs segments de méme largeur AT, donc on
peut écrire que :

x(@) = Ei (n AT) t(t_71AT>
x(t) = x(n rec AT
n=-—oo

D'oll x(t) représente une approximation du signal analogique x(t).
Ona:x(t) = Al%r_r)lox(t)

Puisque le systeme est linéaire et invariant dans le temps, donc :

y@® =Lx(®] =L [Al%r_r)lo z x(n AT) rect (ﬂ)]

AT
n=-—oo
+o0
t) = lim L Z AT t(t_nAT>
y©=fim L) D xnan)rect (g
n=—oo oo
= 1 AT L[ t(t_"AT)]
= a0 *(nAT) L| rect{ ==
n=-—oo

On multiplie et on divise I'equation précedente par AT, on obtient :

y(t) = hm Z x(n AT) L[ AT rect (t _AT;AT” X AT

n=-—o

1 . 1 t—n AT
Ona: 11m ar rect( ) 6(t) = l%gloﬁ rect( v

) = 68(t—nAT)
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Alors I'expression de y(t) devient :

+o0
y(© = Jim Z x(nAT) L[ 8(t —nAT)] x AT
n=-—oo
Or : L[ 8(t—nAT)]=h(t-nAT) etlim 32, = e

Onpose:t=nAT = dt=(n+1) AT —nAT = AT

Finalement et apres transformation, on trouve :
+00

y(t) = j x(t) h(t—1) dt

— 00

f:: x(t) h(t — 1) drt est appelé produit de convolution entre le signal d'entrée
(x(t) et la réponse impulsionnalle (h(t) du SLIT, et on ecrit :

+ o0 400

y() = x(t) *h(t) = h(t) *x(t) = f x(t) h(t—1) dt = J h(t) x(t — 1) dt

— 00

Exemple :

Soit le SLIT représenté par son entrée x(t) et sa réponse impulsionnelle h(t)
comme suit :

x(t):rect(§) et h(t) = x(t)

i@ n(t)
1 1
2 St " > +
y(t) = x(t) * h(t) = J x(7) h(t — 1) dt h(t —1)
..... 1
» T
t—2 t
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Les différents cas de convolution :

1- t<o0 yt)=0 2- 0<t<2 y(t)#0
y S
1 1
h(t—1) x(1) ht—-7 |x(v)
t—2 t 2 > t—2 t 2 1
3- 2<t<4 yt) #0 4- 4<t yt)=0
y a
1 1
x(T) h+ ) x(T) h(t—1)
t—-2 2 t > 2 t—2 t >
Calcul de la sortie du systeme : y(t)
e t<0 : y(t)=0
e 0<t<2 :y@®)=[""x(@ h(t-1) dr=[(1x1) dr=t
e 2<t<4 sy =[Tx(@ ht-1) de=[f] (1x1) dt=4—¢t
e 4<t :y(t)=0
4 Y(@®)
Donc
t 0<t<2 21 -2 .
y() =14 -t 2<t<4 |
0 ailleurs :
L >t
2
IT.6.3 Produit de Convolution discret
Soit un SLIT discret d'entrée x[n] et de réponse impulsionnelle h[n]
Le signal d'entrée est de longueur M : x[0] ... ... ... .....x[M — 1].
La réponse impulsionnelle est de longueur N : h[0] ..............h[N — 1].
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Le signal de sortie y[n] est donné par I'expression suivante :

La longueur du signal de sortie est de longueur L =M + N — 1

Exemple :

Soit le SLIT discret représenté par son entrée x[n] et sa réponse impulsionnelle
h[n] comme suit :

x[n] =[2,43] et hin] =u[n]—u[n—-3]=1[1,1,1]
- Zx[k] x h[n — k]
k=0

La longueur du signal de sortie y[n]est L=3+3—-1=5

L =5, donc on doit calculer : y[0], y[1], ¥[2], y[3], , et y[4]

o y[0] =39 ,x[k] xh[0—k] =x[0] xh[0]=2x1=1

o y[1]=3L_ x[k] xh[1 —k]=x[0] x h[1] +x[1] x h[0] =2x14+4Xx1=6

o y[2] = ¥i_ox[k] x h[2 — k] = x[0] x h[2] + x[1] x h[1] + x[2] x h[0]
y[2]=2x1+4x1+3x1=9

o y[3] =Xiox[k] X h[3 —k]

y[3] == x[0] x h[3] + x[1] X h[2] + x[2] X h[1] + x[3] X h[O]
y[381=2X0+4x1+3x1+0x1=4x1+3%x1=7
o y[4] = Xk=ox[k] x h[4 — K]
y[4] = x[0] X h[4] + x[1] X h[3] + x[2] X h[2] + x[3] X h[1] + x[4] X h[O]
y[4] =2Xx0+4x0+3x14+0x1+0x1=3x1=3

Finalement on trouve : y[n] = [1,6,9,7,3].
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Confirmation du résultat par la méthode de la somme des colonnes :

x[n]: 2 4 3
hn]: 1 1 1
2 4 3
2 4 3
2 4 3
ynl= [ 2 6 9 7 3]

II.7 Propriétés de convolution d'un signal avec l'impulsion de Dirac
o x(t)*xd(t) =x(t)
o x(t)*a(t—to) :x(t—to)

L x(t—to) *S(t—tl) =x(t—t0—t1)

Théorie du signal

27



Chapitre III : Analyse de Fourier (Série de Fourier et Transformée de
Fourier)

Chapitre III : Analyse de Fourier (Série de Fourier et Transformée de
Fourier)

Premiére partie : Série de Fourier
III.1 Introduction

L'analyse de Fourier occupe une place privilégiée dans la théorie et le
traitement du signal.

La décomposition en série de Fourier concerne les signaux périodiques.

La série de Fourier est une représentation approximative des signaux
périodiques sous forme d'une somme de sinusoides de fréquences multiples du
signhal approximé.

La décomposition d'un signal périodique en Série de Fourier est une
représentation plus simple qui met en relief les caractéristiques du signal
périodique dont on a besoin.

Le signal sinusoidal est le signal périodique le plus simple a réaliser et le plus
familier des signaux périodiques.

III.2 Décomposition d'un signal périodique en série de Fourier

ITIT.2.1 Premiére forme de la série de Fourier (Forme
trigonométrique) : SF1

N'importe quel signal peut tre représenté par une base compléte. L'une des base
complete la plus utilisée est la base exponentielle complexe w;,(t) = e/2™/of,

Soit un signal périodique x;(t) de période T et de fréquence f, = % ce signal peut

€tre approximé par la base exponentielle complexe par I'équation :

+00
(@)= ) G, it

n=-—oo

D'oll {Cp}nej-w 4+ SONT les coefficients du signal x(t) dans la base wy(t), et ils
représentent le produit scalaire entre le signal périodique x,(t) et la base
exponentielle complexe conjuguée w;(t), et on écrit :

T
C, = (xp(t), wi(t)) = % [ xp(0) e—i2mnfot ¢
2
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Ona:

+oo -1 +00
xT(t) = Z C, el2nnfot — Z C, el2mnfot 4 Co + Z C, el2mnfot
n=1

n=-—oco n=—oo

+o00 +co 400
xT(t) = Z C, el2nnfot — Z C_n e~ J2mnfot 4 Co + Z C, el2mnfot
n=1 n=1

n=—oo

400
xr(©) = Co + ) (Cp €7 4 G, eT2)
n=1

On sait que :
o /2ot = cos(2mnfyt) + j sin (2mnfyt)
o e /2ot = cos(2mnfyt) — j sin (2mnfyt)
Donc :
+0o0
xp(t) = Cy + z[ C_, (cos(2mnfyt) — jsin(2mnfyt))
n=1
+ C, (cos(2mnfyt) + j sin (2nnfyt))]
+ 00
xp(t) =Cy + Z[( C_, + C,) cos(2unfyt) + jsin( 2nnfyt) ( C, — C_y,) |
n=1
On pose :

o = Con+Co== [ xp(b) (ef2™fot 4 e=J2mnfot) gp

a, = xp(t) (2cos(2mnfyt)) dt

-
S e N

x7(t) cos(mnfyt) dt

a, =

~| N
S e N

T
L g = 2 X CO =§ f_zz xT(t) dt
2

T . .
© by=j(C-Cp) =7 [ xp() (7R — e dt
2
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N[~
NS

J . 2 .
b, == f x7(t) (—2jsin(2nnfyt)) dt = T f x7(t) sin(2nnfyt) dt

Finalement, on obtient :

xp(t) = % + Z[an cos(2nnfyt) + by, sin(2rnfot) 1. e vvvee e e e .. (SF1)

Avec :

_ an—jby _ aptjby _ Qo
€=t g, =2t oy g, =%

Cas Particuliers :

e x;(t) est un signal périodique pair : x;(t) = xp(—t)

xp(t) = % + Z[an cos(2nnfyt) + b, sin( 2nnfyt) |

xp(—t) = % + Z[an cos(2mnfyt) — b, sin( 2nnfyt) |
n=1

xr(t) =xp(—t) =2 b,=0Vn=1

e xr(t) est un signal périodique impair : x7(t) = —x(—t)
+o0

xp () = % +Z[an cos(2mnf,t) + by, sin(2mnfyt) ]

xp(—t) = % + Z[an cos(2mnfyt) — b, sin( 2mnfyt) |

n=1

xp(t) = —xp(—t) 2 a,=0Vn=0

III. 2.2 Deuxiéme forme de la série de Fourier (Forme Cosinus) :
SF2

De la premiere forme, ona:

xp(t) = % + Z[an cos(2nnfyt) + b, sin( 2nnfyt) |
n=1
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On peut écrire x;(t) sous la forme :

b
xp(t) = —0 Z Jaz + bz l— cos(2rnfyt) + ———
2 " aZ + b2 o

xr(t) = 70 Z Jai + bz cosanfyt + @)

sin( 2nnfyt)

D'ol :
cos(¢y) = e sin(¢y,) = i N
a; + by Jai +b3
On pose :
o Ay = %

o A,=.a%+b3

o @, = Arctg (;—bn)

n

Finalement on obtient :

+00

xr(t) = Ay + Z A, cos(2mnfyt + @,)

n=1

ITI.2.3 Troisiéme forme de la série de Fourier (Forme
Exponentielle complexe) : SF3

De la représentation du signal périodique x(t) par la base exponentielle complexe,
on écrit :

XT(t)_ z C e]Znnfot— C +Z( C —j21rnf0t + Cn ejZT[nfOt)

n=—oo

T
Avec : Cy = (xr(8), wa(®)) = = [% xp(£) e J2mht qt
2

e De la premiére forme,ona:

__an—jby __anptjby )
Cn—T, C_n—T eTC0—7

e De la deuxiéme forme, ona:

Qo
C():A():?
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A, . A .
Cp = 7" elPn et C_, = 771 e J¥n

Jaz + bz

A
|Cn| = |C—n| = 711: 2

—b
Arg(Cn) = —AT'g(C_n) = QPn = AT'Ctg( Tl)

an

III.3 Relation de Parseval (Série de Fourier)

Le théoréme de Parseval est un concept fondamental dans le traitement du
signal et l'analyse harmonique. Il affirme que pour une fonction périodique, la
puissance moyenne du signal sur une période est égale a la somme des grandeurs
carrées de tous ses coefficients de Fourier complexes. Ce théoreme, nommé
d'aprés Marc-Antoine Parseval, fournit un outil puissant pour analyser Ila
distribution d'énergie dans les signaux.

https://www.jove.com/fr/science-education/v/16063/parseval-s-theorem

La relation de Parseval consiste a ce que la puissance du signal périodique x(t)
reste la méme dans les trois distributions.

T
1 2

PTemps = T jle(t)lz dt
T

+00
apn? 1
Pspy = (7) + E Z(a?@ + bTZl)
n=1

1w
Pspy = (Ap)* + > ZA%
n=1

+ oo

Pgpz = C§ + Z|Cn|2 +|C_pl?

n=1

Relation de Parseval : Premps = Psp1 = Pspp = Pops

+00 +
1 an? 1 1
= [P de=(3) + 3 Z(aﬁ + b3 = (40 + 5 ZA%
n= n=

|
N[N NTES]

+00
= i+ Y IGIP +IC P
n=1
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Partie IT : Transformée de Fourier

III.4 Introduction

La transformée de Fourier vient généraliser la décomposition en série de
Fourier pour les signaux apériodiques qui vérifient des certaines conditions dites
condition de DIRICHLET.

III.5 Conditions d'existence d'une transformée de Fourier d'un signal
apériodique

Tous les signaux apériodiques he possédent pas obligatoirement une
transformée de Fourier. Pour qu'un signal apériodique x(t) ait une transformée de
Fourier, il faut qu'il vérifie les conditions suivantes (dites conditions de
DIRICHLET) :

e Le signal x(t) doit tre absolument sommable, et on écrit :
+o00

f |x(t)] dt << o

— 00

e Le signal x(t) doit posséder un nombre fini d'extrémums dans chaque
intervalle de temps fini.

e Le signal x(t) doit posséder un nombre fini de discontinuités dans chaque
intervalle de temps fini.

III.6 Développement

Soit x(t) un signal apériodique qui vérifie les conditions de DIRICHLET,
donc x(t) accepte une transformée de Fourier.

D'apres la philosophie de Mr Fourier un sighal apériodique vérifiant les
conditions de DIRICHLET peut €tre considéré comme un sighal périodique de
période qui tend vers l'infini.

On écrit :

400
x(t) = Z C, ej?mmjot

n=-—oo

T
2
* : 1 —j2nnfyt
C=(x(@®, wa(®) =lim = | x(t) e 2™t dt
T
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Alors :
T
+ o0 1 2
x(t) = Z %im Tf x(t) e~ J2nnfot q¢ | ej2mnfot
o= —00 _Z
Ona:
+0o +0oo
lim = f
T—-oo
n=-—oo —00
On pose :
n d 1
= = = = = —
f=nf T f T
Donc :
+0oo + oo
x(t) = f <f x(t) e Jmrt dt) el2nft qf
On pose :

+ oo

X(f) = j x(t) e J¥mft gt

— 00

X(f) est la transformée de Fourier du signal apériodique x(t), et on écrit :

X(f) = TFx(®)] = [

“ x(t) et gt

oo

e La Transformée de Fourier Inverse est donnée par :

+ oo

Ao=nﬁmqn=fxq>WWtw

—00
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III.7 Propriétés de la transformée de Fourier
III.7.1 La linéarité

La linéarité de la transformée de Fourier provient de la linéarité de l'intégrale.

Donc: TFlax,(t) + Bx,()] = aTF[x; ()] + B TF[x, (0] = a X1(f) + B X(f)

III.7.2 La translation (Décalage temporel)

+ oo

TF[x(t —ty)] = j x(t—ty) e /2t dt

— 00

On pose : t'=t—t, = dt'=dt

Alors :
+00

TF[x(t —ty)] = TF[x(t)] = f x(t) e J2nft'+to) g’

— 00
+00

= e J2mfto f x(t") e It qt’

— 00

Donc : TF[x(t —ty)] = e J2mfto X(f)

ITI.7.3 Théoréme de modulation (Déplacement fréquentiel)

+00 + oo
TF[e /2™t x(0)] = f e J2mht x(t) e I2Mt dt = f x(t) e J2mUHOL gt

TFe /2™t x(6)] = X(f + fo)

III.7.4 La dérivation

+00
- [dx(t) _ f IO N
dt dt
s .
= [x() e7/2m/t ]t: + j2nf f x(t) e /2™t qt
Donc : TF | =8| = jonf x(f)

On peut généraliser la propriété précédente par I'expression suivante :

dn
|2 = Ganpy x(p)
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Fourier)

ITI.7.5 L'intégration

TF[f x(t) dt]z?

Ona:

Fx(t)] = TF[ f x(t) dt]— j2rnf TF[f x(t) dt‘

Donc :

1
Tplf x(t) dt‘ Tf XD

III.7.6 La symétrie (Dualité)

TE[X()] = f X(t) e J2mft gt = j X(t) e2mCENt dt = x(—f)

+ oo

400
“Ux(f)] = j x(f) e/t df = f x(f) e 2UCD df = X(~t)
III.7.7 Symétrie Hermitienne

+00 +00

TF[x*(t)] = f x*(t) e~ J2nft [t — f ( x() ej27tft)* dt

—00

+00 *
_ ( ] x(t) e 2mCD dt)

— 00

Donc:  TF[x"(O)] =X"(—f)
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Fourier)

III.8 Transformée de Fourier d'un signal apériodique a valeur moyenne non
nulle

Soit x(t) un sighal apériodique vérifiant les conditions de DIRICHLET a
valeur moyenne non nulle, c'est-a-dire on peut écrire le signal x(t) sous la forme :
x(t) =xo(t) + X

Dol :
e x,(t) représente la partie a valeur moyenne nulle du signal x(t).
e X représente la valeur moyenne du signal x(t), telque :

x =lim x(t) dt

T—-oo

I
D= N

Ona:
TF[x(t)] = TF[xo(t) + X] =TF[xq(t)] + TF[x] =x 6(f) + TF[xo(t)]

III.9 Relation de Parseval (Transformée de Fourier)

La relation de Parseval consiste a ce que I'energie du sighal apériodique reste
la méme dans les deux domaines : femporel et fréquentiel, et on écrit :

400 400
j X(OI? dt = j X(OI? df
e Démonstration :

Jjoo|x(t)|2 dt = Tox(t) x*(t) dt= T’x(t) (]OOX*(f) e—J2mft df) dt

Tlx(t)lz dt = TOX*(f) (TG x(t) e J2rst dt> df

Donc :

+00

TIX(t)I2 dt = f X'(f) X(f) df = T)IX(f)I2 df

— 00

Théorie du signal 37



Chapitre III : Analyse de Fourier (Série de Fourier et Transformée de

Fourier)

IIT.10 Relation de Plancherel

La relation de Plancherel consiste a ce que la transformée de Fourier du

produit de convolution entre deux signaux dans le domaine temporel représente

le produit de ces deux transformées de Fourier dans le domaine fréquentiel et

vice versa, et on écrit :

TF[x(¢) * h()] = TF[x(6)] x TF[h(t)] = X(f) X H(f)

TFX(f)* H(H)] = TF[x(©)] x TFh(®)] = x(t) x h(t)

III.11 Quelques Transformées de Fourier de quelques signaux usuels

x(® X(f) = TF[x(1)]
1 8(f)
5(t) 1
u(t) 1
T2nf +5 6(f)
sgn(t) i
juf
Aroct <%> AXT X sinc(fT)
ATri(%) AXT X sinc?(fT)
Cos(2mf 1) % [6CF = fo) + 6 + fo)]
sin(2mfot) % [6(f — fo) = 8 + )]
e—j2nfot 5(f +fo)
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Chapitre IV : Transformée de Laplace
IV.1 Introduction

La transformée de Laplace est une généralisation de la transformée de
Fourier pour les signaux apériodique a énergie infinie, elle a connu une large
utilisation et un grand succés dans l'analyse des signaux et la simplification des
calculs mathématique telle que les équations différentielles.

IV.2 Définition

Considérons un signal réel x(t), alors la transformée de la Place est
t'exprimée a partir de la transformée de Fourier en passant par un changement de
variable, et on écrit :

e La transformée de Fourier :
+00

X(f) =TF[x(t)] = f x(t) e /2™t gt

— 00

e La Transformée de Laplace :
Onpose:p=o0+j2nf =0+ jw

Donc: X(p) =TLIx(O)] = [ x(t) e dt

x(t)

TL[] b X(p) = TL[x(t)]

Remarque :

Dans le cas ol la partie réelle de p est nulle (¢ = 0), la Transformée de
Laplace devient égale a la Transformée de Fourier, et on écrit :

+ o0

X(@) = X(f) = j x(t) e-Jot dt

— 00

Exemple :
Déterminer la transformée de Laplace du signal Echelon unité.
+00 +oo 1
X(p) =TLu®] = f u(t) e Pt dt= f e Pt dt = >
o 5
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e Transformée de Laplace Inverse :
x(©) =TI X)) =5 [1o X(p) e dp
IV.3 Propriétés de la Transformée de Laplace

IV.3.1 La linéarité

La linéarité de la transformée de Fourier provient de la linéarité de l'intégrale.
Donc i TLlax,(¢) + B x2(0)] = aTL[x; ()] + B TL[x2(0)] = a X1 (p) + B X2(p)

IV.3.2 La translation (Décalage temporel)

+00

TF[x(t —ty)] = f x(t—ty) e Pt dt

—00

On pose : t'=t—t, = dt'=dt
Alors :
+00 +oo
TL[x(t —ty)] = TL[x(t")] = f x(t) e Pl'+to) g¢' = ¢=pto f x(t) e PY dt’
Donc : TL[x(t —ty)] = e P X(p)

IV.3.4 La dérivation
+o0 +

dx(0] _ ] dzgt) ePt dt = [x(t) e ¥ +p f x(t) e~Pt dt

— 00 — 00

TL[

Donc : TF [dx(t)] =p X(p)

On peut généraliser la propriété précédente par |'expression suivante :

drx(®)]
L[] = e x )

e Pour les signaux causaux :

] f dx(t) e Pt dt = [x(t) e Pt ]¥° +p Xf x(t) e Pt dt
0

dx(t)

TL[
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Donc :

d
7[5 = x@) - x(0)

IV.3.5 L'intégration

TL[[ x(t) dt

=7

400

d " 1
T j x(t) dt‘— p TLlf x(t) dt‘ = TL[[O x(t) dt‘ = ; X(p)

— 00

X(p) =TL

IV.3.6 Exponentielle réelle causale

+ o0 + o0

TLle™® u(t)] = j e % e Pt dt =f e Pt dt =

0 0

—— aveca >0

Remarque :

En pratique, comme la Transformée de Laplace de la plupart des signaux
usuels est de forme rationnelle, il suffit de les décomposer en fractions simples
(pdles simples) et d'utiliser les propriétés de la TL pour déterminer I'expression
du signal d'entrée x(t).

N
X@) =30
Décomposition en des pdles simples :
X(p) = N®) N®)
D) (@ =p) X (@ —=p) X (P =P3) X e vee e . X (p = Pp)
Décomposition en des fractions simples :
Xp)=—2 M Ay
(p—p) (@-p2) @-p3) (» —pn)

Dot :

Ay = lim (p —pn) X(p)
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Exemple :
Soit la transformée de Laplace suivante :
Ay A,
X(p) = = +
P stz (-p) -2
Avec :

Ay =lim(p—p,) X(p) et A,=Ilim(p—py) X©®)
PP p=P;
Ona:p*+3p+2=@P+1D(@+2) =@ =-1 et (p,=-2)
Ontrouve: A, = lim(p+1) X(p)=1 et A= lim(p+2) X(p)=-1
po— p—=—

Donc :

1 1
p?2+3p+2 (p+1) (p+2)

X(p) =
Finalement :

x(t) =TLYX(p)] =TL”

1 1 -1 1 -1 1
(p+1)_(p+2)] =1L [(p+1)]_TL [(p+2)

x(t) =e tu(t) — e ?tu(t)

IV.5 La Transformée de Laplace et les équations différentielles

La transformée de Laplace a connu une large application dans la résolution
des équations différentielles, elle est considérée comme un outil trés rapide et
trés efficace dans ce domaine.

Considérons un signal réel et causal x(t), la transformée de Laplace du signal
x(t) est donnée par :
oo
X(p) =TL[x(t)] = f x(t) e Pt dt
0

+0o0 +0oo

TL [dﬁt)] _ Oj d’;(tt) e Pt dt = [x(t) e [ + p OJ x(t) e7Pt dt
Donc :
d
TF [% = p X(p) — x(0)
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Concernant la transformée e Laplace de la deuxieme dérivée :

+00 o +o0
0] [ 20 e 2 ] [0
0
d%x(t)
[ e l =p[pX() —x(0)] —x'(0) = p*> X(p) —p x(0) — x'(0)
De la méme maniére, on détermine aussi la transformée de la troisieme dérivée :
TL [dzgt) =p[p* X(p) —px(0) — x'(0)] — x"(0)

=p° X(p) — p* x(0) — p x'(0) — x"(0)

IV.4 quelques Transformée de Laplace de quelques signaux usuels

Signal Transformée de Laplace
o(t) 1
u(t) 1
p
txu(t) 1
p?
e "t xu(t) 1
pta
sgn(t) 2
p
sin(wqt) X u(t) Wo
pZ + wOZ
cos(wqt) X u(t) p
pZ + a)OZ
t— T T
A X rect( T) é (e‘(f‘i)p — e‘(”i)p)
r p
t" u(t) n!
pn+1
tn e—at u(t) n!
(p + a)n+1
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Chapitre V : Corrélation des signaux
V.1 Introduction

La fonction de corrélation mesure la ressemblance entre deux signaux.
Physiquement, la fonction de corrélation est I'énergie mutuelle d'interaction
échangée en moyenne entre les deux signaux considérés.

La fonction de corrélation est définie par trois opérations :
e Translation dans le femps (Retard)
e Multiplication
e Intégration

La fonction de corrélation est donnée par I'équation suivante :
+ o0

Cux(T) = f x(t) x*(t—1) dt

— 00

Dans le cas ol le signal x(t) est purement réel, I'équation précédente de la
corrélation vient comme suit :
+00

Cyx(T) = f x(t) x(t—1) dt

— 00

Dans le cas ou le signal x(t) est un signal a puissance moyenne finie, I'expression
de la corrélation devient :

T
2

Cyx(T) = %l_)rg fx(t) x(t—1) dt
T
2

Remargue :

S'il s'agit du méme signal, dans ce cas-la on parle de I'auto-corrélation, et
s'il s'agit de deux signaux différents x(t) et y(t), dans ce cas-ld on parle de
I'intercorrélation ou bien la corrélation, et on écrit :

e Auto-corrélation :
T
2

Cox(T) = 51_)12 Jx(t) x(t—1) dt

2
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e Intercorrélation (Corrélation) :
T
z

Cuy(T) = %l_)rg fx(t) y(t—1) dt
T

2
e Schéma bloc de la fonction d'auto-corrélation

A 4

Intégration |—> Cxx(7)

x(t) Multiplication

a

\ 4

x(t—1)

Translation
Temporelle (7)

V.2 Cas spéciaux

e La fonction d'auto-corrélation atteint son maximum dans le cas ot T =0,
dans ce cas-1q, la fonction d'auto-corrélation sera égale a I'énergie du signal,
et on écrit :

+ oo

Cex (0) = J x2(t) dt

— 00

e Dans le cas ot le signal x(t) est un signal périodique de période T, la fonction
d'auto-corrélation atteint son maximum a chaque fois que © = kT.

Exemple : ()

Soit le signal x(t) défini par I'expression suivante :

x(t) = Arect (%)

“N| ~

e Calculer la fonction d'auto-corrélation ?

Théorie du signal 45



Chapitre V : Corrélation des signaux

Solution : t—1
x(t) = A Rect (—)
t—71 A T
x(t—1) =Arect (—)
T
dl T -
Ona: | B— < . >
+o0 i
Con(r) = f x(t) x(t—7) dt i .
T r .t
o _T T r
T 2 1:+2
Les différents cas de correlation :
1- T<-T C..(t)=0 2- -T<t<2 C..(t)+0
A S
A 1
x(t—1) x(t)] x(t—t x(t)
» "
T
_Z +Z_; 2 r _; T g
T 2 T 2 T_E T+E
3- 0<T<T C.x(TD)#0 4- T<Tt Cex (1) =0
A y N
A A
x(t) xE-1) x(t) x(t—1)
T > T — 7 >
—_— T —_ —_ — — —_— -
2 g 2 T+; 2 2 T2 ot
Calcul de la fonction d'auto-corrélation : C,, (1) :
e t<0 : Cu(r)=0
e 0<t<2 : Cu()=[1(AXA) di=A2%(T1+T)
2
T
e 2<t<4 : Cu(@=[?7(AXA) drt=A>%(T—1)
T
2
o 4<t : Cy(r)=0
Donc
A2 X (T+T) ~T<1<0
Cex(T) =1 A% X (T = 1) 0<t<T

0 ailleurs
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e Représentation graphique de la fonction d'auto-corrélation Cy,(7) :

Cox (T)
A
A2 XT
= - > T
V.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient les deux signaux réels x(t) et y(t).
Ona:
+00 +o0 +00
Cox(T) = f x(t) x(t—1) dt < f x2(t) dt f x?2(t—1)dt
et
+00 +00 +o0
Cyy(T) = j x(t) y(t—1) dt < f x2(t) dt f y2(t—1)dt
Remargue :

Quand 7 tend vers l'infini la fonction de corrélation tend vers zéro.

V.4 Principe d'un radar actif (Exemple d'application)

Le principe de radar actif consiste d transmettre ou envoyer une
onde électromagnétique (Signal x(t)), qui sera réfléchie et regue par un récepteur,
le signal regu est noté par ax(t—t,), dot a représente l'atténuation et t, le

retard tfemporel.

Donc pour mesurer la ressemblance entre le signal d'émission et le signal de

réception, on utilise la fonction de corrélation, et on écrit :

+ oo

Cry(T) = f x(t) y(t—1) dt

—00

On pose : y(t) = a x(t — ty)
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Donc: Cpy(@) = [ x(t) (ax(t—t,—1)) dt

Coy(T) = f x(t) x(t—ty—71) dt = « f x(t) x(t— (to +r)) dt = a Cyy(ty + 1)

— —0o0

Si la fonction de corrélation C,,(7) atteint sa valeur maximale a = = 0, alors
la fonction Cy, (t, + 7) atteint sa valeur maximale a t = ¢,.

Acxx ()

Ma

A
Cxy(to +17)
Max|-
i
\//\\7/\‘ ' >

V.5 Densité Spectrale d’Energie (DSE)

La densité spectrale d'Energie notée S,.(f) représente la répartition
fréquentielle de I'énergie d'un signal x(t) a énergie finie selon les fréquences qui
le compose, et on écrit :

Sex(f) = X(F) x X*(f) = 1X()I?

Démonstration :

Soit x(t) un signal a énergie finie, sa densité spectrale d'énergie est donnée
par :

TF Se(F)] = TFHIX(HIP] = TF X)) X ()] = TF X)) = TF X ()]
Ona:
TFX()] =x(2)
TFX"(N] =x"(-7)

Théorie du signal 48



Chapitre V : Corrélation des signaux

Donc :

TF S (O] = TFHX(O] + TFHX" ()] = x(7) * x"(—7)

+ oo

TF S (N] = x(@) * x*(—7) = f x() y(t —1) dt = Cer(7)]

— 00

V.6 Théoréme de Wiener-Khinchin (W-K)
Ona:

Sex(f) = TF[Cix(7)] et Sxy(f) = TF[ny(T)]

La densité spectrale de puissance S,,(f) (respectivement S,,(f)) traduit la
répartition de la puissance du signal x(t) (respectivement de la puissance
d'interaction des deux signaux x(t) et y(t)) en fonction de la fréquence.

Pour les signaux a puissance moyenne finie, on définit une fonction (inter)
corrélation dont la transformée de Fourier est la densité spectrale de puissance
moyenne appelée DSP est notée S, (f) (Sy,(f)), et on écrit :

1
Sxx(f) =%‘_}’g ? |X(f)|2

L'étude de ces densités spectrales constitue le domaine de l'analyse spectrale.

V.7 Théoréeme de Parseval

Soient les deux signaux x(t) et y(t), dont les transformées de Fourier sont
respectivement X(f) et Y(f), alors:

+00 + oo

[ 0y a =[x v e
Démonstration :
ny(T) = f x(t) y*(t—r) dt =TF_1[Sxy(f)] = f X(f) Y*(f) el2nft df

Donc pour T =0, on aura :

+ 00 +o

Jﬂ0ﬂ0ﬂ=JXmYWMf

— 00 — 00
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En particulier :

f x(®) x'(8) dt = f X(H) X°(f) df = f X(PI2 df
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Conclusion générale

Dans ce polycopié, nous avons présenté un support de cours sur la théorie du
signal pour les étudiants de la deuxiéme année licence des trois filieres

(Electronique, Télécommunication, et Génie Biomédicale).

Tout d'abord La théorie du signal est un ensemble de bases théoriques
fondamentales et des techniques mathématiques particulieres pour traiter et

étudier les signaux.

La théorie du signal représente une matiére fondamentale treés utile pour la

formation.

Une étude théorique bien détaillée sur les différents chapitres précisés dans le
CANEVAS de la formation avec des travaux dirigés sur chaque chapitre a été faite
afin de faciliter la tdche a I'¢tudiant en mettant entre ces mains un support de

cours et de travaux dirigés trés solide.

Théorie du signal 51



Bibliographie

[1] B. Picinbono, Théorie des signaux et des systémes, 1989, 260 pages, Dunod
Université. ISBN 2-04-018837-1.

[2] J.-F. BERCHER, TF, DIRAC, CONVOLUTION, ET TUTTI QUANTI, Ecole
Supérieure d'Ingénieurs en Electrotechnique et Electronique, Octobre 2001 -
version 0.2.

[2] F. de Coulon, Théorie et traitement des signaux, Dunod, Paris, 1985.

[3] MICHAEL J. CHAPMAN DAVID P. GOODALL and NIGEL C. STEELE, Signal
Processing in Electronic Communications, School of Mathematics and Information
Sciences University. of Coventry First, England 1997.

[4] J. Max et J.-L. Lacoume, Méthodes et techniques de traitement du signal et
application aux mesures physiques, Masson, Paris, 1996.

[5] Michael J. Roberts, Signals and Systems, Analysis Using Transform Methods
and MATLAB, Second Edition, Department of Electrical and Computer Engineering
University of Tennessee, New York, NY 10020. Copyright © 2012.

[6] J.-P. Delmas, Eléments de théorie du signal : les signaux d”déterministes,
Ellipses, Paris, 1991.

Théorie du signal 52



Travaux dirigés : Théorie du signal

Partie IT : Travaux
dirigés
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Travaux dirigés : Théorie du signal

Série de TD N°1 :  Généralités sur les signaux

Exercice N°I :

1. Soient les signaux suivants : x(t) = rect(t), y(t) = tri(t) et z(t) = sgn(t)

2. Représenter graphiquement les signaux suivants :

x(t),y(t),z(t), x(t + 3),y(2t — 4),y (%t + 3) ,et z(—t —2).

2. On considére le signal suivant : x(t) = rect(t) + 2 X rect (t — %)

d x(t)

3. Représenter le signal x(t); Calculer, puis tracer X' (t) = Tt
3. Donner I’expression du signal x(t) = A rect (t_TT) a I’aide de deux fonctions signes ; Justi-

fier graphiquement la solution trouvée.

Exercice N°2 :

Soit le signal discret suivant : (Rappelant que u[n] est le signal Echelon unité, et §[n]

I’impulsion de Dirac).

x[n] =38[n+ 3]+ 28[n+ 2]+ 8[n+ 1]+ 6[n—1] + 28[n — 2] + 36[n — 3]

1. Tracer les signaux suivants :
n
x[n], x[n—3, x[2n], x [—§ +2|,  x[nloln+2]  etx[njuln-2]
Exercice N°3 :

1. Déterminer si les signaux suivants sont des signaux a énergie finie, a puissance moyenne finie,
ou ni I’un ni I’autre.
x,(t) = e tu(t), x,(t) = Acos(2mfyt), et x3(t) = tu(t).
2. Déterminer si les signaux ci-dessous sont périodiques ou non, et donner la période fondamen-

tale dans le cas favorable.

x1(t) = cos(4nt + @), x,(t) = Acos (g t) + sin (% t) ,x3[n] = cos? (g n) ,et x,[n] = cos (g n) cos (g n)

Exercice N°4 :

1. Montrer que le produit de deux signaux pairs ou impairs donne un signal pair, et que le produit
entre un signal pair et un signal impair donne un signal impair.

2. Déterminer la partie paire, et celle impaire des deux signaux suivants :

x,(t) = u(t), et x,(t) = et u(t)
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Corrigé de la série de TD N°1 : Généralités sur les signaux

Exercice N°I :

1. Soient les signaux suivants : x(t) = rect(t), y(t) = tri(t) et z(t) = sgn(t)

- Représenter graphiquement les signaux suivants :

(0, y(6), 2(6), x(t + 3), y(2t — 4), y (%t + 3) et z(—t—2).

La solution : ()
A

e x(t)=rect(t):A=11=0etT=1 1

L’expression analytique du signal x(t) est :

1 1 < 1 -1/2 1/2 ot
x(t) = 2772
0 ailleurs
o x(t+3)
L’expression analytique du signal x(t) est :
.1 o] ) 7 -5 x(t +3)
——<t+3<-= ——<t<— 4
x(t+3) = 2 z2 = 2 2 1
0 ailleurs 0 ailleurs
~7/2 -5/2 .
e y(t)=tri(t) :A=11t=0etT=1
L’expression analytique du signal y(t) est :
t+1 -1<t<0
-~ t
y(t) =]t +1 0<t<1 y(®)
0 ailleurs
1
>t
1 1
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o y(2t—4)

L’expression analytique -

3
2t —4+1 —1<2t-4<0 (2c-3 tosts2
y(2t—-4)=1-Q2t—-4)+1 0<2t—4<1= 5
0 ailleurs
py(2t—4)
1 ————————————
» t
-t
¢ y(3+3)
L’expression analytique :
( -t —t (t
— 1 —1<—+3<0 -—2 6<t<9
. T3+ <5+ 3
y(—+3)= (—t ) —t —t 5
3 —|—+3 1 0<—+3<1=|— <t<+4+-
L 3+ + 3 L3+4 9_t_+2
0 ailleurs 0 ailleurs
> L

® z(t) =sgn(t) =

4 5gn(t)

-1
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& z(—t-2)

L’expression analytique :

1 —t—220 1 t< -2
z(—t —2) =sgn(—t—12) = =
-1 —t—2<0 \-1 t> -2
aSgn(—t—2)
+]
>t
-2
-1

Remarque :

Dans le cas ou on a plusieurs opérations a effectues sur le méme signal, il y a un ordre a
respecter, on doit commencer par le décalage, puis on passe au changement d’échelle (compression
ou expansion), et finit par I’opération de 1’effet miroir.

2. On considére le signal suivant : x(t) = rect(t) + 2 X rect (t — %)
1 1
o 2xrect(t-3):A=2T=+5etT=1
2 2

o rect(t):A=1,t=0etT =1 1
Zxrect(t—z>

A 2
: >t
rect(t) A "'1?/2 i 1
1 i
-1/2 +1/2 i >t
EEC) W
3 |
i 2
L1
: t
-1/2 1/2 1 >
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Théorie du signal

Meéthode analytique :
1 —1< t < 1 . )
rect(t)z{ 2= " "2 et ZXrect(t—E):{
0 ailleurs 0
-1/2,0,+1/2,1
On obtient alors :
t —2<t<0 oo -
1
rect(t) = 1 OStS'*‘E et 2><rect(t—5)= 2 0
0 +-<t<1 , .
0 ailleurs 0
Donc :
140  —-<t<0 (1
1
x(t):rect(t)+2><rect(t_%): 1+2 0<t<+; _ )3
LO +2 +-<t<1 lz
0+0 ailleurs 0
x(t)
3
2
1 e
: >t
"1/2 12 1

® La dérivée du signal x(t) :

o0<st<i1
ailleurs

INA
~
INA

~
IN
= NRr O

IA
N+

NI= A NIR
~

ailleurs

I
IA
o~
IA

o~

IA
N+
= NRr O

~

=+ o
NIk A NIR

IA

ailleurs

x’(t)=d2—,tt)=5(t+%)+2x6(t)—5(t—%)—2x5(t—1)
- dx(p)
¥ ()= dt
2
T 1_/2 1
-1/2
-1

l >t
-2

Théorie du signal

58



Travaux dirigés : Théorie du signal

3. Représentation du signal x(t) = rect (t_TT) en fonction de deux fonctions signe :

x(t) = ARect <t_TT>

4
b T |-
Al----¢ —
I
|
| > t
T T
T—E T T+E
A T
A Tz 59" “("E)
wAs2|----
> 1
-A/2
A
¢+5Sgn<t—<‘[+i)>
tA/2 |- = = = - e =
>t
-A/2

Donc :

x(t) =rect<t;T> = +§Sgn<t—(T_;)>_§sgn<t_<r+;)>

Théorie du signal 59



Travaux dirigés : Théorie du signal

Exercice N°2 :

Soit le signal discret suivant : (Rappelant que u[n] est le signal Echelon unité, et §[n]

I’impulsion de Dirac).

x[n] =38[n+ 3]+ 28[n+ 2]+ 8[n+ 1]+ 5[n—1] + 28[n — 2] + 36[n — 3]

1. Tracer les signaux suivants :
3 3
e x[n x[n
[n] ® A [n] ®
2 2
] 1 ! l
3 2 -1 L 1 2 3 >n
L’expression analytique du signal x[n] :
1 n=-11
3 n=-33
0 ailleurs
e x[n-3] x[n] A
3
30 ®
2 2
‘ 1 1
| .
12 3 4 5 &6 >
L’expression analytique du signal x[n] :
1 n—-3=-1,1 1 n=24
xln—3]= )2 n-3=-22 _)2 n=15
3 n—-—3=-3,3 3 n=0,6
0 ailleurs 0 ailleurs
e Xx[2n]
L’expression analytique du signal x[n] :
-11
1 2n=-1,1 1 n=—-5 (2 n=-11
)2 2n=-2,2 _ |2 n=-11 _
2l =13 2n=-33 337
0 ailleurs 3 n=-53 0 ailleurs
0 ailleurs
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x[2n]
2 2
‘ ) n
o X [—2 + 2] -1 1
L’expression analytique du signal x[n] :
n
(1 ——+2=-1,1
3 1 n=39
n )2 ——42=-2,2 _ )2 n=012
x|-3+2] = 3 RE n=-315
3 —3 +2=-3,3 0 ailleurs
Lo ailleurs
n
X [— 5 + 2]
3 3
® ®
2 2
1 1
T [ I n
-3 3 6 9 12 15 >

o x[n] X dé[n+ 2]

L’expression analytique :

1 =2 2x1 =-2 (2 =—
5[n+2]={0 Zi—Z :x[n]XS[n+2]={O Z¢_2={0 Zi—Z
x[n] X 6[n + 2]

2
() n
2 -1 >
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o x[n]Xu[n-2]

L’expression analytique :

1 N> 2X1 n=2 2 n=2
u[n—2]={O nzz = x[n]xXun—-2]=4{3x1 n=3=43 n=23
0 ailleurs 0 ailleurs

x[n] X u[n — 2]

3

3. Déterminer si les signaux suivants sont des signaux a énergie finie, a puissance moyenne finie,

~®
NﬁN

Exercice N°3 :

ou ni I’un ni ’autre.
x,(t) = e tu(t), x,(t) = Acos(2mfyt), et x3(t) =t u(t).
Solution :

T/2

’ L — 1 2
L’Energie : E = lim f—T/Z lx(t)]2dt

, b 1 1 (T/2 )
La Puissance : P —Tll_{go : f—T/Z |x(t)|“dt

e x:(t) =etu(t)

T/2 T/2 ,
A
_ 1 29r 1 2 -2t _a
E—Tll_r)glo J |x(t)] dt_lrlinoo A J e dt—z
-T/2 0
AZ
E=— = P=0
2
o x,(t) =Acos(2mf,t)
T/2 T/2
E = lim f |x(t)|2dt=lTim A? f cos’(2mfyt) dt
—-T/2 —-T/2
T/2
AZ
=1Tim — f (1+ cos(4mfyt)) dt =oo
-T/2
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T/2 , T/2
1 A
— lim — 295 — 1 2
P = Th_)n;no T f |x(t)|°dt lTlinc>o T f cos“(2mfyt) dt
-T/2 -T/2
T/2
A2 A?
P=lim — f (1 + cos(amfot) dt =
-T/2
o x3(t) =tu(t).
T/2 T/2
E= Tlim f |x(t)|?dt =1Tim f t2dt =
-T/2 0
T/2 T/2
P=li ! t)|?dt =li 1[ t2 dt
— —_ = —_ = 00
lim 5 | lx@Pde=tim -
-T/2 0

4. Déterminer si les signaux ci-dessous sont périodiques ou non, et donner la période fondamen-

tale dans le cas favorable.
T

x1(t) = cos(4mt + @), x,(t) = Acos (g t) + sin (Z t), x3[n] = cos? (g n)
et x4[n] = cos (g n) cos (g n).

e x,(t) = cos(4mt + @)
Dans le cas général, un signal sinusoidal est écrit sous la forme : x(t) = A cos (2?” t+ (p)
d’ou: A représente ’amplitude, T représente la période et ¢ représente la phase.

, . . . . . .o, N . 2T .
Donc pour déterminer la reiode d’un signal sinusoidal, on s’intéresse a la pulsation w = — qui
’ T

comporte I’information de la période.

21 1
cos(Ant +¢) = w:T:4n =T ==
e x,(t)=Acos (g t) + sin G t)
cos(zt) = w_Z_n_E =>T,=6
3 T, 3 re
sin(zt) = ou—z—n—E = T,=28
4 T, 4 2T

La période fondamentale du signal est égale au Plus Petit Multiple Commun (PPMC) des périodes

qui composent le signal, et on écrit : T = PPMC(T1,T>)

Donc:T = PPMC(T,,T,) = PPMC(6,8) = 24
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o x3[n] = cos? (g n)

Ona:
s
1+ cos (— n) 1 1
s ) /[
2 (2 = N\t J_ 4= —
cos (Sn) > 2+zcos(4n)
Dans le cas des signaux discrets, la période de la composante continue est égale toujours
aun.
! T, =1
S —
) 1
cos(zn): w_Zn_n =>T,=8
4 T, 4 2T

T = PPMC(T,,T,) = PPMC(1,8) = 8
e x,[n] = cos (g n) cos (g n)

cos (E Tl) cos (E Tl) = lCOS (5—7T Tl) +1COS (z Tl)

2 3 2 6 2 6

(57r )ﬁ _271'_57'[ N 2
cos n w—T1—6 1=
cos(zn) = a)—z—n—E =>T,=12

6 T, 6 27

12
T = PPMC(T,,T,) = PPMC (? 12) =12
Exercice N°4 :

1. Montrer que le produit de deux signaux pairs ou impairs donne un signal pair, et que
le produit entre un signal pair et un signal impair donne un signal impair.

Solution :

e Soient deux signaux pairs x, (t) et x, (t).
Soit le signal y(t) qui représente le produit entre les deux signaux x; (t) et x,(t) , et on ecrit
y(@) =x1(t) X xz(8) = y(=t) = x;(—t) X x(—t) = x1(8) X x2(t) = y(t)
y(—t) = y(t) = La produit est pair
e Soient deux signaux impairs x, (t) et x,(t).

Soit le signal y(t) qui représente le produit entre les deux signaux x; (t) et x,(t) , et on ecrit
() =0, X x,(8) = y(=t) = x:(-1) X 15(—1) = (—21,(1) x (—x2(O) = ¥ (®)
y(—t) = y(t) = La produit est pair
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e Soient deux signaux tel que : x; (t) est signal pair et x, (t) est signal impair

Soit le signal y(t) qui représente le produit entre les deux signaux x; (t) et x,(t) , et on ecrit

y(©) = x,(0) X %,(8) = y(—1) = x,(—1) X x5(—) = x,(t) X (—x,(0)) = —y(t)

y(—t) = —y(t) = La produit est impair

2. Déterminer la partie paire, et celle impaire des deux signaux suivants :

x1(t) = u(t), et x,(t) = et u(t)
Solution :

Tout signal réel est composé d’une partie paire et une partie impaire, et on écrit :
x(t) = x, () + x;(8)

D’ou:

xp (t) représente la partie paire du signal x(t) et x;(t) représente 1z partie impaire du signal x(t),

telles que :
_x(t) + x(—t) _ x(t) —x(-t)
=" g =T
N1 t=20 N a_f1 t<O
s m@=u0={; T, =@ uEosu-0={; I,
1+0 1
—_— t=>0 - t=>0
x1(8) + %, (=) 2 Z
E t<o0 1 t<o
2 2
A xp(t)
+1/2
>t
1-0
—_— t=>0 - t=0
_ x1(8) — x, (1) _ z _ 2
x;(t) = 2 = =
0-1 -1 x;(t)
2 t<0 - <0 1 +1/2
-1/2
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- -t > t <
© @) =eul®)= {eo tt<_00 = %0 = {% tt>_(?

et+0 1
( t>0 Eet t=>0
t) + t
xp(t)—xZ() X, (— ) _ 1
O+e <0 —et t<0
4 Xi(®
+1/2
t
“t—0 1
° t=0 {—e‘t t>0
_x(t) —xp(—t) 2 _ 2
xi(t) = 2 = =
LO—et -1 t
t<0 - e t<o0
2
4 Xi(®
+1/2
-1/2
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Série de TD N°2 :  Systémes Linéaires et Invariants dans le Temps
(SLIT) - Produit de Convolution

Exercice N°I :

e FEtudier la linéarité et I’invariance temporelle des systémes suivants :
. y(t)=x(t)+5
2.y =(@—-1)x(t)
3. y(8) = [x(®)]

Exercice N°2 :
Soient les trois systémes continus suivants
. x(t) =ult) —u(t—2) et h(t)=tu(t)

_ 1-t 0<t<1
2. x(t) =e-tu(t) et h(t)= { . s
e Calculer et représenter la sortie y(t) = x(t) * h(t) de chaque systéme.

Rappelant que : u(t) est le signal Echelon unité, x(t) est I’entrée du systéme, h(t) est la
réponse impulsionnelle du systéme, et * signifie le produit de convolution.

Exercice N°3 :
Considérons les signaux discrets suivants :

[

n
[n
[n
[n

[n]

S§[n—1] — 36[n + 2]

[n— 2] + 6[n] + &[n + 3]
[n]

X1
X7
X3

Il
2 O NS

|
|
|
|

b=

X4

. CaECl]ﬂer :y1[n] = x1[n] * x3[n], y2[n] = x;[n] * x3[n], et ys[n] = x3[n] *
X4 n

Exercice N°4 :
Considérons le systéme discret de réponse impulsionnelle h[n] = u[n] — u[n — 2].

e Calculer la sortie du systéme y[n] = x[n] * h[n], sachant que : x[n] = [1 2 3].
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Corrigé de la série de TD N°2 : SLIT et Produit de convolution

Exercice N°I :

e FEtudier la linéarité et I’invariance temporelle des systémes suivants :
. y(&)=x(t)+5
2.y =@ -1 x(t)
3. y(®) = |x(0)
Solution :

a. FEtude de la linéarité
e yt)=x(t)+5

x1(t) o
T[] |y (£) = T[4 (t)] = x4, (t) + 5

x2(t) -
T[] e v, () = T'[x5(t)] = x,(t) + 5

ea® B e ey () = Tlaxy() + B x5 (0] = a 23 () + B 2 (6) + 5

Donc :
Tlax,(t) + Bx,(t)] # ay,(t) +By,(t) = Lesystéme n'est pas linéaire
e YO =0@-1)x()
x1(8) -
T f—— 320 =TI ®O] = (- D1 ©
x2(t) -
—— | 1 = 50 =TI®] = - D0

a2 (6) + B xy(t)

T[] e y(t) = T 2, (6) + B x,(0)] = (¢ — 1)@ x1(t) + B x2(0))

y@®) =a (-1 x () +p(t—1)x(t)

Donc :

Tlax;(t) + Bx,(t)] = ay,(t) + B y,(t) = Le systéme est linéaire
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e y(®) = Ix(0)l

LN p—

0O oo

@ x;(8) + B 2 (6)

Donc :

Tlax,(t) + Bx,(t)] # ay,(t) +By.(t) = Lesystéme n'est pas linéaire

Exercice N°2 :
Soient les trois systémes continus suivants

. x(t) =ult) —u(t—2) et h(t)=tu(t)

2. x(t)=etu(t) et h(®)={

T[] ey y1(t) = T (0] = |x,(2)]

T[] | Y2 () = Tlx, ()] = |x,(0)]

11—t 0<st<1
0 ailleurs

e Calcul et représenter la sortie y(t) = x(t) * h(t) de chaque systéme.

x(t) = u(t) et

h(t) = et u(t)

T[] | y(t) = Tl x1(t) + B x2(0)] = | x1(£) + B x2()]

y(@) # alx; ()] + B [x(D)]

Soit le SLIT représenté par son entrée x(t) et sa réponse impulsionnelle h(t)

comme suit :
x(t) =u(t) —u(t—2) =rect (%) of h(t) = tu(o)
® ht)
1
> ¢+ _
2
(&) = x(£) * h(t) = J () h(t — 1) de Jh(t=1)
N 1
t—2 t »
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Les différents cas de convolution :

1- t<0 y)=0| 2- o<t<2 y(t) # 0
a
() x(7)
h(t—1) h(t — 1
t—2 t t—2 t >
3- 4- Pas de quatrieme cas
Calcul de la sortie du systéme y(¢t) :
e t<0 : y(®)=0
. ¢ 2t 2
e 0<t<2 :y@®)=[""x() h(t—71) dr=[,(1x7) dr=%|0 =5
t
e 2<t :y(t)= fj;ox(T) h(t —1) dt = ftt_z(l X 1) dt =§| =2t—2
t—2
Donc
tz
- <t<?2
> 0<t
YO =9 2t -2 2<t
t<0
4 Y(@©
2l=-="""7 ]
I
I
I
. >t
2
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o x(t)=etu(®) et h(t) = {10_ ‘ (c)lilslel;ifsl
x(t)
4 h(t)

t > [
Ona:
400
y(t) = x(t) * h(t) = j x(t) h(t—1) dt
h(t —1)
S
------ 1
> T
t—1 t
Les différents cas de convolution :
1- t<o0 yt)=0 2- 0<t<1 y(t)#0
h(t — T) .
/‘ N P
: % : >
t—1 t t—1 t
3- 1<t y() =0 4- Pas de quatriéme cas
x(1)
h
t—1 t >

Théorie du signal

71




Travaux dirigés : Théorie du signal

Calcul de la sortie du systeme y(¢) :

e t<0 : y(t)=0
e 0<t<1 :y(t)zfjozox(r) h(t—1) dTZfOt(e_TX(1+T—t)) dt

y(t)=-2xe t—t+2

e 1<t :y(t)= szx(r) h(t—1) dt = ftt_l(e‘f X(1+t-1)) dr
y(t) = -2xe t+e7tt?

Donc
( 0 t<o0
y(t)=i—2xet—t+2 0<st<1
—2xe t4ettt 1<t
Exercice N°3 :

Considérons les signaux discrets suivants :

2

S

,_”_‘3 — —

=
[

[n— 1] — 36[n + 2]
— 2]+ 6[n] + 6[n + 3]

ad
S

I e
=X xR
Bw N
S
o
QO'JIC\}JOO'J
S,

e Calcul de:
yi[n] = x4[n] * x;[n], y2[n] = x;[n] * x5[n], et y3[n] = x3[n] * x4[n]
Rappel :
x(t) = 6(t) = x(t)
x(t) «8(t —ty) = x(t — ty)
x(t—tg) x6(t—ty) =x(t—tyg—tq)
o yi[n] = x[n] * x3[n]
yiln] = x,[n] * x3[n] = 8[n] * x,[n] = x;[n]
o y2[n] = x;[n] * x3[n]

y2[n] = xz[n] * x3[n] = (26[n — 1] —38[n + 2]) * x3[n]
=26[n— 1] *x3[n] —36[n+ 2] * x3[n] = 2 X x3[n —1] — 3 X x3[n + 2]

o y3[n] = x3[n] * x4[n]
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6[n— 2]+ 6[n] + 8[n+ 3]) *uln]
xu[n] + 6[n] *u[n] + 6[n + 3] * u[n]
+ u[n] + u[n + 3]

Exercice N°4 :
Considérons le systéme discret de réponse impulsionnelle h[n] = u[n] — u[n — 2].

e Calculer la sortie du systéme y[n] = x[n] * h[n], sachant que : x[n] = [1 2 3].

Soit le SLIT discret représenté par son entrée x[n] et sa réponse impulsionnelle
h[n] comme suit :

x[n] =[2,43] et hin] =u[n]—u[n—-3]=1[1,1,1]
n] = x[k] X h[n — k]

La longueur du signal de sortie y[n]est L=3+3—-1=5

Donc on doit calculer : y[0], y[1], y[2], ¥[3], , et y[4]
o y[0] =XR_ox[k] x h[0—k] = x[0] x h[0] =2x 1 =1
e y[11=%i_ox[k] X h[1 —k] =x[0] x h[1] + x[1] xh[0] =2X1+4X1=6
o y[2] = Xi_ox[k] X h[2 — k] = x[0] x h[2] + x[1] x h[1] + x[2] x A[0]
y[2]=2%x1+4%x1+3x1=9
o y[3] = Xi-ox[k] x h[3 — k]

y[3] == x[0] x h[3] + x[1] x h[2] + x[2] x h[1] + x[3] X h[0]
yB1=2x04+4x1+3x1+0x1=7
o y[4] = Xk=ox[k] x h[4 — k]
y[4] = x[0] x h[4] + x[1] x A[3] + x[2] x h[2] + x[3] X A[1] + x[4] x h[0]
y[4] =2Xx0+4x0+3x1+0x1+0x1=3

Finalement on trouve : y[n] = [1,6,9,7,3].
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Confirmation du résultat par la méthode de la somme des colonnes :

x[n]: 2 4 3
hln]: 1 1 1
2 4 3
2 4 3
2 4 3
y[n]= [ 2 6 9 7 3]
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Série de TD N°3 :  SERIE DE FOURIER

Exercice N°1

1. Développer en série de FOURIER le signal périodique suivant
Xon(t) = |t | pour t € |—m, 7|
1 L . +oo 1 Yoo 1
. En déduire la valeur de : n=1,3 et n:OEE;:EF

Exercice N°2

On considere le signal périodique suivant

T

x7(t) =4+ 1.8 cos (anot + 3

)+ 0.8 sin (67ft)

. Décomposer le signal périodique xp(t) sous les trois formes de

la série de FOURIER : Forme trigonométrique (SFl), Forme Co-
sinus (SF2), et forme Exponentielle complexe (SF3).

. Donner les composantes spectrales des trois représentations

SF1 :(an,b,), SF2 (A, @), et SF3 (|C,|,arg(C,)).

. Représenter ses spectres (Unilatéral et bilatéral) d’amplitude

et de phase.

. Vérifier le théoreme de Parseval pour les trois représentations.

Exercice N°3

Soit les deux signaux périodiques xp(t) et Ip(t), représenté
respectivement par les deux figures suivantes

x7(t
r(®
A
> t
7
27 T -T/2 /72 T 2T 3T
A\ 6r(D)
A
> t
-3T 2T -T T 2T 3T

Décomposer le signal périodique &p(f) en Séries de Fourier expo-

nentielle complexe et trigonométrique.
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Corrigé de la série de TD N°3 : Série de Fourier

Exercice N°1

2. Développer en série de FOURIER le signal périodique suivant
Xon(t) = |t | pour t € |—-m, |

a +oo 1 1
Xom () = 70 + Z a, cos(2mfynt) + b, sin(2mfynt) , (fo =5 = %>
n=1
D’ ou
T
2 (2
ag = T jT xZn(t) dt
2
T
2 (2
an = 7 jT Xy (t) cos(2mfynt) dt
2
T
2 (2 _
b, = T fT Xor (t) sin(ufynt) dt
2
Calcul

e Le signal x,;(t) est un signal pair, ce qui implique que
b,=0vn=>1

T
2 3 2 b3 2 rm
o ap= [ xpx@®) dt=_— [ tldt==["tdt=nm
2

T
e a,= %f_zz Xor () cos(2mfont) dt = % ffn |t] cos(2mfynt) dt
2

2 (" 2
tn =~ j t cos(nt) dt = o [cos(nm) — 1]
0

Pour n=2k = a,, =0

-4
Pour n=2k+1 = ayy1 =

Rk+1)2 &
Donc
T 4 +oo 1
Xon(t) = |t | pourt € |—m, [ = 5~ = ano m cos((2n + 1)t)
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1
(2n+1)*

1
3.En déduire la valeur de : szlﬁ et Xr%

On a :

) =[0] =0 T 4 z’f‘” 1 2+°° 1 T
= = = - — — —_— —
Xon 2 7 Lupo 2n+1)2 heo Zn+1)2 8
+oo 1 +00
Zn_l n_2 - Zn 1 (2n)2 Z(2n+1)2
+00 1
3271 1 nz _ZTL:l W

+oo
N Z 1 s Z+Oo 1 4 an
o] (2n+ 1)? ne1 N2 -3 n=o 2n+ 1)2 8

3
Donc : + i = T[—Z
' n=1 pn2 6
e En appliquant 1’égalité de Parseval : Piemps = Psp1
T/, .
1 5 2 ) 2
Ptemps = ? f |xT(t)| dt = E ft dt = ?
T/, 0
2 1O 2 1 16
= \—= - 2 = — — JR— _
PSF_( zz(“") b= g x5 Z 2n+1)4 = Fremps
n= n=0

1
i w? nz mt
= —_— _ = —
Znt+ Dt \3 8 ~ 9%

n=0

Exercice N°2 :

On considere le signal suivant
s
xp(t) = 4 + 1.8 cos (2nf0t + §) + 0.8 sin (61fyt)

1. Décomposer le signal périodique xp(t) sous les trois formes
de la série de FOURIER : Forme trigonométrique (SFl), Forme

Cosinus (SF2), et forme Exponentielle complexe (SF3).

e SF1

a +oo
xp(t) = ?0 + Z 1an cos(2mfynt) + b, sin(2mfynt)
n=

T
xp(t) = 4 + 1.8 cos (2nf0t + §) + 0.8 sin(6mfyt)
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x7(t) =4+ 1.8 cos (g) cos(2mfyt) — 1.8 sin (g) sin(2rtfyt) + 0.8 sin (6mf;,t)

xp(t) = 4 + 0.9 cos(2mfyt) — 0.9 V3 sin(2mfyt) + 0.8 sin (6mf,yt)

Par identification a la forme générale de la SF1l, on trouve

a
?024, a, = 0.9, b1=0.9\/§ ,a3 =0, et b3 =08

e SF2 :
+00
xp(t) = Ay + A, cos(2rfynt + ¢,)
n=1
_ — 2 2 _ — bn
AO - 7 ) An - \/((an) + (bn) ) ’et Pn = arctg a
n
On a : sin(a) = cos (a —g)

T
x7(t) =4+ 1.8 cos (27tf0t + §) + 0.8 sin(6mfyt)

= 4+ 1.8 cos (27Tfot + g) +0.8 cos (6”f0t - %)

Par identification a la 2¢m forme de la SF (SF2)

a —-b T
Ay = 0 _y , A = \/((al)z +(b)?)=18 ,et @, =arctyg (—1) =—
2 a, 3
- b3 T
A= (@) T (ba)2) = bs =08 et s = arctg( _ ) =-2
3
e SF3 :
400
xT(t) = CO + Z Cn ejZTL'foTlt
n=-—oo
An
CO = AO = %:4 ’ |Cn| = |C—n| = 7 et arg(Cn) = —ClT'g(C_n) = (pn
T
xp(t) = 4 + 1.8 cos (27Tf0t + §) + 0.8 sin(67f,t)
= 4+ 1.8 cos (2nfyt +7) + 0.8 cos (6nfyt — =)
3 2
el%4 g~

On a : Relation de Euler : COS(O[) — >
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xr(t) = 4+ 1.8 cos (27tf0t + g) + 0.8 cos (6nf0t - g)

+ 0.
2 2

xp(t) = 4+ 1.8

+ 0.4 ejg e —Jenfot

Par identification a la forme générale de la SF3, on trouve

T T «TT «TT
c,=09e3 c,=09e773 (;=04€)2,etC;=04 €2

8 T
= |Ci| = |C4] = 7=0-9 et arg(Cy) =—arg(C_1)=§

= |Gl = |C3]= —=04 et

T
> arg(C3) = —arg(C_3) = )

Représentation du spectre d’amplitude et de phase (SF2 et SF3)

Spectre unilatéral (SF2) Spectre bilatéral (SF3)
A, IICnI
4
o | o]
'g 168 0.8 0 0.9 0.9 0.4
. .4 .
5 ! ? 11?5 > nf,
I~|
> nf -3fo —f fo 3f
g‘ fo 3fo ’ ° °
Pn 1/ 4 Arg(Cy)/m
3
1/3
% —fo 3fo
'g 3f0 nf 3f fn > nfO
»1] o —3Jo
5 T |
—_ 1/3
— -1
1, /2
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3. Théoreme de PARSEVAL

Puissanceremps = Puissancespy = Puissancesp, = Puissanceggs

T
1] 2 1 1w <
Qo
i@ e = () 4 5Y b = Mgy A = ) IGP
T n=1 n=1 n=-—co

2

e La Puissance dans le temps

Signal Valeur efficace
Sinusoidal Vimax
V2
Rectangulaire Vimax
V2
Triangulaire Vmax
V3
Constante Constante
T/2 N
1
Puissanceremps = %imi f lxr(®)|? dt = Z(valeur efficace);
~T/2 i=0

T/2
(1.8)2 (0.8)2

1
Puissanceremys = lim = lxr(®)|? dt = 4% + +
p T-oo T 2 2
~T/2

=17.94

. Z 1 z 1
e Puissancesp; = (%) + 5222 a% + b2 = (%) + E(a% + b% + a3 + b3)

= (4?2 + %((0.9)2 +(0.9v3)" +(0.8)2) =17.94

. 1
e Puissancesp, = A3 + 5 Yo A2

= A3 +% (A1 + 43) = (9% + %((1.8)2 +(0.8)%) =17.94

o Puissancesps = InZi|Cul® = (Co)? + (IC D%+ (IC-1D* + (IGD* + (IC_3D)?

=(4)%2+ ((0.9)2+(0.9)2+(0.4)% + (0.4)%) =17.94
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Conclusion : Relation de PARSEVAL vérifiée

Puissanceremps = Puissancegp; = Puissancegy, = Puissancesgz = 17.94

Exercice N°3

Soit le signal périodique xr(t), représenté par la figure suivante

x7(t
R0
A
> t
-2T -T -T2 72 T 2T 3T

SF3 : Forme Exponentielle complexe

+ o0

xT(t) :C0+ z Cn ejznfont

n=—oo

D’ ou
T T
C lji (t) dt = 115 Adt—A
Tl T, -2
1 7 1 7 A
2 . 2 )
C = — t —j2mfont dt = _] A —j2mfont dt = — —— -jnm _q
1K P A (e )
C,= ——— 1™ —
. ﬂnn (D™~ 1)
Si n=2k = CZk _]4'_k (1—1)_0
, _ _ A 4 _ A _ . A
Si n=2k+1= Gy = j2(2k+1)m (-1-1 ek . Grrn
Donc
~ A4 =
t) =C,+ z C. el2mfont — _ _j _ z j2mfy(2k+1)t

(0 =G n © 2 /7 £ 2k+1)e

n=—o
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e Déduction de la 1iére forme

(Forme trigonométrique SF1)

On a :
SF1
ay teo ) 1
xr(t) = > + Z a, cos(2mfynt) + b, sin(2m fynt) , (fo = ?>
n=1
ap =2% Co=A
o — b, a, = 2 X Rél[C,]
b= =3
b, = (=2) X Imaginaire[Cy,]
A2k +1 = 2 X Réel[Cyyi] = 0
A
Cok1= I Ts =
2k +1 o 24
( m bar+1 = (=2) X Imaginaire[Copyq] = kT D
Donc :
Qg oo .
xp(t) = > + Z a, cos(2mfynt) + b, sin(2m fynt)
n=1
—A+2A§ ! in(21f,(2k + 1)t)
= 2t Lk Sl )
k=0
e Le deuxiéme signal périodique 8r(t) (Peigne de Dirac).
or(t)
> t
31 21 T T 2T 3T
SF3 : Forme Exponentielle complexe
400
xr(t) = Cy + Z C, e/?mont
n=-—oo
D’ou :
T T
I PR AN
CO_Tf_ZxT(t) t_?f—T (t) t—?
2

N
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T T
1 (2 . 1 (2 . 1
Ch=7 f_z xrp(t) e J2mont gp = 7 f_TT 5(t) e Jmont d¢ = =
C = 1
T
Donc
+o + 00 +00
j2mfont 1 1 j2mfont 1 j2mfont
xT(t)=C0+ZCne 0 =T+T Ze 0 27 ze 0
n=—oo n=-o n=—oo
n+0

e Déduction de la 1i¢re forme (Forme trigonométrique SF1)
On a
SF1
Qo

xr(t) = > + Z+:an cos(2mfynt) + b, sin(2mfynt) , (fo = %)

2
ao :2X COZ?

a,—j b, an = 2 X Réel[C,]
C, = > =
b, = (—2) X Imaginaire|[C,]
7\ 2
1 a, = 2 X Réel[Cyriq] = T
C,= = =
"oT
b, = (—2) X Imaginaire[Cy1] = 0
Donc

n=1

+00
a too 1 2
xr(t) = =+ Z a, cos(2mfynt) + b, sin(2nfynt) = T + T z cos(2mfynt)
n=1
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Série de TD N°4 : TRANSFORMEE DE FOURIER

Exercice N°1

1. Calculer la transformée de FOURIER des signaux suivants

x(@=Arect(z) ety =Awi(;)

2. Représenter ses spectres du module et de la phase.

Exercice N°2

Calculer la transformée de FOURIER du signal représenté par
la figure suivante

x(t)
N

Exercice N°3

Calculer la transformée de FOURIER du signal représenté par
la figure suivante

AX®

A

-a/2 a/2

v
~
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Corrigé de la série de TD N°4 : Transformée de Fourier

Exercice N°1

1. Calcul de la transformée de FOURIER du signal x(t) =A1‘ect(%)

XX)

A
T T >t
2 2
400 T/Z
X(f) = J x(t) e”/#t dt = j A e /2t gt =j;—:} [e‘fz’ffi—eﬂ”fi ]
oo 7,
A o A _sin(nfT) sin(nfT)
X(f) = T2t [—2j sin (nfT)] = o sin(nfT) = A —— AT T
sin(rfT) ]
X(f) = AT 7 = AT sinc(wfT)

2. Représenter ses spectres du module et de la phase.

e Le module : (Spectre pair)
X = AT sin(fT) = AT |si T
IX(HI = n—fT = |sinc(mfT)|
1X ()l
AT
-4/T -3/T -=2/T -1/T 1/T 2/T 3/T 4/T f
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e La phase : (Spectre impair)
0 si | X(f)|=0
o(f) =
—T si |X(f)| <0
o(f)
A
S "
; ! ! ! . . —_ f
-4/T -3/T -2/T -1/T 1/T 2/T 3/T 4;|/T
_n ________ :_I

e Explication du calcul de la phase :

Si le signal X(f) est purement réel :

gz 1 si X(f) >0
Réel | X
cos(io(n) = S -

_%:—1 si X(f) <0

g=o si X(f) >0

sin(@(H) = Imagi?;(i;;[X NI _

_%=0 si X(f) <0

Par convention, on pose :
—n si |[X(f)|<0 et f=0

o(f) =
msi | X(f)|>0 et f<O
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3. Calcul de la transformée de FOURIER du signal y(t) = Atri (%)
y(t)

A

+0o0 0 T
. A .
X(f) = f x(t) e /2t dt = j(7t+A eJZ”ft dt+f —t+A e /2Tt gt
-T 0

— 00

X(f) =— (2 1f)2 [e/2™T 4 e7/2mfT 2 | = _TA X ﬁ [—4 x sin?(nfT)]
- sin(nfT)
B nfT
2
X(H=A % = AT sinc?(nfT)

4. Représenter ses spectres du module et de la phase.

e Le module : (Spectre pair)
sin?(rtfT) ]
|X(f)| = AT (TZ'f—T)Z = AT |SlnCZ(Tl'fT)|
X ()
AT
: )f
-4/T -3/T -=2/T -1/T 1/T 2/T 3/T 4/T
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e La phase : (Spectre impair)
0 si 1X(f)|=0
o(f) = = @(f) =0 quelque soit f
- si [X()I<o0
o(f)
A
+m
> f
-4/T -3/T -2/T -1/T 1/T 2/T 3/T 4/T

-

e Explication du calcul de la phase :

Si le signal X(f) est purement réel :

(

RIR

=1 si X(f)>0
Réel [X(f)]

cos((p(f)) = Tfﬂ =

Al 1si X 0
— = 1l ()<

g =0 si X(f) >0
sin(@(D) = Imagir;(i;;[X NI _

_%=0 si X(f) <0

Par convention, on pose :

—n si |[X(f)|<0 et f=0
o(f) =
msi | X(f)|>0 et f<O
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Exercice N°2 :

Calcul de la transformée de FOURIER du signal représenté par la

figure suivante
x(t)
N\

\ 4
-

-b -a a b

e L’expression du signal x(t)

(A A sisb<rs<
b—a b—a St sts—a
A si —ast<a
t) = A A
*O =19 _ t+ b si a<t<bh
b—a b—a
\ 0 ailleurs

®

Lo . . d . .
e La dérivée du signal x(t), notée th)=-%;— est représentée

par la figure suivante

A/\
: b-a b+a
|
I a 2 b -
. b+a ! >t
b . -a |
2 I
A :
b—a
G T N (s sk WO IO s
YW ET T h=a " T e b—a "\ b4
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On a :
TF [A rect (%)] = AT sinc(fT)
TF[x(t — to)] = e™/#* X(f)

Donc :

TF[x'(6)] = TF [d’;(tt)

b+a
I (L2
R VIR R
bta
2

(b — a) sinc(f(b — a)) e+j2”f( )

TF[x'(t)] =

(b—a)
A

(b — a) sinc(f(b — a)) e_jZ”f(bzﬂ)

(b—a)
TE[x'(t)] = TF [% = Asinc(f(b — a)) [ym(#) - e_jznf(¥)]

= Asinc(f(b — a)) [(2)) sin(nf (b + a))]
= 2jA sinc(f(b — ) sin(nf(b+ a)))

On a :
TF[x'(O] = j2nf X(f) = X(f) = jZLn'f TF[x'(8)]
Donc :
_ vy 2JA .
X(f) = jz_nf TF[x'(t)] = 2nf sinc(f(b — a) sin(nf(b+ a)))

sin(nf (b + a))

X(f)= A +a)sinc(f(b—a) ) 2f b+ a)

X(f) = A(b+ a) sinc(f(b—a) ) sinc(f(b+ a))
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Exercice N°3

Calcul de la transformée de FOURIER du signal représenté par la
figure suivante

x(t)

A
~

-a/2 a/2

e L’expression du signal x(t)

(1 t+ ! [ 2<t<a/2
7 > si—a/2<t<a/
=1 i s
> S
\ 0 si t<-—a/2

Le signal x(t) n’est pas un signal sommable, donc il n’accepte pas
une transformée de FOURIER, c’est la raison pour laquelle on doit
trouver une autre forme pour lui.

Le signal x(t) peut s’écrire sous la forme

x(t) = xo(t) + x

D’ ou
o X =Tlim %f_TT/fzx(t) dt #0 : est la valeur moyenne du signal
x(t)
e xo(t)=x(t)— Xx: est la partie du signal x(t), & valeur
moyenne nulle.
T/2 a/2 T/2
x = li ! (t) dt li ! d 1d
x-—ng T X = ng T t+ ) t + t
-T/2 —a/2 a2
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x=§
(1t+1 1 _ <t <a/
s ) si—a/2<t<a/
_ 1 _ . g<
xo(t)=x(t)—x=x(t)—§=< 1 5 st z_t
0 1 . t < a
> st < -3
\
(1 ,
Et si—a/2<t<a/2
1 - g E<t
B =x)-F=xO-7 = 2 e
1 ot < a
2 si < -3
\
Représentation du signal x4(t) :
A0
1/2
>t

-1/2

Représentation de la dérivée du signal x,(t) :

N Q
IA
~
IN
N Q

dxo(t) a
dt

x'o(t) =
0 ailleurs
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AXo®
1/a

—a/2 a/2

dxcgt(t) = % rect (2) = TF[x'o(0)] = % X a x sinc(fa)

x'o(t) =

TF[x'o(t)] = sinc(fa)

sinc(fa)

1
Xo(f) =TF[xo(t)] = TF[x'o(t)] :j2

j2nf nf

1 1
=3 = TF[x] =3 5(f)

X(f) =TF[x(t)] = TF[x,(t) + X] = TF[xy(t)] + TF[x]

sinc(fa) + % 6(f)

1
X() = TFIxo(®)] + TF[E] =
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Série de TD N°5 : TRANSFORMEE DE LAPLACE

Exercice N°1

3. Calculer la transformée de LAPLACE des signaux suivants
o x(t)=(t>+t+1)xe 2 u(t)
1
o y(t)=Arect (t — 5)
o z(t) =cos(t) et u(t)

2. Calculer la transformée de LAPLACE INVERSE du signal sui-
vant

X(p) = —5——
(®) e Br—

Exercice N°2

Calculer la transformée de LAPLACE du signal représenté par
la figure suivante

4 X©

Exercice N°3

En wutilisant 1la transformée de LAPLACE, déterminer la
solution particuliere de chacune des deux équations
différentielles suivantes

o x"(t)+x'(t) =u(t) avec x(0)=1 et x'(0)=0

e x""(t) +5x'(t) + 4x(t) = e 2t u(t) avec x(0)=1 et x'(0)=0
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Corrigé de la série de TD N°5 : Transformée de LAPLACE

Exercice N°1 :

1. Calcul de la transformée de LAPLACE des signaux suivants :

e x()=({t?+t+1)xe 2 ut)

On a :
n!
X(p) =TL[t" u(t)] = D)
n!
TL[t" e~ % u(t)] = Gt ant aveca >0
Donc :

X(p) =TL[x(t)] = TL[(t* + t + 1) x e™2t u(t)]
=TL[t? x e72" u(t)] + TL[t X e™2* u(t)] + TL[e™?" u(t)]

2! 1! 1 2 1 1

X(p) =TL[x(t)] = (p + 2.)2+1 T (p + 2)111 + (p+2) - (p+2)3 * (p +2)2 " (»+2)

e y(t)=A Xrect (t — %)
y(t) =AX rect(t—%) =Au(t)—Au(t—1)
Y(p) = TL[y(D)] = TL [A x rect (t - %)] — TLIA X u(®) —A xu(t—1)]

A A A
=AXTLu(®)]+A XTLlu(t—1)]=—+—e?P==(1-e7P)
p P p

o z(t) =cos(t) et u(t)
Z(p) = TL[z(t)] = TL[A X cos(t) X et x u(t)] =?

On a :

TL[cos(t) X u(t)] = pzzj_ 1

Donc :

1
Z(p) =TL[z(t)] = TL[AX cos(t) X e~ x u(t)] = (p-ll—)lﬁ
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2. Calcul de la transformée de LAPLACE INVERSE du signal sui-
vant

X(@p) = —5——
(®) e ar—

A 4 A,
2+p—6 (-p) (@—-p)

X(p) =
P p
Avec .
Ay =1lim(p-p,) X(p) et A,=Ilim(p—py) X©®)
p-p, p=p;
Ona:p’+p-6=(p-2)(p+3) = p,=2) et (p,=-3)
On trouve : 4; = lim(p —2) X(p) =1 et A, = limg(p+3) X(p)=-1
p— p——

Donc :

5 1 1
p2+p—6 (P—-2) (@+3)

X(p) =

Finalement :

x(t) = TLX(p)] = TL™ o ]=TL_1[ : ]_TL_l[ :
-2 (+3) (p—2) (0 + 3)

x(t) = et u(t) — e 3t u(t)

Exercice N°2 :

Calculer la transformée de LAPLACE du signal représenté par la

figure suivante
4 X
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Solution :
t 0<t<1
L’expression du signal x(t) est : x(t)={—-t+2 1<t<?2
0 ailleurs

x() =tx[u@®) —ult—D]+ (—t+2)x[u(t—1) —u(t —2)]
x@)=txut)—txult—1) —txu(t—1D+2xult—-—1)+txXu(t—2)—2xu(t—2)

x(@®) =txul)—2x(t—-1)xut—1)+(t—-2)xu(t—2)

1 1 1 1
— — - -2p — -
X(p)—TL[x(t)]—pz—przxe p+—p2><e P = —pzx(l—e p)2

Exercice N°3 :

En wutilisant la transformée de LAPLACE, déterminer la
solution particuliere des deux équations différentielles
suivante :

o x"(t)+ x'(t) =u(t) avec x(0)=0 et x'(0)=0

o x"(t)+5x'(t) +4x(t) =e % u(t) avec x(0)=1 et x'(0)=0

Solution :
On a
dx(t) _
rr[ 2] = p x@) - x(0)
d?x(t
Ll dxt(z )l =D [pX(p) - X(O)] - X'(O) = pz X(p) —px(()) — X'(O)
d3x(t) 2 ' " 3 ) , .
TL[ dt3 =P[P X(p)—px(O)— X (0)]—)6 (O):p X(p)—p X(O)—px (0)_x (0)
. x"'(t) + x'(¢) = u(®) avec x(0)=0 et x'(0)=0

= TLx" () + x'(£)] = TL[u(t)] = TL[x"(£)] + TL[x'(£)] = %

1 1
= [p?* X(p) —p x(0) — x'(0)] + [p X(p) — x(0)] =5 © p* X(p) +p X(p) =5
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Travaux dirigés : Théorie du signal

1 1 1 1

= =___+
p(p?+p) pi(p+1) p? p p+1

1
= X() x (p* +p) =5 = X(p) =
Donc :

x®=txu®)—u@®)+etu®)=((t—-1+e ) xu(t)

. x"(t)+5x'(t) +4x(t) =e 2 u(t) avec x(0)=1 et x'(0)=0

=S TL[x"(t) +5x'(t) + 4 x(t)] = TL[e 2 u(t)]

= TL[x"(t)] + 5 X TL[x'(t)] + 4 X TL[x(t)] = TL[e™?" u(t)]

1
= [p? X(®) —px(0) — x' (O] +5x [pX(p) —x(0)] + 4 x X(p) = ——

p+2
2 —p9p—5=— X =
> @ +5p+4H)X@P)—-p—5 p+2: (p) (p+2)x (P> +5p+4)

p?+7p+11 A N B N C
P+ x(pP+1)x(pP+4) p+2 p+1 p+4

= X(p) =

On trouve

a=_L g2 oo 1
“TpPT3 & cT7g
oy A B, C 1 1 5 1 11
= = e —_— — - -
P 2 o1 p+4 27 p+2737p+1 6 p+4
Donc :

1 5 1
x(t) = =5 X e 2t xu(t) + 3% e txu(t) — g X e *tu(t)

5 1 1
x(t) = (§ x et —5 X e 2t x (1 +§ X e‘“) ) X u(t)
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