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Introduction générale

La cinématique est concernée par le mouvementalps matériels et, pour cette raison, elle
est parfois appelééa géométrie du mouvemeniais le mouvement n'a de sens que
lorsqu’elle est mesurée par rappounasysteme de référen@ qui nécessite un systeme bien
deéfini de coordonnées et une mesure du temps. Eamugtie newtonienne, on suppose qu'il
existe un espace absolu qui est euclidiamdaemps absoldont I'écoulement est indépendant
de I'espace. Puisque l'espace euclidien est horaageisotrope, nous devons conclure qu'il
n'y a pas de position ou d'orientation préféréacdqmas de favori systeme de coordonnées.

La premiere étape vers la mise de I'étude de lardigue sur une base vraiment scientifique a
été prise par Galileo. La principale contributioa @alileo pour le développement de la
science de la physique repose sur des mesuredigpesi plutbt que sur des principes
métaphysiques et formelles logiques. Il a mis détdu mouvement des corps sur la bonne
voie en développant le concept de I'accélératiantelcherche de Galilée de la chute d'objets
lui a permis de constater qu'il est faux de crgue partout ou il ya un mouvement il doit y
avoir une force. En effet, il a conclu que la foptevoque un changement de vitesse, mais ce
n'‘est pas nécessairement la force qui maintiemidavement dans lequel I'amplitude et la
direction de la vitesse ne changent pas. C'esetdachtion de base de Galilée garloi
d'inertie.

La mesure de la tendance d'un corps a résister ahangement dans son mouvement
uniforme est connue comme étdatmasseou inertie du corps. Galilée a également observé
que si l'accélération est constante, la vitessie @aec le temps pour les organismes relevant,
de sorte que ldéviation dun état de repos ou de mouvement uniforme doitadtribuée a
I'influence d'autres corps. Il reconnait que lés ttu mouvement ne sont pas affectées par le
mouvement uniforme, de sorte que non seulementilanpas de position naturelle dans
I'espace, mais il n'y a pas de vitesse favorisase laréférentiel naturel.

Ainsi la référence Galilée a montré qu'il existeeffiet des systemes de référence privilégiées
dans lesquels un élément se déplacant avec ursse/iteniforme ou rester dans un état de
repos, sauf s'il est influencé par des forces extés. Un tel référentiel homogene et isotrope
est appelé un espace inertielRepéere galiléenLe systeme inertiel est au repos ou se déplace
avec une vitesse uniforme par rapport a un espaeelfes propriétés de I'espace et le temps
sont les mémes et les lois de la mécanique sontigges dans tous les référentiels inertiels.
C'est le principe de Galilée de la relativité.

Les relations entre les coordonnées de deux systamdiels en mouvement relatif uniforme
a une vitesse sont connues comme les transformations ddéesali

r'=r,—vt (1.1)

t =t

Le dernier travail de Galileo, publié a Leyde e38,6evu et redéfini ses premieres études sur
le mouvement et les principes de la mécanique @eérgk Le livre a ouvert une voie qui
menerait a la loi de la gravitation de Newton quaibét le lien entre les lois de la physique
mathématique planétaires de Kepler et Galilée. Newatélargi les idées de Galilée et vers la
fin du XVII eme siécle, il a formulé ce qui a fipar étre connu comme la loi du mouvement
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de Newton. En fait la premiére loi est tout simpdamla loi de Galilée de l'inertie. Si nous
insistons sur le traitement des phénomenes méamidans les systemes accélérés, nous
devons introduire des forces fictives qui sontfdeses centrifuges et de Coriolis.

Ces forces fictives sont strictement de nature nocati&gue et apparaissent lorsque le
mouvement est une rotation des systémes de coardsnselon Newton, le temps est le
méme dans tous les systémes inertiels. Etant dpumede temps est le méme pour toutes les
trames d'inertie, la notion de simultanéité ne gmés aucune difficulté et les événements se
produisent simultanément pour tous les observatearsels.

Le principe de la relativité énonce que toutes les di@ la physique, sont identiques dans tous
les référentiels galiléens. On y joint un postalaiforme a I'électromagnétisrde Maxwell:

« la valeur de la vitesse de la lumiéere dans le \edela méme dans tous les référentiels
galiléens». Cela s'avére étre en conflit avec les résultaidifs par des observateurs dont les
mouvements sont liés par des transformations delé&alCeci, cependant, est en
contradiction avec le résultat expérimental. Legéelences faites par les célebres Michelson
et Morley ont montré que la vitesse de la lumiére est la mé@ams toutes les directions et ne
dépend pas de mouvement relatif de I'observatelar gdurce. Il faut donc conclure que les
transformations galiléennes peuvent ne pas étreates et doivent étre remplacées par des
transformations préservant la constance de laséate® la lumiére dans tous les systemes.
Cette transformation, connue comme la transfoonatie Lorentzest applicable a la fois
aux phénomeénes mécaniques et électromagnétiques.

Dans la derniére partie du®§siécle, la théorie ondulatoire de la lumiére acéé&esur une
base solide faite par les recherches de Faradaywdllaet Hertz en théorie des champs
électromagnétiques. Selon cette théorie, les ohdeseuses sont simplement des ondes

1
V €oHo
a un espace absolu. Mais, contrairement aux égqusatie la mécanique newtonienne qui sont
invariantes a la transformation de la vitesse qust edérivé de (1.1):

électromagnétiques se propageant dans le vide dwit@sse constante = par rapport

V'=V-v

Les équations de Maxwell ont été démontrés de n& §ae invariantes sous les
transformations de Galilée.

Maxwell a insisté sur le fait que les équationshdse de I'électrodynamique étaient valides
dans une référence privilégiée appeléehér' qui est un milieu élastique qui permet aux
ondes électromagnétiques a se propa@ermilieu élastiqgue est censé d’étre une référence
absolue pour les phénomenes électromagnétiquesrdérhe maniere que l'espace absolu qui
décrit la mécanique de Newton. Que I'éther étaitesgent une hypothése, la nécessité de
trouver des preuves concrétes de son existen@étrétant donné quia terre a été supposé
se déplacer par rapport a I'éther a une vitessé étant donné que la vitesse de la lum@re
par rapport a I'éther, qui est supposée étre auestéh est prévu qu'au moins la vitesse de la
lumiére par rapport a la terre doit étre différediec. Afin de prouver l'existence du
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mouvement de la terre par rapport a I'éther, erl Mi@helson réalise une expérience a l'aide
d'un interférométre capable de mesurer la vitegséadumiére dans le milieu prétendue
(éther) et basé sur la loi classique de l'additlenvitesses. Sachant que cette expérience

permet de détecter le moindre changement de vipesssable plus petit quéy/c)2 mais il ne

pouvait trouver aucun effet. En 1887, MichelsonMgirley ont répété l'expérience, mais
I'expérience a de nouveau réussi a détecter bexastde I'éther. Cependant, ils ont démontré
avec un grand degré de précision que la vitessa tlaniére est la méme dans toutes les
directions, indépendamment du mouvement de la soutest ainsi que l'expérience de
Michelson-Morley, en 1880, avait défié les poswlde la physique classique en prouvant que
la vitesse de la lumiere est la méme pour tousobservateurs, indépendamment de leur
mouvement relatif.

Dans une tentative pour expliquer I'échec de I'B®pée nécessaire pour détecter le
mouvement de la terre par rapport a I'éther. Fitdde et Lorentz, tous les deux
indépendamment 'un de l'autre, avaient avancéhypethése de la notion de la contraction
d'un objet le long de la direction de son mouvenpamtrapport a un observateur, mais les
dimensions dans les autres directions ne sontgasactées. Lorentz et Fitzgerald ont tenté
de préserver les concepts classiques en montranmheat la contraction faite par I'appareil de
mesure permettrait de réduire la constance deidasg apparente de la lumiere. L'hypothese
de contraction a été généralisée par Lorentz eaduisant un ensemble de transformations
qui rendent les phénoménes électromagnétiques tejuep indépendant du mouvement
uniforme du systéme. En particulier, il a présaméemps variable, connue sous le nom de
temps local, car elle differe de systéme a un auaalifférence entre la | les transformations

de Lorentz et celles de Galilée est de I'o(vl/fe)z. Bien que Lorentz a réalisé que pour tenir

compte de la constance de la vitesse de la lumigee nouvelle cinématique appelé la
cinématique de Lorentz était nécessaire. Il n‘acpatesté la validité du principe classique de
la relativité, et il n‘a pas abandonné l'idée éilér. En fait, le but de ses transformations était
de sauver le concept d'éther en fournissant unécatipn de I'échec de I'expérience de
Michelson et Morley.

A peu prés au méme moment, Poincaré a égalementlop@é un ensemble de
transformations semblables aux transformationsateriiz et la réalisation de I'objectif est de
rendre |'électromagnétique et les phénomenes @xiogépendants du mouvement uniforme
de cadre de référence. Les deux Lorentz et Poincaréréalisé que, a la suite de ces
transformations, les équations de Maxwell pourtaédre exprimées dans un nombre infini de
systemes inertiels, mais Lorentz a continué derergue I'un de ces systémes représentait
I'éther au repos. Poincaré, cependant, est alke Ipin en reconnaissant que I'équivalence
mathématique des systémes inertiels pour les ph&mesnélectromagnétiques représente un
nouveau principe de relativité. En fait, il a prepae principe comme une loi générale de la
nature et a suggeré que les lois de la mécanigwerdcetre modifiées pour se conformer a
cette loi. Cependant, il n'a jamais compris l'iro@lion physique complete de ce principe de
la relativité et il considérait que les transforibas sont purement comme un dispositif
mathématique. Il n'a pas pris la décision impoeate faire du principe de la relativité
indépendant de sa dérivation a partir des équatierMaxwell.
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Lorentz et Poincaré ont fait un pas de géant \@&fedrniture d'une nouvelle description du
monde physique; Mais ils ont tous deux manqué dair les implications considérables de
leurs transformations. Il restait & Einstein poé@mantrer que le principe de la relativité et les
transformations de Lorentz ont soulevé des quessan les concepts trés fondamentaux, tels
que l'éther et de l'espace absolu, qui étaient afizp Einstein a proposé en 1905 de
construire de nouveaux principes fondés sur desmé@bmexpérimentales. Il a avancé deux
postulats:

1) Les lois de la nature (y compris les lois dm&canique et de I'électrodynamique) sont les
mémes dans tous les référentiels inertiels.

2) La vitesse de la lumiére a la méme valeur pous tes systemes d'inertie indépendamment
de la source.

Les deux postulats sont a la base de la théormatedle la relativité d'Einstein. Bien que les

postulats semblent contradictoires, Einstein a néogtr'ils peuvent coexister si la notion de

temps absolu est éliminée et le temps est ajoutémzo quatrieme coordonnée aux trois

coordonnées spatiales euclidiennes. Einstein aef&ibir la transformation de Lorentz, mais il

faut souligner gqu'il a tiré les équations corresjfaomtes du point de vue général du principe de
la relativité. En 1907, Minkowski réalisé que lavail de Lorentz et Einstein pourrait étre

mieux compris dans un espace plat, déja introdaiit Roincaré en 1905 et dispose d'une
pseudo-métrique qui est un "continuum espace-terapstjuatre dimensions. Cet espace-
temps continu appelé maintenant l'espace de MinkioWSest un espace pseudo-euclidien.
Un tel espace pour Einstein est un espace sangéy(aans accélération de I'observateur).
D'autre part, par la révision du concept de tentpke enouvement relatif des référentiels

inertiels au moyen de transformations de Lorentnstéin a réussi a fournir une base

commune pour le traitement de ces deux phénomeéeanigues et électromagnétiques.

Dans la mécanique relativiste d'Einstein la notiensimultanéité nécessite un examen plus
approfondi. Il renonce alors a la notion de simnéite absolue entre deux événements qui se
produisent dans deux endroits différents. Si lasgé de la lumiére est finie et constante et si
deux événements se produisent simultanément, poobservateur dans un systeme inertiel
généralement ne se produit pas simultanément powbgervateur dans un autre systeme
inertiel. Einstein a montré qu'il est possible @firdr par rapport a une simultanéité relative
de deux événements qui se produisent en diffépamités d'un systeme d'inertie donné.

En mécanique newtonienne, la masse constante estpropriété du corps. Elle est
indépendante du mouvement par rapport dans unespatiel ou a I'écoulement du temps.
Dans la mécanique relativiste, le concept de lasmasnstante doit également étre révisé, a la
suite de la nouvelle cinématique. En particuliang umasse relativiste est fonction de la
vitesse.

Les lois de la mécanique s'écrivent sous une fatassique et simple quand on se réféere a un
systéme inertiel. Un observateur voyageant danséfiérentiel en rotation pourra détecter les

forces de Coriolis et les forces centrifuges. @esels, qui sont directement proportionnelles a
la masse, sont cinématique et peuvent étre élimenése référant a un systeme de Galilée.
Mais certaines forces trés importantes dans la migea classique, a savoir, les forces

gravitationnelles sont également proportionnell&sraasse.
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En revanche, les forces gravitationnelles ne peuyvas étre éliminées par une transformation
qui conserve le concept plat de l'espace, comms tamelativité restreinte. De plus, en
présence de la gravité, la constance de la vitdesta lumiére est maintenue mais elle
s'oppose formellement a I'hypothese d'un tempslabte premier postulat (principe de
relativité dit) toutes les lois de la physique slast mémes dans les référentiels galiléens. En
effet, nous savions que les lois de la mécanigmsarvent leur forme dans les systemes de
coordonnées qui sont appelés galiléen. Einsteint ay@néralisé cette hypothése en
I'appliquant a toutes les lois de la physique (mipeae, optique et électrodynamiques). Un
autre éclair de geénie, Einstein a abandonné I'espgadMinkowski en faveur d'un espace de
Riemann a quatre dimensions dans lequel les fogecasitationnelles disparaissent. Cet
espace possede une courbure et devient minkowst@aement. La nouvelle géométrie
comprend'espacele tempset la matiereainsi que les équations du champ de gravitation qu
rapporte la courbure en un point de l'espace asetgnimpulsion-énergie en ce point. Ce
tenseur est une mesure de la densité rdatiere et del'énergie. La nouvelle théorie est
appeléda théorie générale de relativité d'Einstgj.

En relativité générale, la présence de matiére géfdrmer localement I'espace-temps lui-
méme et pas seulement les chemins, de sorte queajestoires ne sont plus des lignes
droites, elles sont appelés les géodésiques patesest diespace de Riemann

La trajectoire des particules libres comme celle dhotons est une ligne droite dans un
repére inertiel local. Une fois ces lignes sonigrgées au-dela de la référence locale, ils ne
semblent plus directement, ils sont connus comnoelégque. Premiére loi de Newton doit
étre remplacée par la loi de I'équation géodésique.

Le travail de thése présent est présenté dansnexte d'étendre l'idée de la géométrie
multisymplectique faite aux champs de types deuggade Yang-Mills » par la construction
d'un faisceau de fibres plus particulier que celgja donné dans le travail [40], a la
meécanique relativiste. Nous nous intéressons, dityiger, a la propagation des champs sans
influence gravitationnelle.

Ce travail se compose de quatre chapitres. Le prechapitre est une introduction rapide de
la mécanique analytique. Le sujet comporte deutigzaprincipales: formalisme lagrangien et
formalisme hamiltonien.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons geslgqoncepts de base de la géométrie de
Riemann. Nous avons commencé par l'introductiotad®tion d'espace-temps. Nous nous
sommes focalisés sur les coordonnées curviligaeggiivée covariante, le transport parallele,
les géodésiques ... etc. Autres sujets sont ex@diquius attentivement afin de clarifier les
définitions les plus importantes que: courbure aafann, le tenseur de torsion, la connexion
de Levi-Civita ... Etc. Et nous trouvons quellesitsies conditions qui rendent I'espace de
Riemann a devenir un espace de Minkowski.

Dans le troisieme chapitre, nous avons donné gasldéfinitions de ce qui est le faisceau de
jet, les champs multivecteurs et les champs dedgets les faisceaux de jet. Nous nous
sommes focalisés en particulier sur des formalisieelsagrange et de Hamilton qui sont tous
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deux définis dans les géométries suivantéssymplectique, k-cosymplectique et
multisymplectique.

Dans le quatrieme chapitre, d'abord nous prolorgémrgéométrie multisymplectique déja
réalisée pour les théories des champs a la mé@ngativiste par l'introduction d'une
configuration d'un faisceau appropriée. En paigcuhous avons développé le modele pour
obtenir les équations de Hamilton-De Donder-WeyiD\\) pour le mouvement d'une
particule chargée relativiste immergée dans un phétactromagnétique. Deuxiémement,
nous avons trouvé une relation directe entre langdde multisymplectique et la structuke
cosymplectique d'un systéeme physique.
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1 chapitre

Mecanique analytique

16



1. Mécanique analytique

La mécanique analytiqueest un terme utilisé pour une forme mathématidégaate de la
meécanique classique [1]. Souvent, la forme vedteride la mécanique classique est
appliquée a la formulation basée sur I'ceuvre detdlewdne autre facon d'analyser le
mouvement de la mécanique classique est d'utiismécanique analytique ou deux quantités
scalaires du mouvement sont utilisées: les énermgjieiques et potentielles au lieu des
forces.

La mécanique analytique comprend deux parties ipafes: le formalisme lagrangien et le

formalisme hamiltonien, les deux sont équivalents.

La mécanique analytique [2, 3] a été développécipatlement pour étendre la portée de la
meécanique classique pour résoudre des probléemeslisant le concept de contraintes sur le
systeme et les intégrales de chemin. Toutefoisctesepts conduisent les théoriciens au
développement de la mécanique quantique, et soticaaté®n est la théorie des champs
quantiques. Applications et extensions ont doneé k& la relativité générale d'Einstein.
Les contraintes introduisent deux difficultés daas formulation de Newton car les
coordonnées ne sont plus indépendantes et lessfalegieres les liaisons ne sont pas
connues. La premiere difficulté est surmontéentroduisant les coordonnées généralisées
tandis que la seconde est en reformulant le @nablen éliminant les forces de liaison.

Une liaison est appelée holonome si elle peut répeésentée par une relatidnentre les
coordonnées et le temps par la formule:

f(F,.F,,....t) =0
Dans le cas contraire la liaison est dite non4hahoe.

La mécanique analytique donne un apercu sur cegadaractéristiques de la mécanique
classique. En particulier, elle permet d'établie uelation entre la symétrie et la loi de
conservation.

1.1 La loi de Newton et les équations de Lagrange

1.1.1 Coordonnées généralisées

Le nombre de degrés de liberté d'un systéme aesirtdore de coordonnées nécessaire pour
spécifier sa configuration. Une particule se déoldadans I'espace, elle a trois degrés de
liberté. Si elle doit se déplacer sur une surfatle,a deux degrés de liberté. Si elle devrait
continuer a se déplacer sur une courbe, elle &mmeunt un degré de liberté. Le fait de se
déplacer dans une surface, la particule est dauenise a une contrainte mais si elle doit se
déplacer sur une courbe, il ya deux contraintear Bn systéme constitué d¢ particules et
est soumis auk contraintes, il a don€ = 3N-k degrés de liberté.

Le nombre de coordonnées généralisées est egalnalore de degrés de liberté du systeme.
Les coordonnées généralisées sont indépendantéuiautre. Ils définissent un espace de
configuration.

Le vecteur de position est une fonction du tentpdeecoordonnées géneraliséegy):
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ﬁ :Fi((h'qzl"--’qf't) (1'1'1'1)

ou l'indicei identifie une particule dans le systeme.

1.1.2 Déplacement virtuel

Un déplacement virtuel découle des variationsnitésimales des coordonnées qui sont
dues a des liaisons imposées sur le systéeme a memaonné.

Pour éviter la confusion entre le déplacement eirétl le déplacement réel de la partidule
nous notons le premigfi;.  etle secatid . Le déplacewmguel est indépendant du temps

gue nous pouvons écrire:

L aF (1.1.2.1)
& =3 %

k=1

ol &, représente des changements dans les coordogérd@slisées qui correspondent au
déplacement virtuel.La somme est naturellementais les degrés de liberté du systéme.

Le déplacement réel de la particulest :

foor r 1.1.2.2
dr, :zﬂqujL%dt ( )
k=1 0Q
La vitesse étant donné par dr I'équation (1.1.@d)ne
V. =f =—-
I I t
. o . or (1.1.2.3)
Vi = z_l ok +—-
k=1 00 ot
Ou _  dqg, lavitesse généralisée.

e = at

Les vecteurs de position sont indépendantsvilesses généralisées, la dérivée de I'équation
(1.1.2.3) par rapport g, donne:

o aq, (1.1.2.4)

o, (1.1.2.5)

dans (1.1.2.4), seulement le terme pourkgaij n'est pas nul, alors
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o, _ o (1.1.2.6)
dq; 0q;

Par conséquent: cette relation sera utile plus tard

La dérivée partielle du vecteur de position pgpat a une coordonnée généralisée est elle-
méme une fonction de coordonnées généraliséestenths. Sa dérivée totale par rapport au
temps donne:

oF (9% 62Fi (1.1.2.7)
dt aq kla aq, G ot dq,

le: E o |_ o {Zf: aﬁq ar} (1.1.2.8)
dt\6q, | dq, | oq, © ot

Le terme (1.1.2.8) correspond(ﬁi/aqj .
1.1.3 Le travalil virtuel et le principe de D'Alembaet

Par définition le travail virtuel fait sur une partle est le produit scalaire de la force agissant
sur la particule par le déplacement virtuel:

oW, = |Ei [DF (12.1.3.1)

Nous obtenons le travail virtuel fait sur le syséeem prenant la somme des travaux sur toutes
les particules. A I'équilibre, le travail virtuedit sur le systéme est nul:

zN: F [OT =
i=1

la somme est étendue a toutes les particules densgs

(1.1.3.2)

La force totale agissant sur chaque particule dtegsye peut étre considérée comme la somme d'une
force exercée exterieurgg a et de la force de liaison entre les particulps
I I

E=F+f (1.1.3.3)

(1.1.3.4)

i=1 i=1

Dans la suite, nous supposons que le travail Vitiés forces de liaison est nul. Cette
condition est écrite sous la forme :
(1.1.3.5)

.MZ
S
]
o

1
N
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C'est ainsi que les forces de liaison sont élininéde la formalisme de Lagrange.
Lorsque le systeme n'est pas en éequilibre, unécplartpeut étre accélérée et la loi de Newpaut

etre écrite par:
E - r) =0 (1.1.3.6)

ie: Fe+f -p =0 (1.1.3.7)
Le terme (- ﬁi ) représente une force d'inertie, ledifavirtuel de toutes les forces est nul,

nous déduisons:
(1.1.3.8)

Cette relation refletée principe de D'Alembert En tenant compte des équations (1.1.3.5) et
(1.1.3.7), nous obtenons:
AB.9)

cela ne signifie pas que chaque parenthese est il effet, les déplacements virtuels ne
sont pas indépendants car ils doivent étre conlpatdvec les liaisons imposées au systeme.
Parce que les coordonnées généralisées peuveeat vimdépendamment l'une de l'autre, la

relation (1.1.3.9) doit étre exprimée en termesvdsgations virtuelles des coordonnées

généraliseeéa, ).

1.1.4 Force généralisée

Compte tenu de la relation (1.1.2.1), le travailuel des forces appliquées peut étre écrit
comme:

N NS oF (1.1.4.1)
Semr-dyeda
= i=1 k=1 O«

ou I'indicei est utilisé pour identifier une particule et licelk est utilisé pour identifier un
degré de liberté.
L'expression d’unéorce généraliséeassociée a la coordonnée généralisée :

N . oF 1.1.4.2
i= 0a,
Le travail virtuel de forces appliquées peut étnét Eomme:
1.1pn.3

z k&]k

i=1 k=1

Mz

On note que la force généralisée n'a pas nécessait la dimension d'une force ordinaire.
Elle est exprimée eNewton si la coordonnée géneéralisgg dans (1.1ad4a83imension

d’'une longueur.

20



Un cas particulierement intéressant est celui dgumghconservateur. Il est alors possible de
définir une énergie potentielé et la force agissant sur la particufear I'expression:

ou l'indicei signifie que les dérivés impliqués dans le gradsent calculés a partir des
coordonnées de la particule.

En utilisant la définition (1.1.4.2) de la forcengéalisée, nous obtenons:

1145
:—Zgradv pulll (L1f
- o,
ou
S0V _or; 1.1.4.6)
X =2 E
= Or, 00,
Ce qui est équivalent a :
ov 1.1.4.7
o - (L14.7)
a0,

1.1.5 Equations de Lagrange

Nous transformons maintenant la deuxieme sommeyparait dans I'équation (1.1.3.9). En
utilisant 'équation (1.1.2.1) et la définition denpulsion P =m i, hous obtenons:
I I

N N L o (1.1.5.1)
zpl |]5r| :ZZmriGquk
= i=1 k=1 M
Nous notons en outre que
. OF . oF . F (1.1.5.2)
mi 2= L |- mi o[
og, dt 0q, dt| oq,

En utilisant 'équation (1.1.2.6), le premier terendroite se lit comme suit:

. _OF V. 1.153
i )29 g W)= d L_(Emvgj d(or)  (1153)
dt oq, ) dt oq, ) dtlaqg, \2 dt aqk

ou T, estI'énergie cinétique de la partidule

De la méme facon, en utilisant I'équation (1.).2t8a définition de l'impulsion, le deuxieme
terme dans (1.1.5.2) peut etre écrit comme suit:

d (ar ] o, _ 9 (1 2)_ oT (1.1.5.4)
mr, G MV, - =——| -mv; |=_——
dt\ oq, dq, 0q, \2 00,
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En portantles résultats (1.1.5.3) et (1.1.5.4) dagsation (1.1.5.1) et prendre en
considération que I'énergie cinétique est additieels obtenons:

- f o7 (1.1.5.5)
Z p O Z{dt( J aq, }&Ik

0q,

est I'énergie cinétigue totale du systéme.

Les équations (1.1.4.3) et (1.1.5.5) permettentpdimer la relation (1.1.3.9) reflétant le
principe de D'Alembert en termes de coordonnéeérgégées:

: 5T (1.1.5.6)
Zl{Qk dt(aqkj qu}qu_o

Comme les coordonnées généralisées peuvent irat@endamment les un des auties,
terme entre crochet de I'équation (1.1.5.6) daitrailer pour chaque valeur kle

o = d (OT j_ oT 1.1.5.7)

dt{og, ) aq,

Dans le cas d'un champ conservateur, l'identiinales expressions (1.1.4.7) et (1.1.5.7) de
la force généralisée permet d'écrire:

(1.1.5.8)
dfaT)_ 0 1 )=
dt\ dq, ) 0q,

Dans le cas particulier ou I'énergie potentiellerdependante des vitesses généralisées,
I'équation (1.1.5.8) est équivalente a:

d(a(T-v))_o(T-v)_ . (1.15.9)
dt\ oq, oq,

Ou nous définissons une nouvelle fonction détdonction de Lagrangeou lagrangiendu
systeme qui est donné par :

L=T-V (1.1.5.10)

Tout systéme mécanique de degrés de lilfexsé caractérisé, a chaque instapér une
fonction L définie par les coordonnées et les vitesses gisees, elle est dite
Lagrangien :

L(0,,GpoeverGy s Gy G oeen o t) = L0, G0 1)

DoncL est une notation condensée pour une fonct@n@ordonnées indépendants:
coordonnées généraliséesfevitesses généralisées.
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Les équations (1.1.5.9) sont dites équations dgrarge (ouéquations d'Euler-Lagrange),
elles décrivent le mouvement du systéme.

Le Lagrangian est déterminé a une constante addNigus pouvons toujours ajouter, au
Lagrangien, une dérivée totale par rapport au teshpee fonction arbitraire sans changer les
équations du mouvement

Ainsi, siL est le Lagrangien d'un systenhe, défiar I'équation:

L=l +£F(q,t) (1.1.5.11)
dt
L’ est aussi un Lagrangien du systeme.
Le moment conjugué d'une coordonnée généralis@fst par:
_ oL A5.12)
P« =% —
04,
L'équation de Lagrange (1.1.5.9) peut étre écateroe:
_ oL (2.1.5.13)

pk—a

Une coordonnee géneéralisgequi ne parait pas explicitement dans le Lagrangian
. _ oL (b14)
p=——= 0
a0,
g, est appelée une coordonnégclique. Le moment conjuguép.  est conservé selon
(1.1.5.14). Il est dit uneonstante du mouvement.

1.2 Formalisme lagrangien
1.2.1 Principe de Hamilton

Les equations de Lagrange peuvent étre obtenuestia gu principe de d'Alembert, c'est a
dire en tenant compte des variations infinitésimae mouvement du systeme a un moment
donné. 1l est également possible d'obtenir, a mpaltin autre principe qui estime le
mouvement complet du systeme entre les insthmtst’ et des petites des variations du
mouvement virtuel autour du mouvement réel.

Il est necessaire de deéfinir ce que signifie « ewement du systeme entre les tempst t, -

On peut décrire la configuration instantanée dystésne par le$ valeurs de coordonnées
géneraliséegy, q,,..,.q,. Cet espace de dimensibrest appelé &space de configuratior.

Comme le temps varie, le systeme évolue et le peiptésentatif décrit une courbe, dans
I'espace de configuration, appel@etrajectoire. On peut considérer le temps comme un
parametre de la courbe.
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Aux tempst, et, , le systeme occupe des positionsifgpees q® et q@ dans I'espace de

configuration respectivement. Entre ces deux jos} nous définissons l'action intégrale
par:
to . 1.21.1

| (tl’tZ) = L L(q’ Qnt)dt (.21
En d'autres termes, parmi tous les chemins possibleong desquels le systeme pourrait se
déplacer de sa positiog® a linstantt, a une nouvelle positiog® a linstantt, , il va
vraiment se déplacer le long d’un chemin pour ledjuégrale ci-dessus est extrémal. Cela
setraduit par leprincipe de Hamilton appelé encore lerincipe de Lagrange-Hamilton qui
postule I'existence d'une trajectoire parmi d'autyei réalise

51 =0 (1.2.1.2)

Ce principe est appellé souvent le principe de draimction.

Le signe J indique un changement arbitraire (vijtud la trajectoire dans l'espace de
configuration.d1 est le changement dans résultantll@sgements dang(t) et &(t).

g(t) est le chemin pour lequél  est minimum.

1.2.2 Principe variationnel de Hamilton

Dans cette partie, nous présenterons la méthodelpaalcul variationnel, parce que 'un
des principaux problemes de ce calcul est de trolave&ourbe pour laquelle I'action est
extremal.

La variation de l'action aura lieu en déformantrijectoire dans I'espace de configuration
entre les instantgandt, en fixant les points des extesie X(t,) = X(t,) =0 - On dit

que l'action est une fonction de la trajectoire.

Dans un principe variationel, c’est le chemin maas une variable indépendante qui est
changée. Cependant, les techniques de calculdiFilgge ordinaire peuvent étre appliquées a
un tel probleme si elles parviennent a définir keerain. Pour cela, nous introduisons un
parametre tel que:

@ =g (t.a)=q(t0)+ant) (1.2.2.2)

Ou /7i(t) est une fonction arbitraire qui indique le dp@ment imposée sur chaque

coordonnée généralisée dans la déformation dajkctoire. La trajectoire réelle du systéme
correspond naturellement@a=0 . Le Lagrangian et paséquent I'action deveniennent des
fonctions de@ . La variation de l'action associama variation de la trajectoire est donnée
par:

_adl [t , , _ , [ oL oL _
ol _ada_jtl L(qi +&1i’qi +@i’t)dt L L(q“qi’t)dt - J.tl (aﬁl +6—qi&4i Jdt

(1.2.2.2)
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La variation d'une coordonnée généralisée impliglages la déformation d'une trajectoire est
donnée par:
1.2.2.3
dq _%da’ ( )
Nnous savons aussi que

y = da:— a dt
' da dtd-q daot

car les opérateurs difféerenties  detsont indépendants.
dt

En intégrant par partie le deuxieme terme de I'8gua(1.2.2.2), on obtient:

v oL v oL d aL . 1° wd(oL (1.2.2.5)
’ pdt=| — — dt=|—& dt
L—aaaqi de= | et ) Lq a‘ql -[ dt(aq Jah.

Etant donné que les points extrémes sont fixésydestions des coordonnées généralisées
disparaissent pour les tempaindt, i®@,)=aqt,)=0 )

Le premier terme de I'équation (1.2.2.5) est Wtiliser (1.2.1.2) et (1.2.2.5), la relation

(1.2.2.2) devient
oL d (1.2.2.6)
= L [a_q, dt( Hd‘q dt=0 0d

Sachant quet les coordonnées généralisées sonpeimdkntes, nous concluons que
I'expression entre parenthese dans I'équation62doit disparaitre pour chaque valeui.de
Nous trouvons ainsi les équations de Lagrange:

oL _dfaL)_, (22Z)
6qI dt 6qI

L'équation (1.2.2.7) est un systemefdéquations différentielles independantes de deuxie
ordre pouri =1, 2..f

Il a été mentionné que l'addition au Lagrangianné’uwérivée totale par rapport au temps
d'une fonction arbitraire (1.1.5.11) n'affecte fgsséquations de mouvement selon le principe
de Hamilton. Il est clair que:

sz Ldt = sz Ldt + 3F (q,t);’ (1.2.2.8)

Les deux Lagrangienis et L’ ménent aux mémes équations de mouvement. Maintelea
dernier terme est nul car la trajectoire n'est pkdormée aux points extrémités.

Le principe variationnel est formulé a partir dealaires T et V) et il est évident que les
équations de mouvement (1.2.2.7) sont valablegjgaedoit le systeme de coordonné.

1.3 Formalisme hamiltonien
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1.3.1Variables canoniques

Le formalisme Hamiltonnien (ou La formulation derhiion) a le méme contenu physique
que celui du formalisme Lagrangien ( la formulatt@nLagrange).

Pour un systéme meécanique avet degrés de liberté, la dimension de l'espace de
configuration esf et la formulation de Lagrange fournit autant d'égues de mouvement.
Ces équations sont de second ordre alors il 2iutonditions initiales pour déterminer
completement ['état du systeme a linstant

Les variablegy et p sontappelés variables canoniques, dans la formulatoRamilton. lls
deéfinissent un espace demension2f appelé I'espace des phases. Le systenfe ébtpuations
différentielles de deuxieme ordre dans le formadisde Lagrange est remplacé par un
systeme def équationglifférentielles de premier ordre dans la formulatite Hamilton. Les
variables intervenantes sofy, p,t)  au lieu(dgg,t) . Untiehgement de variable peut

étre fait par une transformation de Legendre.

1.3.2 Transformation de Legendre

Soit f(x,y) une fonction de deux variables avec la difféielle totale:

df = udx+ vdy (1.3.2.1)
avec
:ﬂ et v:ﬂ (1.3.2.2)
oX oy

nous définissons une fonctiog(y,u) par I'équation:
g="f —ux (1.3.2.3)
La différentielle de cette fonction est écrite:
dg = df —udx-xdu (1.3.2.4)

En prennant en considération (1.3.2.1), (1.3.@4jent :

dg = vdy — xdu (1.3.2.5)
cette relation nous permet d'écrire:
v:a—g et x:—@ 32.6)
oy ou

alors la variable apparaissant dans la fonctibest remplacée, en utilisant la transformation
de Legendre, par un nouveau parametlans la fonctiory. Les fonctiond etg sont duales.

1.3.3 Equations de Hamilton
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Nous définissons une nouvelle fonction des coordesnimpulsions et de temps par la
relation:

f 1331
H(a p.t)=2 pg - L(a.qt) A

i=1

Cette fonction dans (1.3.3.1) est appel&miltonien du systéme en mouvement. La
différentielle totale déi est donnée par la formule:

f f 1.3.3.2
dH = a—qui +26—Hd|oI a—Hdt ( )
i 00 = Op; ot

D’autre part, la différentielle du terme (1.3.3eE}:

oL oL . oL (1.3.3.3)
dH = z pldql +zq| P _z_dq _z_.dqi ——dt
i i1 i1 0, = ot

En utlisant (1.1.5.12), les coefficients dg. ~ dan8.@L3) disparaissent. L'equation (1.3.3.3)
S’écrit:

f f 1.3.34
dH =>"gdp -> p dg —%dt ( )
i=1 i=1

En identifiant les termes des équations (1.3.3.2).8.3.4), on trouve:
(1.3.3.5)
oH . _OH oL _ _oH
et —

ST Top ot at

Ces équations sont obtenues pour chaque valaucadeles coordonnées de I'espace de phase
sont indépendantes. Lorsque le lagrangien ne dépasdexplicitement du temps, il est de
méme pour I'’hamiltonien.

Les équations de mouvement (1.3.3.5) sont de prewndre. Il exist f équations pouf

degrés de liberté. Ce sont léguations canoniques de HamiltonLes positions et les
impulsions sont ditegariables conjuguées

1.3.4 Action et hamiltonien

Le lien entre la fonction de Lagrange et la fonetie Hamilton nous permet d’écrire I'action
sous la forme:

(1.3.4.1)
t)=] (S pa -+
L’accroissement de I'action s’écrit simplement:
Na o (1.3.4.2)
ol :f (Z(pi d:li +q; @i)_5det
t\i=a

27



L’accroissement del entre la trajectoire reelle et la trajectoire gars’écrit simplement

" oH " oH (1.3.4.3)
H = z£5qi +z$5 P

i=1 i i=1 i
On peut donc mettréd | sous la forme:

(1.3.4.4)

51 = jzd’{dd(:"apjdt jz{p,aq, %Jq}d

On peut integrer par parties pour faire apparaij@) au lieu dedj(t) dans le premier terme
de la deuxiéme intégrale :

ol faf3 -2 e

(1.3.4.5)

Ol he s'annulera guels que soient les accroissendestpositions et impulsions que si les
termes entre crochets dans chaque intégrale s@amnudlentiquement sur la trajectoire
effectivement suivie.

On montre bien que cette trajectoire obéit effectient aux équations de Hamilton dont nous
avons parfaitement pu établir par ce raisonnement.

On peut écrire les équations entre crochets ded(h)Zous une autre forme algébrique :

={H,q}

(1.3.4.6)
P :{H' pi}

°U {ag)=Y| A

i=1

0A 9B _9A 9B est le crochet de Poisson des deux fonctions A et B
op; aq, aq, ap,

Remarque

En présence d'un champ conservateur et quand diéneinétique est une fonction
quadratique homogeéne des vitesses généralisépmtign (1.3.3.1) donne:

H=2T-L=T+V (1.3.4.7)
L'hamiltonien est alors I'énergie totale du systeme

2. Principe variationnel pour les champs

2.1 Formalisme lagrangien
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Soit le champ défini sur I'espace a 4-dimension
t, =t

¢(t,;<):¢(x”) ou x“ :{(Xi)': 3

L’évolution du champ est completement caracténmseéa densité Iagrangienne[ qui
produitle Lagrangienpar une simple intégration :

L=[C(®" 0,0 0,0,0%,. )i 2.1.1)

Comme nous l'avons étudié en mécanique analytiquépn (1.2.1.1) sera écrite, pour les
champs, plus naturellement:

| :j[(q:A,aﬂ‘DA, 0,0,0",.)dx’ (2.1.2)

Ou dx* = dtdx dx,dx, et dx® = dxdx,dx,

Le principe de moindre action s’écrit sous la foisnevante :

oL oL
ol = [dx -9 oPpA
I {acp’* ”{aaﬂcp’*}} (2.1.3)

La variationd®* est quelconque, on obtient I'équation d'Euler-aage pour le champ*:

oL oL |_,
ov* ¥ 00,0" (2.1.4)
C'est 'équation fondamentale du mouvement pocindenp®* [4].

2.2 Formalisme hamiltonien

En analogie avec (1.1.5.12), on définit le chafp(x) limpulsion conjuguée au champ
®*(x) par la formule
oL oL

= = 2.2.1
AT 3l6") " 3lp,07) (221)

En analogie ave¢l.3.3.1), La densité hamiltonienné—i(db’*(x), M(x), 6i<DA(x)) est alors
définie par

. A =
H=nom-L (2.2.2)
L'Hamiltonien du systéme est une fonctionnelle desmps®”, M *, 9, ®*
— T A A A
H = [ A (@"(x), N*(x). 9,9 (x)) 223
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En analogie avec avec la mécanique, on définitsales crochets de Poisson pour des
fonctionnelles A[(DA, I'IA] et B[(DA, I'IA] par

{A,§}=ZN: oA 0B 0A aé}

| 0, b, 0D, O, (2.2.4)
On a alors les relations canoniques suivantes :
MA(t, ), A, X)p = 0@ (x -y
{ ( ! X)’ ( ! X)} 5 (X y) (225)
Les équations du mouvemedntsont alors
ch = {H ) CDA}
. (2.2.6)
M= {H 1 A}
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Chapitre 2

Géomeétrie Riemannienne et la géodésique
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2.1 Espace ponctuel pré=uclidien
2.1.1 Exemple d’'un espacpré-Euclidien

L'étude des phénomeénes physiques nécessite d'pbordeur représentation, dans l'esp
de la géomeétrie euclidienne classique, une dimarisimporelle et un nombre quelconque
dimensions spatiales.

Les vecteurs (tenseurs d'ordre 1) et tenseurso(deotdre)[5, 6, 9] peuvent tous étre utilise
pour relier chaque point de l'esp-temps a un référentiel et ainsi former des chang
vecteurs et / ou tensesu Cela nécessite la définition d'espaces forneépants, appel

"espace ponctuél

Etudions d'abord le cas particulier de I'es-temps formé par des triplets de nombres
dérivent directement de I'espace géométrique glasdans les trois dimensic.

Soit les triplets deombres note par:
A=ia,,a;.a;) B =0y 5) (2.1.1.1)

Appelons E; knsemble de tous les élémerA, B, ...} formés par des triplets de nombr
Pour tout couple (A, B) de deux éelements E;, pris dans cet ordre, nous pouv

correspondre un vectewt appartenant a un espace vecto & Ce vecteur est no AB et
est défini par un triplet de nomb tel que:
%=h - i=123 (2.1.1.2)

Nous avons donc:

X=AB=(x,x.5) (2.1.1.3)

Si nous associons @et élémer, I'addition et la multiplicationpar un scalair nous nous
trouvons dans une théorie des ensen avec une structure d'espace veeto

La correspondancgue I'on établitentre chaque paire (A, B)e deux éléments cE; et un

vecteur d'un espace vector‘%\, vérifie lespropriétéssuivantes:
p1. AB = -BA

P2.Associativité relative a I'additic : AB = AC + CB.

P3. Si O est un éléemeatbitrairesélectionné dee; , a tout vecteux de 53, il correspond un

pointM et un seul tel qu&f =X

Lorsque nous avons equipénsembl E; de cette loi de (:orrespondarmalec‘g3 satisfaisant

les trois propriétés ci-dessusious disons qul'ensemble des tripletde nombre estun
espace
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ponctuel noté parE, . Les éléments d E; et & sont appelésepectivemendespoints et

vecteurs L'ensembleE; est di le supportdes espacds, et & .

Définition d'un espaceponctuel

On peut généralisea tout suppo E, la notion d'espaceonctue. Pour cela, nous
considérons un ensemblg d’éléments, notés AB, etc., etil est supposé qi toute paire (A

B) d'éléments dE/, pris dans cet ordrenous pouvons associan vecteurX noté AB d'un

espace vectoric® de dimensior n. Si la correspondance ainsi obtesadisfait les axiom
P1, P2et P3 ci-dessus,deus disons qul'ensembleE; avec cette structurest un espace

ponctuelde dimensiom que nous désigno par E,. Les éléments d&, sont appelés des
points.

L'espace vectorie£, eappelél'espace associa E, et est noté paT(En).II est I'espace
tangent d&, . Lorsque l'espace veriel associé est pré-Euclidien, aldes est unespace
ponctuel pré-Euclidien.

Références d'un espacponctuel pré-Euclidien

Considérons un poir@® d'un espac ponctuel pré-Euclidierg,, et unebaS((é:':' de I'espace

vectoriel associg(En). Nous appelons un référentiel de I'esp E, I'ensemble formé par

point O et la bas '(Ei:'. Ce référenel sera désigné p'ioj})

de la référence.

, le poldtest appeld'origine

Coordonnées d'un point

Les 'coordonnées"d'un pointM d'un espacgonctuel pré-EuclidienE, par rapport a |

(0,

référence'“>%J  sont les composantcontravariant * du vecteu Z = 2M de I'espace

T(E,) par rapport & lbas(@) .

. . . fp . i i
Soit deux points M e’ de E,, définis par leurs coordonnées respec* e * |, nous
avons:

i % (2.1.1.4)

En utilisant les propriétd3l e P2:

MM =MO+0M = -OM +OM' = (-5 + 2%, (2.1.1.5)

Les composantes du vectedZH ', par rapport a lbase'® | sont lesquantité (*"~ %)
qui sont les différences desordonnées des poi M etM.’

33



Changement de réeférence

Soit (0,8 ) et (0',&) tous deux références E, liés para relation généra:

(a) g5 = ,ilff e;[ ; [:b) e; = _Jir =

(2.1.1.6)

Pour donnera relation entr les coordonnées d'un poiM de E, par rapport at deux

référencesités ¢i dessus, d’abort on donne I'expres des vecteur et @' par rapport
a chacune de ces basesTE, ):

(a) OO0 = a'e; ; (b) O'0 =a"é (2.1.1.7)

il

Sachant que les vecteurs:
(a) OM = z' ¢ ; (b) O'M = 7" eg
(2.1.1.8)
En revanche, nous avons:

OM = OO +O0O'M

) . _ o . o 2.11.9
= a'eta’e;=a’'e +17 A e = (o + 17 Al)e ( )

Identifiant les composantes decteu OM dans les expressions (2.1)1e8(2.1.1.9),

nous obtenons:

T el Ay (2.11.10;
De méme, les composanthisvecteurOM" sur la base(e'j)
a? = 4 A7 o (2.1.1.11)

Distance entre deux points

Soit E, un espaceponctue pré-Euclidien, M etM’' dewpoints dans cet esp: Par

définition, lanorme du vectel MM" est la distance entre les deux poiritset A" :

distanceMM" = normMM " = HWH (2.1.1..12)

Si les deux pointsld efll’ ont respectivement les coordonnée’s &t relatives a une
référencdO,e ), d'aprésEq. 2.1.1.5 le vecteurMM' possédecomme composantes
quantité(x" - x‘). Le carré de | distance est donné par:

PRTY = gy (x"- 2 )x? = ) (2.1.1.13)
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Si le pointM’ esinfiniment présdu pointl/ , ses coordonnéssent dénotéex' +dx et le
vecteuMM' = dM possédecomme composantes la quantitK. Désignons pards la

distance entre les pointif et M’. La relation (2.1.1.13)lonne I'expression « carré de la
distance entre ces poirgsus form:

2 _ i
as” = gyax dx (2.1.1.14)

Pour un espace-temps [Eeéclideal ou les vecteurs de la base sorthonormé, nous avons:
g =% (2.1.1.15)
et le terme (2.1.1.14) devient:

ds® = dx'dx’ (2.1.1.16)
Dérivée d'un vecteur

Considérons un vectelX appartenal & un espace Euclidié’rﬁEn) dontlescomposantes sur
une baséa, ) sont des fonctions a paramétre , on note ce vecteur p&(a), ainsi on a:

x(a) = z'(a) & (2.1.117)

Par définitionJa dérivéeduvecteu %, par rapport & aparamétrer , est un vectet désigné
par x'(a) défini par :

x'(a) = l‘ e; (2.1.1.18)

On appelda différentielle du vecteur * | le vecteur désigné pax tel que
di = ¥ (a)da (2.1.1.19)

Si un vecteur * deT(En) dépend de plusieurs paramétiadépendant<a,g,y,..., la
dérivée partielledu vecteurX par rapport & la variabte, par exempleestun vecteur noté:
dx

e ou % (2.1.1.20)

=

dont les composantssent les dérivéepartielles des composantes X esoij:

ax A
_= Ei

da da (2.1.1.21)

La différentielle totale du vecteL % peut étre écrite:
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di= P aar Fage Fay
da ag ay (2.1.1.22)

Considérons maintenanh espac vectoriel T(E, ) associé & un espapenctuel E,. Dans

une référencD,& ), tout point 1f de E, est associé & un vecter  dek ¥ =M  Sjle

vecteur ¥ dépend d'un paramé o et a une dérivée'(a), il en est denéme ave OM .

Montrons que le vecteutérivé * (@) ne dépend pas de l'origi@emais seuleme sur le
pointM considéréEn effet, < O ' est une autre origine, nous avons:

OM =00+ 0'M (2.1.1.23)

Puisque le vectel“?" estfixé et ne dépend pide a , nous avons:

400"

400 5
da (2.1.1.24)
alors
dOM M
= =x'a)
d o de (2.1.1.25)

On peut ainsi écriréa dérivée du vectetOM en mentionnanseulement le poirM, et on
peut écrire :

da da (2.1.1.26)

La différentielle deOM s'écritalors:

dM = M(@)da (2.1.1.27)

Si le vecteu (& £ 1) = G'M, par rapport a une référer(éleé), les dérivée partielles du
vecteur OM :

da da (2.11.28)
Pour simplifier les expressiol des dérivations partielles desnttions dépendant dn

1 2
variables, nous allonstiliser plus tard les notations suivantes. WY ") est une
fonction an variablesnous dénotonles dérivations partiellesous la forme suivar:

af

=4
oy =

(2.1.1.29)

i k
Les dérivées seconges rapport auvariables” e<  seront écriteemme
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a? f

E‘y"o‘yh ik f
(2.11.30)
Quand  esun vecteur tel ce =~ *% et dont les composantes sdes fonctions ¢
&
variables ' :
# =20 (2.1.131)

Les dérivées partielletu vecteu X seront notées en utilisaat ¢onvention dsommation:

d (2.1.132)

2.1. 2 Coordonnéesurvilignes

Systemes coordonnés

E,est equipé d'un systeme de coordonnées, un M, dans cet espace, est baséen

scalairess' qui  sont appelées coordonnées M dans le systtme considé
Pour un systéme donié coordonnée on appelda ligne coordonnée le lieudes pointgle
M ouune seule coordonnéarie, les autres étant égales a des constaatasn pointM

Donné, les lignes secroisen.

Coordonnées rectilignes

Les lignes de coordonnéemsdroitesdans uneéférence fixeet pour cetteraison; ces
coordonnées sont appeléates coordonnées rectilignes

Coordonnées curvilignes

Considérer un espace-tentfs et une référence fixe{O,éo) de cetespace.Soit x' les
coordonnées rectilignesd'ur point M de E, par rapport a cette référence.

Un systéme de coordonnasbitraire u® k =1,...., n, est obtenan donnar = fonctions
arbitraires f ' dont lesparamétre sontu® | tel que:

e,

‘ b L 2 - N
I :f{u .._.'U !'“Iu’ 'h ] b= 1 a7 (2121)
Il est supposé que las fonctions suivante f' satisfontes propriétés suivars:

1 - Elles sontontindment différentiables jusqu'a certain ordre supérieur ou é@
deux.
Les dérivations de ces fonctions sont permus:
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aH fé — '(jik fi
(2.1.2.2)

2 - Ces fonctions sont telles que nous pouvons résdediestéme d 7z-équations (2.1.1.3:

par rapporfux variables" et sont exprimées comme des fonction:z* de la facon
suivante
jf r!'( 1 2 T

S T

k=1amn
(2.1.2.3)

3 - quand les variables® varien dans un domainé\ |, les variabigsvarien dans2\’ . Le
Jacobien des fonctions = f‘(ul,uz,..u“) est donné par:

ld] Il 531 ,1.2 ld]_ x"
o 1 = 2 o n

Dl:ak II-.J _ ng _JQT dQI (2124)
a,x' 9,22 d, "

Le JacobienD(,u*) defnctiors u* = g (x', x?,..x") est linverse du JacolnD(d,x' ). Si

les Jacobies existent, ils ne sonas nuls comme conséquence de I'ypot (2) citée ci-
dessus.

Siles (n —1) paramétrer.‘.ser sont fixés en variant un parameiu' par exemple, noi obtenons

les coordonnées' ) d'un ensemble de poil M de E, qui constitue unéigne de coordonnée.

En général, les lignes @eordonnée ne sont pas droites mais courbéespoedonnée uf

pour cette raisorsont appelées dcoordonnées curvilignesAu pointM deE, , lesn lignes
se croisent.

2.1.3 Repere naturel
Systeme de coordonnéd3artésiernes

Tout espace vectoriel piaclidien T(E, ) a une base orthonormé{éo} et un point origineD.
En formantune referencs(M ,éio) de l'espace-tempsious disons queette référenc estun
systéeme de coordonnée3artésiernes.ll peut, en particulier, attacharchaqu pointM de E

un systeme de coordonnéestésienes (M ,éo). On désigne pait* les coordonnées

vecteurOM dans ursystéme artésien.
Base naturelle

La dérivée et la différentielld'un vecteu OM sont indépendanteki pointO d'une
référence donnée. &, est lié dun systéme de coordonnées curviligﬁés Nnous nous
référons aw€, les vecteurs suivan

d0M |
9 uk =0 M (2.1.3.1)

e —
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Soit (uk) lescoordonnées curvilignes du poM par rapport a usystémede coordonnées

Cartésier(M ,éf’). Dans cetteéférence le vecteuroM = x'&° ol les coordonnée
Cartésiennes sont' = X' (ul,uz,..u"). Le vecteurg, défini dans (2.1.3)lest exprimepar:

ex = (r'el) = (O ') ed (2.1.3.2)

A partir des composanted, X' du vecteurg,, nous pouvons former un détermin: D(akx‘)

qui est précisément le Jacabi@.1.2.4) des fonctions* . Etant dormse ce déterminant €
différent de zéro, il en résujue lesn-vecteursg, sontlinéairement indépendar

Cesnvecteurs définis par la relati(2.1.3.1) sont appeléés basenaturelle au pointM de
I'espace vectoriel assochEn). lIs sont colinéaires auxlignes qui se croisent au poM

ou ils sontdéfinis.
Référence naturelle

En associant au poir¥l deE, une référence formeée par le padittet le vecteur de la ba

naturelle, cette référence egtpelée laréférence naturelleenM associéal systeme de
coordonnédu, ) qui sera notar la suite pafM, &_). On I'appelle aussipére naturel de

l'espace tangerk(E, ).
La différentielle du vecteudM est exprimeée:

dM =9,M du* =8, du* (2.1.3.3)

Les quantitéiu st par conséque lescomposantes contravariantu vecter dM dans
la référence naturellfM , & ) générée pile systéme de coordonnées).

Changement desoordonnéescurvilignes

Considérer deux systémee coordonné: curvilignes ui etu’™ lié par les relations:

ut =t ('t u e w® = ™ (uh W, u)

(2.1.3.4)
ou les fonctions sontu' :u‘(u'l,u'z,....,u'") sont supposés étre continuellement
differentiables par rapport u™ et de méme pour les fonctiors™ par rapport aux

coordonnéesu’. Lors du passage d'un systéde coordonnées a l'au on I'appelle un
changement de coordonnées curvilign.

Les coordonnées’ données ar rapport a une référence figent également liées a chac
systeme de coordonnées curvilignes et on suppose lep jacobiennesD(axj/au‘)et

D(ax'/au™) sont difféents de zéroDans ce cas, le jacobieB(du'/au™)est non nul,

puisque la relation
o’ ' 3 4
"(52)(5s) - ()
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Changement de baseaturelle

Chaquesystéme de coordonne curvilignesu? etu™ donné par (2.1.3e8t associé
respectivement avec ubast naturelle, tel que:

oM ,  dM
®k =F0 7 kT ok (2.1.3.6)

Le calcul de la relation enttes vecteurs des deux be est effectué entilisant la formule
de dérivation des fonctiom®mposée, a savoir:

,  OM  OM du O

T Fuk  Bw Out  Duk
(2.1.3.7)

. L oM . .
En revanchgle développemetrde la dérivée du termg;—i menea la relatior
u
du*

e = Ju = (2138)

Ainsi, lors d'un passaggystem de coordonnées curvilignes a une gutis substituons la
base (&) de l'espace vectiet TE, par une autre basg', )du méme espacvectoriel. La

relation d'urchangement du vectede base d'un espace vectoéeln autr est:

’

(a) e;=AlFer ; (b) e = Ape (2.1.3.9)

A= (A‘l)ik est I'élémenmatricielde A™ (A™ est la matrice inverse #& Les deux matrices

appartiennent 53L(n, R). A partir de I'Eq.(2.1.3.7), nous pouvons fail@ remarquesuivante
que les élément#\ de GL(n, R) agissent par la droite sur la bdsg [7, 8, 9].

En comparant lesxpressior (2.1.3.7) et (2.1.3.8) avec la relatih1.3.9) et en identifiant
les coefficients des vecteutebase, on obtient:

E__}U#k . b F!-,; o auz'
= (B) A= (2.1.3.10)

(a) A* =

En conclusion, tout systéme de coordonnées curviliu? et u'* est assoc respectivement,
au méme point M dg,, les références naturell (M,&) et (M ék) dont le: bases naturelles
sont liées par les relation®.1.3.7) et (21.3.8). Toutthangement de coordonn curviligne
est un changement bas®nné pa les formules (2.1.3.9) et (2.1.3)1((M,ék) est ditle
repére mobile

2.2 Connexions

2.2.1Connexions et symboles de Christoff
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Maintenant, on suppose qie soit un manifold. A chaque poiht de E,, on peut associer

une référence naturellfM ,€ ) dont les vecteur® =a,M forment une ba: de I'espace
vectoriel TE, .

Le champ du tenseWw est une fonctic du pointM que I'on noteU (M ) Si le tenseut) est

une fonction seulement dd, le champ considéré est appelé airamp fixe. Si U est aussi
une fonction d'un ou plisurs parametresa , autre que legoordonnées dM, alors nous
disons que le champ estriable, on le note pat)(M,a).

Une difficulté survient eessayar de calculer la dérivée du tensdu(M) par rapport aux

coordonnées curvilignegn effet, le composantes du tenseur sdefinies en chaque point
M par rapporun repere rtarel qui varie d'un point a un autfen conséquen, le calcul de la

variation élémentaireJ(M)-U(M’), lors du passage du poiM & un autre poiniV’
‘infiniment voisin, peut étrefait si on utilise la méme bas@our Comparer les tenser
U(M) etU(M’') ,nous sommeamenés & considérer comment varieaper naturel pour un

systeme donné deoordonnes, lors du déplacement d’'un poikt a un autre pointM’
infiniment voisin.

Un probléemefondamental e I'analyse tensoriel se pose c’estmmentdéterminer la
variationdu tenseur lors d'un passage d'un repere n (M ,é)défini aupoint M, un autre

[ -4

repére mobile(M',&",)defini en M’ infinement voisin.On dit alors qu'on cherc une
connexion

Tout d’abord, le poinM” es bien défini par rapport B, si on détermine levecteur dM
comme MM'=dM . Pourles coordonnéecurvilignes u®, la décomposition dwecteur
élémentairedM est cnné par | relation qu'on a précédemment montiéas (2.1.3.3)

dM =9, M du* =8, du*
N o 3 . -
ou les quantités?z sorles composant contravarianteslu vecteu dM sur la base
naturellgg, ).

En revanche, les vecteL? * seront déterminés en calculdes variations élémentail des

vecteurs®x, relatif a un repére natur %)

, quand on passe diéaM’, alors nous avons:
é =8 + kB (2.2.1.1)

Le calcul des vecteu“? est alorse probleme essentiel a résoudre.

Pour résoudrée probleme du calcul de variations élément 4% Jesvecteurs du repére

naturelg_ ), nécessitéintroduction d'ui nouveau type de dérivé.

Symbolesde seconde espece
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Pour tout systéme deoordonnées curvilign U', la différentielle dwecteu & de la base
naturelle est écrite sur cetias: par:

— g =ri k =
& =« & =l du'g (2.2.1.2)

Dans ce casla différentielle & est appelée lalérivée absoluedu vecteu & mais les
quantités’) sont lessymbolesde Christoffel de seconde espécqui sont de fonctions

continues de coordonnées curviligr w' et «' sont appelésles composantes

contravariantes du vecteurdé . Lorsque E, est un manifold qui n'est pas nécessairer

: - j . :
muni d'une metnque‘,‘)I sont appeléconnexions.

Symbolesde premiere espéc

Le manifoldE, possede une métriqi(g; ), le calcul des quantitég) en fonction des 9;
nous conduit aintroduire unautre type de symboles dehristoffe «w, appelées les

composantes covariantegui sont défires par.

w; = & (& (2.2.1.3)

Les composantes covariastw; sont des combinaisons linéaires deliiéérentielle du® qui
peuvent étre écrites comme:

w; = rkji du' (2.2.1.4)
Les quantited,; sont ppelée les symboles Christoffel de premierespec.

Les composantescovariantes «); sont liees auxomposantescontravariant w par les
relations:
— | | k
w; =9, @ =9, Iy du (2.2.1.5)

w' et w, sont appeléeesconnexior 1-formes

On obtient ue expression relia les symboles de Christoffde chaquespeéec a I'autre:

T;U-,; — Gil Fk{é (2.2.1.6)

Inversement, en écrivaritexpression des composantes contravargnen fonction des
covariantes, on obtient:

[i=g"Th (2.2.1.7)

Notation des symboles d€hristoffel
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Diverses notations sont utilisé pour représenter les symboles @earistoffe. Les plus
courantes sont:

Symboles de premiere especg, = [ki, j]
(2.2.1.8)
Symboles de seconde espéce :{kii}
Détermination des symboles de Christoffi
: s . n(n+1) o .

Le calcul des symboles dhristoffel esieffectué a partir desz— quantités g; . Basé sur
la définition de ces quantit¢s, 9:

9, =8 §, (2.2.1.9)

En différenciant la derniemelation,on obtient:

dg; =6.08 +& .08 (2.2.1.10)

L'insertionde (2.2.1.2) dans (2.2.1), on trouve:

dg, =(68)c +(6 &)l =0,.4] +9, (2.2.1.11)

En tenant compte de (2.2.1.4) et (2.2), La différentielle donnée par I'E( 2.2.1.11peu
étre écrite:

dg; =w .+ w,.= (rkij +y ) du’ (2.2.1.12)

D’autre part la différentielle dda fonction g (2.2.1.9) s’ecrit egalement:

dg, = (0,9, )du* (2.2.1.13)
L’identification descoefficient: de la différentielledu® dans les deugerniéres expressic

Ui + Ui = Ok 945
(2.2.1.14)

Puisque on a@) quantité: de g; etk=1,..., n le systeme d'éations donné pa

2
Eq.2.2.1.14 aw g¢quation.

Symeétrie dessymboles deChristoffel

43



L'integrability de ladifférentielle dM =a,M du* =& du* exige qudes dérivées seconc
du vecteuroM de E, doiventétreindépendantes de |'ordde dérivatiori.e.

M =0, M (2.2.1.15)

D’autre part, ladifférentielle des vecteurs de la base naturelledesiné comme sulit
vu (2.2.1.2):

de =(0,8)du* =)' & = (rkji éj)duk (2.2.1.16)

On déduit I'expressiode le premiére dérivée, & =T € e en utilisant (2.1..1), on
a:

O, M =8, (I, M) = g5 = [ e (2.2.1.17)
En inversant les indicdsetj de (2.2.1.17), on obtient:
L'égalité (2.2.1.15) permelécrire:

=1t (2.2.1.19)

J 7

En tenantcompte de l'expression (2.2.1.6) et la relatio2.(21€), nous obtenons |
relations entre les symboles de premiere es

r i L'
T (2.2.1.20)

En conclusion, les symbol de Christoffel sorsymétriquegar rapport a leur indices
extrémes.

Les symboles de Christoffel en fonction de la métpiie
En raison de la symétrie des symboles de Christon an® inconnues symboles

Christoffel. En effectuanune permutation aiulaire des indices de (2.2.1), or
obtient:

Uiji + Ties = i gz (2.2.1.21)
Vi + T = 05 gu (2.2.1.22)

La somme des relations (2.2.1.14) et (2.2.) et oustraire I'expression (2.2.1), on
obtient I'expression des symboles de Christoffel de preaméapece en fonction ¢
dérivées partielles des composa g; du tenseur fondamentgl
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Ui = 5 (Ok 9i; + i gk — O; Iri) (2.2.1.23)

Ceux de seconde espéce sont obtenus a partirelations (2.2.1.7) et (2.2.1), &
savoir:

L= Ty = §9d (Ok gt + 05 que — O1 gi;) (2.2.1.24)

Les expressions (2.2.1.23) et (2.2.) permettent le calcul des symboles de Christ
pour une métrigue donnée.

Changement de base

Considérons deusystéme de coordonnées curvilignes =¥ correspondant
respectivement aux basesturellesg et éj liés par la relation (2.1.3)9

Par exemple, ldifférentielle du vecteurg est:
& = Al & +dA! ¢ (2.2.1.25)

Ecrivons autre expression différentielle des vesti@ et & sur chacune des ba
naturellesjl vient:

(@) de=awe . () E=de, (2.2.1.26)

L'identification des relations (2.2.1.25) et (2.26) (a) et la sudtitution des relatior
(2.2.1.26) (b) et (2.1.9) (b) dans I'équation (2.2.1), on obtient:

w e =AW é, +dA] é :(A'ik w" A+ dA] Akj)ej (2.2.1.27)

Paridentification des coefficien du vecteurg, dans I'équation2.1.2), on obtient:
i — Atk m j 1k i
@ = A7 T Ay +dAT A (2.2.1.28)
La forme contractée de (2.2.1) en optant les indices matriciels est:

(e )= A'w(eA)A+ AdA™ = Aw(8)A- AdA (2.2.1.29)

C'est la régle de transformation la connexion 1-formew lors du changement
base. Elle ne correspond pas a la transformation des composantésndeur. E

exprimant les qudités indiquées dans EQ.2.2.1 en fonction des symboles
Christoffel, on a :

My du = A7 ALTT du™+ AdA (2.2.1.30)

D'autre part, on ks expressions s différentielles suivantes:
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dA-: — akA': duk : du= A': du (22131)

En substituant I'expression (2.2.1.31) dans I'équatid2.(.3() et en identifiant le
coefficients de la différentielldu®, on obtient:

[, = Al AT ARTY™, 4 Al ) AT
(2.2.1.32)

C'est la formule pour un changement de base pour les symimI€sristoffel. Dar
cette formule, un terme apparait en p A’ 8, A'}. Par conséquent, les symbc de
Christoffel ne se comportent pas en tens:

Vecteursduaux

Calculer I'expression desariations élémentairesE* du vecteur € vecteur dua
(reciproque) de la baseturelle& . Ces vecteurs reciproqué$ formeni une base s
I'espace cotangeft'E,.

La relation entre legecteursréciproques:

s =5, (2.2.1.33)
L'Eq. 2.2.1.33donne par différentiatio
d(e &)=e.d" +&".c& =0 (2.2.1.34)
La relation précédente peut étre écrite en utiliexpressior & = w’ €,
§.ce" =‘ék-(a’.j éi):‘wlj gy =-af (2.2.1.35)

Les quantitésJ* sont lescomposantecontravariantes du vectewg® sur la based')
réciproque & la baswturell{ & }. Donc, on a finalement:

& =-afe =T} du'é

(2.2.1.36)
Dans ce cas, la différentiel d&8* est appeléta dérivée absolueldu vecteuig.
Equation géodésique en utilisant le principe de Haitton

On suppose que l'espaimnpsE, est doté d'une métrique.
Soit M,CM, est une courbde I'espaceE, passant par deux poinM,(t, =0) el

Ml(tl) définie par les équations paramétriq
u = u.i[:f.) (2.2.1.37)
La longueur de la courb®l ,C M, est donnée par l'intégrale:
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i ) ) }é
¢ du' du’

0

Considérons maintenant une autre courbe infinimeergine M,C'M, passant par |
deux pointsM, et M,. On va montrer que si la courbe est une géodégigssant p:
les pointsM, et M,, ce sera une courbe extrémale parmi toutes lessaaburbes
M,C'M, .

Pour ce faire, choisissons (s) un parametre ama@tc@mme |'abscisse curviligne de
courbeM,C'M,. Les quations paramétriques des courbes sont alors

v = u(s) (2.2.1.39)

L'intégrale (2.2.1.38) s’écrit alors avec les n@aweparametres:

b i j }é
| = ( du' du j ds (2.2.1.40)

i 9 ds ds
Nous cherchons I'extremum de cette longueur parieipe de moindre actic
i

Soit U' = du
ds

-

et désignons palf_(u",l'J"):Jgij u'u’ le Lagrangien, puisquei' son

les cosinus directeurs du vecteur unitaire portdgtangente a la courbe. Les courbes
M,C'M, qui font que lintégrale (2.2.1.38) soit minimusont définies par I
équations d'Euler-Lagrange:

Sl :o:a—L.—E(a—Fj:o (2.2.1.41)
ou' ds{au'

La métriqueg; ne dépend que de' , la relation(2.2.1.41) nous donne I'expressior
I'équation d'Euler-Lagrange :

d( .\ 1 du 1
Es(gijuj)_zaigjk u'uk = g E-F(akgij _Eaigjk ju]uk
(2.2.1.42)

1
_c+§(akgij +0,0; — 0,9y )UJUK ==0

En utilisant I'expression des symboles de Christoffu premier type(2.2.1.23)
I'Eq.2.2.1.42 peut s'écrire:
o ‘
g, 24 uluk =0 (2.2.1.43)

ij ds

-

La multiplication de I'équation précedente pgl ~ sidonne, sachant qug g" =J,
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il !
et 9" Ui = 1%

d?u' o du’ du® _
d¢ ¥ ds ds

(2.2.1.44)

On obtient ainsi le systeme d'équations qui déli@sigéodésiques], 6, ¢, 9], quisont
les lignes (courbes) darks,. Ce sont donc I'extremum de l'intégrale qui mesa

longueur d'un arc joignant deux poidansE, .

Remarque

En physique, le Lagrangien d'une particule pontduefluencée que par la gravité «

L{u*,u’)=-mc,[g, u' 0

Ou m et ¢ sont respectivement la masse au repos de la gartua vitesse de
lumiere.

Le coefficient (mc) est inutile car en utilisant I'équation d'E-Lagrange (2.2.1.41

il disparait et I'équation géodésique (2.2.1est toujours vérifiée.

2.2.2 Dérivée covariante

Les expressions des lois de la physique doivemt idolépendantes du systéme
coordonnées ou ces lois sont traduites en un emsed¥quations. Ceci cond
finalement adéfinir et utiliser d’ui nouveau objet mathématigea physique ques
spécifiguement ladérivée covariante du tenseurEn ce sens, le calcul tensoriel
entierement justifié c'estdire le tenseur est indépendant du systeme de @ooge
utilisé.

Transport paralléle

Pour déterminer la différence entre deux vectV(M) et V(M’) placés respectiveme

en deux point®1 etM' infiniment proch, naus devons d'abord déplacer paralleler
a lui-méme le vectew/(M’) du pointM' au pointM. Au cours de cetttranslation (ou
transport parallele) [6, 8, ], les composantes d€(M’) ne varient pas dans le cas
coordonnées rectilignes car les références nagsretint identiques en chaque .

D'autre part, en coordonnées curvilignes, le trarigparalléle de \M’) au pointM,

c'est une translation le long d'une ligne droitean¢ M et M' qui change généralem:
la valeur de ses composants dans le repére natwst facile de voir ceci dai Fig.1
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Fig.1

Notons par V,, (M) le vecteurV (M’) transporté parallelemerdL point M. La
difference:
Vv, (M)-v(M)=dVv (2.2.2.1)

dVv estappeléla différentielle absolue du vecteur \Les composants ddV, dans I
repére naturel e, ne coincident pas en général avec la différeesecdmposantes
V (M) et V M). On vadéterminer l'expression demmposants ddV dans ul
transport parallele.

Variation le long d'une géodésiqu

Dans l'espace euclidien, les géodésiques sonigiess|droites. Un transport paral
est donc un mouvement le long d'une géodésiqueveDétudier les variations d'
vecteur dans un tel mouvement. L'ation des droites, pour tout systeme

coordonnées curviligneg de I'espace-tem(, , est donnée par (2.2.1):

42y Cdytdy
ZY o, S (2.2.2.2)
d s? ds ds

ou sest I'abscisse d'un point sur la ligne considéngarér d'une origindonnée.

Les composantasontravariars d%s sont les cosinus directeurs d\wecteur unitaire

n porté par la tangente aligne dans chaque référence nature(M!,éi). Considéron

un vecteur Vde E, de omposante covariantesv, , le produit scalaire des vecteur:
etn est donné par:

Von—od¥ (2.2.2.3)

“ds

Lors d'un déplacement le long de la géodésiquepmbimt M en un poinM’ infiniment
proche, la variation du scalaire (2.2.2.3) do
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ds ' d¢ (2.2.2.4)

L'expression de la différentieldv, apparaissant dans (2.2.2.4) est:
PO %
dvi =0V~ ds (2.2.2.5)
24,0
La deuxiéme dérivéed ¥ 4e? peut étre donnée par l'équation de la géodé
(2.2.2.2), on obtient:

dy* ) - \dy* dy’
d(vk Ej = (a]-Vk -V, rk J)Egds (2226)

L'expression (2.2.2.6) peut s'écrire corr

k

dy
dlivV.n)=dv, —
( n) “ ds

k

= (aij -v; I j)dyJ ds (2.2.2.7)

Par analogie avec (2.2.1,pus posons:

dv, = (aij —Vi rkii)dyj = (DJ'V)kdyj (2.2.2.8)

ol dv, est ladifférentielle absolue de la composante covariant v,(y) et les

guantités qui apparaissent entre parentheses 'dapseksion (2.2.2.8) que nous no
(O J.V)k sont ladérivée covariante de v, (y) duchamp de vecteur cotanger

V(y)=vi(y)e (y) :
Ov) =0y, -v.r (2.2.2.9)
Le produit scalaire VNI').n comme étant indépendant de torégtrenc, nous avons:
V(M) - n=Vy(M" - n
(2.2.2.10
ou

d(V.n)=V, (M) n-v(M)n=|v,(M)-V(M).n=dVv.n (2.2.2.11)

On peutécrire la différentielle absolldV, pour laquelle nous allons donner une ¢
notation plus tard, par:

av =(0,v) dy'et (2.2.2.12)

Champ uniforme
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Si toutes les composan(EﬁV)i de la derivée covariante sont nullésg, variationsdu

produit scalaire W son nulles et par conséquent, lesecteurs cham| sont

équipollentsNous somme en présence d'un champ uniforme.
Propriété de la dérivéecovariante

La contraction de (2.2.2.9jr le tenseur contravariarg™ :

; g . 2.2.2.13
gkv_jt]k:gk(dj?k_vrrk i) ( )
L'équation (2.2.2.13)ermet de défin les quantités:
Vv = 0" +f L.
(2.2.2.14

Considérons les composantes d'un tenseur de trms@rdreu; par exemple,
dérivée covariante et la contraction sont deuxaip#rs permutables, i

u;r — af‘ u;t
(2.2.2.15)
AL Ve ul) = Vi (68 uly)
Les relations (2.2.2.33lonner:
(2.2.2.16)

7 T i T T i
Vk U, = ak W, — U, ]‘—‘fr =

La multiplicationde I'équatio (2.2.2.15) pardy® donne Wifférentielle absolue de
composantal,,

o' (du, ) =d(orur,) (2.2.2.17)
La différentielle absolueommuteavec la contraction des indices.

Deuxiéme dérivéecovariante d'un vecteur

La dérivée covariante'un tenset de composantes covarianté§v, donneespai

(2.2.2.9), nous obtenons:
VilViv) =00 (Vi) =170 (Vi) =17 (Vo)

vk(vj‘i}') = Ii']kj N [ﬁk l“j‘:i.‘) m _Fj{é ﬂk oy

L3

I R i B R B B A W RT:)
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2.2.3 Différentiation covariante

Différentiation covariante d'un champ de vecteur cotangent

En coordonnées curvilignes, la différentiation padie d'un produit donné pda
formule (2.2.2.7) peut étrexprimée par le terme de gauche de I'égalité quaniste

une relation entre des scalair€ependant, la différentiation ordinaire d'unteecV,

exprimé dans une base naturelle= v,€', ne peut étre a priori traitée commans It

cas classique cardV =dv, €' +v,dé, le premier termedv,e' représentela

différentielle ordinaire du vecteur dans un systé@eoordonnées fixe

dv, =0, v, dy’ (2.2.3.1)

Le deuxieme termev, de résult de la variationdé de la base naturell®ors dt

déplacement par translation du vecteur de b@&sd'un point a 'autre. A partir de
maintenant, la différentiell@le” est appeléda différentiation covariante du vecteur
e et elle est notée pdre* qui est donnée par Eq.2.2.1.36. On I'appetianexionsul
le fibré cotangentTE,. Ainsi, la différentielle dV (2.2.2.12) s’appliquea le
différentielle absolue dV du vecteur V qui sera notée patV On l'appellela
différentiation covariante du champ tenseur.V

Quand un systeme de coordonnées local est choisi:

OV =dv, € +v, 00¢ (2.2.3.2)

De I'Eq.2.2.3.2,0V  peut étre calculé si différentiation covariadd® des base
(ek) est donnée par (2.2.1)36 la différentiation covariante du champ de vec

cotangent6. 71 V(y) = v, (y) e (y) -

oV =(dv, —afv, )€ (2.2.3.3)

Connexions linéaires et dérivées covariantes
Soit E, un manifold an-dimensions de clasge”.

Une connexion linéairél [5, 6, 7, 8, 9, 10¢st défini comme étant une application
associe a chaque paire de champs de veclisses X, Y (C”_champs de vecteu

dansTE, a un champ de vecteur lisse,
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0:TE,xTE, - TE, :(X,Y) - O,Y
Tel que Of ,hOC*(E,),OX,YOTE, satisfont
OyemZ = f0,Z+h0,Z
. O,(v+2z)=0,Y+0,Z
. 0, f =X(f) (2.2.3.4)
et la regle de Leibnitz

O, fY=f0O,Y+(Xf)yY

Le champ de vecteurs,Y est appelé la dérivée covarianteYdenX.

Une connexion linéaire sUg, est souvent appelée simplemeant connexiorsur E,
(Le termeconnexion affinest également fréquemment utilisé).

Il est important de noter qué& n'est pas un tenseur puisque la regle de Le
implique qu'il n'est pas linéaire en Y. Cependdhtest considéré comme L
application

Oy: X - O0,Y (2.2.3.5)
linéaire sur le fibré tangentE, , i.e. TE, - TE,

Soit {ek} la base duale a la bafg}. Quand un systéme de coordonnée Io&ﬁfl)& es
-0,
- dXf

vectoriel (1, Y par rapport a un systéme de coordonnées Io&xﬂl)aare :

donné, on notl&a base de coordonnées induit{eq; . Les composantes du cha

Etant donné que les vecteurX = X'g, Y=Y'e,
0,Y =0,(Ye )
=(0,Yi)e +Yi(0ye)
=(xiQ Yj)ej +Yj([|xiq €
=x'eY)e +Y'x'([0,¢)
Si {Q} une base de coordonnée induékars la dérivée covariante par rapport a
base naturelle :

quj - rijk
eY =0.Y =9y (2.2.3.6)

En utilisant (2.2.3.6), nous avons donc:
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(oY’ i
O,Y =X (Wej +erijkekj

Y ik
=(x‘ %li+ X'Ykl'"'()ej
X

(2.2.3.7)

Notons que, dans (2.2.3.'LJ,Y est un champ de vecteur.
Ainsi, on peut exprimer les composantes du champedeeurJ, Y dans un systén

de coordonneées Iocalféxj) par :
4 ‘ i ‘
(O,Y) = x'(ali+ri¢YkJ (2.2.3.8)
0X
Si X est en particulier le vectegy , alors on désigne la dérivée covariante de Yrig
de e, par:
0. Y =0,y (2.2.3.9)

En utilisant (2.2.3.9), Eq. 2.2.3.8 devient:

(DiY)i =9 (alr'*rrisYsj
ox
=alj+r}SYS =0,y
0x (2.2.3.10)

Dans un systeme de coordonnées Ioca(bég, EQ.2.2.3.10 peut étre égalen
désignée par:
Oy)=yi= v, +riye (2.2.3.11)
——

—
notatensor notatensor

atensor

C'est la dérivée covariante des composantgy champ de vecteuY =Y'e el

Y :al.
ox’
Remarque

La connexion est appelée@uclidienne s'il existe des coordonnéelles que tous I
i

coefficientsl” sont égales a zéro et do¥t; :glj (cas deE, =R").
X

Soit 7 une connexion linéaire. St est une Horme (i.e. vecteur champ cotanc
@=a dX ) etX un champ de vecteur'expression de coordonnées paiyca est :

Oy@=(X18,@ - X @rk)dx (2.2.3.12)
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Notons que, dans (2.2.3.1 0, ¢« est unel-forme

Différentiation covariante d’'un champ de vecteur angent

Pour un champ de vecteurs V, lorsque le repere | loeat chois
V(y)=v (y)e(y)=v* o,

La différenciation covariante d'un champ vectamgent V par rapport a un referer
naturel(M,d, ) est :

OV =dv'Og +v' O0e
OV =(dvk +viT dyl) e,
En utilisant le résultat (2.2.3.11)
= vk dy/
OV =v*; dy’ Od, (2.23)
Notons que, dans (2.2.3.1{[1V est un tenseur de type (1, 1) dont les compos
sontvX,; .

Différentiation covariante d'un tenseur

Une dérivée des composantes de n'importe quel cdertgnseur peut étre définie de
la méme facon que pour le champ de vecteur. Pan@eela dérivée covariante du

tenseur de type (1, B =K2e” O e,, en utilisant la régle de Leibnitz est:

_ a_rfa apr b
0, K =(0,K2-TIK® +1aK L) e e, (2.2.3.14)

La dérivée covariante d'un champ de tenseur de(fypg dans un référentiel naturel :
(Di K)s:aiKs_riLK?-'-ri?KL:Kz;i (2.2.3.15)

La différentiation covariante peut étre étenduéagen naturelle a tout champ de
tenseurs, ce qui signifie que, si est un tensetye@, p) [5, 6] i.e. KOTE,

— e hedg oy o
K=Kj je"0..0e*Ug U..0g

(2.2.3.16)

alors K définit un champ de type de tenseqir(1, p exprimée dans une carte loc
de la facon suivante:
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OK : T°E, x...xT°E, xTE, x...xTE, - C”(E,)

ptermes gtermes

OK(@ @ Yy Xy, X )= OK(@ o @YY, (2.2.3.17)

Le tenseurlK est appelé aussi la dérivée covariante totale dee& composants de
dérivée totale du champ tensoriel de type [), par rapport a un systéme
coordonnées, sont données par :

K)ot =Ko =Kh 41 K ™7 +(allupperindices)

. e

(2.2.3.18)

_rk igerndq . :
IS, K5, ~(alllowerindices).

2.2.4 Géodeésiques et Transport Parallele
Champs de vecteurs le long des courbes

Soit y: | — E, une courbe eE, un manifold. A tout moment €1, la vitessey  (t) de
y est définie
. d(f oyt
APIRI(R3) 3
dt (2.2.4.1)

la représentation des coordonnéesydeommeyy(t) = (*(t)...., " (t)) alors

y(t)=r'(t)o, 1 V‘(t)=dyi(t) (2.2.4.2)

Un champ de vecteur le long d'une couspel — E, est une application : | - TE,
tel queV (1) e T,yE, U t € I. Soit )((y) désigne l'espace des champs de vecteurs |

de y. L'exemple le plus évident d'un champ de vectedohg d'une courbe est le
vecteur vitessey (t) € T,yE, et 'expression de coordonnées (2.2.4.2) montee gu

estlisse|6].
Dérivées covariantes le long des courbes

Soit V une connexion linéaire sug,. A chaque courbey : | — E,, V détermine u
opérateur unigue
D, x(y) - x(¥)

Choisir les coordonnées & proximité g, ), et écrireVv (t) = V' (t)d, au voisinage c
to,

D,\V(t)) =VI(ty)d, +V ' (t)d,, 0, (2.2.4.3)
puisqued, est extensible,
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D V(to) = (V¥(to) + V! (t) V' ()T (V1)) 9, =V 3, (2.2.4.4)

alors pour toute extensiov de V, D,V(t) = Dy(t)\7.
pour tout V E)((y), D,V est appelé la dérivée covariante de V le long.de

Transport paralléle le long d'une courbe

Dans l'espace courbe, le résultat du transportil@leral’'un vecteur (ou tense
d'un point a un autre dépend du chemin parcouru.

Nous disons qu'un vecteur (ou un tenseur) T eshllplmen transporté ps
rapport au vecteuX si

0,T=0 (2.2.4.5)

Soit y{t) une courbe etpoy={x“(t)} est Iimage deydansiR". Alors T es
transporté paralléelement le long de la courlfe if 0O, T =0 avec X étant I
vecteur tangent a la courbe, tel que

d _(dx(t) ( 0 j
X=—= — 2.2.4.6
dt [ dt J ox* ( )
Alors O, T =0 devient
axt o,r= b1 =0 (2.2.4.7)
dt ) " dt

En particulier, pour un champ de vecteurs V, ceang :

DV¥ _dV* dx’
= +[ 4
dt dt 7 dt

—V*=0 (2.2.4.8)

C'est l'eéquation de transport parallele pour unmghale vecteur. La dérivée
(2.2.4.8) est appelda dérivée absoluede la composant¥ “ le long de la court
yt)

Equation géodésique

Une géodésique dans l'espace plat est une lignee;dedle est la plus coul
distance entre deux points. Dans un espace colgbegéodésiques sont
chemins qui transportent paradelent leur propre vecteur tang

Dans l'espace courbe avec une connexion lindginene géodésique est définie
comme suit:

Le vecteur tangent a la trajectoy@) = (x* (t)) est simplemerie vecteur vitesse
)= (1) -
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L'accélération de est le champ de vecte D,y le long dey. Une courbey es
appelée une géodésique par rappV si son accelération est nullB,y=0.
Ces composants doivent satisfaire I'équation despatparallele, de sorte g

2,1 B
d); +I_[§,adx" dx -0
dt dt dt

(2.2.4.9)

Eq. 2.2.4.9 signifie que la courly(t) = (x'(t)...., x"(t)) devrait étre de sorte qu'e
transporte parallélement spropre vecteur tangepft) = (x(t),..., x"(t)) le long d
la courbey(t). C'est I'équation géodésique et la courbe est appel§éodesiql
[6, 9]. Notons que nous avons également spécifié un peirtégal y(O) et une
direction de dépary/{0) sorte que, localement, il existe une solution uaigou
O,y=0.

2.2.5 Théoréme d&icci
La différentiationdes composantes du tenseur fondam g; =g .e;, nousdonne:
dg, =e e, +e,.Og =(e.6)af +(e &) af (2.2.5.1)
dg; = g, . +g;.af (2.2.5.2)
En explicitant les composant «f en fonction des symboles de Christo
dg, =d,0; du“ =g, Iy du*+g, [, du (2.2.5.3)

En identifiantles coefficients c la différentielledy®, on obtient:

O gis = g U5 + gin T8,
(2.2.5.4)

Relations (2.2.5.4) est la différentielle covareades composang; :

Og; =dg; — gy — gj.af (2.2.5.5

La formule (2.2.5.5) est la différentielcovariante des composantes
tenseur métriqueg = g, € O e’ qui peut étre écrite par

Il s'agit dela premiere part duthéoreme de Ricci
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2.2.6 Torsion
On définit un autrepérateur [6, 7, 8] quest bilinéaire par rapport a X, Y:
T:T(E,)*xT(E.) - T(E.):(X,Y) - T(X,Y)
T(X,Y)=0,Y-0,X -[X,Y]

(2.2.6.1)
Satisfaisant
T(X,Y)=-T(Y,X),
T(f X,gY)=fgT(X,X),  f,g0C"(E,) (2.2.6.2)
T est un champ tensoriel de type (1,2), et estlappeseur de torsion
Quand un choix de la bage } est donnéEq. 2.2.6.1 devient :
T(ea’eb):ljeaeb _Debea_[ea’eb]:Ta(;) ec (2263)
sachant que
e e )=fi s (B2)

ou {T;b} sont les coefficients du tenseur de torsion dan®fierentiel mobile. De

définition de la connexion (2.2.3.6), et en utiis&q.2.2.6.3, les composarnig, du
tenseur torsion sont :
Ta(;:) = r;b - rl:::a - facb

(2.2.6.5)

Etant donné que les coefficients du commutatgjyr sont antisymétrique par rapg
aux indices inférieurs, les composanfe§ du tenseur de torsion sont égaler
antisymétrique par rapport aux indices inférie‘qula. Par conséquent, une torsion 2-
forme 7° peut étre construite a partir dg,

c_l c a b
=T € 1€ (2.2.6.6)

Mettre Eq.2.2.6.5 dans Eq.2.2.6.3, le tenseur oo

[ _ 1 Cc a
T=rg _ET[ab] € (e Deb) (2.2.6.7)

La torsion 2-forme peut étre écrite
r¢ = de° + wfa O€° (2.2.6.8)

L'équation (2.2.6.8) est appeléel@miere équation de structure de Cartanpour la
torsion sur un manifold.

Dans une base de coordonnées induite, la connesiasymétriquef, =0 et la
torsion sur un manifold est supposée étre zéro.
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2.2.7 Connexion métrique et Symboles de Christotfe

On avu que, sur un manifold arbitraire, une connexiatistait (2.2.3.6). Toutefois,
le manifold est doté d'une métrique, il ya un chamque pour la connexion c'dst
connexion de Levi-Civita

Théoreme (Le théoréme fondamental de la géomé&i®idmann): Si un manifc
posséde une métriqug, il existe une connexion sans torsion unique teé qu

Ug=0 (2.2.7.1)
Preuve du Théorer

En supposantllg=0, nous prouvons l'existence et l'unicité en cormsin
explicitement la connexion unique. SoiehtY, Zdes champs de vecteurs. Alors

xg(v.z)=0,9(v.2)=9(0xY.2)+g(Y.0,2)

Yo(z,X)=0,0(z.X)=g(0,2.X)+ 9(z.0, X), 2272)
De méme,
zg(X.Y)=0,9(X.Y)=9(0,X,Y)+g(x,0,Y)

En combinan{2.2.7.2),

S(Xa(r.2)+Yo(z,x)-2g(x,¥V)=30(0,Y.2)+ 5 0lv.0,2)+ 5 0(0,2,X)

1 1 1
+§g(z’DYX)_EQ(DZX’Y)_EQ(X’DZY)
:%Q(Y’sz _DZX)+%g(X’DYZ - DzY)
#2920, X)+59(0,.2)
(2.2.7.3)
puisqueg est forme bilinéaire. En supposant que la torsiannule,
T(X,Y)=0,Y-0,X -[X,Y]=0
(2.2.7.4)

= 0,Y-0,X=[X,Y]

Alors l'expression (2.2.7.3) ci-dessus donne

%(x g(Y,z)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y))=%9(Y,[X’Z])+%9(X,[Y’Z])
Lolov2)- Lol o)

Enfin, on obtient
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X g(Y,z)+Yg(z,X)-zg(x,Y)+ j

g(DxY'Z):%(g(Z’[X,YD— g(Y,[X,Z])— g(X,[Y,Z])

(2.2.7.5)
En utilisant (2.2.3.6), (2.2.1.9) et (2.2.6.4),abtien

o(Te.6)=0(Me e)=r} ale.e)=r;} g,
1(€ (gjk)+ej (gki)_ek(gij)

2l ol -l o 2)-sle )

:%(Q (gjk)+ej (gki)_ek (gij )+ fijlgkl - fnl(gn - fjlk‘

(2.2.7.6)
Dans une base de coordon induite, le commutateur s'annule alors
1
rj!i g Ik:_(gjk,i 04~ gij,k): [ i
2 (2.2.7.7)
Ceci est le symbole de Christoffel. Il est parécrit
1
M =590 (2.2.7.8)

Si Ug =0 on dit quela métrique est compatible avec la conne.

Le symbole de Christoffel dont I'expression esgugriet est donnée par (2.2.7.7),
les composants de la connexion de -Civita [6, 10] et peut étre écrit comr

m. m _1 mj
ik —{ik}—zg J(akgij +aigkj_ajgik)

(2.2.7.9)
Remarque
La connexion de LevGivita est dite ausida connexion riemannienne.

2.3 Courbure

2.3.1 Forme courbure

Le calcul du déplacement associé a un cycle élamerggermet d'exprimer la rotati
subie par un vecteur apres un transpar equipollencé long d'un cycle. La métho
suivante a été inventée par I-Cartan.

Soit deux systémes dkfférentiatior identifiés par les symbolaset &. Soit un poin
quelconqueM d'un espace de Riemann muni de coordon u* ; soitles point M, et
M, dont les coordorées son(u' +du') et (u' +u') respectivement,

Le vecteurMM, définit un déplacement élément: d, et le vecteurMM , est associé
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un deplacement élémente d,. Effectuons, maintenant, au poikt,un déplaceme
élémentairal, nous obtenor un point M, de coordonnées:

u'+du' + 3’ +du' )=+ du + U’ +Sdu (2.3.2.1)

En effectuant de la méme maniére M,un déplacement élémenta d, pour donne
un pointM; de coordonnee

ui+6u‘+d(u‘+d1‘)=ui+d1i+du‘+d5ui 2.3.2.2)
Nous voyons que point M, coincideraavec le poinM; sil'on a:
dou' =adu’ (2.3.2.3)
Sif (u?) est deux foigontiniment différentiab, nous avons:
of =9,f ou' et dof =0,f du'du’ +9,f dou' (2.3.2.4)
Un calcul semblable powidf donne, en supposant I'égalité (2.3.1.3):

odf =dof (2.3.2.5)

Nous supposons alorgue les del différentiations sont considéréggerchangeablt.
Considérez maintenanin cycle élémentaireMM ;M ,M ,M d'un espaceRiemannien

constitué de quatre c6tésig.2) formant un parallélogramme. Nous supposons q
cycle est parcourdans l'ordre indiqué par la notati

M, M

Fig.2
Développer lesdeux chemir du poin% M au pointM,, on a le cycleMM M et
l'autre estMM ,M,. D'abord, nou développons le cotéIM,du cycle. Ainsi, nous
associons une référence Euienne (M,e) au poirt; lors du déplaceme
infiniment prochedu pointM, , nous avons les changements fondamentaux sui

dM =du*e, ; de =af(d)e, (2.3.1.6)
Ou les composantes (d) son des combinaisons linéaires deliiiérentielle du®.

De la méme fagon, le développen du cheminMM , donne les variatior:
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dM =du'e, ; Jdg=df(0)e (2.3.1.7)

Le développement du chemM M , sera étudié par rapport a I'espace euclidien @&
référence es(Ml,(q )1) .Pour ce faire, nous devons appliquer I'opératiodéfinie pa
les formules (2.3.1.7), mais au lieu de considéesr coordonnées?, ils seron
remplacés pau' +du’ car le mouvement est du poiM,  au point d'extrérvté et

la référence sefM,,(e),) tqle:

MM, =dM +J(M +dM)=dM + M +JdM
et (2.3.1.8)
(6); =& +de +J(e +de)

Le développement du chemMM ,M, donne un point d'arrivé®! ', et une référence
(M, (¢),) en ce point tel que:

MM} =0M +d(M +3M)=3M +dM +dd M
et (2.3.1.9)

(€), =¢ +Je +d(e +Je)

U
|

Par conséquent, pour passer (M, (e),) a (M';,(¢),), nous devons faire |

mouvement donné par les formules:

MM, ~MM, =ddM -ddM

(2.3.1.10)
(), - (e), =doe -dde (2.3.1.11)
Substituer (2.3.1.6) et (2.3.1.7) dans (2.3.1.40)s obtenons:
doM -J5dM =ddu“e -ddu“e =Ju“de -du“de,
(2.3.1.12)

=[ou e (d) - du* e, (d)le =[ri -ri]du su%e =0

Les deux développements ménent au méme point. Gemfes vecteurs des deux
références qui ont traversé deux chemins différé&sis avons:

doe -dde =d(af(0)e,)-olet (d)e,)

et (o) auf (@], vl (@) e, ~af(@)se,
Relations (2.3.1.6) et (2.3..7) nous donnent:
doe -ade =d(uf (3)e)-olaf (d)e,) 23110

= [de (8) - G () + i (6) ) (o) - () ! ()]
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Ou on pose :
Q) =da!(0)- 0w (d)+ af (d) e (d) -t (d)ay (6)  (2.3.1.15)

Le déplacement associé eycle est donné alors par :
dde -dde =Qle, (2.3.1.16)

Les référencedM,, (e ),) et (M, (¢),) associées aux deux développements or
orientations différente€€n conséquence, les quanti Q/ définissent une rotation Ic
du passage d'une référence al'a

En conclusion, nous voyons que le déplacement iégsaaan cycle élémentaire lais
I'origine fixé pour le cycle et réduit le mouvemaiune rotationautour de ce poir

L'EqQ. (2.3.1.15) peut étre écrite con :

Q) =da +df Uy (2.3.1.17)
La forme contractée de I'équation (2.3.1.17) eahéde pa

Q=dwt+twlw (2.3.1.18)

C'est ce qu'on appella forme de courbure [5, 6, 9, 10]qui est une -forme dont le
composantes sont déterminées par la connexion s€®R8.1.17). Eq.2.3.1.18 «
appeléda seconde eéquation de structure de Cart: pour la forme de courbure (
est indépendante du choix des référen

2.3.2Transformation de la forme de courburt

Montrer que les quantité@; sont les composantes d'un tenseur. Pour celseutié

changement de base de référence natt
Appliguer aux équations (2.1.3.9) le symbole dé&dgntiation, on obtier

Sde = A) 3dé, + (5 AT )dé +(5dni)é +(dai)se, (2.3.2.1)

En échangeant l'ordre de différentiation cddans (2.3.2.1), on obtield e et er
notant que nous avong:dA! =d J A, on obtient par soustraction membre & men

dde -ode = A'(dae, - 5de,) (2.3.2.2)

Les quantités(dde’i -0 de’J) sont les déplacements géométrigdesnouveau vecte
e| . Ces deplacemesgont de la forn:

do€ -ode = Q'€ (2.3.2.3)
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Compte tenu de l'expression (2.3.1.16) et en coambires relations (2.3.2.2)
(2.3.2.3), on obtient:

Qley = AY Wk el = A7 Q% Al e
(2.3.2.4)

En identifiant lescoefficients des vectete dans les deuxlerniers membres de ce
relation, on obtient
Qb = A7 AL QF (2.3.2.5)

Eq.2.3.2.5 montre que les quanti Q! se transforment en tant que composantes
tenseur de type (1,1)La forme contractée de EQq.2.3.2.5 est donné::

Q'=ATQA (2.3.2.6)

2.3.3 Tenseur de courbure de Rieman

Nous avons vu que le développement de deux chediffégents, commencant
finissant aux mémes points, fournit des réféeremest les positions finaleson
distinctes. Par conséquent, les composantes deéri@éd seconde d'un vecte
calculées par deux chemins différents, ne sonepgakes dans un espace de Rien
Nous pouvons vérifier cela en prenant I'expres$®@.2.18) de la deuxieme déri
covariante d'un vecteur V. Nous calculons la soustia de deux expressions de
dérivée covariante obtenea permutant les indices. On obtient une quantitéest ul
tenseur d'ordre quatre, c'ele tenseur de courbure de Riemar appelé aus
Riemann-Christoffel tenseur est un champ tensoriel de type (1d8&jini généraleme
par

R(X.Y)z=0,0,Z-0,0,Z-0yZ (2.3.3.1)

Ou X, Y, Zsont des champs de vecteur[X, Y] est le crochet de Lie de deux char
de vecteurX etY.

Propriétés du tenseur de courbure de Riemar

. RX+W, Y) Z= =R(X, Y) Z+ RW, Y)Z.

« R(fX,Y) Z=f R(X, Y) Z de méme pouR(X, Y)(f3.

Pour calculer les composantes du tenseur de caudmiRiemann, en particulier il
calculé pour les vecteurs de bie,}

Rle,.e)e =0,0,6 -0,0,q ~He o1& (2.3.3.3)
En utilisant (2.2.6.4)
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Rle,.e e =0,0,6 -0,0.¢ -0,
= Dj(rliiel)_Dk(rj!iel)_ fjlk e

=Dj(rlii)q +rlLiDi € _Dk(rj!i )el _rl!kaeI - fjlk ri'e,
=€ (I';i )e, +rerie, —e (rJ!i )el —rirae, - fu Mie,
= ej (rkrln)em + rIlil_jrlnem - ek (r]rln)em - rjll rkrlnem - fjlk I_Iimem

=l (o) riry-err)-rire -t rr)e, (2.3.3.4)

e
8

Nous identifions le terme entre crochets de (243 3a

Ry =e (rr)+rirm—e (rm)-rire—fi e (2.3.3.5)
Ce sont lescomposante du tenseur de courbure de Riemann.

Dans une base de coordonnées induites,e; — 0; et [ej ,ek] =0=> fj'k =0

m _ m m Il =m I —m
Ric =0l =0, + Tl =My (2.3.3.6)

Ce tenseur est antisymétrique sur ses deux deingices R, i.e. R =-R}.

Courbure métrique

Si le manifold posséde une métrique, les composameariantes peuvent étre défir
pour le tenseur de Rieme-Christoffel comme suit:

RJiFS - gjk Rli<rs (2.3.3.7)
En Utilisant les relationssuivantes entre les symboles @eristoffel de premieret
deuxiemes espéces
(2.3.3.8

i :gjkrkir )

Et remplacerles quantité g,0, " par6r(gjkr"is)—I"‘isargjk dans équatiol
(2.3.3.6), on obtient:

Rirs =ar(gjkrils()_as(gjkrir)-'-ri!s(rrjl _argjl)_rilr (rsjl _asgjl) (2.3.3.9)

La relation (2.2.1.140lonne
(2.3.3.10)

rin'j — gij = _rkji

Apres avoir utiliséles relations (2.3.3) et (2.3.3.10)ans I'expression (2.3.%), on
obtient:
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_ k k
Rjrs _arrijs _asrijr _ris rrkj +rir rskj

(2.3.3.11)

Remplacer les symboles de Christoffel par leur @sgion en termes mes de casg; ,

donc selon la relation (2.2.1.2: on obtient:

2arrijs :ari gsj +ars gji _arj gis

(2.3.3.12)

En substituant (2.3.3.12) dans (2.3.)), on obtient:

1 :
Rio— = (0 40 gir — O Gis — Ouigoi) — T F T 4 TF T,
LTS 2[ rigs_;+ 57 Tir rjgzs s:gr_;l) o ;,!.__g"‘ s 3 ikr (23313)

Systeme de coordonnéasormal

Il est intéressant d’'introduire un systeme de coordonnées localesles espaces
Riemann spéciales, appelécoordonnées normalescar de tels systémes peu\
beaucoup simplifier letenseu de Riemann-Christoffel.

Soit un pointM, d'urespace de Riemann de coordon y' et unvecteur unaire n di

direction arbitraire ewe point dont les composantes ¢ n' . Pour chagque poitM
situé proche d&1, gn montriqu'il n'y a qu'un seul choix de directinren M ,de rte

qu'une géodésiquezi(s) solution des équations (2.2.2.2) passe par

Les coordonnées du point M a proxinde M, sont les suivantes:
z=sn' (2.3.3.14)

ou s est la distance entiket M, le long de la géodésique. Lesordonnée z' son
appeléesles coordonnées normal¢ du pointM.

Pourn' fixe , I'¢quation (2.3.3.]) donne:

dz : d* (2.3.3.15)

—=n" =0

L'équation géodésiquécrite encoordonnéesz' devient en prenant en considérat
(2.3.3.15), pour toutdss directions € M:

[onn® =0 (2.3.3.16)

Etant donné qué ;, est ymétrique par rapport auxindicesj etk.Pour tous les indic
jietk I, =0enM,.De plus on a les relations:
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r;‘}ij = G- F!-r_?- =0 ; rik_?- + rj!-;r = 0 i (2.3.3.17)

Oud,g; =0, ce résultat est approL par la relationg"g; = 3" .

La propriété essentielle des coordonnées normales réside dans leefatquoir
M, , les symboles de Christoffel du systeme de coordonnées sontls

Symeétries du tenseur de Riemar

Dans le systéme dsoordonnés normalesz', I'expression (2.3.3.13)u tenseude
la courbure se simplifie a:

Fijre = = (00 ges + 945 35y — Or5 @ic — O 915 (2.3.3.18)

BJ | =

ou les composantesu tenset metrique g; sont fonctionsdes coordonnée

normales.

En permutant les indices, on obtient facilement les propriétés détrsyrauivante
qui sont valables pour tout systéme de coordonnées. Commeigéf@ae symeétr
des indices est un concept indépendant de la référence utiliséeer@uote le
indicesi et] dans les relations (2.3.3.18), on obti

1. : . \
Rjirs = § (rdrj‘- Gei 1 E}sé Gir — ari Yis — b]sj g'ri,] - _Hijrs (23319)

De la méme maniéere, en interchangeant les indices r et s, on ¢

1) Les deux derniers indices s@antisymétriques

Rikfm = _Rkifm = _Rikmf- (23320)

Comme conséquenakirece de la symétrigg; et 'ordre de la dérivation (g; , on
obtient en permutamés indice i, jetr, s

Rijrs = Reaij (2.3.3.21)
Premiere identité deBianchi

En faisant unepermutatiol circulaire sur les indice$, r, s dans l'expressic
(2.3.3.18), on obtient:

Ricj = 5 (050 95 + 0ic gir — 0, 0:; — O a..) (2.3.3.22)

Rijr = = (0r g + O3 Gre — Oia Gir — Oir 052 (2.3.3.23)

| =
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En additionnant (2.3.3.18)2.3.4.22) et (2.3.4.23), on obtient:
Rijrs + Ripej + Rigir =0 (2.3.3.24)
Ceci est souvent écrit
Rijs) =0 (2.3.3.25)
Cette identité est appel&epremiére identité de Bianchi
Deuxiéme identité de Biancl

La dérivée covariante du tenseur de Rier-vérifie:
Rjrs;k + stk;r + Rjkr;s =0 (23326)
De facon équivalente, (2.3.3.26) est Ri [rsik] — 0

L'égalité (2.3.3.26) esh deuxieme identité de Bianch

Le nombre total des composantes du tenseur deweudie Riemann d'un espace
dimensiomn qui ne sont pas nul et qui sont indépendants Euradtre est égal
nz(n2 —1)/12.

Remarque
Les composantes du tenseur de Rierr R},S vérifient également les identités
Bianchii.e. R [irs] = 0 et Rij[rs;k] =0.

2.3.4 Forme de courbure efTenseur de courbure de Riemann

Evaluer les composantesxtes du tenseur de rotation infinitésimale:

Q! =deg (8)- /' (d)+ ' (O)ext (d) -t (d)ert (6) (2342

Compte tenu de la dépendancew’ sur les symboles de Christoffel, la quan
da! (5) contenu dans le membre droit de I'expression (A.Best la suivante

de (3)=d (M) ou*)=0,I) du" Su* +T) dou* (2.3.4.2)

Un calcul semblablelonne I termeda’ (d) ou la soustractionle ces deux quantil
donne:

deg (8) - dw (d) =9,FJ du™Su* —a, I} Su™ duf (2.3.4.3)

En échangeant les indices de sommam et k dans le dernier terme de I'équa
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précédente,on obtient:

de' (6)- o' (d) = (amrkji —akl'nj”)du"‘ ' (2.3.4.4)

En revanche, les deux derniers termes qui apparaisians I'expression (2.3.4,1ls
donnent:

o (0)at(d)- ot (@) (8) =Tl 1L -1y 1) du oue (2.3.4.5)
Finalement, I'expression du tenseur de rotatiar p&e écrite par:

Qi =(o,ri-a,r+rkrl -rkrl)du oue (2.3.4.6)

st

Le tenseur de Riemann-Christoffe! . (2.3.3.6) apparait entre parenthése de la
relation (2.3.4.6), I'expression de la forme derbate (2.3.4.1) devient:

Q) =Rl du' Jou® (2.3.4.7)
Q'i =Rl _du" ou® le," du’ OJou®
=R > Rl (2.3.4.8)
— i {
R=Q'ie e (2.3.4.9)

C'est la relation entre la forme de courbure esdan de courbure de Riema

La difféerentiation extérieur de I'équation de stane (2.3.1.18) donne:

dQ=QCa-alCQ (2.3.4.10)

De facon équivalente, (2.3.4.10) est

DQ=0

Ou D estla différentielle extérieure covariantequi peut agir sur toute forme
tensorielle ; elle est définie par:

D=d+ [a, ]
2.3.5 Propriétes de I'espace de Minkowski

Un tenseur métriqug est un (0,2) tenseur tel que

(i) ramplitude du vecteuX est|g(X, X)|y2

(i) la longueur de la courbe dont le vecteur tarigestX entre les temp§ ett, est
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fla(x, )2t

4

Dans la base particuliél{@ﬂ}, le tenseur métreique est donné par :
g(e,U' Q/): g,uv = gl//j (2351)

Dans le cas de I'espace Blienkowski, cet espace est muni d'une base orthog
{ev,e1,&2,63}doNt le produit scalaire veéri

o)’=-E)=-@’=-6) =1 (2.3.5.2)

Ces conditionpeuvent étre écrites de maniere compacte sousntee feuivant :
Cu = G = (2.3.5.3)

Ou les indiceg etv varientsur les valeurs (0, 1, 2, 3) et la matnicest donné pe

1.0 0 O
o -1 0 o0
Tw=lo 0 -1 0
0 0 0 -1

(2.3.5.4)

L'espace est plat, lanétriqu¢ est indépendant de ainsi, EQ.2.2.7.9 don:

rm =1 "l=g
“ k[~

O.e = 0,0, =0, et parconséquencT'x = R'ig =0.
2.3.6 Tenseur ddRicci el Courbure scalaire

La contraction duenseurRiemann-ChristoffelR* _, par rapport & etr, méne
au tenseur:

R, =RF,.. =0, réks — 0, r;kk + ]-'i:!s rkk{ — réiﬁc Fskz
(2.3.6.)

Le tenseuR est appelde tenseur de Ricci.Ses composantesixtes son
données par:

R; = g" Ry, (2.3.6.2

Prendre en considération propriétés de symétrie du tenselg Riemann-
Christoffel (2.3.3.21)le tenseur e Ricci est symétrique:
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Ry — RF — g% R — g% Ry (2.3.6.3
et

Ris — Q:fj Hksi_‘." — gkj R!—j.‘cs — H.‘skki — Rsi (2364

La contraction du tenseur de Ricci dorla courbure de Ricciqui est connt
aussi pata courbure de Ricci scalair, désignée paR:

R=g" R = Jra (2.3.6.5

Deuxieme identité deBianchi

Dans lesysteme coordonnnormal, les symboles Christoffdans I'expression

R/ . sont tous nulsnais pa leurs dérivées. Alorprendre la dérivé covariant de
R, on obtient:
VR = 0,00 — 0,1 (2.3.6.6)

Une permutatiorirculairedes indices, r etsdans la relation (2.3.6.6nous donne:

v-r RéJ.s!' — E’Fs:' ]-—ili - air F.SJ?'

(2.3.6.7)
?.:- Rilﬂr — E';E.*;- r'r[i - a.l’-b Ftré
(2.3.6.8)
L'addition des trois équations précédentes cori
V,R',.+V,.R'L,+V, R =0 (2.3.6.9)

Une telle relation est appeléedeuxiéme identité Bianchi[6, 7]. D'aprés leL forme
tensorielle, la deuxieme identitéde Bianchi est valide dansoul systéeme de
coordonnées ain tout point dl'espace de Riemann considéré.

Généralement, (2.39) peut s'écri
| | | — | —
I%rs;t + Rst;r + I%tr;s =0~ I%[rs;t] =0 (2.3.6.10)

Einstein tenseur

La contraction déa premier identité (2.3.6.10) pour=I, donne:

I%Irs;l + Ialsl;r + I%IIr;s = O

(2.3.6.11)
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En tenab compte de la définition (2.2.1) du tenseur de Ricci et I'éga
RI

rsl

=-R;,, on obtien:

| _
I%rs;l - I%s;r + I%r;s =0 (2.3.6.12)
En multipliant I'équation (2.3.12) parg* , on obtient:
Ik K K —
K - &;r + Rr;s =0 (2.3.6.13)
Effectuer une deuxiéme contraction sur les indk ets, on obtient:
Ik k K
K, —R+RS =0 (2.3.6.14)

Apres la contraction, en changeant l'indice de satitmk a l'indicel dans le premit
terme de I'équation cessus et en outre on a I'ége R« = R*«, on a:

2VLRF —-V,.R=0 (2.3.6.15)

Cette derniere expressipeut étreécrite dans la formule suivante:
- ¥ 1 k 7 k
Vi (ﬁ’r — 50 H) =Vis =1 (2.3.6.16)

L'expression entre partheéses apparaissant dans (..16) est un tenseur qui est dés
par Sf et dont les composantes covariantes sont donné

\ I
SR)=Ry— g,k (2.3.6.17)

-

[

¢
k k
Sij = ik 55 = Gik ' iy —
AN

Le TenseurS est appelétenseurd’Einstein [6, 7]. En raison de la symétrie du tens

de Ricci, le tenseur d'Einsteest aussi symétrique et il est la partie sans ttadeicci d
tenseur. Ce tenseur intervient dans les quationdafmentales de lalativité générale
Selon (2.3.6L7), il vérifie les identité

VisSE=0 (2.3.6.18

En conséquence de l'invariance de tous les systphyssques dans le transport paral
I'énergie et I'impulsion sont conservés, ce quit@re exprimé comme st

kr —
0,T" =0 (2.3.6.19)

lorsque I'on considére la courbure de I'es-temps provoquée par tgavité, la dérivé:
ordinairedevrait étre remplacée pla dérivée covariante, Eq. 2.3L6 devier :
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kr —
U, 77 =0 (2.3.6.20)

Pour cette raison, un tenseur qui satisfait awaticels de la forme (2.3.6.20) est un tenseur
conservateur.

En comparant avec l'identité de Bianchi contradiestein a proposé la célebre équation :

1

RW _ngR: -8 G TW

(2.3.6.2)
ou G estla constante gravitationnelle de Newton
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Chapitre 3

Multivecteur champs

La formulation géometrique pour les formalismes
de Lagrange et de Hamilton
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3.1 Champs multivecteurs

3.1.1 Champs multivector dans lesariétées différentiables

Soit M une variété différentiable de dimensionlLes sections de\"(TM) sont lesm-
multivecteurs champs dan® [11, 12] (Ceux sont les tenseurs antisymétric
contravariants d'ordren dansM). On désigne pay™(M)l'ensemble des-multivecteurs
champs dans1. En général, pour chaquéed y"(M)et pOM, il existe un voisinac
ouvertU j O M etY,,....Y, O x(U ) tel que

Y= D fuiny 0.0,

Yo o iy sr
avec f'" 0C”(U,) etm<r <dimM.

Définition Un m-multivecteur champY O y™(M) est dit decomposable s'il y
YYD x(M) tel queY =Y, O....00Y,.

Le champ multivectr YO y™(M)est dit localement d@&mposable si, pour chac
pOM,il existe un voisinage ouvedd, [ MtY,,...Y, 0 x(U ) tel queYqu1 0...4ay,,.

Soit D une distribution de dimensian dansM qui est un sous-fibré de dimension de
TM. Il est évident qudes sections de\"D sont des champs m-multivecteurs dahs
L'existence d'une section globale non nulle/dféD est équivalenieatabilité deD.

Définition Un m-multivecteur champ non nMIO y™(M) et une distributionD O TM m-
dimensionnelle sont associées localement s'il existensemble ouvert et connéxél M

tel queY, est une section dé’“DU
Si Y,Y'0Ox™(M)sont les multivecteurs champs non nuls localement associéségnk

ouvert connexe U et la méme distribution D, alors il existe fanetion non nulle
fOC”U) telle queY'i fY. Ce fait définit une relation'€quivalence dans I'ensem

des m-multivecteurs champs dans M dont les cladgegliivalences seront désignées p
{Y},. Par conséquent:

Théoreme Il existe une correspondanceijective entre Bnsemble de distributio
orientables D 0 TM de dimension m et 'ensemble des classes d'éouoeafy}, de:

champs m-multivecteurs dans M non nuls et localeoi&romposables

Si YO xy™(M)est un champn-multivector non nul etJ O M est un ouvert connexe, al
la distribution associée a la cla{;‘sé};J sera désignée pad, (Y Si.U=M, D, (Y)ser:
désignée simplement pBr(Y).

Définition SoitY O xy™(M) un champ multivecteur.
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1- Unesous-variétéS - M, avec dim S= m, est dit un manifatdégral de Y si pot
tout pOS,Y, engendreA™T S.
2- Y est dit un champ multivecteur intégrable sur nsemble ouverty [0 M si poul

tout pOU il existe un manifold intégrabllU de Y, avecpdS.

3- Y est dit intégrable s'il est intégrable dans M.

Définition SoitY O ™ (M) un champ multivecteur.

1- Y est dit involutive sur un ensemble ouvert connexel M s'il est localemer
décomposable dans U et sa distributios assobigér) t inedutive.

2- Y est dit involutive s'il est involutif dans M.

3-Y est dit localement involutive si pour t@uilU, il existe un voisinage ouvert connexe

U,OM telqueY estinvolutif dan¥ .

Proposition Un champ multivecteur non nul et localement décaaple Y O y™(M) es
intégrable sur un ouvert connele1 M si et seulement s'il est involutif  sur
(Reformulation du théoreme de Frobenius).

On note que si un multivectelirest intégrable, alors il en est de tous les autess s
classe d’équivalen({éi}, , et ils appartiennent toasradme variété intégrale

Définition Un champ multivecteuy 0 y™(M) est dit un champ multivecturamique si

1- Y estintégrable.

2- Pour chaquep U, il existe un voisinage ouved , TM et Y,,....Y, 00 x(U ) tel que
[v,.Y,]= 0 pour toute pairey,,Y, et Y, =Y 0...0Y,

Proposition Soit {Y} une classe de m-multivecteur champ intégrable. Aibng,a un
représentatif de la classe qui est un champ multivecteur dgo@mi

Les résultats peuvent étre résumeés comme suit:

Integrable

C.mv nonnul

Orientable < C.mvintegrable i
C.mv loc. déecom

}(classé < Distribution orientable
(classg
C.mv involutif. (classg

!
C.mv dynamique
(represeriant)
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3.1.2 Jet bundle
Jets

Soit (E, 7,M) un faisceau de fibres dans une catégorie de mdsifgdlsoit p(0 M, avec
dimM =m.

Soit I'(77) désigne I'ensemble de toutes les sectionselcmnt les domaines contienhen
p. Soit 1= (1 (2),1 (2),....,1(m)) est un multi-indice (un m-uplet de nombres @sjiealors

=250

a\'\ L B
ox' _D(GX‘)

On définit les sections locales poarn O T (77) avoir le méme-jet a p si

a\'\aﬂ| _a\'\,70|
ox' | ox

. l<|lsr

b,

La relation que deux cartes ont le mérret est une relation d'équivalence. bjet es
une classe de l'équivalen@ssociée a la relation citég dessus, et le-jet avecla

représentatioro est désigné paj,o . Le nombre entier est aussi appeléofdre du jet
[13].

p est lbrigine dej,o et g(p)estla cible dej o .

Jets manifolds

Le jet manifoldr®™ de 71 est I'ensembléj ,0.pOM, o0 F(ﬂ)} et est désigné pat' 7.

On peut définir des projectiorrs et 77, , appelés respectivemdldrigine etla cible par :

m:d' T M
jp0 - P

Et m,:Jd'm- E
jp0 - o(p)

Sil<k<r, alorsla projection k-jet est la fonctiorvz, , définie par :

m, 3o ¢
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=r . k

j,0 - j,0
De cette définition, on ar, = 7o 1, , etque®E m<k, alorszm,  =7m o7, ,.
La carte d'identité sud 77 est identifié aveor, . =id , et J°rmr avecE.

Les fonctionsr, ,, 77, , et 77, sont des submersions surjectives « smooth ».

JrnO0f o 3. ' rO0fP S E
Tl /A 7T, | LT
MOE M. MO - M

Un systeme de coordonnées &lrva générer un systéme de coordonnéed 'sor Soit
(U,u) une carte de coordonnées adaptéesEsatl u = (x',u”).La carte de coordonner

induite (U ",u") sur J" 7 est définie par :

u' :{j;a:a(p)DU}

u =(x',u’,u”) i=1..m;a=1..,N.
ou

X' (j0) =X (p)

u?(j o) =u’(a(p))

et les fonctions

u’:u* - R
qui sont spécifiees par

wror g

up(lpa)_ ax'|

p
et sont connues comme les coordonriEes/atives.

Donnant un atlas de cartes adaptéésu) sur E, la collection correspondante de cartes
(U",u")estunC*® _atlas sud'rr.

Jet bundles

Puisque l'atlas sur chaquE 77 définit un manifdé triplets(J' 7z, 7z, , J“7),

(Jrrr,rrryo, E) et (', 1, ,M) définissent tous des manifolds de fibres. Eniqarer, si
(E,n,M) est unun faisceau de fibrese triplet (3" 7z, 7z, M) définit le reme
n.

jet bundle de
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SipOM , alors la fibrerr,*(p) est dénoték 77.

Soit o une section locale de avec le domalid] M . La prolongation reme jetde o
est la carte

j'"o:W - J'm
définie par: (jlo)=j,0

En coordonnées locales, est donné par:

" o
[U"’aa—a.—] 1<|i|<r
X

On identifie o =0 .
3.1.3 Connexions et Champs multivecteurs dans le lpeindle de premier ordre
Soit 7: E - M est un faisceau de fibresr,, : J'77 — E is le jet bundlele premier ordi

[13, 14] et 11, = mTo 71, 1 I - M. Soit (tA, X, viA) un systéme coordonnées locales

naturelles dang*77(A=1,....k;i =1,...,n).
Définition Une connexion dand'sr un des éléments équivalents suivants:

1- Une section globale derz,, : J'7r — E,(qui est une mapping/: E - J'7r  tejue
M, o =1d.).Il est appelé un jet de champ.
2- Un sous-fibré H(E) de TE tel queTE=V (7)) O H(E). Il est appelé un souiré

horizontal qui est not® () quand la distribution est associéa/a

3- Une 1-forme7n - semibasicd dans E dont les valeurs sont darng, tel qued“a = a
, pour chaque 71- semibasic formea 0Q'(E). Elle est appelé la forme d
connexion ou connexion de Ehresmann.

Soit (t*,x') un systéme local de coordonnées dans un ensemble QUVEE, alors les
expressions locales de adéments sont :

g =X, E0 X))

0 .0
O=dt*"0] —+T, —
(atA AGX'J

H(E):spar{i+r' 9 }

ath A ax

Définition Soit ¢/ : E - J'r est un jet de champ. Une sectignM - E est dite
section intégrale de@/ if ¢ o@= j'@ (ol j'@:M - J'T représente la levée canonigde
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¢). ¢ estdit un champ de jet intégrable s’il admet detiens intégralesravers chaqu
point deE.

Si (tA,xi,viA)est un systéme local naturel dahsr. Dans ce systémeles expressions
locales poug et ¢ sont: l//=(tA,Xi,F£(tA,Xi )) et qoz(t’*,xi :;d(tA)), alors ¢ est ne
section intégrale dey si et seulement ¢gsest une solution du systéeme d'éque
différentielle partielle suivant :

Proposition Un jet de champy : E — J'7r est intégrable si et seulementB3(y) est un
distribution involutive (i.eD(y)is intégrable).

Considérons maintenant le second jet bundlg?7z0% - J'70O0% - M.Soil

¢:J3'r - J?m un champ de jeﬂzﬂ associé a une forme connexidhde J'77 et ur

horizontalm-fibré H(3%7z). (", X, v\, F\, Gis) est un systéme local naturelJd7z Ainsi,
les expressions locales pour les éléments suigants:

¢ =" x v, Filth, X ,v,) Gl [t X',V )
- 9 ,p 9 g 9
H=dty (at’* *Faga TG avgj

0 .0 .0
H(J'7r)=span — +F — +G' . —
(927)=sp "[at‘\ A o ABav'B}

Si ¢:J'm - J?mest un champ de jet alors une secfign M - J'77 est dite une secti
intégrale deg sipo j'¢=j(j'¢) = j°p. ¢ est dit un champ de jet intégrable [HA]
admet des sections intégrales. Dans un systemé fatarel de coordonnées d
J%m, jre= (tA,;d (tA),qu(tB)) est une section intégrale dég si et seulement sij'p es
une solution du systeme d'équations différentieaivant :

¢ - od | .
ai:—qi;:FAojl(o, aﬁ:GABOJl(”

Définition Un champ de jep: J'7r — J?m est dit une équation differntielle partiellde
deuxieme ordre (SOPDE), si elle est une sectionladeprojection 77,, tel que

Ty o = Idjlﬂ.

Proposition Un champ de jet intégrable : J'77 — J*m est un SOPDE si et seulemer
ses sections intégrales satds prolongements canoniquess sectiong: M - E.

Définition Un champ de jetg:J'7r » J° est appelé holonome sidst intégrable «
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SOPDE.

Le champ de jepp est un SOPDE, alorg'g= (tA,qd , 09 Jest une section intégrale ge,

o
o
F;:v;etG@@Aﬂfa¢j— 97

"9tA | athat®

3.1.4 Champs multivecteurs et Champs de jet danssigets bundles

Définition Un champ multivecteur non nulled y™(E) est dit transveeséa projecton
n (or n—transversg@ si en chaque pointyl E,(i(Y)(nDa)))y #0, et pour chaqu
wdQ™(M) aveca(n(y))#O0.

Théoreme Soit Y O y"(E) est intégrable. Alors Y egt —transvers si et seulement si s
variétés intégralesant des sections locales de E -~ M.

Définition Un champ de je : E — J'77 est dit orientable sD () est une distribution
orientable sur E.

Théoréme Tout champ de jet orientablgy : E - J'/7 définit une classe dechamp

multivecteurs localement decomposablenettransvers {Y} O x™(E), et inversement. |
sont caractérisés par le fait que(¢) = D(Y). De plus, le champ de jet orientalye es
intégrable si et seulement si pour toGE] {Y}

L’expression locale pour un champ multivecteur éspntatif Y de la class{é(} associé &
champ de vecteur de jgt

_k _ka ia
Y‘E“‘E&ﬁ*“&J

Définition Un champ multivecteur, -transverse X 0 x™(J*'77)  vérifie la conditiode
SOPDE.

Proposition Soit X 0 y™(J'77) est 7, -transverseet localement decomposable. Alors

conditions suivantes sont équivalentes:
1- X estun SOPDE.
2- i,6=0(ou 80Q (3", 71,V (7)) est la structure forme canonique dadsr.

3- Si (\/V;t’*,xi ,viA) est une carte naturelle dads, alors I'expression local de X est
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: < (0 . 0 . 9
X=0X,=0f—+F,—+G,,—
A (atA Pox P av'Bj

ou fAOC”(J*'m) est une fonction non nulle.

La relation entre les champs mitivecteurs intéigsabt SOPDE dand'sr[11, 12, 14] est

Théoréme SoitX 0 x™(J'71) est 7, -transverseet intégrable. X est un SOPDE si
seulement sesvariétés intégrales sont des prolongements canesiges section
¢:M - E,quisontdes sectiong:M - J'r.

DéfinitionUn champ multivecteuk 0O y™(J'71)  est dit holonome si:

1- X estintégral.

2- X estun SOPDE.

Théoréme Tout champ de jet orientablg: J'7r - J?m définit une classe dechamp
multivecteur%X} O x™(J') localement decomposables &f-transverseset inversemer
lls sont caractérisés par le fait qiD(¢) = D(X). De plus:

1- Le champ de jetp est intégrable si et seulement si pour mm{x}, X es
integrable.

2- Le champ de jep est SOPDE si et seulement si pour mm{x}, X est SOPDE.

3- Le champ de jetp est holonome si et seulement si pour X}, X es

holonome.

L’expression locale pour un champ multivecteur éspntatifX de la classéx} associé 8
champ de vecteur de jgt

_F _Kkl 0 i 0 i 0
X_AEXA_EA{()'[_A-FFA&-FGABE]

Sig est un SOPDE, alors un champ multivecteur reptétifade{x} peutétre choisi te
queF, =Vv',.
Nous avons donc le schéma résumant ce qu

C.mv 7z, —transverse C.j orientable
, _ (classg = ¢ 7" |

C.mv involutif C.j integrable
C.mv holonom

(classg C.mv loc. decom C.j SOPDE
(classg « ¢ '~ T
C.mv SOPDE C.j orientable

}C.j holonome
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3.2 Géométriek-symplectique
3.2.1 Manifold k-symplectique

Définition Une structure k-symplectic sur une manifold M de disien N=n+kn est un
famille (a)A,V 1< A< k), ou chaquew” est une 2-forme fermée et V est de dimendion n
intégrable sur M tel que:

(i) &

=0, (i) n*_ kerw” ={0}.

\24%

(3.2.1.1)

Alors (M ,a)A,V) est appelé un manifold k-sympledts, 16, 17, 19, 20, 21].

ThéoremeSoit (wA,V;ls A< k) est une structure k-symplectic sur Mour chaque poil
de M, il existe une carte locale de coordonr{éésai’*),lsi <n,1< A<k, tel que

C()A:dxl anA , V:<il’“““’ik> ; 1S ASk
op; op /..
i P li=Ln (3.2.1.2)

Le modele canonique pour cette structure géomﬁr&!}s((Tkl)DM ,a)A,V), ou M estune

k
variété différentiable de dimensiom et (Tkl)DM =T"M O---0OT"™ est la sommede

Whitney dek-copies dufibré cotangenfT "M qui est habituellement appelé le bundle des
k'- covelocities dévl. On donndes projections canoniques :

M ST, 2TV oM 1< A<k, (3.2.1.3)
(ici 77* est la projection canoniquesur la A°*™- copie T™M de (Tkl)DM ). Ainsi, si x(OM
et(p.,.....,ps ), nous avons:

(5P Z P iy (P DY) =X 5 ISASK (359 59

Si (x'),1<i < n, sont les coordonnées locales Uil M, les coordonnées locales induites

(', p2) sur (7, )*(U) = (1)U sont donnés par
(PP =X ) PA(PnP)) = P (3.2.1.3) (b)

La structure k-symplectique canoniquéans(Tkl)DM est construite comme sudn défini
les formes différentiels:

o"=(r")o ., o =(r")w ; 1=A<k

ou @ la 1-forme de Liouville suT"™M et =—-d8& est la forme symplectique canonique
surT "M . Evidemmentw” = -d@” . En coordonnées locales, on a
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" =pidx , " =dx Odp* , 1<A<k (3.2.1.9

Le manifold k-symplectique canonique e«;Tkl)DM ,a)A,V) VU= ker( 7, ).
3.2.2 Eléments géométriques
Fibré tangent de k*--velocities d'un manifold

Soit M une variéte difféerentiable de dimensionSoit 7,, : TM - M le fibré tangente
k

M. Soit T'M =TM O.....0 TM la somme de Whitney decopies deTM, avecprojectior

canoniquery, :T,M - M, 1y, (le,----Jka):X' ouv, OT,M,1< A<k.

T M est appelde fibré vectoriek-tangente ou fibré tangent d&  -velocitiesMleT,"M
est de dimensiom¢nk).

T/M peut étre identifié avec le manifold;(R*,M qui est 1-jetso:R“ - M ave
origine t =00 R*donc
TeM = J3(R\ M) =TM 0.0 TM
jéyxa E(le, ............ ,ka)
Oj.

Si (x')est des coordonnées locales il M alors les coordonnées locales induites

ou x=o(0)et v, = UD(O)EO?—A

(xi WV ),1si <n surTU =1,/ (U) estdonné par:

et les coordonnées locales induites,v,,), 1<i<n,1< A<k sur (ry,)'(U) =T U son
données par:

Champs de vecteurs canoniques

SoitA le champ du vecteur canonique (champ de vecteomvilie) sur T'M [21]. Ce
champde vecteurA est le générateur infinitésimal du Sukant:

YiRXTIM - TM

et en coordonnées locales, il a la forme
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i=1

ol chaque A, correspond au champ de vecteur canonigua ™. copie deTM sur
TIM . A, est le générateur infinitésimal du flux suivant

Yyr RxTM o TM
wA(s,le '-----ka): (le eV a2 € VAK,VA+1X,...,ka)
Structure canoniquek-tangente

La structurek-tangente canonique sui’M  est I'ensem{ge,........ S“)de champs d
tenseurs de typ(afL 1) défini localement par

0
ov',

SA = 0 dx

Cette structure est intégrable si et seulemenisi mut{SA,SB} =0,1< A B<k, ol
{s*,s%}(x,Y) =[s”X, SBY|+ S~sB[X, Y] - $*|X, %Y |- ®|s” X, Y],
pour tous champs de vecteMr Y surM.

Remontées verticales des champs de vecteurs de M, M

Définition 3.2.2 Pour un vecteuK, 0T, Met pour A=1,....k on définitla verticale A-

remontée (X, )" comme le champ du vecteur local sur la fisfg *(x) DT/M donné par
(XX)VA (Wx) = _(le """VA—lX ’VA< + SXX’VA+1X yeranns ,VkXX
s=0

pour tous les pointw, = (le, ..... ,vkx)D () () oTim.

alors (X, )" (w,)=a' 0

3 . .0

En coordonnées locales, Xi, =a' — .
X ox' ov'

X A

X

Wy

Si X est un champ de vecteur sht alors on définit la verticaleA-remontée 3a
T!M,1< A<k comme le champ de vectedr» donné par :

] t=xc02

ov',

Wy

alors
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ou X = xii.
ox'

Champsk-vecteurs et Sections intégrales

SoitM une variété quelconque différentiable.

Définition Un champ k-vecteur sur M est une sectonM - T.M de la projectiorry, .

Etant donnéTM est la somme Whitney decopies deTM, on déduit queour donner u
champk-vecteurX est équivalent a donner une famille de chankpgecteurs X,,....,X,
surM obtenus en projetadt sur chaque facteur ; iX, =7,oX, 007, :TM - TMes
la projection canonique sur |&°™- copie TM de T/M . Ces champs-vecteursson
dénotes paX=(X,,....,.X,).

Définition Une section intégrale de champ k-vecteXir=(X,,....,X, ), qui traverse u
pointxOM, est une application ¢#:U, OR* - M définie sur un voisinag
U, de 0O R, tel que

WO =x, wD(t)(a% ]:XA(w(t» pourt 0U,, 1< A< k

ou, ce qui est équivalenyy  satisfaftoy =@, ot ¢ © esté premier prolongement
¢ sur T/M défini par
tj]

Un champ k-vecteuX =(X,,....,X,) sur M est intégrable s'il y a une section intégraie

¢® U ,0R" -~ TIM

ton )= iy, = (wu(t)% j,....,wm(t)(atik

ou ¢, (s) =¢(t+s) pour toutt,sOR.

traverse chaque point de M.

En coordonnées locales, on a

A (. ,tk):(t//i(tl,....,t"), %‘5 (tl,...rk)j, 1< A<k,1<isn (3.2.2.1)

et ¢ est une section intégrale ¢@%,,.....,. X, si gt seulement $&s équations suivantes s
vérifiées

?;t//“ =(X,) o¢y 1< A<k, l<is<n
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Second-ordre des équations différentielles partieds dansT,M (SOPDE)

Définition Un champ k-vecteug€ = (El,....,fk) SUF,M , est appelé une équation partielle

de deuxiéme ordre (SOPDE) s'il est une sectiofitdé vectoriel Tz : T (T/M) - T)M
le.

T o (&) = 1y,

L'expression local@'un SOPDE¢ donné par le systéme de coordon(ées', ) défini
surT:M est

£ v =vi, 2w (g,), 2

. —, 1< A<k, (3.2.2.3
ox' ovy

ou (&,); sont des fonctions sr'M.

Si ¢:R* -~ T!M est une section intégrale de=(¢,,......&, ), localement donné par

w(t)= ' (t)wL (t)) alorsa partir de la définition 3.2.2 et Eq.3.2.2.2. on déduit

oYy,
ot?

oy’
ot”

=y (t). = (&0)s (b)) (3.2.2.3)

t t

De (3.2.2.1) et (3.2.2.3), on obtient la proposition suwan

Proposition Soit § = (é’l, ...... ,é'k) est un SOPDE intégrable (i&.est holonome). Siyes
une section intégrale def alors ¢ =¢® ou ¢ est le premier prolongement
I'application =70y :R* I¥ - T'M [T — Met ¢ est la solution du systénmi&quation
aux dérivées partielles de second ordre

o’y ®) =(£,)s gd(t),@(t) 1<i<n 1< AB<k (3.2.2.4)
ot*at® ot°©

Proposition Soit § un champ k-vecteur intégrable stfM. La condition nécessaire
suffisante pouré  pour étre une Equation Diffeieli¢ Partielle de Secon®rdre

(SOPDE) est que ses sections intégrales sont Emiprs prollongements de 'application
oV @9:R* - M.

&) = (t)(

21| 1Ak
ot,|,

Ces applicationsg  seront appelés des solutions@BOE &. ¢ est donndocalemer
par (3.2.1.4) si et seulement si
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0%¢
at”ot®

L1
ot”

(t) = Vi (¢® (V) (®) = (&4)5 (@™ (1)) (3.2.2.5)

De (3.2.2.5), on déduit que § st SOPDE intégrable alofg, ), =(&;), pourtout
A B=1...k

3.2.3 Formulation géométrique pour le formalisme d Lagrangek-symplectique

Soit LDC‘”(TklM) une fonction de Lagrange (ile:T/M - R).

Soit 8" les 1-formes définis suf;M ,1< A<k qui sont introduits en utilisant la structure

dek-tangent de€T,'M , comme suit
6 =dLoS* 1< A<k,

qui sont localement données par
LS (3.2.3.1)

6! =
-V,

Si on note paw,* = -dg;*, en coordonnées locales on a:

2 2
aL]— OL_ 4% Ddxi + ajLi

= dx Odv], (3.2.3.2)
ov', ] ox'ov), oviov',

w =dx Dd(

Soit E,_ la fonction de Lagrange d'énergie associéd_,éELDC“(TklM), comme

E, =A(L)-L. Sonexpression locale est

i oL
E =V, PV L 43.3)
A

L’application de Legendré=L :T‘M - (T,})DM a été introduite paGtinther [14] et qui

est localement donnée par:

FL:(d,vi) =[x, 2= (3.2.3.4)
ov',
De (3.2.1.4) et (3.2.3.49n obtient que
6 =FL6" , o =FL" (3.2.3.5)

ou FL" le pull back dé-L.

Définition Un Lagrangien L est dit réguli¢l 9] si et seulement si

2
def %% lx0 1<ij<n 1<AB<k (3.2.3.6)
ov',0v}

89



Proposition SoitLDC‘”(TklM) est un Lagrangie. Les conditions suivantes s
équivalentes:

1) L est régulier. 2) FL est un diffeomorphisme Iocab.(TklM ,wf,v), ouV = Ker(rﬁ,, )D,
est un manifold k-symplectique.

Une fonction de Lagrangel estdite hyperregulieresi la correspondanteegendr:
application FL est un diffeomorphisme global. &i est régulier, (TklM, L) est dit un

systéme Lagrangiek-symplectiqgue. SL n'est pas régulier(TklM,L) est wystéem
Lagrangierk-presymlectique.

Les équations d’Euler- Lagrange pausont:

i = o (3.2.3.7) (a)
a0 aVA w(t) 0X 0]
avec
Vi (w(t) = ‘;‘t/f , 1<i<n,1< A<k (3.2.3.7) (b)

dont les solutions sont des cartgs: R — T/M qui, a la suite du dernier grot
d'équations (3.2.3.7), sont les premiers prolonggsne a TM des cartes

p=r1,o¢:R - M; i.e. ¢ sont holonomes. Cela veut dire que ¢® ol

PP R* - T!M

t - %) ={¢D(t)(%

Comme (TklM,wf,V) est un manifol#-symplectique,on définit le morphisme de fik

vectoriel suivant

Q THTIM) - T(TIM)

k 3.2.3.8
X = (Xppe X)) = QU (X, X ) =trace(iy of) =D iy off ( )

On désigne pay (T/M Insemble des chamgsrecteurs &, = (¢&},....,&f) sul!M qui
sont des solutions de I'équation

Q(&!,...&) = dE,, (3.28.

La famille (T!M, «?, E,) est appelée systéme Lagrangiesymplectique. Si chacug*
estdonné localement par

& (L) (L) . (3.2.3.10)
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Alors ( LA)est une solution de (3.2.3.9) si et seulerE;é(t,fLA)i et ({LA)i

5 Satisfonte system

d'équations:
2 2 2
(Aj_j)GL_AjGL_aL A\ . OL _
\% - - — — +—=0
et (3.2.3.11)
0°L ( ) 0°L ¥
aviavi, Ut oaviavi Va

Si le Lagrangian est régulier, les équations préctadsont équivalentes aux équations

0°L J 0°L (L)

=yl o+ -9 ci<nic<As<k (3.2.3.12) (a)
ox!ov'y ov',ov.

o
et
(e2) =v, (3.2.3.12) (b)

Le dernier groupe de ces équations (3.2.3.12)4t)expression locale de la condition que
. est un SOPDE et si elle est intégrable, ses sections intégrates les premiers

prolongementsg® : R* - T!M des cartesp:R* —~ M, et en utilisant les systén

d'équations (3.2.3.12) (a) et (3.2.3.7) (b), onuitéque {gd} sont solutions des équatic
d'Euler-Lagrange (3.2.3.7) (a).

Ainsi, les équations (3.2.3.9) peuvent étre congéiele comme une veosi geomeétrique d
équations du champ d’EuIer-Lagrange:

30 oL
= ot? avA Py X

3.2.4 Formalisme hamiltonierk-symplectique

(3.2.3.13)

#V(1)

Considerer le k-manifold ((Tkl)DM,a)A,V) et soit HDC“’((Tkl)DM) une fonctiol

Hamiltonienne.((Tkl)DM , H) est appelé un systéme Hamiltonleaymlectique [19]. Les

équations de Hamilton-de Donder WeM{W-équationsen abréggpour ce systéme sc
I'ensemble d'équations différentielles partielles:

G_H_ iat/f."
ot*
et 1<i<n,1< A<k (3.2.4.1)
OH _ oy
op”*  oth

ot 1R - (TE'M, w(t) = ' (t). w2 (t)) estune solution.
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On désigne pay/; ((T,})DM) l'ensemble des champsrecteursé = (&, ,......&, ) sur (T,})DM
qui sont solutions a I'équation

i€, )" = dH (3.2.4.2)

k
A=1
Dans un systeme local de coordonnées canoniquguel@ est donné localement par :

i 0 0
& =(£) ﬁJr(EA)‘BE’ 1< A<k (3.2.4.3)
Alors, linsertion de (3.2.4.1) dans (3.2.4.2),quétion (3.2.4.2 est équivalent al
équations:

ox' A1

1<i<n (3.2.4.4)
oH i
W = (5A)

Proposition Soit & =(&,,...£&,) est un champ k-vecteur intégrable da(ﬁl’#)DM el
w:R - (T}f'M une section intégrale de Alors g(t)= (' (t), #(t)) est unesolutior
aux équations HDW (3.2.4.1) si et seulemerdtSiy;: ((T,})DM) rsalo

=)

et (3.2.4.5)
0 _ (s \a
at—B - (gB)i

Par conséquent, en combinant (3.2.4.4) et (3.2.drblrouve les équatiomtDW (3.2.4.).
3.3 Géomeétriek-Cosymplectique

3.3.1 Manifold k-cosymplectique

Définition Soit M une variété différentiable de dimension k- (b) + n. Une structure k-
cosymplectique est une famil@eA,QA,V,ls A< k) ot 7 0Q'M), Q*0Q*(M)et V
est une distribution de dimension nk sur M, tel que

=0.

Vv

2. ((k] kerlij n (ﬁ kerQAj ={o}. dim(ﬁ kerQAj =k.

A=1 A=1

L 7'0...07 %0, n*| =0 Q"

A A 4 ;
3. Les forms’ ’Q sont fermés et V est integrable.
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Alors (M ,/7A,QA,V) est une variétécosymplectique [14, 19, 22, 23].

Pour chaqué&-cosymplectique structur@s]A,QA,V) surM, il existe une famille de charr

k-vecteurs{RA} . qui sont appelés des champs de vecteeeb,caracteriségpar le:

<A<
conditions suivantes :

i7" =0, , 1, Q%°=0 ; 1<AB<k
ou les champs de vectelRrsebsont R, = ati’*’ls A<Kk.

Théoréme (de Darbou)x Si M est un manifold k-cosymplectique, alors mptmwut point d
M, il existe uie carte locale de coordonné(ié*,xi : piA),ls A<k,1<isn,tel que

n® =dt*, Q*=dx Odp®, V :(i ...... ,ij
i=1, n

Le modeéle canonique pour ces structures géométriqas(R"X(Tkl)DM,nA,QA,V). Si
(tA)sont des coordonnées daR$ et (x‘) sont des coordonnées localeslsurt M , alors

les coordonnées locales induie$, x', p?) sur R* x (T)°U  sont donnés par:
A Pl pt) =t X phept)=X (X)L PR PR )= P
Sit=(t,...t)OR, xOM et (t, p.,...pt)OR x(T:)'M, ona
7t phoe )= (PEpt) o 72 2 pk) = (P2)

7 pypt) =X A L) =t

(e pLpt)=t L A Pl pk) = (7 p2)

La structure canoniquie-cosymplectique dan®" X(Tkl)DM est construite par les formes
différentielles suivantes

O (]

=Yt er=(m)e . o*=(m)w ; 1<A<k

EvidemmentQ” = -d®”. En coordonnées locales, nous avons

n*=dt* , 0*=pidx , Q*=dx Odp* , 1<A<k (3.3.1.1)

Le manifold canoniqu&-cosymplectique es&R" X(Tkl)DM ,nA,QA,V) otV =ker(7z,),, e
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a J
apiA 1< A<k I<i<n

localementv :(

3.3.2Formalisme hamiltonienk-cosymplectique

Considérer le manifollst—cosympIectiqu{Rk X(Tkl)DM ,nA,QA,V) etHOC” (R" X (Tkl)DM)

est une funcion Hamiltonienne{R" X(Tkl)DM, H) est appelé un systéeme Hamiltoniken

cosymplectique. Les équationdDW pour ce systeme sont I'ensemblegdation
différentielles partielles:

oH_ _&og”
X ; ot"
et 1< A<k,1<i<n (3.3.2)
oH _ oy’
op? ot

ou les solutionszﬁ(t’*):(t’*,(]/’i (tA),zﬁiA(tA)) sont des sections de la piojec
7 Rx(TM = R

On désigne pay; (R" x(Tkl)DM) l'ensemble des chamdpk-vecteurs? =(&,....& ) sur

R x (Tkl)DM qui sont solutions des équations

k
Q*=dH-Y R,(H)p" , 1<A<k (3.3.2.2)

EM~

i
A
v

Etant donnéR, = /tA et n” =dt", ainsi les équations ci-dessus sdotalement écrite

comme suit ;
K, K
3i(£.)Q* =dH - za—ﬂ . 1< A<k (3.3.2.3)
A=1 a1 Ot

Dans un systéme de coordonnées locafgs,  est ganmgcalement par :

e 2rle) 2o le) sapa

et en utilisant (3.3.1.1), les équations (3.3.2d1t équivalentes au systeme d’équations

k

S

A=1

1< A<k,1<i<n (3.3.2.5)

=)

ap;
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Proposition Soit g?z(g?l,...g?k) est un champ k-vecteur intégrable daR$ x(Tkl)DM el
@ R - R*x(T})'M une section intégrale d& . Alors #(t)=(t, " (t), % (t)) est un
solution aux équations HDW (3.3.2.1) si et seelersi & O y& (Rk X (Tkl)DM) alors,

oy’ :(— )i
o® VP
et (3.3.2.6)
oT” (= \a
atB _( B)i

Par conséquent, en combinant (3.3.2.5) et (3.3.@mBlrouve les équatiomtDW (3.3.2.1)
3.3.3 Eléments géométriques pour le formalisme leangien k-cosymplectique

Soit 7, :R*xT!M - M la projection canonique. Eﬁx') sont les coordonnées locales sur

U O M, alors les coordonnées locales inddits x', v, )sur (r ) (U) = R* xT2U sont:

tA(t,le, ..... vkx):tA, xi(t,le, ..... vkx):xi(x), viA(t,le, ..... ,vkx):vAK(xi)
Structure k-tangente canonique

La structurek-tangente canonique sl xT/M est I'ensemblgS',........ S*) des tenseu

champs de typél, 1) défini localement par:

st S 0 dx
oV,

Champs de vecteurs canoniques
Soit A le champ de vecteur canonique (champ de vecteliogwille) sur R* x T!M . Ce
champ de vecteuh est le générateur infinitésimal du flux suivant :

W RxR*xT!M - R*xT!M

zp(s,t,le,.....vkx): (t,esle, ..... ,esvkx)

et en coordonnées locales, il a la forme

3.3.4 Formulation géométrique pour le formalismedgrangienk-cosymplectique
Soit L DC”(R" XTklM) une fonction Lagrangien (Le R*xT!M - R .)

Soit O la 1-forme définie suR* xTM ,1< A<k, est introduite en utilisant structure
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k-tangent d®“ x T'M , comme suit :

Of =dL.S* 1< A<k,

dx (3.3.4.1)

Si nous dénotons pa®* =-d®”, en coordonnées locales, on a

4 4 0L . 4 0L .
= ———dx Odx +———dx Odvj +———dx Odt® (3.3.4.9
ox'ov', OVEov', ot~ov',

2
QP =dx Dd[ aLi j— oL
ov',

Soit E, la fonction Lagrangien d'énergie [14, 19] assakié, E, DC‘”(RkXTklM),

commeE, =A(L)-L, dont I'expression locale est :

E, :V;W—L (3.3.4.3)
A

L’application LegendreéFL : R xT'M - R x(Tkl)DM est donnée localement par :

FL: (A, v) = [ 10, 2 = ) (3.3.4.4)
ov',
A partir de (3.3.1.1) et (3.3.4.4), on obtient
O} =FL'@"* , Qf=FL"Q" 1<A<k (3.3.4.5)

ou FL"est un pull back dEL .

2
Le LagrangianL = L(tA, X' ,v'A) est régulier si la matrice {%5?'67’} pas singuliere en
VA VB

chaque point d&R“ xT,"M . Alors, on déduit la proposition suivante:

Proposition Soit LDC“(R"kalM) est un LagrangianLes conditions suivantes s
équivalentes:

1- L estrégulier.

2- FL est un diffeomorphism local.
3- (RxTIM, dt*,Q%,V), otV = ker(7, )., est un manifold k-cosymplectic.

Une fonction Lagrangieh est ditehyperregularsi la carte de Legendre FL assose
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un diffeomorphisme global. Si L est régul(é{'f xTIM, L) est dit unsystéme Lagrangii
k-cosymplectique. Si L n'est pas réguliéﬁi’,k xTIM, L) est un systemeangignk-
precosymlectique.

Les équations d’Euler-Lagrange sont (3.2.3.13), mais mairttelearLagrangian e
L:L(tA,x‘,v‘A), et leurs solutions sont les sectiofis R -~ R*xT/M qui sont les

premiers prolongements & xT!M  des sectigns. R . M ; c'est a dire, son
holonomes. Cela veut dire qu = ¢" ou
R L R xTM

. aqo(”(tF{t’%(t)(it} ..... %(t)(atiktjj

En outre, on dénote par“ (R“ xTM I'dnsemble des champsvecteursé, = (&},.....&")

surR* xT!M qui sont solutions aux équations

Yil&,), QF = dE, +zt—th ., 1< A<k (3.3.4.9

k
A=1 A= l

Dans un systéme local de coordonnées naturelles, si

A 9
= atA +(E) S+ @), e (3.3.4.7)

Alors EL est une solution de (3.3.4.6) si et :seulensze(l;fL ) and( ! ) satisfont

0°L (—) d°L ¥ 0°L ( ) 9°L ¥
6tA6Vi 0 attav, Va o aviavi, Ut/ aviav, A

0°L ( »)_—'GZL _(za) 0L 0°L oL _
X' oV, (e -vi)-() axiov', (&) aviovi, * ot ov', Yox O

(3.3.4.8)

Quand L est régulier, on impose q(f—{ ) V', et la derniére équation peut étre é
comme suit

2L ) 9°L (7). o°L _oL (3.3.4.9)

— 4 = —
ot ov', ox'ov', Boviov,, ox

alors & est un SOPDE, et par conséqueid sest intégrable, ses seci®intégrales so

holonomes et elles sont solutions aux équationsldiH.agrange. SL n'est pas régulie
I'existence des solutions aux équations (3.2.3008) Lou a (3.3.4.6) n'est pas assaré

général, sauf dans une sous-variBtéxTM .
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3.4 Géométrie multisymplectique
3.4.1 Manifold multisymplectique et les champs muikecteurs hamiltoniens

Soit E une variété différentiable ddimensionm et notons pan\“T"E le bundle des-
formes extérieures sUE avec la projection canoniqug, : A“T°E - E. On note que

NTE=T'E.
Une extension directe de la construction de la 1-forme canonique wellesur un fibré

cotangent est qu'il existe ukforme canonique 6. et K+1) - forme Q. sur le
multicotangentA\*T"E défini par [19, 35]

Q. =-dé, (3.4.1.1)

Prenant les coordonnées du bun(ﬂé P i ),1si <m,1<i,0....00, <m, surAT"E, on
a
0. = p,, dx O...0dx* , Qg =-dp_; dx* O....0dx" (3.4.1.2)

Supposons qué lui-méme est fibrée au-dessus d'une variBtg avec la projection
n:E - M. Pour tout r, ave®<r <k, soit A“T"E désigne I'ensemble dé&formes su
E qui disparait par I'action de (¥f champs de vecteurs verticaux. De toute évidenc
ATE un sous-fibré vectoriel dA*T"E et on notera par la carte d'inclusion :

i, NTE - NTYE

La restriction ded.et Q. aA“T"E qui sera dénotée p#.  €I. respectivement; C'e
a dire
O =i 6, Qp=iQ¢, and Qf =-d&;. (3.4.1.3)

Sur la base des propriétés des k+1) - formes Q. eQt , ladéfinition suivante e
introduite :

Définition: Le couple(M,Q), ave® 0 Q™ (M ),est un manifold multisymlectique §i
est ferme et 1-non dégenére; autrement dit, poageep M et X OT M, on a alors
i(X

p)Qp =0 si et seulement sk, = 0.

Bien sir les manifolds (ATUE,Q.)et(ATE, QL) 0<r<k, sont de
multisymplectiques.

Si (M,Q)est manifold multisymplectiquexX DX"(M) est dit un mipaHamiltonien k-
multivecteur  si i(X)Q est un exac(m+1—k)- forme; autrement dit, il existe
Z0Q™ (M) tel que

i(X)Q=d7 3.4.1.4)
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Le champ multivecteu{ est défini mod(rhm— k)-formes fermées. La claséé} définie

par { est appelée I'Hamiltonien poXy et chaque élément dans cette claéﬁe{i} est di
étre une forme Hamiltonienne poXr En outre X est dit étre un champ Hamiltoni&n
multivecteur locale si(X)Q est unerp+1-K-forme fermée. Dans ce camur tout poir

xOM, il ya un voisinage ouvely OM et  0Q™ (W) tel que
i(X)Q=dZ (Sut)

Inversement,{ DQ"(M) est dit étre urkeforme Hamiltonienne (resp. un Hamiltonien
forme local) s'il existe un champ multivectedt 1X™*(M)  sfpex OX™ (W) tel que
(3.4.1.4) est verifiée (resp. si). En particulier, quan&=0, i.e. sif 1C*(M), alors
I'existence d’un champ Hamiltoniemmultivector pour{ étre assuré.

3.4.2 Formalisme multisymplectique de la théorie dehamps
Multimomentum bundles

Les manifolds multisymplectiques particuliers gairapportent dans la théorie des champs
sont dits les multimomentum  bundles: soitn:E -~ M un faisceau de fibres
(dimM =k, dimE=n+k),o0 M est un manifold orienté dont la formeolume

w0 Q*(M),et notons par(tA,x‘), ol 1< A<k,1<n, les coordonnées naturelles ddhs

adaptées au bundle tel que= dt* 0....0dt* =d*t. Tout d'abordon a AST'E =M, il

est le faisceau de-formes sur E qui disparait par I'action de demxchamps Verticau
Ceci est appelé le faisceau multimomentum prolofige 30, 35],et ses submersi
canoniques sont désignés par :

K:Mn-E ; K=7ocxk:Mn - M

Mn est unsous-fibréde AT"E qui estle faisceau multicotangent de d'ordre k (It
faisceau d&-formes erk). Alors M7 est doté de formes canoniques.

Ainsi, la forme multisymplectique
Q=-de0Q"*(Mn) (3.4.2.1)

Les formesf etQ sont connues comme Liouville multimomentiret k+1) - formes.

Les coordonnées naturelles, introduites déhg adamu faisceam:E - M, son
désignées pa(tA,x‘,piA, p) et w=d"t. Alors les expressions locales des forgesQ
sont:
0= pidx O0d*'t, + pd“t
(3.4.2.2)
Q =-dp® Odx Od*'t, —dpOd*t
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ol d"‘ltA:i[ 9 jd"t

ot*

Considérons AT "E = 77°A“T "M un autre bundle qui est au dessu€dgdont les sectior

sont les7n - semibasick-formes suiE et notons pad'7” le quotient ASTPE/ATE. 31"
est généralement appelé le faisceau de multimomemastreint associé a I'ensemble
7n:E - M. Les coordonnées naturelles daisr”  sont désign&’bah piA).

On fait la remarque suivante que les coordonnées locales définied'SUE sont
(tA, X', p) et les éléments dA“T "E peuveniétre écrits papd*“t

Les submersions naturelles associédszt’sont :
r:J'7 5 E : T=mor: ' - M

En outre, la submersion naturelle M7 — J'71” dote M7z avec la structure d'uiaiscea
affine surd*77, avea "ATT"E commele fibré vectoriel associé

On a le diagramme suivant:

M - It
KT
K E T
T

M

3.4.3 Systémes hamiltoniens dans'sr”
Systemes hamiltoniens restreints
Définition Considérons le faisceami: J'7r’ — M.

1 - Une sectiorh: J'77” — M de la projectiony  est appelée une section Hariitome
deyu .
2 - Les formes différentiables:
6, =h"6
(3.4.3.1)
Q, =-dg, =h"Q

Ces formes sont appelées k et (k+1) formes de awiartan deJ'77” qui sont associés
a la section Hamiltonienne h.

3-le couple(J l77J],h) est dit étre un systéme Hamiltoméstreint(ou seulement syste
Hamiltonien).

100



Dans une carte locale de coordonnées naturellessection Hamiltonienne est spfém
par une fonction Hamiltonienne locae1C* (U ),U O J*7” [19, 30], tel que

h(tA’Xi , piA)E (tA’Xi ’ piA’ p= _h(tA’Xi , piA))_
Les expressions locales des formes de Hamilton-Cartan assohiéesta
6, = pidx O0d*"t, + hd*t

et (3.4.3.2)
Q, =-dp”® Odx 0d*"t, —dhOd*t

Remarque on note que Q, est non-dégénérée; alor), est une form
multisymplectique.

Principe variationnel et Equations de champ

Définition Soit (Jlnﬂ,h) est un systéme hamiltonien restreint. $C(M ,Jlnﬂ) I'ensembl
des sections de.  Considéronsckate

H:r(M,3'77) - R
‘// - IM ‘/IDHh
(ou la convergence de l'intégrale est assuméeprhaleleme variational [33, 34] powe

systeme hamiltonien restreint est la recherchesdegons critiques (ostationnairesde b
fonctionelleH par rapport aux variations dg donné par byy, =g, o, ou {at} est ur

groupe & un-paramétre local avec un support com@saty"?(3'77°) (ot ' (37"
represente le module des champs de vecteurs wexticadans J'77”), cela veut dire:

d 0
at:oJ‘M ll/t gh =0

Ceci est dite principe de Hamilton-Jacohiu formalisme hamiltonien.
Il suit ce théoreme fondamental:

ThéoremeSoit (J , h) est un systéme hamiltonian restrelrgs assertions suivantes
une sectiony O F(M ,Jlnﬂ) sont équivalentes:

1. ¢ est une section critique pour le probleme variatiel posé par lgrincipe de
Hamiltor-Jacobi.

2. ¢"i(z)Q, = 0pour tout 20 x'(3*72").
3. ¢"i(X)Q, =0pourtout X 0 x"(3'7").
4. si(U;th,x, p?) est un systéme naturel de coordonnées dm's alors y satisfait I¢
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systéme d'équations suivant dans U

3(x o) _ on oy oh |
ot" ap” T apf,
(3.4.3.3)
O(piAow):_mowE_ﬁ
ot” ox’ ox'|,

ou h une fonction hamiltonienne locale. Les équmti(8.4.3.3) sont connues comrte=
équations de Hamilton-de Donder-W@&JDW) du systéme hamiltonien restreint.

(1 = 2) On assume quédU est un manifold de dimensiok-1) et quet (supp(z))OU ,
pour tout support compaétD)(V(f)(JlnD). Alors

dt

tojwt =< tzojuwﬂ( )jw(' 9% Hj
=[,¢(L2)8,) = ¢"((2))d6, = [ ¢((z)a, +di(2)6,)
=-[ ¢((2)0, ~di(2)8,)= -] ¢"i(2)2,)+ | d7((z)e,)]
=-[,¢"i(2).)+[ ¢ ((2)a,)=-[ ¢ ((2)Q.)=

(A la suite du théoréme de stocks et I'hypothese fur les supports des char
verticaux).

Ainsi, en utilisant le théoréme fondamental du gll@riationnel, on conclut que

4 [uva=0- @)=
pour chaquez O x¥@(3%7°).

(2 = 3Si pOimg,alors T,3%7” =V, (r) 0 T, (Img).Donc, si X 0 x(3*7")
alors X, = (X, =T, (70X, ) T, (e T)x, )= x; + x¢

et par conséquent
w002, =u a7l o, )= wfxe o, ) =0

Puisque ¢(i(X')2,)=0 la condition citée ci-dessus, en ouk 0T (Imy) et
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dim(img)=k / Q,0Q*(3'7’) Par conséquent, on conclut qé(i(X)Q,)=0 poul
chaquex D,\c(J 1775).

0
3< 4)if X=a" - ox(3t”)
( ) g ,3 GpiA 7)(( )
en tenant compte de I'expression locale (3)2ie ‘on a
i(X)Qh:_aB(dplADdXi de_ztBA+ ah Adelt +§h dx delt :th d tj
i X'

ﬁ(dp Od*™'t +§hd jﬂ/‘( dx Od*™'t +aahdtj
X'

si @ =(t*,x (t®) pAt®)) alors

o a(proyw) o wa) oh| a(x! ow) oh| a(pfow) on "
ot ot® axl ot® apiA\w ath  at®

+[>"[a *ev), Udt+y{ ol -w), ah|J “t
Y

e op?|

comme cela est vrai powhaquexX Ox(J'777), on conclut quew (i(X)Q,)=0, si ef
seulement si, les équations de Hamilton De- Dokideyl maintiennent poug .

Equations hamiltoniennes pour les champs multivectas

Soit (J 1nﬂ,h) est un systeme hamiltonieestreint. Le probléeme de trouver des solu
sections critiques du principe Hamilton-Jacobitp&me formulé demaniére équivalen
comme suit: pour trouver une distributi@nof T(J 1nﬂ) satisfaisant:

1. D estk-dimensionnel.
2. D estT - transverse.
3. D estintégrable (il est involutif).

4. Les variétés intégrables d2 sont les sections critiques du principe Hamilton-
Jacobi.

Cependant, ces types de distributions sont assoaiéx classes dehamps multivecteu
intégrables (i.e., non nulle, localement décomplesadt involutifs) er -transversaux dans

Jr”. L’expression locale en coordonnées naturelles éément d'une de ces classes est
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k @ .0 i 0
X=0f" 5 +Fi-r+Gg—r (3.4.3.4)
a1 | ot Ox 0P

ot f 0C"(3*7°) est une fonction non nulle.

Par conséquent, le probléme posé par le princgeélaiilton-Jacobi peut étre énoncé de
la fagon suivante:

Théoréme Soit (3*77,h) un systéme hamiltonien restreint,{ gt ¥*(3%77°) est une
classe de champs multivectears -transversaux ejriaées. Alors, les variétés intégrales
de {)(} sont des sections critiques pour le probleme vemmmel posé par leprincipe de
Hamiltor-Jacobi si et seulement[§0],

ilx,)2,=0 . Ox, O0{x.} (3.4.35

Remarque La condition de 7 transversalité pour multivecteurs champs solutide
(3.4.3.5) peut étre dit en exigeant qufy,)r"w)# 0.En particulier, si on prend

i()(h)(f%):l, on choisit un représentant de la class champs multivecteurg -

transversaux solutionsa (3.4.3.5). (Ceci est équivalent a meftre 1 dans I'expression
locale (3.4.3.4)).

Ainsi, le probléeme posé est de chercher un champ multivemﬂwm(JlnD) etel qu
1.i(x,)Q, =0
2. i(x, )rw)=1.
3. x,, estintégrable.

Des conditions 1 et 2 et en utilisant les expressions locate8.@.deQ, et (3.4.3.4) pour
X,, On obtient quef = 1 et
oh A oh

Fi = i : Gl=——2 3.4.3.6
* opl, "o ( )

et si (x)=(x", yA(x*) p4(x*)) doitétre une section intégrale dg, alors
i B
—a();tA‘//) = FL oy —a(F:;tA w) = Gii oy (3.4.3.7)

Par conséquent les équations de Hamilton-de Denest (3.4.3.3) pouy ant
récupérés a partir de (3.4.3.5) [30].

Remarque Les classes des champs multivecteurs localemendbnygssables etr -
transversaux sont en correspondance un a un aweccatmexions dans le faisci
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r:J'n17 - M. Par conséquent, il peut étre prouvé que la comdinoncée dans
théoréeme 3.4.3 est équivalente a trouver une iabégrconnexion, dansl‘z’ - M

atisfaisant I'equation
i(Dh) Q, = (m_l) Q,

et dont les sections intégrales sont les sectiotigues du probleme Hamiltodacobi. Bie
sdr, 0, est la connexion associée a la cldgsg solution de (3.4.3.5), gt, est intégrabl

si et seulement si la courbufé,  s’anulle partout.

L’expression del],, en coordonnées est

SRON (TR R 3
ot ox' 0pg
Définition D%’“(Jlnﬂ) est appelé un champ multivecteur de Hamilton-de Donder-Wey
[((HDW) pour le systén(élnﬂ,h) s'il est 7- transversal, localement decomposibal
vérifie I'équationi(x, )Q, = 0. Alors, la connexion associée,  est appeléecomaexiol

de Hamilton-de Donder-Weyl (HDW) pC(l]lllTD,h).

Pour les systémes hamiltoniens restreiféxistence de champs ou de connex
multivecteurs de Hamilton-De Dond#feyl est garantie, bien qu'ils ne soient
nécessairement intégrables.

3.4.4 Formalisme lagrangien

Systemes lagrangiens

Une théorie de champ classique de premier ordrdéesite par les éléments suivants
premier, on a laconfiguration de faisceau de fibres E -~ M, avec dimM=k et

dim E=n+k ol M est un manifold orienté et dont la forme volumgl Q*(M).

23 - E estle jet bundle du premier ordre de sections locdies . Il est égaleme!
un faisceau au-dessus Meavec la projectioz* = 7o 71 : J'r - M, et

dimJ%77=nk +n+k.On désigne paft”,x,v}) , o8=1...k;i=1..n, les coordonnées
naturelles dang*7r adaptées a la structure du faisceau tel guedx' O....0dx* =d*x.
En second, on donne la densité de Lagrange7aur esiuinm-forme semibasique st

J'rr et par conséquent elle peut étre exprimée comme(ﬁima)),ou L DCW(Jln) est e
fonction de Lagrange associée a Laefl4, 19, 27, 29].

Le bundle J'77  est doté d'une structure canoniquel (Jln)D F(Jln, V(nl))D
F(Jlﬂ, ﬁlETM) qui est appelé endomorphisme vertiqaié, 46] (\/(#)désigne ici le sous-
fioré vertical par rapport a la projectiont et F(Jlﬂ, V(ﬂl)) I'ensemble des sections dar
bundle correspondant).
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Alors les formesk et +1) de Poincaré-Cartan associées a L sont défiaies

6, =il)L+L0Q*(3*7) ; Q, =-dg DQ**(3'n)

Nous avondes expressions locales suivantes agt&tt, = {%j d“t

6, = 0L gy Od ', - a—ITviA—L d“x
0 ov'

i
A A

— aZL i j k-1 aZL i j k-1.
Q =————av,, 0dx' O0d*"t; ———dx Odx' Od“t; + (3.4.4.1)
ov',0v} ox'ov}
2 2 2
a_L.vgdv‘ADd"H oL g-a_L_+ aBL_ dx' Od*t
ov',0v} ox'ov} ox' ot ovy

Définition (J T, QL) est appelé le systéeme de Lagrange.

Le systeme Lagrangien e fonction de Lagrange est dit regulier 8 une Ik+forme

multisymplectique (i.e.; 1-nondegenerate). Par eaits, ils sont singuliers (ou non-
réguliers).

La condition de la régularité est localement égeme a:

9°L
det—2 = (y)|200y03
( v (y)J y (3.4.4.2)

Equations de champ de Lagrange

Les équations du champ Lagrange peuvent étre @ériVén principe variationnel [32].

Définition Soit (Jln,QL) un systeme.agrangien. Soiﬂ'(M , E) I'ensemble de sections
7.
Considérons I'application

L: T(M,E)-R

p - _[M (J 1CO)DHL

(ou la convergence de l'intégrale est présuméejprakleme variationngll4, 28] pour ct
systéme de Lagrange est de rechercher les sedtiititpies (ou stationnaires) de

fonctionnelle L , par rapport aux variations gedonnées parg = o, o ¢, ou {Jt} est ul

groupe & un paramétre local d'un support comgagty”™(E) (ou x'™(E) dénote |
module des champs du vecteurverticaux dans Egutrement dit

106



d

a J-M (le)DgL =0

t=0

Ceci est dite principe de Hamiltou formalisme lagrangien.

Le Hamilton principe est équivalent a trouver uistributionD dans J'7r tel que :

1. D estk-dimensionnel.

2. Dest- transversal.
3. D estintégrable (D est involutif).

4. Les variétés intégrales de D sont les liftings camees auJ'sr des sectior
critiques du principe de Hamilton.

Une distributionD qui satisfait 1 et 2 est associé a une connexiams ce bundl
T J'm - M (intégrable si 3 est maintenue) dont I'expressamale est :
0 ;0 i 0
O=dt" O (—+ F;\—.+G'AB—_j
ath ox' vy
En outre, ces types de distributions intégrablesegtconnexions correspondantes
associées a des classes de chammsltivecteurs 77* -transversawet intégrables (ie, ne

nuls localement décomposables et involutinsl'zz. Si le point 2 est vérifi
I'expression locale en coordonnées naturellesé&ment de I'un de ces classes [19] est

K 0 ; 0 i 0
X=014 fA —+FI—.+GI — , ac® Jlﬂ
A%1 (atA Pox  7° av'Bj { (3'7)

Si, en plus, les sections intégrales sont holongjeesgjui signifie qu'ellesont des leve
canoniques des sections de E - M ), alessconnexions intégrables et leurs cle
associées de champs multivecteurs sont appelésdmés (pour étre holonomes

équivalent a étre intégrable) et dans ce cas, 61 av!, dans les expressions locales ci-
dessus, alors:

Théoreme Soit (Jln, QL) un systéme LagrangielLes assertions suivantes sur une se
¢ 0T (M, E) sontéquivalentes:

1. ¢ est une section critique pour le probléme variatiel posé par I@rincipe de
Hamilton.

2. (i*gi(x)e, =0,0x 04a'n)

3. j'@ est une section intégrale d'une clasde champs multivecteurs holonoi
{x.} 0 x*(0%7) satisfaisant :
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i(x.)Q. =0, Ox O{x.} (3.4.4.3)

4. j'¢ estune section intégrale d'une classe de comméxilonomes], dansg'sr
satisfaisant :
i(0)Q, =(k-1)q, (3.4.4.4)

5. Si (U;tAx,v},) est un systtme naturel de coordonnées dahs, e
jlp= (tA, X (tB),v‘A = gtiA(tB)j dansU satisfait des équations Euler-Lagrange

oL
ox’

°il¢-i(:TLi°J'1¢j=0 , 1=1..n (3.4.4.5)
A

ot”

Les champs multivecteurs holonomes et les connexjui sont solutionaux équatior
de Lagrange (3.4.4.3) et (3.4.4.4) respectivement appelées champs multivectew

connexions d’Euler-Lagrange cﬂ&lﬂ, QL) [19, 28].

Remarque Les Champs multivecteurs sehitonomes (ils ne sont pas nécessaire
intégrables) localement décomposables sont sokities équations de lagrange (3.4.4.
(3.4.4.4).

Si (Jlﬂ,QL)est régulier, les champlsvecteurs d’Eulet:agrange et les connexic
existent dang'sr, bien qu'ils ne soient pas nécessairement inttEgalSi (Jln, QL)es
singulier,dans le cas le plus favorable, ces champs muléuestd’EulerLagrange et l¢

connexions existent seulement dans certasmss-variétésS —. J'77 qui peuvent ét
obtenues apréavoir appliquéun algorithme de contrainte approprié.

3.4.5 Formalisme hamiltonien
Faisceaux multimomentum. Cartes de Legendre

Il existe différents faisceaux ou le formalisme ligonien des théories de charfi®, 28
29, 30, 31]peut étre développé. Ici, nous prenons l'un desxdas plus classiques.

En premier, M7= A$T"E est I'ensemble des k-formes sur E qui s’annulentaion de
deux 71- champs de vecteurs verticaux (alors diim  nk=t n + k +1), et est
diffeomorphe a I'ensemble des cartes affinesaea AT™M i.e. Aff (377, AT™M), (
NT™M est lefaisceau deamultitangents d& d'ordrek). Il est appelé le faisceau
multimomentum prolongé [19, 30], et les submersitargoniques associés sont désignés

par :
K:Mn s E : K=7noxk:Mn - M

Comme M7 est unsous-fibré deAT"E (le faisceaumulticotangent dé&E d'ordrek),
alors Mn est doté d'une forme canoniaﬁJEQ"(Mﬂ) (la "formeotagique™) quies
définie comme suit:
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Soit (x, @) OAST E, aveex O E eta OAST, E; alors, pour chaqui,,....,X, 0T (M77),
(%, @) Xy, X, )= a(x; T(X’H)K(Xl), s ,T(X’G)K(Xk ))

Alors, on définit la forme multisymplectiqueé := —dHDQ"“(Mn).IIs sont connus
comme les multimomentutaet k+1) — formes de Liouville.

Les coordonnées naturelles, introduites d&hg adsm@ufaisceauzi: E - M, son
désignées pa(t’*,xi , Pl p), et w=d*t, les expressions locales de ces formes so
suivantes:

6= pldx Od*™'t, + pd*“t
ot (3.4.5.1)

Q =-dp” Odx 0d*"t, —~dpOd*t
On désigne pad'rr’ le quotientMﬂ/nD/\"T "M, avec dimJ*77” =nk+n+k. On ales su
bmersions naturelles associéed'a -
r:J'n" - E ; T=mor:Jd'm - M

En outre, la submersion naturelfe: Mt - J'71” dote M~n avec une structured'un

faisceau affinesur J'77”, avec (7o 7)A“T"M commele fibré vectoriel associél'z” es
appelé généralementle faisceau de multimomentum restreiassocié au faisceau
n:E - M. Les coordonnées naturelles daisr”  sont désigné@é,pé, piA).

Définition Soit (Jln, QL) un systeme LagrangierLa carte de Legendre proloncg

associée aL, FL : 37" - Mz, définie par

FLO)z.....2z.)=(8.),(Z.....Z,)

ouz,...,2, 0T, E, et Z,..,Z 0T, 37 sont telque T,mZ, =Z,.

(v)

La carte de Legendre restre associée & estFL ;= (/o FL:J%7 - J'7”.

FLt" =t» , FL% =x' , FL°p’ :a—Li , FLl%p=L-V, alj
A VA
(3.4.5.2)
FLt" =t* , FL'X =x" , FL7p*= aLi
ov',

Alors, on observe quEL"9 =6, et FL'Q =Q, .

Définition (Jln,QL) est régulier (hyper régulier) skL est un diffeomorphism loc
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(global) respéctivement. Par ailleurs il est singul
(J 171,QL) estquasi réguliersi

1. P=FL(3'7r) est une sous-variété ferméede J'7” (intégration naturelle

jo:P - J'm).
2. FL est une submersion sur son image.

3. Les fibresFL™*(FL(y)), Dy 0 J'7, sont des sous-vatiétés) e .

Systemes hyper réguliers

La facon habituelle de définir les systemes hamiltoniens régudems la théorie d
champs consiste a considérer le faiscgaul'z’’ — M et en donnant aux sectic
h:J'71" — M de la projection x4 . Celles-ci sont appelées sectidramiltoniennes q

portent l'information physique du systeme. Nous pourrons aléfmir les forme
différentiables :

6,=h"e0Q%(3'7°) , Q,=-dg, =h"Q0Q"*(3*7") (3.4.5.3)

Elles sont les k et k+1) formes deHamilton-Cartande J'77’ associé a laectior
Hamiltonienneh. Le couple(JlnD,Qh) est dit systériamiltonian

Dans une locale de coordonnées naturelles, une section Hamit@isinspéfige par un
fonction Hamiltonienne localaC* (U ),U O J*7, tel que

h(tA' Xi’ piA)E (tA, Xi, piA, p= _h(tA’ Xi’ piA))
Alors, les expressions locales des formes de Hamilton-Cartan assotisast:

6, = p/dx O0d*'t, +hd*t
Et
Q, =-dp® Odx 0d*"t, —dnhOd*t

On note queQ, est nondégénéré; c'est une forme multisymplectique.

Maintenant, nous voulons associer des systémes hamiltoniens dedeagrange. D'abor
on considere le cas de I'hyper-régul{ke cas régulier est analogue, mais en trava
localement).

Si (Jln, QL) estun systéme Lagrangiehyper-régulief30], alors on a le diagramme :
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M7

“lith
POt - 3t

Il est prouvé quelS = F[(Jln) est une sous-variété codimension intégrée Me
(j~O ‘P o M désignéd'intégration naturellé qui est transverse A et est diffeomorphic
J7". Ce diffeomorphism est™*, quand y est limité a P, et coincide avetapplicatior
h:=FL o FL, quand il est restreint sur son image qui est RisAinsi h et (JlnD,Qh) la

section hamiltonienne et le systéme hamiltonien associés au sydehagrange hyper-
régulier(Jlﬂ, QL) respectivement.

Localement, la section Hamiltoniennb(t’*,xi : piA)E (tA,xi P p= —h(tA,xi , piA)) es
spécifiée par une fonction Hamiltonienne locale
h=pA(FL) Vi, - (FL) L (3.4.5.4)
Les expressions locales pour les formes de Hamilton-Cartan sont :
6, = pidx O0d*"t, +hd*t

et (3.4.5.5)
Q, =-dp* Odx 0d*"t, —dhOd*t

De plus, on a
FL°6, =6, ,andFL'Q, =Q, . (3.4.5.6)
Les équations du champ Hamiltonien peuvent aussi étre dérivéesuti'a principe

variationnel. En fait:

Définition Soit (JlnD,Qh) est un systémélamiltonien Soit F(M ,Jlnﬂ) I'ensemble ¢
sections der. Considérons la carte :

H:r(M,3'77) - R
‘// - J. M ‘/IDHh
(ou la convergence de l'intégrale est assuméeprhbleme variationnepour ce systén

Hamiltonien restreint est de chercher les sections critiqyes stationnaires) deal
fonctionnelleH par rapport aux variations dey donnépar ¢, = o, 0,0t {o,} est ui

groupe aun-parameétre local d'un support compagt’] )(V(f)(J 1775) (gﬁ(f)(\lln‘])dénott
le module der - champs de vecteurs verticaux ddng' ), c'est a:dire

d
dt

J-M ¥, 6,=0

t=0
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Ceci est le principe de Hamilton-Jacobi du formaléshamiltonien.

Le principe de Hamilton-Jacobi est équivalenbaver des distribution® de J'77” tel
que:

1. D estk-dimensionnel.

2. Destr-transversal.

3. D estintégrable (elle est involutive).

4. Les variétés intégral@sont des sections critiques du principe Hamiltacebi.

Comme dans le formalisme Lagrangi@h,sont associés aux classes d'intégrables-et
transversal kchamps multivecteuri)(} D,)("(Jln‘j) qui sont équivalent @oxnexion

définies dans le bundlg* : J'77r —~ M, dont les expressions:sont

K 0 i 0 i 0
X=0fA—F+F,—+Gy—| , €(O0cC"(3'n"
A7l [atA o P® ap'Bj { )
0,=d*0| -2 +F 2 va, 0
ot ox' op;
Alors on a:
Théoreme Les assertions suivantes sur une secton F(M ,Jln‘]) soptivalentes:

1. ¢ est une section critique pour le problevaeiationnel posé par leprincipe de
Hamiltor-Jacobi.

2. ¢i(X)Q, =0,0X 0x(3'7)

3. ¢ est une section intégrale d'une classe de champwntmhrs{,\/h} O %"(J 1725) T
- transversauxtintégrables qui satisfont

i(/Yh)Qh:O ) g D{/Yh} (3.4.5.7)

4. ¢ est une section intégrale d'une connexion intégrabledans J'77° qui satisfai
I'équation

i(Dh)Qh = (k_l)Qh

5. Si (U 14X piA) est un systéme naturel de coordonnéesidansalors ¢ satisfait
les équations de Hamilton-de Donder-Weyl ddns
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o(x og) _ on P
oth ap’* op’|,
Et (3.4.5.8)
a(piAol'[/):_ ah Ow=—ﬁ
ot* X' ox' |,

Les champs multivecteurs -transversaux localementordposables (mais pa
nécessairement intégrables) et les connexions auti dessolutions aux équations
Lagrange (3.2.3.7) (a) et (3.2.3.7) (b) sont appelies champs multivecteurset le:

connexionsde Hamilton-de Donder-WegHiDW) de (J lnﬂ,Qh).

Il'y a une équivalence entre les formalismes de Lagrange et de Hadaltgte cas d
hyper régulier:

Théoréme (théoréme de I'Equivalence) Soﬁﬂln,QL) est systéme Lagrangien hyj
régulie, (JlnD,Qh) est le systéme Hamiltonien assd@ié].

Si une sectiong 0 (M,E) est une solution au probléme \iarael du Lagrangienlé

principe deHamilton), alors la sectiony = FL o j'@0 F(M,Jlnﬂ) esine solution a
probleme variationrl de I’hamiltonien (le principe de Hamilton-Jacobi)

Inversement, Sil//DI_(l\/l,JlﬂD) est une solution au probléme variationnele
'hamiltonien, alors la section ¢ =70 Or(M,E) est une lston au problém
variationnel de Lagrange.

o - 3
o -T
“LE.
gL

M
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4.1 Multisymlectic Geometry for Classical Field Theories
4.1.1 Lagrangian formalism

The field theories are the classical limit [25, 36, 37]of quantum fields’ theories. Thc
are the fields, such as gauge fields of Y#fitis, which interact with matter fields.
geometric description has already been done [AOpuilding a principal fibre bund

G xS where G =Lie group associated in this cagethe quantum fields of YM. Tr
fibre is above a database the flat space: Minkowpkice K=4) which coincides with tt
form of the Lagrangian of fields that we studie@.(Lagrangian which is only explicit

fields not on the database coordin&f(égﬂzo—s). The classical limit of these Lagrangi

corresponds to the study of fields without constsa(this coincides with the abstractiol
ghosts which corresponds to th&°°group). The favourable principal fibre
configuration i€ =G(G = N)and the structure in this case is fsymplectic (i.e.

L, O(T,N)). How to use the multisymplectic geometry to such theories? problem i
solved in Sec4.3.

In this section, we are going to summarize the multisymplgetenetry given for studyit
the dynamic of field theories [26, 30]. particular, we are going to concentrate ourse
on dynamic of most general case of field theories: theories whosariggans are explic

on database coordina(txﬁ)ﬂ:@ = (x° =ct, (xi )i:ﬁ) and are hyper-regulaBo, we follov
the following steps:

Let 7: E - M be a fibre bundle witM the base space, that we choose, is a flat ma
i.e. the Minkowski space with global coordina{aé}.

71 is the pull back of a sectiop: M - E
xS (x“y*=¢x?) ; w©=0,..3;A=1...4.
where { y*} = physical fields .

These fieId%yA}are presented by a fibre above eagh)@f the base spadd. The fibre
bundleE:

E=R‘xN. (4.1.1.1)
Let 77': J' n - E the first-order jet bundle ofi. By using (4.1.1.1),
J'r=R*xT;/N (4.1.1.2)

If (x,) is a natural local system &, ( x,, y*, v*)is the induced local coordinates sys

on J'77r where

'EX,) = (%, YA V) = (%, #7(%,), 0,87 (X,)) (4.1.1.3
With
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d,¢" = ?;DVA = v, =velocity of field
X

By using the natural system of coordinates defimed sz, the expression of tt
Lagrangian density is:
L (x“,y*, vy ) dx’ Odx Odx® Odx® (4.1.1.4)

And the expressions @ _andQ, the Poincaré-Cartan 4 and 5 forms are respectj28ly

oL

_ oL
6 = dy* O0d**x, - vA-L)d*x
L avl,//.\ y Xv (aV:\ v )
(4.1.1.5)
et Q, =-d6_0Q°%(3*n),
k-1 — a k
Whered*~x, =i(—)d"x.
0x

The Lagrangian field equations can be derived fr@mariational principle called t
Hamilton principle associated to the Lagrangiamfalism which is given by:

i(X,)Q,=0 (4.1.1.6)

whereg{X, } O x#(3'm) is a class of holonomic multivector fields asateil toj'e (X, is
7T -transverse, integrable and SOPDE). The local eswa of X, is given by:

X, :_av +F/ aA +G,, _aA (4.1.1.7,
0X oy ov,
2,,A
WhereF," =v; andG/) -0y
0x"0x”

By substituting (4.1.1.7) and (4.1.1.5) in (4.6)1.the Euletagrange equations for t
fields satisfy:

(

a9 oL
oy ox’ ov)

)Jo j'p=00A=1d (4.1.1.8)

2

In this case% # 00(y)0J'm, the Lagrangian is hypeegular (regular globally), :
U v

we can associate a Hamiltonian formalism equivalent to the Lagranggan o

4.1.2 Hamiltonian formalism

Becaus¢J'77,Q, ) is hyper-regular, it is equivalent to a Hamiltonian syst@rm,Q, ) by
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a global diffeomorphisrfL called the restricted Legendre map associatéd. atet J'77"
be the restricted multimomentum bundle associated a:E - M, so,

J'r'=R*x(T})”"N where(T,)"N is the Whitney sum of 4-copies of thetangent spa
TN atN spawned by y*, p7')

Let the natural submersi&it := J'77 - J*77.

The coordinates of both bundles are related by:

oL

FL°X” =x”, FL'y* = y*, FLp)' =—
ov,

(4.1.2.1)

Where(x,,y”, p2 )is a natural coordinate system definedlom.

We associate a sectionh to J'77. Locally, the Hamiltonian secti
h(x’,y*, p%) = (X", y*, ph, p=—-h(x?,y®, p?)) is specified by the Hamiltonian function

h=(FL™)"L - pi(FL™) v} (4.1.2.2
On J'71°, the local expressions of the Hamilton-Cartan 4 @fakms are defined by:

6, = pLdy* 0d*"x, +hd*x
(4.1.2.3)
Q, = -d@, = —dp!, Ody* Od*'x, —dhOd*x

By substituting (4.1.2.1) in (4.1.2.3), we obtadnl(1.5):
FL'G, =6, FLQ, =Q,

In order to obtain the Hamiltonian fields’ equasoequivalent to those obtained by
Lagrangian formalism (4.1.1.8), we use the Hamillanobi principal:

i(X,)Q, =0 (4.1.2.4)

Where X, the HDW multivector field (i.eHDW multivector field is a class ofntegrable
and 7 —transverse multivector fieldX, } O x*(3*77"))

0 0 0

X, =—+FA~” +G”? 4.1.25
h OX“ v ayA Av apﬁ ( ]
With
Fr= =
op, ay

and7:J'777 -~ M pull back of an integral sectidassociated ag such that:
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FLoJ'9p=W:M - J'7° (4.1.2.6)

Finally, in a natural system of coordinated, y*, pi) inJ'7r’, W satisfies the followin
system of equations:

A(y" W) _ dh Lp=oh
ox” op, op, w (4.1.2.7)
a(pioW) _ dh ., _ oh|
= - oY =
ox” ay” 6yA|qJ

These equations are known as Hi2W equations of the restricted Hamiltonian system.

We define the vectorz = (y*,p4)" and 0,=(3 .,0,,) for A=1d and x=03

where both the componeniy’*} and {p%} are unconstrained id*77". Having regards

the choice of the configuration bundieand the Lagrangian of fields, if wexplicit the
Hamiltonian equation fields (4.1.2.7), we obtain:

oh

ay*

o1 0-1000) (Y] (00-100) [¥"
% 11 0000| || |00 000| |pS
aaprl =0 0000|d,|p. |+|10 000]a,|pt
arf 00000 p2| |00 000| |p2
| loooo0o0 0| 100 000) |2
Pa | —

ah J J

op;

A A

000-10) (VY 0000-1) [V
000 00 pa| (0000 O Pa
+/000 009, | ps|+/0000 0|d,| pk
100 00 p2| |0000 0 p2

000 00) (pi) \L990 9 p; (4.1.2.8)
J2 33
The system (4.1.2.8) can be contracted naturally [39] in:
(J#0,)Z =0,h (4.1.2.9)

%/_/
Ja

The equation (4.1.2.9) is the contracted form & HDW equations for fields who
components are independents (i.e. unconstrained).

The explicit matrices{J ”}H:O—B [41] associated to the operatdy are obtained natural
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where J# are 5x5 skewsymmetric constant matrixes for “A” fixed. The pal
differential 0, appearing i, is associated to the coordinates, fof the flat spac

Minkowski space.

The system (4.1.2.9) can also be written as:

O,h=-i(J*0,)Z=(e™ -1z (4.1.2.10)

X

4.2 Multisymplectic Geometry for the RelativisticMechanics
4.2.1 Lagrangian formalism

By analogy with the work already done for the field theories, wenethe idea tahe
relativistic mechanics.

Letn: E=RxN - R, whereE is the configuration bundl&} as a base space spaw
by (ct) as global coordinate and = R*is the fibre above each point of the database [dlim
= 3 and dimE = 4). Let (q")#:ag = (q° =ct, (q ), 13) be a natural coordinate definedEn
If the configuration bundI& can be equipped with a metrg” = (1, -1, -1, —1) such that
g“ =n*"q,, in this casd coincides with the Minkowski space. We note thatis spee:
of light and (qi)i:f3 are the generalized coordinates: J'7r — E is the firstorder je
bundle of 71. In this case, the sectighp: R — J'7:= RxTN, the natural coordinat

defined onJ'/ras done in (4.1.1.3) i&q°,q',q') and the global integral sectighy suct
that:

'AA) = (@ @) =F 1) =q' 1), ‘”(q)—a‘”o-dq()-qf)-q(t»mzll)

We define the Lagrange functidn: RxTN — R. We define od'/r , the Poincar&artar
one-form &, and 2-formQ, associated at as in (5) by:

OL . 1 oL
6, = dq -= (% ¢ -L)d
aq (e g o )d’ (4.2.1.2)
Q, =-d6,
We put
dq - d2 t) -
Mp=a0 ad <To- ()—q (v).
cdt

Where ¢' (t) andg' (t) are the velocity and the acceleration of the meichhrsyster

respectively.For the relativistic mechanics, at the Hamiltonnpipal (4.1.1.6), we ci
associate the following holonomic multivector fig(d.1.1.7) becomes:
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(4.2.1.3)

For this dynamic, the first-order jet bundlér is generated by thelDW multivectol
field X_ (i.e.HDW multivector field is a class of integrapband7 —transverse multivect

fields {)?L}D Xx'(3'm).The Lagrangian is hyper-regular 6&.77,Q,) is equivalent to
Hamiltonian syster@d*77",Q, ).

4.2.2 Hamiltonian formalism

The first -order jet bundle associatedEatisJ'7r":= RxT"Nat which weassociate tt
following forms defined in natural coordingt®,q', p')

g, = p,dg + p,dg’

_ 4.2.2.1
Q, =—-dp Odq -dp, Odg’ ( )

By analogy with (4.1.2.1) and (4.1.2.2) the Hamiltonian functfor the mechanic
generally the following non-autonomous Hamiltonian:

ht, g (t), p, (t)) = (FL™)°L - p, (FL™) ¢ (4.2.2.2)
where
FL't=t, FLg'=q, FLp :aa_-Li (4.2.2.3
q

From (4.2.1.2), (4.2.2.1) and (4.2.2.2), we find naturally

Po :D (4.2.2.4)
o
In the Eq. (4.2.1.2), we identify the terms
al— i i —
a_q|dq = G)L Dlﬂ— - pldq - @Liouvilleone—form
-dl -d | (4.2.2.5)

. anonical symplectitwo— form

w, :—d(%jmdqi 0% - w=dgq Odp =w,

By substituting (4.2.2.3) in (4.2.2.1), we obtain (4.2.1.2
FL'6, =6, and FLQ,=Q,
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The corresponding multivector field equivalent #2(1.3) which satisfies the Hamilton-
Jacobi principal (4.1.2.4) is:

(4.2.2.6)

The HDW equations obtained can be identified by @EE equations for the curves
relativistic mechanics:

dqi o l-IJ - ai =%

dqf il (4.2.2.7)
dp ¥ _ 5 —_ 9P

dq’ ' aq' |,

We putz=(q',p),0, = (aqi 0,51 =13, the systenODE of the HDW can be writte
by:

9Py
"1 (0 -1\ 0,9 =¢'
% =( ) od =4 for i fixed andaO:iO (4.2.2.8)
% 10 0,p =P aq
—
apl Jt

The system (4.2.2.7) can be contracted naturally in

0,h, =3,0,Z=J,Z (4.2.2.9)
J

If we explicit the indexi = 13 the systen©ODE (4.2.2.9) becomes:

p,

dq,

9P, _
op, | (0-1000 0YG
o, | |1 0000 Ofp
dq, | [0 00-10 0]4q,
o5, | |0 01 00 0|5, (4.2.2.10)
ap,| |0 00 00-1]g
o, | (0 0001 0)p,
04, %

ap,

op,

Where J, is 6x6 skew-symmetric constant matrix anlj depends only on the par
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differential 9, associated to the base space coordirfates

4.3 Relation between Multisymplectic Geometry anthe k-structure
4.3.1 The multisymplectic geometry and k-cosymplectiasture

We are going to concentrate ourselves on fieldsbty; the result is the sanfier the
mechanic theory, so: let the fibre bundle citedvabB = R* x N. On the associated first-

jet bundleJ*77= R* x TN, we have the local coordinafe,, y*,v4) ; x#=03, A=1d

Let the Lagrangian functior. 0C® (J'7) (i.e.L(xV,yA,vj‘)) andy; (J'7r=R*xT,/N) be

the set of the holonomicvector fields ord *77[19], such that:

X, = 9 4 F} aA +Gy, aA (4.3.1.1)
ox” oy ov,
aZyA
Where F" = v, andG,; = PYwE These multivector fields are, in fomosymplecti
X" OX
Lagrangian formalism, are solutions for the following equation:
iy of =-dE, +a—Lde” (4.3.1.2)
v ox
where
oL
o = _d(avf dyA] (4.3.1.3)
o = aaLA dy*
vV
g aL (4.3.1.4)
EL = _VVAm +L
By putting (4.3.1.3) and (4.3.1.4) in (4.3.1.2), @&ain:
. oL oL oL
i, |—-d dy? [|=d| v} -L|+—dx 4.3.1.5
Xv[ (a;‘yﬂ (“avj Jax" ( )

Because the base space is flat, we can use to&iod relations:

dla 0B8] =da 0B +(-1)"a OdB
i,(@0p)=ia0B+(-) ali,B (4.3.1.6)
r =d°a =degreesof a
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And “d” the total differential is defined od*sr by:

d= 9 dx’ + aAdyA+
ox” oy

dvA (4.3.1.7)

By multiplying (4.3.1.5) by the volume elememt=dx* = dx’ Odx' Odx* Odx®, we
obtain:

{_ixv d@i—d(ﬁ‘:—l}—Lj—:Lv de}dex:O (4.3.1.8)
v, X

By using (4.3.1.5), the following term gives:
-i, do! Odx* =d(e! Oi ,dx*)-(-1*e! Od(i,, dx) (4.3.1.9)

By contracting (4.3.1.1) by, we have:

i, dX =dx™ (4.3.1.10)
Finally (4.3.1.9) gives:
~i, d@! Ddx* =-i, d(©y 0dx*)+d(e! Odx,?) (4.3.1.11)
The term
:TLde" Odx* =00v = 03 (4.3.1.12)

Inserting (4.3.1.11) and (4.3.1.12) in (4.3.1.8, obtain:

A OL
v A A

d[e{ ank‘l—(v - Ldex“} =i d(e; Ddx) (4.3.1.13)

We identify the term in (4.3.1.13)

©Y Odx,“* - (vf aLA - LJ DX = 6, eympteic (4.3.1.14)
QLmuItisympéctic = _deL multisympéctic = _ixV d(@VL O dxk) (43115)

4.3.2The multisymplectic geometry and k-symplectic stire

By analogy with the work done for tlkecosymplectic structure, but in this cd&se N, the
Lagrangian functionL DC°°(T41N) andy; (T, N) be the set ofk-vector fields i, N [19],
such that:
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A O

X, =F/ aA +G

% V;Zavf (4.3.2.1
Ri=w G, = 6x”33/xp
The relation (4.3.1.2) becomes:
i, of =-dE, (4.3.2.2)

where the term;—LV:ODV:O_,S and the expressions (4.3.1.3) and (4.3.14
X

«) andE , ©] respectively seen in four-cosymplectic differ four-symplectic in he
expression of the Lagrangian (iledoes not depend oxt') and “d” the total differential, |
this case , is given by:

0
ov2

d=—,dy"+ dv’ (4.3.2.3)

Given the expression d¢tvector fieldX,, we haveixvdxk =0. The same calculus can
done fork-symplectic as it was done for foaosymplectic, but in this case the t
(G)'[ Ddx,k_l) disappears automatically from (4.3.1.14) whichetomes

—(VA oL —Ldexk 6

(4.3.2.4)

v A multisympéctic
ov,

We can make the following remark that the contidoutof the term:—l'vvanishes in bor
X

cases if it isk-symplectic ork-cosymplectic. So, to study the dynamic ok-aymplectis
physical system, we can recalculate demonstratimn tiie relation-ship betweek-

symplectic and multisymplectic treating the dynainithe first jet bundlej*7z= R“ xT'N

as if it was k- cosymplectic with:—l'v =0.
X

In conclusion, we deduce that the multisymplecometry isk-cosymplectic structu
such that the fibres of the first-jet bundlg'sz for the Lagrangian formalism &

constructed based on the two-symplectic fajm= —d(aal'A

v

dy”) defined on each point

the fibre. So,w forms the structure of the multisymplectic geometr

We remark also that, in physics, if the theoryxpleit so the Lagrangian depends on

local coordinates (x,, y* = ¢*(x, ), v2 =3, ¢"(x,)) (.e.L(x,, y*, vj‘)and:—l‘v #0 , the
X

structure of the geometry kscosymplectic and the dynamic of fields is studied on a first-
jet bundle J'77=R*xT,;N. But if the Lagrangian €pends only on the followil
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coordinates(y”*,v?) and:—l'v =00v = 03, the theory is said implicit and the structur
X

k-symplectic and can be also constructed on the fioredle J'77=R* xT,/N above th
databaseR*.

FL:R*xTIN - R*x(T:)'N

By using the Legendre map

oL
(%, yA,v2) - (wa’*, P :WJ (4.3.2.5)

Without any demonstration, we can use the same adettone for the Lagrangi
formalism and by usindg-L; the same results will be deduced for the Hamidta
formalism. In this case, thk-cosymplectic structure of the geometry is basedthe
symplectic two-form

w, =dy, Odp, =FL o .

We can use the same method of dematistn and without doing any calculus using
fibre bundle cited above in Sed.2 for the relativistic mechanic, we will find a ret
similar to the equation (4.3.1.15) just by makihg following change of variables:

(xv,yA,vf) and k:4a(ct,qi,q‘) and k=1 (4.3.2.6)

We can construct the multisymlectic geometry f@ tblativistic mechanics based on to
canonical symplectic two-form (4.2.2.5), Eg. (4.3)Ibecomes in this case:

oL

I, =~dE, +_cdt (4.3.2.7)

Unless, in this case, we can make the followingamarthat the relativistic mechanic

implicit(i.e.g—lt' =0and L(qi ,q‘)j, the theory is said autonomous. If the theon
relativistic mechanics is expli{iteg—lt‘ # 0 and L(t,qi ok )) it is called non-autonomous.

4.4 Dynamic of Physical Systems

By using the multisymplectic geometry studied iotsms cited above, and having rec
to the relation-ship between th&-cosymplectic K-symplectic respectively) a
multisymplectic geometry in Se@.3. Here, we are going to develop the model
studying separately the dynamic of a relativistiarged particle immerged in a weak fi
the electromagnetic field, = (¢, A and in the absence of the gravitatiofield (a stron

field), then the dynamic of a classical free eleetagnetic field.

4.4.1 Dynamic of a relativistic charged particle
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A geometric formulation of the lagrangian of relatic mechanics in terms of jets bur
was already treated in [42, 43, 44yt in this subsection, we are going to treal
Hamiltonian of relativistic mechanics in the geonoal model cited above in Set.2.

The Lagrangian function of a relativistic particlemerged in an electromagnetic field

Lit.q'.q )= moCZ\/l-Z—j +eglt.d )-ev.AlLd) (4.4.1.1)

wheremy, is therestmassof theparticle Where the four- vectog,, is given by:
d 0, =C
d, =i:{ . R (4.4.1.2)
dt (Qi )i=1,2,3 =V

By using the metrio7*” defined in Minkowski space in Sec. 4.2, the feactor of th
electromagnetic field is

AO = A0 :f
Af = c (4.4.1.3)
(AI )|—123 = (A )i=1,2,3 = A
The four-momentum vector
po=MC ¢l (4.4.1.4)(a)
V2 c ¢C
e
pl=— g +eA (4.4.1.4)(b)
v
o
We do the following change of coordinate
P°=p°-eA’=mc (4.4.1.5)f)
F)i = pi —eA\i :mqi (4415Xb)
Where m= M - and P° p° are respectively the mass and the enerdibs
v
1- o2

Hamiltonians in different system of coordinatesjad particle moving at the speéd

The Hamiltonian function for a relativistic partcis given by:
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p“d, -L=(p” —eA")(p, —eA,)-mc? =0 andp” :% (4.4.1.6)

L

By substituting (4.4.1.1) and (4.4.1.4) in (4.4)1\@e obtain:

PO = p° —eA° :%_e%:\/mocz —(pi _eAi)(pi _eAﬁ) (4.4.1.7)

the study of the dynamics in the jet bundier = Rx TR® generated b)(ct, q ,q‘).

a°L M, s, 9.4,
s M1 oV = ,7# + 2
0970q 1 V2 c° -V

2

}to, D,u:V:O_,a

2

c

The Lagrangian is hyper-regular. The Lagrangiamfdism in the first jet bundlg'sr is
equivalent to a Hamiltonian one treated on thet fies bundle J'77’ generated by tl
following local coordinate syste(nt, q,p' )

The Hamilton-Jacobi principal (4.1.2.4) is verififmf:

Q, =-dp Odg -dp, Odg°
(4.4.1.8)

Because the laws of physics must be invariantofstem of coordinates to another, in
case, the dynamic of the particle can be studiedhenfirst-jet bundleJ*7z” = RxT°N
generated by the following coordinate systemq',P'). The Hamiltondacobi principe
(4.1.2.4) becomes:

Q, =-dP Odq -dR Odq’ = -dP, Odg”

(4.4.1.9)
X, = 60 +q' 64 + P’ 64
0q aq' oP'
By using the change of coordinates (4.4.1.5), wesha
Q, =-dP, Odg” = -dp, Odg" +e dA, Odg" (4.4.1.10)
1 v
dA, Odg” = > F,. dq” Odg” (4.4.1.11)
Inserting (4.4.1.11) in (4.4.1.10)
Q, =-dP, Odg* Z—(dpﬂ+§Fﬂvdqijdq” (4.4.1.12)
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The Hamilton-Jacobi principal (4.1.24) gives:

(%, )8, =(e g -P ZEO B ;';‘ g Zz?]dqo +[Zz? —eF,-ed'F, qui

(4.4.1.13)

+ ai?_eFiO_eajFij dg' + OL?WT dp' =0
0q op

By a geometric construction that was made and witlgoing through the derivatiaf the
Hamiltonian (4.4.1.7), if wadentify term by term in equality (4.4.1.13), thestem of th
HDW equations (4.2.2.7) which describes the dynamic aoparticle plunged i
electromagnetic field gives:

a_p? -4 =9 (4.4.1.14fa)
op
_g% —eF, —eq'F, =¢(F, +,F, )= B, (4.4.1.14]b)

Inserting the equations (4.4.1.14)(a) and (4.4)14n the first bracket of the relation
(4.4.1.13),

=i i ap ey dqI =i ap ~iT
eF.q' -P'—=-P—-¢'——>=-61'q'F, =0
|Oq ap, i dqo q aq, m q ij

By multiplyingthe system (4.4.1.14) by "c”,

a_hi - g (4.4.1.15}a)

ap

oh _ (= z.z)_¢g .

—a—qi =e| E+gUB | =F | enztorce = P (4.4.1.15]b)

In particular P = R _ a—AO—eaj F-
oq' oq

We conclude that such ageometrical constructiotolédentify the Hamilton-Carton two-
form Ezh (4.4.1.9) to the charged two symplectic form alseased in the work [45]This

geometrical model is invariant by boosts when mgvinom one fiber to another
horizontally on Minkowski space which coincides,tms model, with the configuration

bundle E. The relation (4.4.1.12) shows how changfég from the coordinate system

(ct, q, Pi) to the other one(ct, q, pi) which is the result already put in [45] whef@,
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(4.4.1.9) was defined on the base spdctaken as Minkowski space

0
We can also do the following remark that the dbatron of the terncgp—O disappeal
q

naturally in the expression oﬁh(4.4.1.13). This is explained by the fatttat the
expression (4.4.1.7) op° is time implicit.
The classical limit which is the development to tingt order of the theory leaves invariant

, . v
the model built where just tender the teﬁgﬁlS» 0 and

1 a :(1 2
v? c
(1‘&]

The classical limit of the term

%

1 i v? —eAY)
1-—\/2 qqg | =1+ ¥ =1+ (p 2c2A) (4.4.1.16)
Cz(l_z)

c

Inserting (4.4.1.16) in (4.4.1.5)(b) and (4.4.1%g classical limit of the Hamiltonian of 1
particle

h:moc2+%(pi -eA) +ep (4.4.1.17)

if we take the origin of energieb, = mcc® Inserting (4.4.1.4)(b) in (4.4.1.15)(b),
retrieve the Newton's law

m,g' :—eaiqp+e(a[] éj‘ (4.4.1.18
In this case, the theory is invariant by Galileemsformation which is the classical limii
boosts.

By using the result found in Set.3.2 the modelbuilt in Sect.2.2remains valid fothe
study of the dynamics of free particlkeA, =0) in the jetnble J'7” = RxTR®

generated by(ct, qi,p‘) and the last remark that we can dbaisthemultisymplectic

Hamiltonian formalism for relativistic mechanicstige familiar homogeneous Hamilton
formalism of non-relativistic mechanics [24].

4.4.2 Dynamic of the free electromagnetic field

Recall theexpression of the Lagrangian of a freetedmagnetidield
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R
L=-,F"F,

Where F,=0,A -0,A,, Aﬂ(xp) is the electromagnetic field and,, =0 ,A, is the
velocity of the field A,,0, :a)%.Having regarded to the expression of the Lagrail

L(aﬂA,) andx” isimplicit, the theory is fousymplectic. By using the result obtaine
Sec. 4.3.2we can study the dynamic of the field, by using rtindtisymplectic geomet
studied in Sed.1, onJ'7r” = R* ><(T41)DN where N is the space of the fiel§y ~ whtre
group of symmetry ibl(l)

1_. 1 v
L=-JF"F, ==2(0,A)F" (4.4.2.1)
The Hamiltonian of the field
1_. 1 .
h :Z F'u F,uv = Z p,u p,uv (4422)
oh y y
so, dh= op dp* =F, dF”

By using (4.1.2.1) and (4.1.2.3), we obtain

Q, =-dp” OdA, Dd3xﬂ -dhOd*x = —% FwdF’” Od*x (4.4.2.3)
and
X, =9 4s° 9 _gv, 9

ox? P OA° =7

The Hamilton-Jacobi principal (4.1.2.4) gives:

P

i(X,)Q, =—%[a F,, OdF* 0dx* +F,, (3,F*) 8d*x+ F*dF,, Od®x |
—%(—G"Vp)dj 5/ dF* Odx* (4.4.2.4)
= (0,F™ -G*,)dF,, Ddx* +2F,, 8 F*”d*x=0

By identification the terms in (4.4.2.4), we obtain
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oh
oA

d0,F*-G" =0=G", =0,F", inparticularforp # ,0,F" = &
it
OA" - 0%0,A" =0
—
Lorentz gauge0
U
propagationequation
UA” =0 | forthe free electromagneti

electromagnetic field ‘A
2F,, (apF’”)d“x: ap( F, F* ) d*x=0= h=constant. (81)

Because th&-vector-field X, is holonomic (SOPDE and integrablS)f’ =0d,A%.

In conclusion of this Sec4.4, we deduce that the multisymplectic geometry ie
favourable geometry for describing both the relatie dynamics for gaugtheories (bosc
fields) (i.e. the electromagnetic field) which dynamic obey Maxwell equations e.g. S
4.4.2 and the mechac which obeys at Newton equations in the clasdioat e.g. Sec
4.4.1respectively.

Conclusion

Several works on the multisymplectic geometry hemsnbmade to describe the dynanats
relativistic fields.The dynamics of these fields are described by thavixll equations. #
it was done in the work [40], we built the bundletlee quantum theories of Yang Mills
whose base is identified with the flat space: Minkki space. In this work, conditiomase
fixed for the construction of the bundle for thdatiristic YM fields to apply the
multisymplectic geometry. In particular in our woske pointed out for the hypeegula
field theories which can be developed in this aguration bundle. In the same way tiis
work we built an appropriate configuration bundler fthe relativistic mechanican
particular, we study the dynamic of a relativistlectron immerged in electromagnetic
fields. The movement of such a particle obeys tavtde's law. Usinghis extension, w
can define new kinds of holonome multivector fieldsich verify the Hamilton principle.
In particular, in Hamiltonian formalism, we obtathéhe HDW equations describinthe
movement in mechanicsAfter this study, we deduce that the extension ¢
multisymplectic geometry to the relativistic mecltanoperates successfully. Furtherm
we have proved that in the absewnt¢he gravitational field, both the propagationaofiree
field (the movement of a free particle or a paeticmmerged in a weak fields th
electromagnetic field)ni the space respectively lead to a constructioam miultisymplecti
geometry on the first-jet bundle whose base spadeeated globally. In particulawe
distinguish in this construction of the bundles herw placed the coordinates: 8pace an
time of the Minkowski space in the fiber bundle bamth theoriesFinally, we have found
direct relationship between tkecosymplectic structure and the multisymplectic getyn
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ANNEXE
Définition
1] La dérivée extérieurd : Q°(M) - Q**(M)(p=0,.....dimM)

d(/7(x) dx™ D....Ddxi"):%dxj Odx: O....0dx"

Et est étendue par linéarité & 'ensembl@a@v )

La dérivée extérieure utilise la régle du produivante: w1Q"(M ), 80Q%(M) alors

d(wD6)=dwid+(-1)°"whds
w08 =(-1)"0w

2] Le contracteur extérieur,  est défini parg & = XOa
1) Cet opérateur linéaire agit sur les formes A" - A
2)iyla, 08,)=(ixa,)08, +(-1)°a, 0(y8,).
3) Pour les 1-formeso0 A (M), iy & = a(X)

Par exemplei, df = f(X)

4) Pour les fonctionsf OC*(M),(f OA°(M)) i, f =0.
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Résumé

L'idée principale de la relativité est que I'on peut parler de quantités telles que la vitesse ou
l'accélération sans avoir choisi un référentidindéen un point donné. Tout mouvement est ensuite
décrit en relation avec cette référence. La ratétigostule que cette référence peut étre prolongée
indéfiniment dans l'espace et dans le temps. traite que le cas des référentiels dits inerti€lss
référentiels sont animés par une vitesse conssamig changer de direction dans le continuum espace-
temps. Cet espace est appelé espace de Minkowekt. U espace pseudo-euclidiea.présence de
matiere peut déformer localement l'espace-tempgnéume. Alors L'espace de Minkowski est
abandonnée en faveur d'un espace a quatre dimertagspace de Riemann. La théorie dans ce cas
est dite la relativité général&n relativité générale, la trajectoire des paltis libres est une ligne
droite dans un repére inertiel local. Une fois lagrses sont prolongées au-dela de la référencéeloca
elles ne sont plus rectilignes. Ces courbes sditesea la métrique de l'espace-temps elles sont
connues par le nom de géodésiques. La premiede Ibiewton doit étre remplacée par I'équation de
la géodésique.

Dans la description géométrique des théories dmpbale sujet le plus intéressant concerne I'étude
des équations de champ qui décrivent la dynamiges dhamps. Dans la géométrie
multisymplectique, a la fois dans les formalismed.dgrange et de Hamilton, ces équations peuvent
étre dérivés d'un principe de variation appropééoi-disant principe de Hamilton dans le fornraks

de Lagrange et le principe de Hamilton-Jacobi dafermalisme hamiltonien. En particulier, pour les
théories hyper-réguliers, le principe de variattamduit a I'équation de Hamilton-De Donder-Weyl
(HDW) en utilisant des types particuliers de champs ltiveateurs intégrables appelés les
multivecteur champs holonomes. Pour cette dynamideejet bundle de premier ordre est
principalement généré par les champs multivectétditdV. Dans le travail [40], nous avons construit
particulierement le bundle de théories quantiquesYaéng-Mills. Pour appliquer la géométrie
multisymplectique sur ce travail, nous nous somioeslisés sur les champs relativistes qui se
propagent librement dans I'espace de Minkowskisndentifions ces champs a ceux hyper-réguliers.
Ce modéle géométrique donne les équations de Mbx@®@&lla méme maniéere, dans ce travail, nous
étendons la géométrie multisymplectique, déja séalipour les théories de champs, a la mécanique
relativiste par l'introduction d'un bundle appréprNous construisons le bundle pour étudier en
particulier la dynamique d'un électron relativigtemergé dans un champ électromagnétique. Ce
modéle géométrique donne les équations de Max®ellla méme maniére, dans ce travail, nous
étendons la géométrie multisymplectique, déja séalipour les théories de champs, a la mécanique
relativiste par l'introduction d'un bundle appréprNous construisons le bundle pour étudier en
particulier la dynamique d'un électron relativistemergé dans un champ électromagnétique.
L'extension de la géométrie multisymplectique dmécanique relativiste fonctionne avec succes.

En conclusion, nous avons prouvé qu’en l'absenceéadgravitation, la dynamique d'un champ
relativiste libre (le mouvement d'une particuladiltou une particule immergée dans un champ faible
gue le champ électromagnétique) dans l'espace dkoMiski conduit a utiliser la multisymplectique
géométrie en utilisant le premier-ordre jet bundtmt I'espace dbase est traité globalement. En
particulier, nous distinguons dans cette constactdes faisceaux comment sont placés les
coordonnées: I'espace et le temps de l'espace meoWski dans le faisceau de fibres pour les deux
théories. Enfin, nous avons trouvé une relatioeal@ entre la structure decosymplectique et la
géométrie multisymplectique.
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