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Introduction 

 

 

 La mécanique des fluides est l’étude du comportement 

des fluides (liquides et gaz) et des forces internes associées. C’est une branche 

de la mécanique des milieux continus qui modélise la matière à l’aide de 

particules assez petites pour relever de l’analyse mathématique mais assez 

grandes par rapport aux molécules pour être décrites par des fonctions 

continues. Elle se divise en deux parties : 

 la statique des fluides est l’étude des fluides au repos, qui se réduit pour 

l’essentiel à l’hydrostatique. ; 

 la dynamique des fluides, l’étude des fluides en mouvement 

(hydrodynamique). 

On distingue également d’autres branches liées à la mécanique des fluides : 

l'hydraulique, l'hydrodynamique, l'aérodynamique, …Une nouvelle approche a 

vu le jour depuis quelques décennies: la mécanique des fluides numérique ou 

en anglais " Computational fluid dynamics".  qui simule l'écoulement des 

fluides en résolvant les équations qui les régissent à l'aide d'ordinateurs très 

puissants : les supercalculateurs. 

L’étude de la mécanique des fluides remonte au moins à l’époque de la Grèce 

antique avec Archimède qui fut à l’origine de la statique des fluides. 

 Dans certains problèmes particuliers, faute de modélisation numérique correcte 

des phénomènes, des modèles réduits sont utilisés. Pour cette raison, et aussi 

pour présenter des lois empiriques, la mécanique des fluides utilise 

systématiquement des nombres sans dimension. 

 

Ceci constitue le document de cours de Dynamique des fluides réels destiné 

aux étudiants  de première année Master de l’université  Dr Moulay Tahar de 

Saida ayant choisi le département de Génie des procédés. Nous limiterons notre 

étude à celle des fluides  réels. Les lois et modèles simplifiés seront utilisés 

pour des fluides continus dans une description macroscopique.  

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide_(mati%C3%A8re)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Liquide
http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaz
http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_milieux_continus
http://fr.wikipedia.org/wiki/Hydrostatique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Dynamique_des_fluides
http://fr.wikipedia.org/wiki/Mouvement_(m%C3%A9canique)
http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_fluides_num%C3%A9rique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Archim%C3%A8de
http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_sans_dimension


Ce cours est subdivisé en quatre chapitres : 

Le chapitre I est  focalisé sur  les aspects physiques du phénomène de viscosité et 

les lois  de comportement des fluides (Newtonien, non newtonien,….). 

Le chapitre II est consacré à  l’étude de la dynamique des fluides visqueux 

incompressibles dans laquelle on classe les écoulements laminaires et 

écoulements turbulents. La résolution de l'équation fondamentale de Navier-

Stokes en dynamique des fluides passe par l'introduction de la notion de pertes de 

charge. Ainsi, pour rendre compte de la dissipation d'énergie due aux frottements 

visqueux, ces pertes de charges prendront place dans la formulation d'une équation 

de Bernoulli généralisée. 

Par rapport aux écoulements externes, les écoulements internes (écoulement 

parallèle dans un conduit  bidimensionnel, écoulement de Couette, écoulement 

de Poiseuille et écoulement dans un espace annulaire) ont ceci de particulier 

que les conditions aux limites y sont omniprésentes. Ils sont abordés dans le 

chapitre III sous deux aspects complémentaires : les profils de vitesse et les 

pertes de charge  qui conditionnent le dimensionnement des circuits fluides. 

 

A l'issu du  chapitre IV, les équations adimensionnelles et les conditions de 

similitude sont y énoncées et explicitées à partir de l'analyse dimensionnelle 

d'une relation mathématique entre grandeurs physiques.  
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Remarques  

 Lorsque la vitesse n’est pas trop grande, les couches de fluide ne se mélangent pas. C’est 

un écoulement laminaire.  

 Si la vitesse est constante, le mouvement est rectiligne uniforme. Dans ce cas, F est la 

force de frottement.  

 
Figure I-3 :La répartition des vitesses de fluide placée entre deux plaques 

 

Le coefficient de proportionnalité μ est appelé viscosité dynamique du fluide et V/e 

représente le gradient de vitesse. En effet, une particule de fluide en contact avec une 

paroi prend la  vitesse de la paroi. 

Vitesse d'une particule de fluide en contact avec la paroi mobile : V=Ve         (y=e) 

Vitesse de la particule en contact avec la paroi immobile : Vo=0                     (y=0) 

Comme la répartition des vitesses est linéaire(Figure I-3), la vitesse est proportionnelle à ݕ : 

 ݕ.ܽ=ݒ

etࢇ ൌ ࢂࢊ
࢟ࢊ

ൌ ࢂିࢋࢂ
ିࢋ

ൌ ࢂ
ࢋ
 

Cette grandeur est le gradient de vitesse :  ࢂࢊ
࢟ࢊ

 

Nous avons vu précédemment que :ࡲ ൌ ࣆ ࢂࡿ
ࢋ

 

ࡲ֜ ൌ ࣆ ࢂࢊࡿ
࢟ࢊ

 

Si on ramène à l’unité de surface : ߬ ൌ ࡲ
ࡿ

ൌ ࣆ ࢂࢊ
࢟ࢊ

֜ืLoi de Newton 

Remarque 

 R1 et R2 ≈ 1 à quelques centimètres et entrefer R2-R1 ≈  quelques millimètres. 

cisaillement constant si R1-R2<< R2֜(R1-R2)/R2<0,15 entrefer étroit ; 
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 Forme conique de la base du cylindre intérieure  pour éviter les effets parasites. Il 

existe deux  types de rhéomètres de Couette: 

 À cisaillement imposé: on impose la vitesse de rotation et on mesure le couple C. 

 À contrainte imposée: on impose le couple et on mesure la vitesse de rotation 

obtenue. 

L'expérience de Couettepermet la mesure du coefficient de viscosité par la mesure du 

couple C : 

 ൌ ࣆࡿࡾ ࢂ
ࢋ

ࡿࢉࢋ࢜ࢇ ൌ ࡾ࣊ࢎ ֜ ࣆ ൌ ࢋ
ࡾ࣊

ࡾ࣓ࢎ
(2) 

I-2Dimensions et unités 

a-Viscosité dynamique  

De la relationࣆ ൌ ࢋࡲ
ࢂࡿ

   on en déduit la dimension de la viscosité dynamique. 

ሾࣆሿ ൌ ࡸషࢀࡸࡹ
షࢀࡸࡸ =Mିࡸିࡸ 

En Système International(SI), l'unité de la viscosité dynamiqueest lePa.s ou poiseuille 

(symbole Pl) 1 Pl = 1  kg.m-1.s-1.On trouve aussi le coefficient de viscosité dans le 

Système d’unités  (CGS ),  l'unité est le Poise(symbole Po) tel que 1Pl=10 Po = 1daPo=1 

kg.m-1.s-1
. 

Autres unités : La viscosité de produits industriels (huile en particulier) est  exprimée 

au moyen d’unités empiriques : degré ENGLER en Europe, degré  Redwood en Angleterre, 

degré Saybolt aux USA. 

Par rapport aux faits expérimentaux, on est conduit à considérer deux types de  fluides : 

 D’une part les fluides newtoniens qui satisfont à la loi de Newton. Ces fluides ont 

un coefficient de viscosité indépendant du gradient de vitesse. C’est le cas des  

liquides purs  (eau, huiles). 

 D’autre part les fluides non-newtoniens. Ce sont les solutions de polymères, les 

purées, les gels, les boues, le sang, la plupart des peintures, etc… L’étude de ces 

fluides relève de la rhéologie. 
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b-Viscosité cinématique 

Dans de nombreuses formules apparait le rapport  de la viscosité dynamique μ   et de la 

masse volumique ρ. Ce rapport est appelé viscosité cinématique ν.  

ࣇ ൌ ࣆ
࣋
(3) 

Dimensions :  ሾࣇሿ= L2T-1 

Unités : Système international (SI), l’unité de la viscosité est m2.s-1. 

 En Système CGS, l’unité est le Stockes( symbole : St) :1m2.s-1=104 st 

Quelques valeurs typiques 

Quelques valeurs caractéristiques de viscosités dynamiques et cinématiques sont récapitulées 

dans le tableau I-1. 

 

Tableau I-1 :Valeurs caractéristiques de viscosités dynamiques et cinématiques obtenues à 

20°C et 1 bar. 

Produits Viscosité dynamiquesμ (Pa.s) Viscosité cinématiquesν (m2/s) 

H2 8,9 x 10-6 105 x 10-6 

Air 18,5x 10-6 15,6x 10-6 

Hexan 0,3x 10-3 0,46x 10-6 

Benzène 0,652x 10-3 0,741 x 10-6 

Eau 1,005 x 10-3 1,007 x 10-6 

Mercure 1 ,554 x 10-3 0,1147 x 10-6 

Lait 2,0 x 10-3 1,93 x 10-6 

Sang de l’homme à 37°C 4,0 x 10-3  

Huile d’olive 84 x 10-3 91,5 x 10-6 

Glycérol 1,49 1182 x 10-6 

Gels /crèmes 1 à 100  

Vernis /peintures 10 à 1000  

Résines/goudrons/bitumes 100 à 100 000  

Glaces à 0°C 1013  

Granit 1020  
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I-5   Relations entre contrainte et taux de cisaillement pour différents fluides 

(Loi de puissance ou d’Ostwald – de Waehle) 

 

Équation constitutive du fluide dite de type loi de   puissance ou d’Ostwald – de Waehlle: 

ܘܘ܉ૄ ൌ ሶࢽ ࢚࣌֜ି ൌ ሶࢽ  (8)

oùK la  consistance (Pa.sn) 

n   indice d’écoulement  

 loi valide pour une certaine gamme de taux de cisaillement. ! 

 

 
Figure I-5 :Les rhéogrammes des fluides. 

 

La courbe࢚࣌ ൌ ࢜ሺࣔࢌ
ࣔ

ሻ,appelée "rhéogramme"(Figure I-5), présente des allures différentes 

suivant selon la nature des fluides. 

 

a- Fluide newtonien (n=1): 

La viscosité apparente  est constante en fonction du taux de cisaillement. C'est le cas de 

nombreux liquides purs, tels que l'eau ou le glycérol. 

 

ો 

 ࣌

σt 

0<n<1
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b- Fluides pseudoplastiques ou rhéofluidifiants (0<n<1) 

 

Les fluides pseudoplastiquessont tels que la viscositéapparente diminue lorsque la 

déformation augmente. Ondit que ces fluides, qui sont les plus fréquents et les plusimportants 

en Génie des Procédés, présentent unerhéofluidification. Appartiennent à cette classe les 

huiles et lesgraisses de lubrification, le pétrole, le sang, certaines peintures, la plupart des 

solutions de polymères. 

 

c- Fluides dilatants ou rhéoépaississants (n>1) 

 

La viscosité apparente augmente lorsque le gradient de vitesse augmentetel que les 

suspensions fortement concentrées dans lesquelles la phase liquide n’occupe 

pratiquementque les interstices entre particules solides, les solutions colloïdales d’argile dans 

l’eau, sable mouillé, suspensions concentrées d’amidon. On utilise la loi de puissance pour 

les représenter. 

 

d- Fluides à seuil ou fluides (visco)plastiques  

 

Fluide à seuil ou fluides (visco) plastiques tel que lessuspensions,solutions de polymères, 

crèmes et émulsions, pâtes dentifrices, ciment, frais, concentrés de tomate). 

 

e- Fluides à seuil de type Bingham  

 

Il existe une contrainte seuil au-dessous de laquelle il n’y a pas d’écoulementtel que  le 

dentifrice.  

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

Chapitre II : Dynamique des fluides visqueux 

incompressibles : 

               Equation de Navier Stokes 
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dissipation d'énergie due aux frottements visqueux, ces pertes de charges prendront place 

dans la formulation d'une équation deBernoulligénéralisée. 

Partons de l'équation de Navier-Stokes(Eq. (9)) établie pour l'écoulement d'un fluide 

newtonien incompressible : 

Si l'écoulement est stationnaireࣔ࢜ሬሬറ
࢚ࣔ

ൌ , la dérivée particulaire se résume à la dérivée 

convective et peut se développer comme: : 

 0  

ሬሬറ࢜ࢊ
࢚ࢊ ൌ

ሬሬറ࢜ࣔ
࢚ࣔ  ൫࢜ሬሬറસሬሬറ൯࢜ሬሬറ ൌ ൫࢜ሬሬറસሬሬറ൯࢜ሬሬറ ൌ


 સሬሬറ࢜ െ ሬሬറ࢜ ר ሺસሬሬറ ר       ሬሬറሻ                               ሺሻ࢜

On peut alors écrireEq. (12)                    : 

 ࢜સሬሬറ࣋ െ ሬሬറ࢜࣋ ר ൫સሬሬറ ר ሬሬറ൯࢜ ൌ   െસሬሬറ  ሬሬറ࢜∆ࣆ      ሬሬറ                               ሺሻࢍ࣋

L'accélération de la pesanteur dérivant d'un potentiel et le fluide étant incompressible (ρ= 

Cte), on regroupe sous un même gradient trois des cinq termes de cette équation pour lui 

donner la forme suivante Eqs. (13-15) :                   : 

સሬሬറ ൬

 ൰࢜࣋ െ ሬሬറ࢜࣋ ר ൫સሬሬറ ר ሬሬറ൯࢜ ൌ   െસሬሬറ  ሬሬറ࢜∆ࣆ  સሬሬറࢍ࣋ሬሬറࢆ                              ሺሻ 

સሬሬറ ൬   ࢆሬሬറࢍ࣋

 ൰࢜࣋ ൌ ሬሬറ࢜∆ࣆ    ሬሬറ࢜࣋ ר ൫સሬሬറ ר            ሬሬറ൯                                                ሺሻ࢜

સሬሬറ ൬   ࢆሬሬറࢍ࣋

 ൰࢜࣋ ൌ ሬሬറ࢜∆ࣆ    ࢜࣋ሬሬറ ר Ωሬሬሬറሺሻ 

On retrouve ainsi une formulation semblable à celle conduisant pour un fluide parfait à 

l'équation de Bernoulli.  

De la même manière, le produit vectoriel du vecteur vitesse avec le rotationnel de la vitesse 

s'annule lorsque l'équation est considérée sur l'ensemble des points constituant une ligne de 

courantEq. (16).  

સሬሬറ ൬   ࢆሬሬറࢍ࣋

 ൰࢜࣋ ܛሬറ܍࢙ࢊ ൌ  ሺ࢜∆ࣆሬሬറ  ࢜࣋ሬሬറ ר Ωሬሬሬറሻ ܍࢙ࢊሬറܛ                         ሺሻ   

ቀ࢜ሬሬറ ר Ωሬሬሬറቁ ٣ ܛሬറ܍࢚ࢋሬሬറ࢜ צ ሬሬറ࢜ ֜ ቀ࢜ሬሬറ ר Ωሬሬሬറቁ ܛሬറ܍ ൌ  

Il reste donc que le long d'une ligne de courant, l'écoulement stationnaire d'un fluide de 

viscosité non négligeable obéit à l'équation suivanteEq.(17) : 

સሬሬറ ൬   ࢆሬሬറࢍ࣋

 ൰࢜࣋ ܛሬറ܍࢙ࢊ ൌ  ሺૠሻ                                                      ܛሬറ܍࢙ࢊሬሬറ࢜∆ࣆ 
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Puis la projection  sur chacun des axes  d’un repère cartésienEqs. (18-23) :  

ܛሬറ܍࢙ࢊ ൌ ܠሬറ܍࢞ࢊ     ܡሬറ܍࢟ࢊ     (18)ܢሬറ܍ࢠࢊ 

સሺ•ሻ ൌ ࣔሺ•ሻ
࢞ࣔ

ܠሬറ܍  ࣔሺ•ሻ
࢟ࣔ

ܡሬറ܍  ࣔሺ•ሻ
ࢠࣔ

 (19)ܢሬറ܍

સ࢜ሬሬറ ൌ સ࢜ሬሬറ܍ܠሬറܠ  સ࢜ሬሬറ܍ܡሬറܡ  સ࢜ሬሬറ܍ܢሬറ(20)ܢ 

ࣔ
࢞ࣔ ൬   ࢆሬሬറࢍ࣋


 ൰࢜࣋ ࢞ࢊ ൌ  ሺሻ࢞ࢊ࢞࢜∆ࣆ 

ࣔ
࢟ࣔ

ቀ   ࢆሬሬറࢍ࣋ 


ቁ࢜࣋ ࢟ࢊ ൌ  (22)࢟ࢊ࢟࢜∆ࣆ 

ࣔ
ࢠࣔ

ቀ   ࢆሬሬറࢍ࣋ 


ቁ࢜࣋ ࢠࢊ ൌ  (23)ࢠࢊࢠ࢜∆ࣆ 

SoitEqs. (24-26) après simplification pardx, dy et dz :  
ࣔ

࢞ࣔ ൬   ࢆሬሬറࢍ࣋

 ൰࢜࣋ ൌ         ሺሻ                                                                      ࢞࢜∆ࣆ 

ࣔ
࢟ࣔ

ቀ   ࢆሬሬറࢍ࣋ 


ቁ࢜࣋ ൌ  (25)࢟࢜∆ࣆ 

ࣔ
ࢠࣔ

ቀ   ࢆሬሬറࢍ࣋ 


ቁ࢜࣋ ൌ  (26)ࢠ࢜∆ࣆ 

   ࢆሬሬറࢍ࣋ 


 est la pression totale (également appelée « charge »), notée Pt, , somme࢜࣋

de la pression motrice   et de la pression cinétique  ࢆሬሬറࢍ࣋


  . C'est donc une quantité࢜࣋

scalaire qui doit vérifier l'équationEq. (27): 

સሬሬറ࢚ ൌ  ሬሬറ                           (27)࢜∆ࣆ

 On suppose alors  qu'un repère cartésien soit choisi de telle sorte qu'en tout point de 

l'écoulement on ait ࢜ሬሬറ ൌ ,࢞ሺ ࢛ ,࢟  et   que l’écoulement  est laminaire. Dans ces ܠሬറ܍ሻࢠ

conditions, la projection dans les trois directions du repère de l'équationEq. (27)  

précédemment établie, donne : 

࢞࢜ ൌ  ࢜

࢟࢜ ൌ  ֜ ሬറܞ ൌ  ܠሬറ܍ܞ

ࢠ࢜ ൌ  
࢚ࣔ
࢞ࣔ

ൌ  ࢜∆ࣆ 

࢚ࣔ

࢟ࣔ ൌ   

࢚ࣔ

ࢠࣔ ൌ   
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On en déduit que la pression totale n'est fonction que de x, et qu'elle varie en obéissant à 

l'équationEq. (28)  : 
ܜܘ܌
ܠ܌

ൌ  ૄ ቀܝ
ܠ    ܝ

ܡ  ܝ
ܢቁ (28) 

Par ailleurs, l'écoulement étant conservatif, l'équation de continuité Eq. (29)  s'applique dans 

sa forme la plus simple: 

 

સሬሬറ࢜ሬሬറ ൌ  ֜ ࢛ࣔ
࢞ࣔ

  ࢜ࣔ 
࢟ࣔ

 ࢝ࣔ 
ࢠࣔ

ൌ  ֜ ࢛ࣔ
࢞ࣔ

 ൌ (29) 

et commev=w=0, il en découle ࢛ࣔ
࢞ࣔ

ൌ  ֜u=u (y,z). Nous pouvons alors reconsidérer 

l'équation régissant l'évolution de la pression totale en la formulantEq. (30)  : 

࢚ࢊ

࢞ࢊ ൌ ࣆ  ቆ
࢛ࣔ
࢟ࣔ   

࢛ࣔ
ࢠࣔ ቇ ൌ ,࢞ሺࢋ࢚ ,࢟  ሻሺሻࢠ

Il s'avère alors que le membre de gauche ሺ࢚ࢊ
࢞ࢊ

ሻ ne peut dépendre que de xalors que celui de 

droite ቀ࢛ࣔ
࢟ࣔ   ࢛ࣔ

 ቁne peut dépendre que de y et z. La conséquence est donc que les deuxࢠࣔ

membres sont égaux à une même constanteሺ࢞, ,࢟  ሻ. Ceci permet de montrer que la pressionࢠ

totale Eq. (31) varie linéairement avec x: 
࢚ࢊ

࢞ࢊ ൌ ࢋ࢚ ൏ 0                                                                                            ሺሻ 

Remarque :  

 Pour un fluide parfait dont la viscosité est négligée, la pression totale ne varie pas. En 

effet, la constante étant proportionnelle à μ, elle devient nulle, l'équation de Bernoulli 

Eq. (32) s'applique le long d'une ligne de courant :  
࢚ࢊ
࢞ࢊ

ൌ  ֜    ࢆሬሬറࢍ࣋ 


࢜࣋ ൌ   (32)ࢋ࢚   

 

On dit alors que la charge est constante ou bien encore qu'il n'y a pas de perte de charge. 

 Pour un fluide réel (dont la viscosité n'est pas négligeable), l'écoulement laminaire est 

caractérisé par une variation linéaire de la charge  avec la distance parcourue. En effet, 

puisque les frottements visqueux sont responsables d'une dissipation d'énergie et que la 

pression totale n'est autre qu'une énergie volumique, il s'ensuit logiquement que la 

pression totale doit diminuer avec la progression de l'écoulement. 
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II-3 Coefficient de perte de charge 

Particulièrement, les pertes de charge entre l'entrée et la sortie d’une canalisation est  la 

somme de deux types de contributions : 

 les pertes de charge systématiques (appelées aussi linéaires ourégulières) dues aux 

frottements visqueux. 

 les pertes de chargesingularités dues aux  changements de direction et de sections  

(rétrécissements et élargissements) dans la conduite; 

 

II-3-1 Perte de charges linéaires ou régulières 

Les pertes de chargesystématiques (linéaires ou régulières) (chute de pression ∆p = p1 - p2) 

résultent du frottement exercé entre le fluide et la surface intérieure de la canalisation. Elles 

sont proportionnelles à la longueur L de la conduite et au carré de la vitesse moyenne V du 

fluide, inversement proportionnelle au diamètre d et fonction de la rugosité moyenne ε de la 

canalisation. Entre deux points séparés par une longueur L, dans un tuyau de diamètre D 

apparaît une perte de pression ∆p. Exprimée sous la forme suivante Eq. (36) : 

∆ ൌ ࣅ ࡸ
ࡰ

࣋ ࢂ


(36) 

où D : diamètre de la conduite considérée (m) 

 L : longueur de la conduite considérée (m) 

 V : vitesse moyenne (m/s) 

 λ(Sans dimension) : coefficient de perte de charge linéaire. Il dépend de la nature de 

 l’écoulement et de l’état de surface de la conduite. 

Remarque : 

La nature de l’écoulement est caractérisée par le nombre de Reynolds Re 

 l’état de surface est défini par l’épaisseur moyenne des rugosités : 

 Alors f (Re, ε/d) 

 

Expérience de  Nikuradze  

 

L’expérience de Nikuradze(Figure II-5) a pour but de déterminer l’influence de la rugosité 

des parois sur le coefficient de perte de charge linéaire. Les parois d’une conduite sont 
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a-  Cas de l'écoulement laminaire (Re< 2000 -la loi de Poiseuille) 

Dans ce cas on peut montrer que le coefficient λ est uniquement fonction du nombre 

deReynolds Re; l'état de la surface n'intervient pas et donc λ ne dépend pas de de la rugosité 

ε(noté aussi k), ni de la nature de la tuyauterieEq. (37) . 

ࣅ ൌ 
ࢋࡾ

(37)  

b- Cas de l'écoulement turbulent (Re> 3000) 

Les phénomènes d'écoulement sont beaucoup plus complexes et la détermination 

ducoefficient de perte de charge résulte de mesures expérimentales. C'est ce qui explique 

ladiversité des formules anciennes qui ont été proposées pour sa détermination.En régime 

turbulent l'état de la surface devient sensible et son influence est d'autant plus grandeque le 

nombre de Reynolds Re est grand. Tous les travaux ont montré l'influence de la rugosité eton 

s'est attaché par la suite à chercher la variation du coefficient λ en fonction du nombre de 

Reynolds Reet de la rugosité. 

 

La formule de ColebrookEq. (38) est actuellement considérée comme celle qui traduit le 

mieux lesphénomènes d'écoulement en régime turbulent. Elle est présentée sous la forme 

suivante : 


ࣅ√
ൌ െࢍሺ ࢿ

,ૠࡰ
 ,

ࣅ√ࢋࡾ
)(38)  

L'utilisation directe de cette formule demanderait, du fait de sa forme implicite, un calcul par 

approximations successives ; on emploie aussi en pratique des représentations 

graphiques(abaques). 

Pour simplifier la relation précédente, on peut chercher à savoir si l'écoulement 

esthydrauliquement lisse ou rugueux pour évaluer la prédominance des deux termes 

entreparenthèses dans la relation de Colebrook. 

 

Remarque : 

On fait souvent appel à des formules empiriques plus simples valables pour des cas 

particuliers et dans un certain domaine du nombre de Reynolds, par exemple : 
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࢞࢜ ൌ  ࢜

࢟࢜ ൌ  ֜ ሬറܞ ൌ  ܠሬറ܍ܞ

ࢠ࢜ ൌ  

leséquation précédentes deviennent : 
࢚ࣔ
࢞ࣔ

ൌ  ࢜∆ࣆ 

࢚ࣔ

࢟ࣔ ൌ   

࢚ࣔ

ࢠࣔ ൌ   

On en déduit que la pression totale n'est fonction que de x, et qu'elle varie en obéissant à 

l'équation Eq. (46) :  

ܜܘ܌

ܠ܌ ൌ  ૄ ቆ
ܝ
ܠ   

ܝ
ܡ  

ܝ
ܢቇ                                                           ሺሻ 

 

 Symétrie : dans tout plan xOy, on a le même profil donc w = 0 

 Il n’y a pas de composantes de la vitesse suivant y donc v = 0 

 L’équation de continuité div V = 0 impose du/dx=0  

 

Le profil des vitesses dans la conduite est donc donné par la résolution de l’équation 

différentielleEq. (47) : 

࢚ࢊ

࢞ࢊ ൌ ࣆ 
࢛ࣔ
࢟ࣔ  ൌ  ሺૠሻ                                                                                       ݁ݐܥ

On intègre deux fois cette équation et on obtient Eq. (48): 

ሻ࢟ሺ࢛ ൌ  
ࣆ

ቀ࢚ࢊ
࢞ࢊ

ቁ ࢟


 ࢟ࡷ   (48)′ࡷ

oùK et K’ sont des constantes d’intégration, elles sont déterminées grâce aux conditions 

 aux limites sur la vitesse ( une particule de fluide en contact avec une paroi possède la 

 vitesse de la paroi) soit:u(b) = u(-b) = 0 

En insérant ces deux conditions dans l’équation précédente, on obtient un système de deux 

équations à deux inconnues facile à résoudre, on obtient Eq. (49): 

 

ࡷ ൌ   ࡷ  ࢚ࢋ′ ൌ െ 
ࣆ

ቀ࢚ࢊ
࢞ࢊ

ቁ  (49)࢈
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࢞ࢇ࢛ ൌ  െ 
ࣆ

ቀ࢚ࢊ
࢞ࢊ

ቁ  (                                                                                        ሺ6࢈

 

La vitesse moyenneEq. (57): 

ഥ࢛ ൌ െ 
ࣆ

ቀ࢚ࢊ
࢞ࢊ

ቁ ࢈ ൌ 


 (57) ࢞ࢇ࢛

 

Le débit en masse par unité d’aireEq. (58): 

 

ࡿ

ൌ ࣋
ࣆ

ሺି
ࡸ

ሻ࢈(58) 

 

III-3Écoulement de Couette 

Une autre situation simple est celle de l’écoulement de Couette(Figure III-3). On a les 

mêmeshypothèses que précédemment sur la géométrie de la  conduite, sur le fluide 

etl’écoulement. La différence vient du fait que la paroi supérieure possède unevitesse V0. 

Comme dans l’exemple précédent, on néglige les forces de pesanteur. 

On obtient bien sûr la même équation différentielle avec des conditions auxlimites qui 

changent. 

 
                                               Figure III-3 : Écoulement de Couette 

 

Les conditions aux limites deviennent : V(+b) = V0 et V(-b) = 0 

La solution générale de l’équation est comme dans l’exemple précédentEq. (59) : 

ሻ࢟ሺࢂ ൌ  
ࣆ

ቀ࢚ࢊ
࢞ࢊ

ቁ ࢟


 ࢟ࡷ   (59)′ࡷ

Avec les conditions aux limites, on trouve K et K’Eq. (60) 

ࡷ ൌ ࢂ 
࢈

′ࡷ ࢚ࢋ  ൌ ࢂ


െ 
ૄ

ቀܜܘ܌
ܠ܌

ቁ  (60)࢈
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La solution s’écrit doncEq. (61): 

ሻ࢟ሺ ࢛ ൌ  െ 
ࣆ

ቀ࢚ࢊ
࢞ࢊ

ቁ ሺ࢈െ࢟ሻ  ࢂ


 ሺ࢟   ሻ  (61)࢈

 

(Poiseuille)(Couette) 

 

On peut écrire le profil des vitesses sous la forme : 

On pose : 

ࡷ ൌ  െ ࢈

ࣆ
ቀ࢚ࢊ

࢞ࢊ
ቁ ֜ ሻ࢟ሺ ࢛  ൌ ࢂ 


ሺ࢟

࢈
 ሻ  ሺࡷ െ ሺ࢟

࢈
ሻሻ(62) 

 

Le profil de vitesse est donc parabolique. 

 K1apparaît comme un gradient de pression adimensionnel. 

 K1> 0 le gradient de pression décroissant est dans le sens du mouvement doncu(y) est 

toujours positif. 

 K1< 0 et inférieur à –1/2 la vitesse devient négative au voisinage de la paroi(le sens de 

l’écoulement est inversé). 

En l’absence d’un gradient de pression (dpt/dx = 0) la répartition de vitesse entre les deux 

plans devient linéaire Eq. (63): 

 

ሻ࢟ሺࢂ ൌ ࢂ


ሺ࢟  ܍ achant que࢙                    ሻ࢈ ൌ (63)܊ 

 

Le cisaillement  ࢚࣌ dans l’écoulement est alors uniformément répartiEq. (64) : 

 

࢚࣌ ൌ ࣆ ࢛ࢊ
࢟ࢊ

ൌ ࣆ ࢂ
ࢋ

ൌ  (64)ࢋ࢚

 

Le débit total de fluideentre les deux plans est dû à la fois à la vitesse d’entraînement et au 

gradient de pression. En désignant par lla largeur de la veine fluide, le débit-volume qv 

s’écrit, dans une section SEq. (65): 

 

࢜ ൌ  ࢙ࢊ࢛ ൌ   ࢋ࢟ࢊ࢛
 (65) 
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Compte tenu de la symétrie de révolution du problème, on en déduit par ailleurs queܝ
ࣂ

ൌ  , 

ce qui permet d'en conclure que le vecteur vitesse est purement axial et ne dépend que de 

rEq. (70): 

 (70)࢞ሬԦࢋሻܚሬሬԦሺࢂ

D’autre part,  l'équation régissant l'évolution de la pression totale (charge) Pt le long d'un 

écoulement laminaire orienté suivant l'axex (voir section précédente) Eq. (71): 
࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

ൌ  (71)࢛∆ࣆ

En cordonnées cylindriquesEq. (72): 

࢛∆ ൌ 
࢘

ࣔ
࢘ࣔ

ቀ࢘ ࢛ࣔ
࢘ࣔ

ቁ  
࢘

࢛ࣔ
ࣂࣔ  ࢛ࣔ

࢞ࣔ ൌ 
࢘

ࣔ
࢘ࣔ

ቀ࢘ ࢛ࣔ
࢘ࣔ

ቁ(72) 

alorsEq. (73): 
࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

ൌ ࣆ 
࢘

ࣔ
࢘ࣔ

ቀ࢘ ࢛ࣔ
࢘ࣔ

ቁ(73) 

où le terme de gauche ne dépend que dexet celui de droite que de r. 

 Il s'en suit que les membres de cette équation sont égaux à une même constante K. Ainsi, on 

a :࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

ൌ  ; traduisant la perte de charge régulière�ࡷ

ࣆ

࢘

ࣔ
࢘ࣔ ൬࢘

࢛ࣔ
൰࢘ࣔ ൌ ֜    ࡷ permettant la détermination du profil de vitesse ܝ ሺܚሻ. 

Résolvons cette dernière équation pour établir le profil de vitesse sur une section de la 

conduite Eq. (74): 

ࣆ  
࢘

ࣔ
࢘ࣔ

ቀ࢘ ࢛ࣔ
࢘ࣔ

ቁ ൌ �     ࡷ
࢘

ࣔ
࢘ࣔ

ቀ࢘ ࢛ࣔ
࢘ࣔ

ቁ ൌ ࢘ࡷ
ࣆ 

֜ ࢘  ࢛ࣔ
࢘ࣔ

ൌ ࢘ࡷ

ࣆ
 ′ࡷ ֜ ࢛ࣔ

࢘ࣔ
ൌ ࢘ࡷ

 ࣆ
 ′ࡷ

࢘ 
 

et donc : 

ሻ࢘ሺ࢛ ൌ
࢘ࡷ

 ࣆ  ሻ࢘ሺ′   ሺૠሻ                                                                                  "

 

où ࢚ࢋ′"  sont deux constantes d'intégration dont l'indétermination peut être levée en  

 utilisant les conditions aux limites.  

Ainsi, on sait que la vitesse des particules fluides est nécessairement nulle au contact avec les 

parois de la conduite. On a doncEq. (75) : 

ࡾሺ࢛ ൌ ሻ࢘ ൌ  ֜ ࢘ࡷ

 ࣆ
 ሻ࢘ሺ′  " ൌ (75) 

Par ailleurs, la vitesse à l'axe de la conduite, enr=o, soit finie, il faut que K’=0alorsEq. (76): 
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࢚ࡼ∆ ൌ ࢜
ࡾ࣊  (86)ࡸ

ࡾࡸ   ൌ െ ࡾ


ࣆ
࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

     (87) 

ࡾࡸ   ൌ െ ࡾ


ࣆ
࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

(88) 

On en déduit les constantes A et BEqs. (89-90): 

 ൌ െ 
ࣆ

࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

ሺࡾ
ିࡾ

ሻ

ࡾሺࡸ
ࡾ

ሻ
    (89) 

 ൌ  
ࣆ

࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

ቊሺࡾ
ିࡾ

ሻ

ࡾሺࡸ
ࡾ

ሻ
ࡾࡸ െ ࡾ

ቋ(90) 

ce qui donne pour U, après regroupement de certains termesEq. (91) : 

ሻ࢘ሺ ࢛ ൌ െ 
ࣆ

࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

ቊሺࡾ
 െ ࢘  ሺࡾ

ିࡾ
ሻ

ࡾሺࡸ
ࡾ

ሻ
ࡸ ࢘

ࡾ
ቋ(91) 

Le maximum de la vitesse est obtenu pour un rayon rmtel queEq. (92) : 

࢝ࢇ࢘                  ൌ ඩ
ሺࡾ

 െ ࡾ
ሻ  

ࡸሺࡾ
ࡾ

ሻ
                                                                                ሺૢሻ 

 

En ce qui concerne le débit dû au gradient dPt/dx, les calculs sont un peu pluslaborieux. 

Posons provisoirement, pour alléger l’écriture Eq. (93): 

                                ൌ
ሺࡾ

 െ ࡾ
ሻ

ࡸሺࡾ
ࡾ

ሻ
                                                                                    ሺૢሻ 

Le débit-volume s’écrit Eq.(94): 

 

࢜ ൌ න ࢘ࢊ࢘࣊ࢁ ൌ െ
࣊

ࣆ

ࡾ

࢘

࢚ࡼࢊ

࢞ࢊ න ሺࡾ
 െ ࢘

ࡾ

ࡾ
 ࢘ࡸ െ  ሺૢሻ           ࢘ࢊ࢘ሻࡾࡸ

 

Au total, on a doncEq.(95) : 

  

࢜ ൌ െ ࣊
ࣆ

࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

ቄࡾ



െ ࡾ

ࡾ



െ ࡾ




 ࡾ




െ 


൫ࡾ

 െ ࡾ
൯ࡾࡸ    ࡾ࢘ࢊ࢘ࡸ࢘

ࡾ ቅ(95) 
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Au total, après avoir remplacé C par (Eq.(93)), puis groupé et réarrangé un peu les termes, on 

a doncEq.(96) : 

࢜  ൌ െ ࣊
ૡࣆ

࢚ࡼࢊ
࢞ࢊ

൫ࡾ
 െ ࡾ

൯ ቊࡾ
  ࡾ

 െ ࡾ
ିࡾ



ࡾࡸ
ࡾ

ቋ                             ሺૢሻ                 
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ܜ۾∆
ۺ

=f(D,v,ρ,μ,ε)(97) 

La fonction f  peut s’avérer difficile à trouver ; l’analyse dimensionnelle va alors  nous 

permettre d’établir une relation plus simple entre un nombre moins important de grandeurs  

sans dimension. 

Une méthode systématique va permettre de trouver trois nombre sans dimensionEq.(98) 

࣊  ൌ ࢚ࡼ∆
ࡸ

ࡰ
࢜࣋ ൌ  ࣅ

࣊  ൌ ࡰ࢜࣋
ࣆ

ൌ  (98)(nombre de Reynolds)ࢋࡾ

࣊     ൌ ࢿ
ࡰ

  ൌ  (rugosité relative)࢘ࢿ

On peut aussi établirEq. (99) : 

࣊  ൌ ࣘ ሺ࣊,   ሻ࣊

࢚ࡼ∆֜ 
ࡸ

ࡰ
࢜࣋ ൌ ࣘ ሺࡰ࢜࣋

ࣆ
, ࢿ

ࡰ
ሻ    ֜∆࢚ࡼ

ࡸ
ൌ ࢜࣋

ࡰ
ࣘ ሺࢋࡾ,  ሻ ሺ99ሻ࢘ࢿ

L’analyse dimensionnelle permet aussi de voir  que la perte de charge régulière est fonction 

uniquement de nombre de Reynolds  et de la rugosité relative de la conduite. 

Voyons maintenant une description détaillée de la méthode. 

 IV-2 Théorème de Buckingham( Théorème de  ࣊ )  

Si une équation comportant k variables est homogène, elle peut être réduite à une relation 

entre (k-r) produit indépendant sans dimension, ou r est le nombre minimal de dimension 

requis pour décrire les k variables.  

Inventaire des variables 

L’inventaire des variables est regroupé dans le tableau IV-1. 

    Tableau IV-1 : Inventaire des variables 

Variable Symbole Dimension (MLT) 
Perte de charge ∆P ML-1T-2 

ܜ۾∆ 

ۺ  ML-2T-2 

Vitesse v LT-1 
Diamètre D L 
Longueur L L 
Rugosité ε L 
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Viscosité m ML-1T-1 
Masse volumique ρ ML-3 

Afin d’illustrer cet énoncée, reprenant l’exemple d’introduction.  

Nous avions k=6 variables (∆ܜ۾
ۺ

, D,v,ρ,μ,ε),qui nécessitent un minimum de r=3 (trois 

dimensions (M, L, T).  

Par conséquence, l’équation reliant les  6 variables peut êtreramener à une équation reliant 

k-r=6-3=3 produits sans dimension Eq.(100): 

࣊   ൌ ࢚ࡼ∆
ࡸ

ࡰ
࢜࣋ ൌ  ࣅ

࣊    ൌ ࡰ࢜࣋
ࣆ

ൌ  (100)ࢋࡾ

࣊    ൌ ࢿ
ࡰ

ൌ  ࢘ࢿ

Le théorème de Buckingham π, permet donc le passage Eq.(101):: 

ܜ۾∆ 
ۺ

=f(D,v,ρ,μ,ε)֜࣊ ൌ ࣘ ሺ࣊,  ሻ ሺ101ሻ࣊

Pour effectuer une analyse dimensionnelle, on doit considérer les étapes suivantes: 

1- Dresser la liste de toutes les variables du problème֜k, 

2- Ecrire l’équation aux dimensions de chacun des k variable, 

3- Déterminerr, et donc k-r֜ le nombre de produit sans dimension caractérisant le 

problème, 

4- Parmi les k variables,on choisir un nombre r, qui soient dimensionnellement 

indépendant֜r variables primaires, 

5- Former les k-r produits (π) en combinaison les k-rvariable non primaires avec les r 

primaires. 

6- Formuler la relation entre les  k-r produits (π) trouvé. 

 

A titre  d’illustration, appliquant la  méthode à un exemple concret.On appelle force de 

trainée, la force ۲ሬሬԦexercée par un écoulement sur un objet, dans la direction parallèle à 

l’écoulement. Nous allons étudier le cas d’une plaque plane rectangulaire. 
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࣊ ൌ  ࢽ࢜ࢼ࣋ࢻࢎࡰ

࣊ ൌ  (102)ࢽ࢜ࢼ࣋ࢻࢎࡰ

࣊ ൌ  ࢽ࢜ࢼ࣋ࢻࢎࡰ

 

࣊ ൌ  → sans dimensionࢽ࢜ࢼ࣋ࢻࢎࡰ

M0L0T0= M1L1T−2Lα1(M1L-3)β1(L1T−1)γ 1= M1+β1L(1+α1−3β1+γ 1) T−2−γ 1 

0ൌ1+β1 β1=-1 

֜            0=1+α1−3β1+γ1         ֜      α1=-2   ֜࣊ ൌ ࡰ
 ࢎࢂ࣋

                 0=−2−γ 1γ 1=-2 

 

࣊ ൌ  → sans dimensionࢽ࢜ࢼ࣋ࢻࢎࡰ

M0L0T0= L1Lα2(M1L-3)β2(L1T−1)γ 2= Mβ2L(1+α2 −3β2 +γ 2) T−γ 2 

  0ൌβ2β2=0 

֜            0=1+α2−3β2+γ2         ֜           α2=-1            ֜࣊ ൌ ࡸ
ࢎ
 

                 0=−2γ 1  γ2=0 

   

࣊ ൌ ࣊→ sans dimension֜ࢽ࢜ࢼ࣋ࢻࢎࡰ ൌ ࣆ
ࢎ࢜࣋

 

6. Formuler la relation entre les 3 produits (π)trouvés : 
  

ܜ۾∆
ۺ

= f(D, v, ρ, μ, ε)֜࣊ ൌ ࣘ ሺ࣊,  ሻ࣊
 

Avec࣊ ൌ ࡰ
 ࢎࢂ࣋

࣊ ൌ
ࡸ
 ࢎ

࣊ ൌ
ࣆ

 ࢎ࢜࣋

soit   Eq.(103)D = ρv2h2Φ(L/h,1/ Re) 
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(Facteur de forme)(Nature de l’écoulement) 

Illustration de l’intérêt de la méthode : 

Si D1 est la traînée mesurée sur une plaque de dimensions L1x h1quand elle est soumise à un 

écoulement de vitesse v1, alors nous avons la relation Eq. (103): 

 
ࡰ

࢜࣋
ࢎ

  ൌ  ቀ ۺ
ܐ

, 
܍܀

ቁ ܍܀ùܗ ൌ ࢎ࢜࣋ 
ࣆ

(103) 

L’analyse dimensionnelle par le théorème deBuckinghampermetd’en déduire que pour une 

plaque de dimensions. L2 x h2 telles que : 

 
ࡸ
ࢎ

ࡸ =
ࢎ

si ࢜ ൌ ࢎ
ࢎ

࢜ ՞ ࢎ࢜ ൌ ࢎ࢜ ՞ ܍܀ ൌ  ܍܀

(Similitude de forme)(Facteur d’échelle)(Similitudehydrodynamique) 

 

et donc                               ሺࡸ
ࢎ

, 
܍܀

ሻ= ሺࡸ
ࢎ

, 
܍܀

ሻ 

 ֜ ࡰ
࢜࣋

ࢎ
 ൌ ࡰ

࢜࣋
ࢎ

֜ࡰ ൌ ࢜ 
ࢎ



࢜࣋
ࢎ

 ࡰ֜ࡰ ൌ  ࡰ 

 

IV-3 Coefficients sans dimension usuels 

En mécanique des fluides, on est souvent amène a manipuler des groupes de variables sans 

dimension, appelés ا nombre adimensionnel ب ou ا rapport de similitude ب. Ces groupes 

sont construits en faisant des rapports entre des termes apparaissant dans les équations du 

mouvement, ce qui permet de les interpréter physiquement. On distingue ainsi : 

 

Nombre deReynolds  

 
ࢋࡾ  ൌ ࡸ࢜࣋

ࣆ
֜ ܍ܑܜܚ܍ܖܑ’܌ ܛ܍܋ܚܗ۴

éܜܑܛܗ܋ܛܑܞ ܍܌ ܛ܍܋ܚܗ۴
(104) 

 

avecLune échelle de longueur, vune échelle de vitesse,μla viscosité du fluide, et ρsa masse 

volumique. Il exprime le rapport entre les forces d'inertie et les forces de viscositéEq. (104). 
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Il sert notamment à classer le régime d’écoulement en distinguant les écoulements laminaires 

(Re� 2000)et les écoulements turbulents (Re� 2000). Si on introduit νla viscosité 

cinématique du fluide (ν = μ /favec ρla masse volumique du fluide), alors on a aussi : Re = 

uℓ/ν. 

 
Nombre deFroude 

࢘ࡲ ൌ ࢂ
ඥࡸࢍ

܍ܑܜܚ܍ܖܑ’܌ ܛ܍܋ܚܗ۴֜
éܜܑܞ܉ܚ ܍܌ ܍܋ܚܗ۴

(105) 

 importance pour les écoulements à surface libreEq.(105) 

 

avecLune échelle de hauteur, v une échelle de vitesse, gl’accélération de la gravite. Le nombrede 

FroudeEq. (105) est le plus souvent interprète comme le rapport de l’énergie cinétique sur l’énergie 

potentielle. Il sert notamment en hydraulique à classer le régime d’écoulement en distinguant 

lesécoulements supercritiques (Fr >1) et les écoulements sub-critiques (Fr <1) . 

 

Remarque : c’est la pesanteur qui est responsable de la forme de lasurface libre : plus Fr est 

grand, moins la surface libre a d’effets surl’écoulement, et inversement. 

 

Nombre d’Euler 

 

࢛ࡱ ൌ ࡼ∆
ܖܗܑܛܛ܍ܚܘ ܍܌ ܛ܍܋ܚܗ֜۴ࢂ࣋

܍ܑܜܚ܍ܖܑ′܌ ܍܋ܚܗ۴
(106) 

 importance s’il existe de grandes différences de pression au sein de l’écoulement 

Eq.(106).      

 

Nombre de Mach 

Le nombre de Machexprime le rapport entre la vitesse caractéristique de l'¶écoulement et la vitesse 

de propagation du son caractéristique du fluide. Ce nombre quantité donc les effets de 

compressibilitéEq. (107) : 

 

ࢇࡹ ൌ ࢂ


֜ ܍ܑܜܚ܍ܖܑ′܌ ܛ܍܋ܚܗ۴
ܖܗܑܛܛ܍ܚܘܕܗ܋ ܍܌ ܍܋ܚܗ۴

(107) 
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avecuune échelle de vitesse et C la célérité du son (ou célérité des ondes dans l’air). Le 

nombre de Mach sert en aérodynamique ç évaluer la compressibilité de l’air. On distingue 

ainsi les écoulements supersoniques (M >1) et subsoniques (M <1) ; 

Remarque : ൌ 
ඥ࣑ ࣋

est la vitesse du son. 

 

Nombre deStrouhal 

࢚ࡿ ൌ ࡸ ࣓
ࢂ

֜ ܛ܍ܔ܉܋ܗܔ܍ܑܜܚ܍ܖᇲܑ܌ ܛ܍܋ܚܗ۴
ܛ܍ܞܑܜ܋܍ܞܖܗ܋ ܍ܑܜܚ܍ܖᇲܑ܌ ܍܋ܚܗ۴

(108) 

 

 importance pour les écoulements non stationnairesEq. (108).  

 

Nombre de Stokes 

࢚ࡿ ൌ
࢚

࢙࢚
                                                                              ሺૢሻ 

 

avectple temps de relaxation de la particule (le temps typique de variation de la vitesse quand 

on perturbe l’état d’équilibre de la particule) et le temps caractéristique du fluide (l’échelle de 

temps sur laquelle le fluide s’ajuste a tout changement de la particule). Ce nombreEq. (109).  

sert dans l’étude des écoulements biphasiques (par exemple, une suspension de particules) à 

quantifier les effets biphasiques, c’est-a-dire le couplage entre phases.  

Lorsque St � 1, la phase solide est entièrementgouvernée par la phase fluide tandis que pour 

St � 1, les deux phases sont découplées.  

 

Nombre de Prandtl  

Il exprime le rapport entre la viscosité cinématique et la diffusivité thermique du fluide.  Il s'agit 

donc d'un nombre caractérisant le fluide. Le nombre de Prandtl Eq. (110). est donc indépendant de 

l'¶écoulement. 

࢘ࡼ ൌ
ࣆ

ࡷ                                                                               ሺሻ 
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Nombre de capillarité ou nombre capillaire 

ࢇ ൌ
࢛ࣆ
ࢽ                                                                               ሺሻ 

 

avecuune échelle de vitesse, μla viscosité du fluide, et γ la tension de surface. Ce nombre 

Eq.(111)sert à évaluer les effets de tension de surface, par exemple lorsqu’on étale un fluide ou bien 

dans un milieu poreux. Lorsque Ca � 1, les effets de tension l’emportent sur les forces visqueuses et 

réciproquement quand Ca � 1, la viscosité est tellement grande que les effets de tension de surface a 

la surface libre sont négligeables.  

 

IV-4  Similitude dans les équations différentielles 

Avant de procéder à l’analyse complète d’un écoulement, il convienttout d’abord de poser les 

hypothèses simplificatrices adéquates.L’évaluation des différents coefficients sans dimension 

relatifs àl’écoulement (Reynolds, Froude…) va en effet permettre de simplifierles équations 

à résoudre. 

 

Voyons ce qu’il advient de la composante verticale (suivant z) del’équation de Navier-

StokesEq.(112): 

 

ૉ ൬
࢝ࣔ
࢚ࣔ  ࢛

࢝ࣔ
࢞ࣔ    ࢜

࢝ࣔ
࢟ࣔ  ࢝ 

࢝ࣔ
ࢠࣔ ൰ ൌ  െ

ࣔ
ࢠࣔ  ࣆ  ቆ

ࣔ࢝
࢞ࣔ   

ࣔ࢝
࢟ࣔ   

ࣔ࢝
ࢠࣔ ቇ –  ሺሻ    ࢍ࣋

 

Introduisons des variables sans dimension : 

  u*=u/V            x*=x/L              p*=p/p0 

  v*=v/V             y*=y/L              t*=t/τ 

  w*=w/V               z*=z/L 

 

oùL, V, p0, τsont desgrandeurs caractéristiquesdu système étudié. 

Par extension, on a :  

 ࣔ
࢞ࣔ

ൌ 
ۺ

ࣔ
ࣔ  כ࢞ࣔ

࢞ࣔ ൌ 
ࡸ

ࣔ

 כ࢞ࣔ
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ࣔ
࢟ࣔ

ൌ 
ۺ

ࣔ
ࣔ ֜כ࢟ࣔ

࢟ࣔ ൌ 
ࡸ

ࣔ

etכ࢟ࣔ ࣔ
࢚ࣔ

ൌ 
࣎

ࣔ

࢚ࣔ
 

 ࣔ
ࢠࣔ

ൌ 
ۺ

ࣔ
ࣔ  כࢠࣔ

ࢠࣔ ൌ 
ࡸ

ࣔ

ࢠࣔ
 

 On obtient alorsl’équation suivanteEq. (113)  

ૉ܄
ૌ

כ࢝ࣔ

כ࢚ࣔ 
ࢂ࣋

ࡸ ൜כ࢛ כ࢝ࣔ

כ࢞ࣔ   כ࢜ כ࢝ࣔ

כ࢟ࣔ  כ࢝ כ࢝ࣔ

כࢠࣔ ൠ  

ൌ െ
ࡼ

ࡸ
כࡼࣔ

כࢠࣔ 
ࢂࣆ
ࡸ ቊ

ࣔכ࢝

כ࢞ࣔ   
ࣔכ࢝

כ࢟ࣔ   
ࣔכ࢝

כࢠࣔ ቋ െ  ሺሻ      ࢍ࣋

Divisons toute l’expressionࢂ࣋

ࡸ
,nous obtiendronsl’expression suivanteEq. (114) 

 

൬
ۺ

ૌ൰܄
כ࢝ࣔ

כ࢚ࣔ  כ࢛ כ࢝ࣔ

כ࢞ࣔ   כ࢜ כ࢝ࣔ

כ࢟ࣔ  כ࢝ כ࢝ࣔ

כࢠࣔ

ൌ െ ൬
ࡼ

൰ࢂ࣋
כࡼࣔ

כࢠࣔ  ൬
ࣆ

൰ࡸࢂ࣋ ቊ
ࣔכ࢝

כ࢞ࣔ    
ࣔכ࢝

כ࢟ࣔ  
ࣔכ࢝

כࢠࣔ ቋ െ ሺ
ࡸࢍ
ࢂ ሻ        ሺሻ 

avec 

࢚ࡿ ൌ
ࡸ ࣓

ࢂ ൌ
ࡸ

࣎ࢂ ࢛ࡱ ൌ    
ࡼ∆

ࢂ࣋ ൌ
ࡼ

ࢂ࣋ ࢋࡾ ൌ
ࡸࢂ࣋

ࣆ ࢘ࡲ  ൌ
ࢂ

ඥࡸࢍ
 

 

On peut alors écrire Eq.(115): 

ሺ࢚ࡿሻ
כ࢝ࣔ

כ࢚ࣔ  כ࢛ כ࢝ࣔ

כ࢞ࣔ   כ࢜ כ࢝ࣔ

כ࢟ࣔ  כ࢝ כ࢝ࣔ

כࢠࣔ  

ൌ െሺ࢛ࡱሻ
כࡼࣔ

כࢠࣔ  ൬


൰ࢋࡾ ቊ
ࣔכ࢝

כ࢞ࣔ    
ࣔכ࢝

כ࢟ࣔ  
ࣔכ࢝

כࢠࣔ ቋ െ ൬


൰࢘ࡲ ሺሻ 

Ce qui peut s’interpréter comme suit : 

 si St est très faible : on peut négliger la dérivée instantanée etl’écoulement pourra 

être considéré stationnaire. 

 si Eu est très faible : on peut négliger le gradient de pression. 

 si Reest très grand : on peut négliger la viscosité du fluide etl’assimilé à un fluide 

parfait. 

 si Fr est très grand : on peut négliger les effets de la pesanteur 
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  IV-5 Application aux maquettes 

L’analyse dimensionnelle, grâce notamment au théorème de Buckingham, permet de 

résumer le comportement d’un système àune relation Eq. (116)entre un nombre restreint de 

grandeurs sans dimension : 

࣊ ൌ ࣘሺ࣊, ,࣊ … .  ሻ                                                      ሺሻ࢘ି࣊

 

Pour des systèmes complexes la détermination de la fonction Φn ’estaccessible que par 

mesures expérimentales. Ainsi, lors de la miseau point d’un prototype, il est 

économiquement et pratiquement pluspertinent de procéder à ces mesures sur un modèle 

réduit: lamaquette. 

Il faut alors pouvoir transposer les résultats obtenus sur la maquetteà ceux que l’on obtiendra 

sur le prototype : 

On s’arrange donc pour respecter le maximum de similitudes entre lamaquette et le 

prototype. 

A titre d’illustration, reprenons l’exemple de la force de traînéeexercée par un écoulement sur 
une plaque plane Eqs (117, 118): : 
 

ࡰ

࢜࣋
 ࢎ

  ൌ  ൬
ܕۺ

ܕܐ
,

ࣆ

ࢎ࢜࣋
൰       ֜  ሺૠሻ                                       ࢋ࢚࢚ࢋ࢛ࢇࡹ 

 
ࡰ

࢜࣋
ࢎ

  ൌ  ቆ
ܘۺ

ܘܐ
,

ࣆ

ࢎ࢜࣋
ቇ         ֜  ሺૡሻ                                    ܍ܘܡܜܗܜܗܚ۾      

 

On commence alors par se fixer un facteur d’échelle : ܕۺ
ܘۺ

 ൌ ࢻ   ൌ 


 

On respecte ensuite le facteur de forme : ܕۺ
ܕܐ

 ൌ ܘۺ

ܘܐ
 

Si on utilise le même fluide, on a :   ࣋ ൌ ࣆ    et  ࣋ ൌ  ࣆ

Et par conséquent, respecter la similitude de Reynolds revient à : 

ࢂࢎ  ൌ ࢎࢎ          ֜ ࢂ ൌ ࢂ
ࢎ

ࢎ
ൌ ࢂ

ࢻ
 

 

Dans ces conditions Eq.(119): 
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ࡰ

࢜࣋
 ࢎ

 ൌ
ࡰ

࢜࣋
ࢎ

          ֜ ࡰ     ൌ ሺ
ࢂ

ࢂ
ሻሺ  

ࢎ

ࢎ
ሻࡰ ֜ ࡰ ൌ  ሺૢሻ      ࡰ

 

α1/α 

  

Ce résultat, spécifique au problème étudié, montre que par un choixapproprié de la vitesse, la 

mesure expérimentale de la traînée sur unemaquette géométriquement semblable donne 

directement la traînée àlaquelle on doit s’attendre sur le prototype. 

 

En pratique, tout n’est pas si simple, dans la mesure où l’on ne peutsouvent pas respecter 

simultanément toutes les similitudes. 
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