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Introduction

La mécanique  des  fluidesest I’étude du  comportement
des fluides (liquides et gaz) et des forces internes associées. C’est une branche
de la mécanique des milieux continus qui modélise la matiére a 1’aide de
particules assez petites pour relever de 1’analyse mathématique mais assez
grandes par rapport aux molécules pour étre décrites par des fonctions
continues. Elle se divise en deux parties :

v" la statique des fluides est I’étude des fluides au repos, qui se réduit pour
I’essentiel a I’hydrostatique.

v ladynamique des fluides, 1’étude des fluides en mouvement
(hydrodynamique).

On distingue également d’autres branches liées a la mécanique des fluides :

I'hydraulique, I'hydrodynamique, 1'aérodynamique, ...Une nouvelle approche a

vu le jour depuis quelques decennies: la mécanique des fluides numérique ou

en anglais " Computational fluid dynamics”. qui simule I'écoulement des

fluides en résolvant les équations qui les régissent a l'aide d'ordinateurs trés

puissants : les supercalculateurs.

L’étude de la mécanique des fluides remonte au moins a I’époque de la Gréce

antique avec Archimede qui fut a I’origine de la statique des fluides.

Dans certains problemes particuliers, faute de modélisation numérique correcte

des phénomenes, des modeles réduits sont utilisés. Pour cette raison, et aussi

pour présenter des lois empiriques, la mécanique des fluides utilise

systématiquement des nombres sans dimension.

Ceci constitue le document de cours de Dynamique des fluides réels destiné
aux étudiants de premiére année Master de 1’université Dr Moulay Tahar de
Saida ayant choisi le département de Génie des procédeés. Nous limiterons notre
étude a celle des fluides réels. Les lois et modéles simplifiés seront utilisés

pour des fluides continus dans une description macroscopique.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide_(mati%C3%A8re)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Liquide
http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaz
http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_milieux_continus
http://fr.wikipedia.org/wiki/Hydrostatique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Dynamique_des_fluides
http://fr.wikipedia.org/wiki/Mouvement_(m%C3%A9canique)
http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_fluides_num%C3%A9rique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Archim%C3%A8de
http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_sans_dimension

Ce cours est subdivisé en quatre chapitres :

Le chapitre | est focalisé sur les aspects physiques du phénomene de viscosité et
les lois de comportement des fluides (Newtonien, non newtonien,....).

Le chapitre II est consacré a 1’étude de la dynamique des fluides visqueux
incompressibles dans laquelle on classe les écoulements laminaires et
écoulements turbulents. La résolution de I'équation fondamentale de Navier-
Stokes en dynamique des fluides passe par l'introduction de la notion de pertes de
charge. Ainsi, pour rendre compte de la dissipation d'énergie due aux frottements
visqueux, ces pertes de charges prendront place dans la formulation d'une équation
de Bernoulli généralisée.

Par rapport aux écoulements externes, les écoulements internes (écoulement
paralléle dans un conduit bidimensionnel, écoulement de Couette, écoulement
de Poiseuille et écoulement dans un espace annulaire) ont ceci de particulier
que les conditions aux limites y sont omniprésentes. lls sont abordés dans le
chapitre 111 sous deux aspects complémentaires : les profils de vitesse et les

pertes de charge qui conditionnent le dimensionnement des circuits fluides.

A lissu du chapitre 1V, les équations adimensionnelles et les conditions de
similitude sont y énoncées et explicitées a partir de l'analyse dimensionnelle

d'une relation mathématique entre grandeurs physiques.
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I-1Mise en évidence : viscosimétre de Couette

Le viscosimetre (Figure I-1)est constitué de deux cylindres coaxiaux l'un est mis en
rotation avec la vitesse angulaire . L'autre est entrainé par les forces de viscosité et est
maintenu immobile par 'application d'un couple C. L'espace entre les deux cylindres est
faible et rempli du fluide dont on veut mesurer la viscosité.

On appelle Ry et R, les rayons des cylindres et e la différence Ry — R,~e; e est tres
petite de telle facon que l'on puisse considérer la répartition des vitesses comme linéaire
entre les deux cylindres.

On montre que la force de frottement est proportionnelle au gradient de vitesse soit :

sV
F=p—1)

>
C

Cylindre maintenu
immobile

R, Fluide
P I

[——— Cylindre en rotation

Figure I-1 : Viscosimétre de Couette.

Pour définir une grandeur capable de quantifier la notion de viscosité, on recherche une
relation mathématique entre la force de déformation et la vitesse du fluide Soit une

couche de fluide placée entre deux plaques (Figure I-2)

_ Plaque qlqt'}illfr‘ ' Fhide Plaque mobile s

Figure I-2 :Couche de fluide placée entre deux plaques.
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Remarques

v" Lorsque la vitesse n’est pas trop grande, les couches de fluide ne se mélangent pas. C’est
un écoulement laminaire.

v" Si la vitesse est constante, le mouvement est rectiligne uniforme. Dans ce cas, F est la

force de frottement.
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Figure I-3 :La répartition des vitesses de fluide placée entre deux plaques

Le coefficient de proportionnalité p est appelé viscosité dynamique du fluide et V/e
représente le gradient de vitesse. En effet, une particule de fluide en contact avec une
paroi prend la vitesse de la paroi.
Vitesse d'une particule de fluide en contact avec la paroi mobile : V=Ve (y=e)
Vitesse de la particule en contact avec la paroi immobile : V,=0 (y=0)
Comme la répartition des vitesses est linéaire(Figure 1-3), la vitesse est proportionnelle a y :
v=a.y
v _VeVo _V

eta = —
dy e—0 e

. . d
Cette grandeur est le gradient de vitesse : d—;/

" sV
Nous avons vu précédemment que :F = u ~

) s . F dv .
Si on raméne a ’unité de surface : 7 = i ua:—mon de Newton

Remarque
v" R, et R, = 1 a quelques centimétres et entrefer R,-R; = quelques millimétres.

cisaillement constant si R-R,<< R,=(R;-R;)/R,<0,15 entrefer étroit ;

]
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v Forme conique de la base du cylindre intérieure pour éviter les effets parasites. 1l
existe deux types de rhéometres de Couette:
v A cisaillement imposé: on impose la vitesse de rotation et on mesure le couple C.
v A contrainte imposée: on impose le couple et on mesure la vitesse de rotation
obtenue.
L'expérience de Couettepermet la mesure du coefficient de viscosité par la mesure du

couple C :

Ce
2nR3R1hw

C = RZSugavecS =2nR,h=> u = ()

I-2Dimensions et unités
a-Viscosité dynamique
De la relationu = E‘; on en déduit la dimension de la viscosité dynamique.

_MLT2L_ - 1.1
[ ]__LZLT-I_ML L

En Systéme International(SI), I'unité de la viscosité dynamiqueest lePa.s ou poiseuille
(symbole PI) 1 P1=1 kg.m_l.s_l-On trouve aussi le coefficient de viscosité dans le

Systéme d’unités (CGS), l'unité est le Poise(symbole Po) tel que 1PI=10 Po = 1daPo=1

ke.m s .

Autres unités : La viscosité de produits industriels (huile en particulier) est exprimée
au moyen d’unités empiriques : degré ENGLER en Europe, degré Redwood en Angleterre,
degré Saybolt aux USA.

Par rapport aux faits expérimentaux, on est conduit a considérer deux types de fluides :

v" D’une part les fluides newtoniens qui satisfont a la loi de Newton. Ces fluides ont
un coefficient de viscosité¢ indépendant du gradient de vitesse. C’est le cas des
liquides purs (eau, huiles).

v D’autre part les fluides non-newtoniens. Ce sont les solutions de polymeéres, les
purées, les gels, les boues, le sang, la plupart des peintures, etc... L’étude de ces

fluides reléve de la rhéologie.

]
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b-Viscosité cinématique

Dans de nombreuses formules apparait le rapport de la viscosité dynamique p et de la

masse volumique p. Ce rapport est appelé viscosité cinématique v.

Dimensions : [v]=L'T"

=K
V—p(3)

N : y ., 2 -1
Unités : Systeme international (SI), I’unité de la viscosité est m .s .

En Systeme CGS, I’unité est le Stockes( symbole : St) m’s =10 st

Quelques valeurs typiques

Quelques valeurs caractéristiques de viscosités dynamiques et cinématiques sont récapitulées

dans le tableau I-1.

Tableau I-1 :Valeurs caractéristiques de viscosités dynamiques et cinématiques obtenues a

20°C et 1 bar.

Produits Viscosité dynamiquesp (Pa.s) | Viscosité cinématiquesv (mz/s)
H, 8,9x 10° 105 x 10°
Air 18,5x 10°° 15,6x 10
Hexan 0,3x 107 0,46x 10
Benzéne 0,652x 107 0,741 x 10°®
Eau 1,005 x 107 1,007 x 10°®
Mercure 1,554% 107 0,1147 x 10°
Lait 2,0x 107 1,93 x 107
Sang de I’homme a 37°C 4,0x 107
Huile d’olive 84 x 107 91,5x 10°
Glycérol 1,49 1182 x 10°°
Gels /crémes 1a100
Vernis /peintures 10 a2 1000
Résines/goudrons/bitumes 100 a 100 000
Glaces a 0°C 10"
Granit 10%°

Elaziouti Abdelkader
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I-3Variation de la viscosité dynamique avec la température et la pression
Cas des gaz
Influence de la pressionu = 0,499pcl(4)
oulest le libre parcours moyen,
pla masse volumique et ¢ la vitesse moyenne des molécules.
En général pour les gaz, la pression influe peu sur la viscosité.
Influence de la température

Soit p( la viscosité a la température T,

w _ KNT

ot B | + E
T3
ouK et C sont des constantes qui dépendent de la nature du gaz
Cas des liquides
Influence de la pression
P
e {51 : w .
— =4 Fo AVET U C1 ip, 168 ViSCOSLES MUX pressions E et Py
P
Pourtes huiles minérales. a=1.003
Influence de la température
(225
u=¢ T logmavee jip la viscosité 4 la wempérawre 17

I-4Lois de comportement

L’expérience montre que, lors de 1’écoulement d’un fluide, la pressionne suffit pas a
expliquer les phénomenes et qu’il convientd’introduire des forces tangentielles qui
s’opposent au mouvementdu fluide(Figure I-4). Ces forces, de type frottement, dues
auxinteractions entre molécules du fluide, sont appelées forces deviscosité. La contrainte
(force par unité de surface) oqu’exerceune couche de fluide supérieure sur un élément de

surface d’une couche de fluide inférieure,s’écrit :

|5l

o, + o,taveco, = —p

N
o ==

Iy
%)
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FIF n:* - =N
- LT
—- ’
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—i}
—

Figure I-4:Les contraintes tangentielles et normales entre deux couches successives de fluide

en écoulement unidimensionnel.

a-Fluide newtonien

Entre deux couches successives de fluide en écoulement unidimensionnel a la vitesse v, il
existe des contraintes tangentielles a 1’écoulement qui accélerent la couche la plus lente et
ralentissent la couche la plus rapide. Par définition d’un fluide newtonien, les forces

visqueuses sont proportionnelles a la différence de vitesse c’est-a-dire au gradient de vitesse:

(i} .
0 = P = HY(6)

\0v , . . . . . \ .y
ol désigne le gradient de vitesse dans la direction normale a la surface. De maniere

générale, la contrainte visqueuse varie comme la vitesse de cisaillement; y.
L est la constante de proportionnalité. Il est caractéristique du fluide et désigne la

viscosité dynamique du fluide.

b- Fluides non newtoniens

Pour les fluides non newtoniens, on peut définir de la méme facon une relation de la forme:
— k(O —
0. = KGO = K¥(7)

OU [ 4pp : TEPrésente une viscosité apparente.

La wviscosit¢ apparente du fluide n’est pas constante contrairement au cas d’un

fluidenewtonien, elle dépend du taux de cisaillement.

Elaziouti Abdelkader
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I-5 Relations entre contrainte et taux de cisaillement pour différents fluides

(Loi de puissance ou d’Ostwald — de Waehle)

Equation constitutive du fluide dite de type loi de puissance ou d’Ostwald — de Waehlle:
Mapp = k¥ 120, = ky"(8)

ouK la consistance (Pa.s")

n indice d’écoulement

v" loi valide pour une certaine gamme de taux de cisaillement. !

Fluide a seuil de

contrainte (shear stress) type Bingham ou piastque

Gt & Fluide pseudoplastique

(n<1) ou rhéofluidifiant, pl
/ (viscoplastic shear-thinning

Fluide newtonien
0<n<1

=) (Ginear newtonian)

(shear strej
Fluide dilatant
@>1) oy rhéoépaississant, pT

g
0 (viscoplastic shear-thickening)

> du/dy taux de cisaillement

(shear strain rate)

Figure I-5 :Les rhéogrammes des fluides.

La courbeo; = f(%),appelée "rhéogramme" (Figure I-5), présente des allures différentes

suivant selon la nature des fluides.

a- Fluide newtonien (n=1):
La viscosité apparente est constante en fonction du taux de cisaillement. C'est le cas de

nombreux liquides purs, tels que 1'eau ou le glycérol.

Elaziouti Abdelkader
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b- Fluides pseudoplastiques ou rhéofluidifiants (0<n<1)

Les fluides pseudoplastiquessont tels que la viscositéapparente diminue lorsque la
déformation augmente. Ondit que ces fluides, qui sont les plus fréquents et les plusimportants
en Génie des Procédés, présentent unerhéofluidification. Appartiennent a cette classe les
huiles et lesgraisses de lubrification, le pétrole, le sang, certaines peintures, la plupart des

solutions de polymeres.

c- Fluides dilatants ou rhéoépaississants (n>1)
La viscosité apparente augmente lorsque le gradient de vitesse augmentetel que les
suspensions  fortement concentrées dans lesquelles la phase liquide n’occupe
pratiquementque les interstices entre particules solides, les solutions colloidales d’argile dans
I’eau, sable mouillé, suspensions concentrées d’amidon. On utilise la loi de puissance pour
les représenter.

d- Fluides a seuil ou fluides (visco)plastiques

Fluide a seuil ou fluides (visco) plastiques tel que lessuspensions,solutions de polymeres,

cremes et émulsions, pates dentifrices, ciment, frais, concentrés de tomate).

e- Fluides a seuil de type Bingham

Il existe une contrainte seuil au-dessous de laquelle il n’y a pas d’écoulementtel que le

dentifrice.

Elaziouti Abdelkader
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Chapitre Il : Dynamique des fluides visqueux
Incompressibles :

Equation de Navier Stokes
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I1-1 Ecoulements laminaires et écoulementsturbulents
Etudier I’écoulement d’un fluide réel revient a résoudre 1'équation fondamentale de la
dynamique (équation de Navier-Stokes):

p=Z = —Vp + A% + pgo9)
Mais en pratique, cette €quation ne peut se résoudre analytiquement qu’en introduisant des
hypothéses de travail qui permettront de résoudre cette équation dans le cadre de régimes
d'écoulement particuliers :le régime laminaireet le régime turbulent.
v" On dit qu’un écoulement est laminairelorsque le mouvement des particules fluides se
fait de faconréguliere et ordonnée.
v' L’écoulement est turbulentlorsque le déplacement est irrégulier et que

desfluctuations aléatoires de vitesse se superposent au mouvement moyen du fluide.

En régime turbulent, on devra utiliser des relations empiriques généralement

déterminées expérimentalement.
L’une des premiceres analyses de la transition d’un régime laminaire vers la turbulence est
basée surdes observations d’écoulements dans une conduite cylindrique effectuées par O.
Reynolds en 1883.
Le montage expérimental schématisé sur la figure II-2 comporte un réservoir de liquide sous
pression débouchant sur un conduitcylindrique. Un tube mince permet 1’injection de colorant.
Lorsque I’écoulement est laminaire, le filet decolorant reste mince, régulier et parallele a la
paroi du cylindre. En écoulement turbulent, le colorant estrapidement dispersé. Dans cette
situation, une mesure de la composante de vitesse axiale montre quecelle-ci fluctue de fagcon

aléatoire dans I’espace et dans le temps.

colorant
/

h 4

S|

Figure II-1 : Expérienced'OsborneReynolds

Elaziouti Abdelkader
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turbufent
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Figure II-2 : Différents régimes d’un écoulement

A partir de ces observations, les travaux de Reynolds ont alors permis de montrer que la
transition du régime laminaire au régime turbulent (Figure II-2)n'est pas seulement
conditionnée par le débit mais dépend d'un ensemble de paramétres qu'il convient de
regrouper pour former une quantit¢ sans dimension qu'on appellera « nombre de
Reynolds »Eq. (10). Ce nombre prend en compte la vitesse moyenne de 1’écoulementV, le

diametre Dde la conduite (ou tout autre paramétre de longueur caractérisant 1'écoulement),

ainsi que les propriétés intrinseques du fluide (masse volumique pet viscosité p) :

pvD _ VD
u T

Re =
ol p:masse volumique [p]=ML"
p : viscosité [p] =ML T
v=p/p : viscosité cinématique [ v] =L *T"
V : vitesse [v] =LT"
D : diametre [D] =L

Elaziouti Abdelkader
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Remarque :Compte tenu des dimensions de chacun des paramétres, on vérifiera facilement

que le nombre de Reynolds est bien sans dimension.

On constate généralement que la transition d’un régime laminaire a un régime
turbulent(Figure 11-3)
s’effectue lorsque Re = 2000 = Re., nombre de Reynolds critique.
v Pour Re< 2000, I’écoulement reste laminaire et une perturbation localisée introduite
dans I’écoulement est progressivement dissipée.
v" Dans un intervalle de Re de 2000 a 3000, des « paquets » turbulents sont convectés
dans le conduit de fagon intermittente.
v Aux nombres de Reynolds plus élevésRe> 3000, 1’écoulement devient turbulent dans
son ensemble ; c’est-a-dire que les forces de viscosité ne sont plus suffisantes pour
empécher les inévitables perturbations d’engendrer des tourbillons qui se superposent

a I’écoulement global.

‘ laminaire ‘F—:—:—:—:—:—:—:—:— turbulent / Re

| [
0 Re,

Figure II-3 :Les régimes d’écoulement

Remarque :

En prenant certaines précautions pour éviter au maximum les perturbations (vibrations,
aspérités de la conduite...) 1'écoulement peut rester laminaire au-dela deRe., jusqu'a une
certaine limite (imprécise) qui dépendra essentiellement du niveau de précautions prises pour

repousser l'apparition des turbulences.
II-2 Ecoulement laminaire et pertes de charge réguliéres

Que I'écoulement soit laminaire ou turbulent, la résolution de 1'équation de Navier-Stokes

passe par l'introduction de la notion de pertes de charge. Ainsi, pour rendre compte de la
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dissipation d'énergie due aux frottements visqueux, ces pertes de charges prendront place
dans la formulation d'une ¢équation deBernoulligénéralisée.
Partons de I'équation de Navier-Stokes(Eq. (9)) établie pour 1'écoulement d'un fluide

newtonien incompressible :
. J4 . . 617 . J4 . . J4 by N r
Si 1'écoulement est statlonnalrea = 0, la dérivée particulaire se résume a la dérivée

convective et peut se développer comme: :

0
W _0V (V)5 = (39)5 =~V —BA (VAT 1
i atvv—vv—zv vA(VAD) (11)
On peut alors écrireEq. (12)
1 - o = = _ _
Evaz—pv/\(V/\v)= —Vp + uAv + pg (12)

L'accélération de la pesanteur dérivant d'un potentiel et le fluide étant incompressible (p=
Cte), on regroupe sous un méme gradient trois des cinq termes de cette équation pour lui

donner la forme suivante Eqs. (13-15) :

/1 R . _ L
V(Epv2>—pv/\(V/\v)= —Vp + uAv + VpgZ (13)
_ R 1 R R .
V<p+ng +§pv2)= pAv + pv A (VAD) (14)

. _ 1 — = . A

Y (p + pgZ + Epv2> = uAv + 2pv A Q(15)
On retrouve ainsi une formulation semblable a celle conduisant pour un fluide parfait a
'équation de Bernoulli.
De la méme maniére, le produit vectoriel du vecteur vitesse avec le rotationnel de la vitesse

s'annule lorsque 1'équation est considérée sur l'ensemble des points constituant une ligne de

courantEq. (16).
v (p + pgZ + %pv2> dse, = (uAv + 2pv A Q) dse, (16)
(wﬁ) 1 Dete, || D = (mﬁ)as =0
Il reste donc que le long d'une ligne de courant, 1'écoulement stationnaire d'un fluide de

viscosité non négligeable obéit a 1'équation suivanteEq.(17) :

. _ 1 - NN
Y (p + pgZ + Epv2> dse, = uAvdse, (17)
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Puis la projection sur chacun des axes d’un repére cartésienEqs. (18-23) :
dse; = dxe,+ dye, + dze,(18)

a(e) — a(e) — a(e)
V(e) = ox e, + a—yey + 362(19)

d 1
— g — pp? —
ax (p +pgZ + > pv )dx ulAv,dx(21)
d . 1
% (p + pgZ + Epvz) dy = pAv,dy(22)
] . 1
> (p + pgZ + Epvz) dz = puAv,dz(23)
SoitEqs. (24-26) apres simplification pardx, dy et dz :
a(+‘Z+1 2)—A 24
o \P T PIZ +5pv° | = phv, (24)
a . 1
% (p + pgZ + Epvz) = pAv,(25)
a . 1
= (p+pgz +5pv?) = utv,26)
p+pgZ + %pvzest la pression totale (¢galement appelée « charge »), notée Py, , somme
de la pression motrice p + pgZ et de la pression cinétique %pv2 . C'est donc une quantité
scalaire qui doit vérifier 'équationEq. (27):
Vp, = pAv 27)
On suppose alors qu'un repere cartésien soit choisi de telle sorte qu'en tout point de
'écoulement on ait v =u (x,y,z)e, et  que I’écoulement est laminaire. Dans ces

conditions, la projection dans les trois directions du repere de I'équationEq. (27)

précédemment établie, donne :

V, =7V
y = 0=V =ve,
v,=0
Bpt_ (
a—uAv
e _
{9y
op: _
dz
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On en déduit que la pression totale n'est fonction que de x, et qu'elle varie en obéissant a

'équationEq. (28) :
dpy _ 92u 9%u 92u
w= (e Tt o) 08

Par ailleurs, I'écoulement étant conservatif, I'équation de continuité Eq. (29) s'applique dans

sa forme la plus simple:

- du v ow
W=0=—+4+ 24 2=
ox + 6y+ 0z

ou
0=>— =009
o (29)
. , Ju ..,
et commev=w=0, il en découle Pl 0 =u=u (y,z). Nous pouvons alors reconsidérer

1'équation régissant 1'évolution de la pression totale en la formulantEq. (30) :

dp, *u  0*u
dx ay? az?

) = CteV(x,y,z)(30)

Il s'avere alors que le membre de gauche (%) ne peut dépendre que de xalors que celui de

a%u 2

. ] . .
droite (W + a—;;)ne peut dépendre que de y et z. La conséquence est donc que les deux

membres sont égaux a une méme constanteV (x, y, z). Ceci permet de montrer que la pression
totale Eq. (31) varie linéairement avec x:

dp,
—=Cte<O0 31
dx e (31)

Remarque :
v" Pour un fluide parfait dont la viscosité est négligée, la pression totale ne varie pas. En
effet, la constante étant proportionnelle a p, elle devient nulle, 1'équation de Bernoulli

Eq. (32) s'applique le long d'une ligne de courant :
% =0=>p+pgZ +%pv2 = Cte(32)
On dit alors que la charge est constante ou bien encore qu'il n'y a pas de perte de charge.

v" Pour un fluide réel (dont la viscosité n'est pas négligeable), 1'écoulement laminaire est
caractérisé par une variation linéaire de la charge avec la distance parcourue. En effet,
puisque les frottements visqueux sont responsables d'une dissipation d'énergie et que la
pression totale n'est autre qu'une énergie volumique, il s'ensuit logiquement que la

pression totale doit diminuer avec la progression de 1'écoulement.
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A 4

x *z

Figure I1-4 : Evolution de la pression totale (charge) avec la progression de 1'écoulement

Dans I'hypothese logique d'une pression totale diminuant linéairement avec la progression de
'écoulement, le graphe de la figure II-4 montre que sur une longueurAx=x,-x; la chute de

pression totaleAPest proportionnelle a Axet s'exprimeEq. (33) :

dp: _ P2 —Pa _ _Ap:

dx X, — Xq Ax

= Ap, = —%Ax(33)

Ainsi, une chute de perte de charge se traduit parAp, > 0 et est la conséquence d'un gradient
de pression constant et négatit%<0. C'est pourquoi on parle de pertes de charges
régulieresEq. (34):

d
= Pt1 = Pe2 — f(xz —X1) = Pz +Ap: >0 34)

On peut généraliser 1'équation deBernoulli en y faisant apparaitre les pertes de charges

régulicres de la maniere suivante Eq. (35) :

— 1 — 1
P1+PGZy +5pv1* = P2+ pgZ; +5pv2* + Ap,(395)

ouAp, représente I’ensemble des pertes de charge entre (1) et (2).
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I1I-3 Coefficient de perte de charge
Particuliérement, les pertes de charge entre l'entrée et la sortie d’une canalisation est la
somme de deux types de contributions :
v les pertes de charge systématiques (appelées aussi linéaires ouréguliéres) dues aux
frottements visqueux.
v les pertes de chargesingularités dues aux changements de direction et de sections

(rétrécissements et ¢largissements) dans la conduite;

I1I-3-1 Perte de charges linéaires ou réguliéres
Les pertes de chargesystématiques (linéaires ou régulieres) (chute de pression Ap = p; - p2)
résultent du frottement exercé entre le fluide et la surface intérieure de la canalisation. Elles
sont proportionnelles a la longueur L. de la conduite et au carré de la vitesse moyenne V du
fluide, inversement proportionnelle au diametre d et fonction de la rugosité moyenne € de la
canalisation. Entre deux points séparés par une longueur L, dans un tuyau de diametre D
apparait une perte de pression Ap. Exprimée sous la forme suivante Eq. (36) :
Ap = A p %2(36)

ou D :diametre de la conduite considérée (m)

L : longueur de la conduite considérée (m)

V : vitesse moyenne (m/s)

MSans dimension) : coefficient de perte de charge linéaire. Il dépend de la nature de

I’écoulement et de I’état de surface de la conduite.

Remarque :

La nature de I’écoulement est caractérisée par le nombre de Reynolds Re

v' 1’état de surface est défini par 1’épaisseur moyenne des rugosités :
v Alors f (Re, £/d)

Expérience de Nikuradze

L’expérience de Nikuradze(Figure II-5) a pour but de déterminer I’influence de la rugosité

des parois sur le coefficient de perte de charge lin€aire. Les parois d’une conduite sont
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rendues artificiellement rugueuses en y collant des grains de sable calibrés. En changeant la
taille des grains on change la rugosité et on trace log A enfonction de log Re.
On appelle ks la taille moyenne des grains collés et D le diamétre de la conduite. € /D est la
rugosité relative. On remarque sur les abaques de Nikuradze(Figure II-6 ) que:
v" la rugosité n’a pas d’influence en régime laminaire et le nombre de Reynolds critique
Rc est indépendant de la rugosité.
v quand Re>Recla perte de charge dépend fortement de € /D ou du nombre de Reynolds
v quand R >>>Re la perte de charge ne dépend pas du nombre de Reynolds, elle ne
dépend que de € /D.

Expérience de Nikuradze
Reynolds + modification de I'état
de la canalisation en collant des
grains de sable.

réservoir

Figure II-5 :Expérience de Nikuradze

ky /D
E o 0.033
0.10 = 0.016
& 0.008
008 LY e 0.004
«, 0.06 -
5
£ 0.05—
b
(48]
S 0.04 -
=
R
w)
QL
= 0.03
0.02
0.01

Figure I1-6 : Abaques de Nikuradze

Selon le nombre de Reynolds, on distingue différents cas :
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a- Cas de I'écoulement laminaire (Re< 2000 -1a loi de Poiseuille)
Dans ce cas on peut montrer que le coefficient A est uniquement fonction du nombre
deReynolds Re; I'état de la surface n'intervient pas et donc A ne dépend pas de de la rugosité

g(noté aussi k), ni de la nature de la tuyauteriecEq. (37) .
64
A =37

b- Cas de l'écoulement turbulent (Re> 3000)
Les phénomenes d'écoulement sont beaucoup plus complexes et la détermination
ducoefficient de perte de charge résulte de mesures expérimentales. C'est ce qui explique
ladiversité des formules anciennes qui ont été proposées pour sa détermination.En régime
turbulent I'état de la surface devient sensible et son influence est d'autant plus grandeque le
nombre de Reynolds Re est grand. Tous les travaux ont montré 1l'influence de la rugosité eton
s'est attach¢ par la suite a chercher la variation du coefficient A en fonction du nombre de

Reynolds Reet de la rugosité.

La formule de ColebrookEq. (38) est actuellement considérée comme celle qui traduit le
mieux lesphénomenes d'écoulement en régime turbulent. Elle est présentée sous la forme

suivante :

&
3,7D

1
i —2log(

L'utilisation directe de cette formule demanderait, du fait de sa forme implicite, un calcul par

2,51
+ Revd ﬁ)(38)

approximations successives ; on emploie aussi en pratique des représentations
graphiques(abaques).

Pour simplifier la relation précédente, on peut chercher a savoir si I'écoulement
esthydrauliquement lisse ou rugueux pour évaluer la prédominance des deux termes

entreparentheses dans la relation de Colebrook.
Remarque :

On fait souvent appel a des formules empiriques plus simples valables pour des cas

particuliers et dans un certain domaine du nombre de Reynolds, par exemple :
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a- Formule de Blasius Eq. (39) : pour I’écoulement turbulenthydrauliquementlisse et
3000<Re< 10°,Ane dépend que de Re :
A = (100Re)™ %25 = 0,316.Re %%5(39)

b- Formule de Blench Eq. (40): pour [D’écoulement est dit turbulent

hydrauliquementrugueux et Re>10°, Ane dépend que de £/d .

A=0,79 \/5(40)

oug : rugosité de la surface interne de la conduite (mm) ;

d : diamétre intérieur de la conduite (mm).

Diagramme de Moody

Cette relation est appelée équation deDarcy-Weisbach. Le facteur adimensionnéidésigne le
coefficient de perte de charge réguliére et ne dépend que du nombre de Reynolds pour une
canalisation lisse. Dans le cas d’une canalisation rugueuse, un quatriéme nombre sans
dimension intervient : la rugosité relative €/Dqui mesure le rapport de la hauteur moyenne
des aspérités de la paroi interne de la conduite sur son diamétre interne. La valeur de Apeut

étre obtenue a 1’aide d’abaque comme le diagramme de Moody(Figure I1-7).

0.1 T
'_ =
o 0,04 &
g g
3] =
[2 0.03 i ; ;:D
= Laminar Flow] | | j
2 i} P g
= He
5 0,02 H—fie—
E i oo Igﬂ
'| Material -1
0,015 Jid
o | Concrere, coarse =
1| Concrete, new smvoath =
'] Drawn tubing ?
1| Glass Plastic.Perspex " '
| trom, st
0.01 _ Seue:a.ol-d m
| Steel, mortar lined
| Sweel, rusted 05 i 10—5
7| Steel, structural or forged 28 H == i . HEH -
| Water mains, old 10 beeake .‘Fl-ictim] Factor = 24 AP |t 1A . ox10
' : A - i .p.i. .I. | i | Smooth Pipe LTSI 1079
10 10' 10’ 10’ 10’ 10*
V
Reynolds Number, Re = ”f

Figure II-7 : Diagramme de Moody
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I1-3-2 Perte de charge singuliére

Les pertes de charges singulieres résultent de la présence de coudes, raccords,
branchements, robinets, etc. Tous ces ¢léments (singularités), installés le long des
canalisations, constituent des obstacles qui freinent le passage du fluide et amenent des pertes
de charge. Les pertes de charge singuliéres sont proportionnelles au carré de la vitesse, elle

est exprimeée sous la forme suivante Eq. (41) :

VZ
Ap = Kp—(41)

ou K :Le coefficient de perte de charge singuliére (sans dimension). Il dépend de la
nature de lasingularité.
v : La vitesse moyenne incidente du fluide arrivant sur 1’obstacle.
Remarque :
La plupart des singularités ne permettent pas une approche analytique simple comme celle
qui vient d'étre développée concernant I'¢largissement brusque. Les coefficients de perte de
charge sont donc le plus souvent déduit de mesures ou de calculs numériques, et sont
disponibles sous forme d'abaques(Figure II-8). A titre d'exemple, la figure II-9 liste de
facon non exhaustive quelques singularités typiques avec les coefficients de perte de charge

assocCieés.

lg 1004 g 1004 Ecoulement turbulant
-9
48 Comnduile Conduste hedeauliquement
- hydrauliguement lisse | [T .?
= 30
\\_ I
g-u
=120
= 260
=&0O0
£ - 1000
. W 2346 W 2346 W 234%. 00 34 fe

3 4 E & lg Re

Figure II-8 : Abaque des pertes de charge.
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Elargissement brusque Pivergent
K =¢1-5§, 57" < X=0-85 3 Ysine
- J'_—-"_L
L =
Rt
Rétrécissement brusgue Convargant
K = (liu—1)° 5 S K- g—1¥sinax
# =575, TLCJ—L =8 {5, ﬂ_lj_z
—T =
7 P— S,
Coude brusque Coude arromvd| _
K=s'l1"ﬁrl3ﬂ'n": "I
b
- ™, ‘fu \
. i :[0,131 CLBAHD RY |
Entrée de canalisation brusque Entrée de canalisaffon progressive
E-03 K =004
I_-— ;u—r

Figure II-9 :Liste non exhaustive de quelques singularités typiques
I1-3-3 Pertes de charge totales

Pour un réseau hydraulique complet comportant différents troncons de longueurs et sections

différentes et reliés entre eux par des singularités, on peut €valuer les pertes de charge totales

entre l'entrée et la sortie du circuit en formulant 1'équationdeBernoulligénéralisée Eq. (42) :
Li

C1 ;1
Ap, = 5=1EPVi2/1iD—i+ ZE=1§PVi2Ki(42)

Elaziouti Abdelkader




Chapitre 111 : Les écoulements internes



UMT/FT/ GP/1%® Année Master: Gestion des Déchets Module :Dynamique des fluides réels

III-1 Introduction

Par rapport aux écoulements externes, les écoulements internes ont ceci de particulier que les
conditions aux limites y sont omniprésentes. Ils sont abordés dans ce chapitre sous deux
aspects complémentaires : les profils de vitesse et les pertes de charge qui conditionnent le
dimensionnement des circuits fluides.

Les écoulements internes ont pour caractére particulier I’absence de conditions aux limites a
I”infini, ce qui n’est pas le cas des eécoulements externes. L’influence des parois se manifeste
donc dans toutes les directions, sauf éventuellement aux sections d’entrée et de sortie du
fluide, et en particulier le dessin deséchangeurs ; plus généralement, les dissipations doivent

étre prises en compte dans les bilansénergétiques ou économiques.

I1I-2Ecoulement paralléle dans une conduitebidimensionnelle
On considére une conduite bidimensionnelle infinie, d’épaisseur e=2b faible, I’axe x coincide
avec I’axe de symétrie de la conduite. Le fluide est considéré comme newtonien,

incompressible en écoulement stationnaire (permanent) selon I’axe x(Figure ITI-1).

t
<Y
|
T \
[] ————
.. | —
i 0—0s X

Figure ITI-1 :Ecoulement paralléle dans une conduite bidimensionnelle

On choisit un repere cartésien, la projection de [I’équation de Navier Stokesapres
modification, donne Eqs. (43-45) :

] o1
a(p +PgZ +5pv ) = plv, (43)
a — 1
(P +0GZ +5pv?) = niv,@4)

a — 1
> (p +pgZ + ;pvz) = pAv,(45)
Dans ces conditions, la projection dans les trois directions du repere cartésien de I'équation

précédemment établie, donne :
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V, =7
, =02V =ve,
v,=0
leséquation précédentes deviennent :
ape _ e
ax ﬂA‘U
d
J ey
ay
o _
\_ 0z

On en déduit que la pression totale n'est fonction que de X, et qu'elle varie en obéissant a
I'équation Eq. (46) :
dp, (i)Zu 0%u 62u>

ax - Max * 6y2+ 0z2

(46)
v" Symétrie : dans tout plan xQy, on a le méme profil doncw =10
v Il n’y a pas de composantes de la vitesse suivanty donc v =10

v' L’équation de continuité div V = 0 impose du/dx=0

Le profil des vitesses dans la conduite est donc donné par la résolution de I’équation

différentielleEq. (47) :
dp, *u
dx ~ Poy?

On intégre deux fois cette équation et on obtient Eq. (48):

= Cte (47)

1/d 2
uy) = ;(ﬁ)%+Ky+K'(48)

ouK et K’ sont des constantes d’intégration, elles sont déterminées grace aux conditions
aux limites sur la vitesse ( une particule de fluide en contact avec une paroi possede la
vitesse de la paroi) soit:u(b) = u(-b) =0

En insérant ces deux conditions dans I’équation précédente, on obtient un systeme de deux

équations a deux inconnues facile a résoudre, on obtient Eq. (49):

_ r_ _ 1 (dpe) 12
K=0et K = 2u(dx)b (49)
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En reportant dans I’équationEq. (48), on trouve le profil des vitesses suivantEq. (50) :
1 /d
u®) = ;- (%) 0 - bH)s0)

Le profil des vitesses est parabolique.

Figure I1I-2 :Le profil parabolique des vitesses de fluide en écoulement paralléle dans une

conduite bidimensionnelle

Le gradient de pression peut étre évalug, en effet si on néglige les forces de pesanteur Eqs.
(51-52):

dP_dP_Od P =P 51

dy dz S eomer e 1)
dp;

= ——IA 2

Ap, = ———Ax (52)

On peut donc écrire en appelant P, et P, les pressions a I’entrée et a la sortie de la conduite
Eq. (53):

_d_P:pl—p2:p1—p2
dx xq1—x; L

(53)

L est la longueur de la conduite et P;>P,
Il suffit de mesurer les pressions correspondantes pour déterminer le gradient de pression

La vitesse moyenne de I’écoulement est définie parEq. (54) :

7= T _1yae
u=L—2[[Vds (54)

oUS : La section de la conduite(m?)etqy : débit en volume (m*/s)
Le débit en masse par unité d’aire Eq. (55):

qu = pU(55)

Pour le conduit bidimensionnel, on trouve :

La vitesse maximaleEq. (56):
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_ 1 (dp\ .2
e = () 5

La vitesse moyenneEq. (57):

w= - () 2 =2
== (P) b = Zttynr (57)

Le débit en masse par unité d’aireEq. (58):

9m _ P P17P2Np2
s —3,C 1 )b°(8)

I1I-3Ecoulement de Couette

Une autre situation simple est celle de I’écoulement de Couette(Figure III-3). On a les
mémeshypotheses que précédemment sur la géométrie de la conduite, sur le fluide
etl’écoulement. La différence vient du fait que la paroi supérieure posséde unevitesse V.
Comme dans I’exemple précédent, on néglige les forces de pesanteur.

On obtient bien sir la méme équation différentielle avec des conditions auxlimites qui

changent.

Vo

v

+b

Figure ITI-3 : Ecoulement de Couette

Les conditions aux limites deviennent : V(+b) =V, et V(-b) =0

La solution générale de I’équation est comme dans I’exemple précédentEq. (59) :

1(d 2 ,
V(y) = ;(ﬁ)y?+Ky+K(59)

Avec les conditions aux limites, on trouve K et K’Eq. (60)

) r—Yo_ 1 (dpc) 2
K = 2b etk = 2 Zu(dx)b (60)
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La solution s’écrit doncEq. (61):
1 /d /4
u@) = — 5 (F) B2y + 2 (v +b) 61

T !

(Poiseuille)(Couette)

On peut écrire le profil des vitesses sous la forme :

On pose :

2
K,= —;’—”(%) = u(y) = %(%+ H+K,(1- (%)2)(62)

Le profil de vitesse est donc parabolique.
v" K,apparait comme un gradient de pression adimensionnel.
v" K> 0 le gradient de pression décroissant est dans le sens du mouvement doncu(y) est
toujours positif.
v" K < 0 et inférieur a —1/2 la vitesse devient négative au voisinage de la paroi(le sens de
I’écoulement est inversé).
En I’absence d’un gradient de pression (dp/dx = 0) la répartition de vitesse entre les deux

plans devient linéaire Eq. (63):
V(y) = % (y+b) sachant que e = 2b(63)

Le cisaillement o, dans I’écoulement est alors uniformément répartiEq. (64) :

o, = uj—z = uﬁ = Cte(64)

e

Le débit total de fluideentre les deux plans est di a la fois a la vitesse d’entrainement et au
gradient de pression. En désignant par /la largeur de la veine fluide, le débit-volume g,

s’écrit, dans une section SEq. (65):

q, = [uds =1 f: udy(65)
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On obtient en intégrant et en groupant les termes Eq. (66):

2

e e
9v = l_{ue - a (dptldx)} (66)

2

I1I-4Ecoulement de Poiseuille

On considere un ecoulement horizontal, laminaire, incompressible et newtonien d’un fluide

de viscosité p, de masse volumique bp,

petit.L’écoulement est permanent dans la direction x(Figure I1I-4).

22 lo

[

—li

LS?’

Figure I11-4 :Ecoulement de Poiseuille(Ecoulement paralléle dans une conduite

cylindrique)

La vitesse de la couche de fluide en contact avec les parois est nulle. Elle augmente lorsque

la distance r a I’axe diminue.

La vecteur devitesse en tout point a I’intérieur de la conduite s’écrit Eq. (67):

L'écoulement étant conservatif et le fluide incompressible, I'équation de continuité se résume

V(r, 0, x)€,carv,=v,=0(67)

AVl = 0se développe en coordonnées cylindriques comme Eq. (68):

19
P (rv,)

Et puisque v,=v¢=0, il reste Eq. (69):

du
= = 0(69)

_om&

traduisant le fait que la vitesse reste constante le long de I'axe de la conduite.
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Compte tenu de la symétrie de révolution du probléme, on en déduit par ailleurs queg—; =0,

ce qui permet d'en conclure que le vecteur vitesse est purement axial et ne dépend que de
rEq. (70):

V(r)e,(70)
D’autre part, I'équation régissant I'évolution de la pression totale (charge) P; le long d'un

écoulement laminaire orienté suivant I'axex (voir section précédente) Eq. (71):

dP, _
= = phu(71)

En cordonnées cylindriquesEq. (72):

19 du 10%u  d*u 10 du
Au=——(r—) 10%u —=——(r—) 72
ror ar t r2 962 + ax2 ror ar (72)

alorsEq. (73):

= (r2)m3)

dx rar

ou le terme de gauche ne dépend que dexet celui de droite que de r.

Il s'en suit que les membres de cette équation sont égaux a une méme constante K. Ainsi, on

a :% = K traduisant la perte de charge réguliére ;

10 ( du

r ar
Résolvons cette derniere équation pour établir le profil de vitesse sur une section de la
conduite Eq. (74):

19 ( du 10 ( du Kr du _ Kr? du _ Kr | K'
PR D X .7, N O I
ror or ror ar n ar 2u ar 2u r

o ) = K = permettant la détermination du profil de vitesse u (r).

et donc :

2
u(r) = I:’}_rﬂ + k'In(r) + k" (74)

ouk’et k" sont deux constantes d'intégration dont I'indétermination peut étre levée en
utilisant les conditions aux limites.
Ainsi, on sait que la vitesse des particules fluides est nécessairement nulle au contact avec les

parois de la conduite. On a doncEq. (75) :
2
uR=r)=0> % + k'In(r) + k" = 0(75)

Par ailleurs, la vitesse a I'axe de la conduite, enr=o, soit finie, il faut que K’=0alorsEq. (76):
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k'=——— (76)
et que le profil de vitesse se formule Eq. (77):
u(r)=—4iu(R2—r2) ol 0<r<R (77 )

Cette équation traduisant leprofil parabolique de u (r)(Figure III-5)et que la vitesse

maximale sur I'axe estEq. (78) :

K
Upax = U (0) = _4__”R2 (78)

u (r)=> 0et K<0 imposeK = % < 0 Perte de charge.

("y'f"‘f"‘;}ﬂ “‘J.-"r-r-""lr--"j..-"';/_.-";){'__i"..-"';.-'f'.f'J..-"';.-'R'.
| N— :

~ >

Lar ar r F F P FFFTFFIFFFF I T
r ' i "4 ” "4 s
., /'r.—’ LSS .-'"'-T

Figure ITI-5 :Le profil parabolique des vitesses de fluide en écoulement de Poiseuille

Pour caractériser les pertes de charges, on définit la vitesse moyenne de I'écoulement
parEqs. (79-80) :
q, = [uds = lfoe udy(79)

uzq?:mffvnds=mffu(r)ds (80)

avecds=2mrrdrd'ou Eq. (81):

__1R()2d—2KjRR22d
u—nR2 Our nr r_4[,£R2 0( ro)rdr
— _ 2K R*_ K
u= R 4 8”R (81)
et donc Eq. (82):
7= K p2 _ Ymax
U =—_ R ="2(82)

Et commegq,, = uS = umR?, on a par ailleursEq. (83) :
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K
qy = — 5 TR*®3)

Cette derniére relation permet ainsi de faire le lien entre le débit volumique et les pertes de

charge réguliéres puisqueK =% et que AP, = _ 4P

S IK = —8u 1=
dxAx— KAxou K 8u —R# On

4

obtient alors la formule de PoiseuilleEq. (84):

AP, = 8u-% Ax = 8 Ax (84)

R4 2

La différence de pression totale (ou perte de charge) engendrée par les frottements visqueux
dans une conduite de longueur L=Axest donc proportionnelle a L, mais également au débit et

a la viscosité du fluideEq. (85) :
— qv
AP, =8u-"L (85)
I1I-5Ecoulement dans un espace annulaire
Examinons encore le cas d’un écoulement entre deux tuyaux droits coaxiaux, que
I’onrencontre en particulier dans certains échangeurs, et aussi dans les forages pétroliers.

Onnotera Ryle plus petit rayon et R,le plus grand.La figure III-6 illustre un écoulement de

fluide dans une canalisation annulaire.

Ry
et L 2 L AN NN PV AN AN AW
r u

Ry
lll’lll{lll,’,l A A A A

ke ket h

—

U
LA S A A A A e S S i SV S i S VA A A

Figure I11-6 : Ecoulement dans une canalisation annulaire.
La solution générale reste valable, les conditions aux limites étant ici :

r=R;,,U=0et r=R,,U=0
soitles équationsEqs. (86-88) :
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AP, = :;4 L(86)

Ri dP,

ALnR; +B = - 1%

(87)

R2 dPt

ALnR, + B = —224(88)

On en déduit les constantes A et BEgs. (89-90):

1 dP; (R3-R})

= - — (X)) (gg)

4p dx Ln(ﬁ_i)

_ , 1adpr.|(R3-RD _ p2
B = +4Il T { Ln(RZ) LnR, — R }(90)

ce qui donne pour U, apres regroupement de certains termesEq. (91) :

u(r) = —i&{(ng 2 4 BaRD) p,, 7 }(91)

In(zh)

Le maximum de la vitesse est obtenu pour un rayon rmtel queEq. (92) :

(92)

En ce qui concerne le débit d0 au gradient dP/dx, les calculs sont un peu pluslaborieux.

Posons provisoirement, pour alléger I’écriture Eq. (93):

R; — R}
_ (R} —RY) 93)
2Ln(R1)
Le débit-volume s’écrit Eq.(94):
Rz n dP, )
qv = f U2nrdr = ———f (R3 — 1% + CLnr — CLnR,)rdr (94)
r1 2p dx Jpq

Au total, on a doncEq.(95) :

4 4 R2
MME KM C(R - RY)LnR, +C [ anrdr}(95)
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Au total, aprés avoir remplacé C par (Eq.(93)), puis groupé et réarrangé un peu les termes, on
a doncEq.(96) :

_ w dP 2 2 2 2 R%-R?
qv = _@d_xt(Rz - R}) {Rz + R — _LGﬁ_zl} (96)
1
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IV-1 Introduction

Quant le systéme étudié est trop complexe pour permettre une résolution compléte des
¢quations fondamentales, ou bien lorsque son comportement est chaotique, l’analyse
dimensionnelle donne acces de fagon simple a des relations entre les grandeurs caractérisant
ce systeme.

Le regroupement de ces différentes grandeurs en des nombres sans dimensionpermet par
ailleurs d’établir des similitudes entre les comportements des systémes semblables mais
différents (prototype/maquette).

Prenons I’exemple de la détermination des pertes de charge régulieres dans une conduite

cylindrique.

P\ T P8Z L "

1 Pt P8,

e (rugosité)

Grandeurs:
Géométriques : D,e, L
Physiques : p, U

Cinématigues et dynamiques: V. Ap

Les différentes grandeurs qui interviennent sont :

AP .
— : Perte de charge par unité de longueur,

D: Diamétre de la conduite,

v :Vitesse moyenne del’écoulement(ou Q: Débit volumique),
p :Masse volumique du fluide,

p  : Viscosité dynamique du fluide,

¢ :Rugosité moyenne de la conduite.

Par conséquent, il existe une relation entre ces différentes grandeurs Eq. (97):
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“=(D,v,p,11,)(97)
La fonction f peut s’avérer difficile a trouver ; 1’analyse dimensionnelle va alors nous
permettre d’établir une relation plus simple entre un nombre moins important de grandeurs
sans dimension.

Une méthode systématique va permettre de trouver trois nombre sans dimensionEq.(98)

_ APy D
[ M=

< Ty = % = R,(nombre de Reynolds)(98)

& <, 7 .
L T =5 = &,(rugosité relative)

On peut aussi établirEq. (99) :

Ty = ¢ (13, 13)

AP; D
L pv2

AP,

= (22,5 M= ¢ (R,z,) (99)

L’analyse dimensionnelle permet aussi de voir que la perte de charge régulicre est fonction
uniquement de nombre de Reynolds et de la rugosité relative de la conduite.
Voyons maintenant une description détaillée de la méthode.

IV-2 Théoréme de Buckingham( Théoréme de )

Si une équation comportant k variables est homogene, elle peut étre réduite a une relation
entre (K-r) produit indépendant sans dimension, ou r est le nombre minimal de dimension
requis pour décrire les k variables.

Inventaire des variables
L’inventaire des variables est regroup¢ dans le tableau IV-1.

Tableau IV-1 : Inventaire des variables

Variable Symbole Dimension (MLT)
Perte de charge AP ML-1T"
AP, MLT
L
Vitesse \4 LT
Diameétre D L
Longueur L L
Rugosité € L
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Viscosité m ML T
Masse volumique p ML
Afin d’illustrer cet énoncée, reprenant 1’exemple d’introduction.

Nous avions k=6 variables (%, D,v,p,p,€),qui nécessitent un minimum de r=3 (trois
dimensions (M, L, T).

Par conséquence, 1’équation reliant les 6 variables peut étreramener a une équation reliant
k-r=6-3=3 produits sans dimension Eq.(100):

(ap, D
L3 T L pv?2

{72 =22 = R(100)

&

1'[1=D=£r

\

Le théoréme de Buckingham &, permet donc le passage Eq.(101)::
AP,
Tt=f(D,V,Pall,€)=>7T1 = ¢ (71'2,11'3) (101)

Pour effectuer une analyse dimensionnelle, on doit considérer les étapes suivantes:

1- Dresser la liste de toutes les variables du probleme=k,

2- Ecrire I’équation aux dimensions de chacun des k variable,

3- Déterminerr, et donc k-r= le nombre de produit sans dimension caractérisant le
probléeme,

4- Parmi les k variables,on choisir un nombre r, qui soient dimensionnellement
indépendant=r variables primaires,

5- Former les k-r produits () en combinaison les k-rvariable non primaires avec les r
primaires.

6- Formuler la relation entre les k-r produits () trouvé.

A titre d’illustration, appliquant la méthode a un exemple concret.On appelle force de

trainée, la force Dexercée par un €coulement sur un objet, dans la direction parallele a

I’écoulement. Nous allons étudier le cas d’une plaque plane rectangulaire.

S
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1. Les variables du probléme sont: D, h, L, v, p, p=k=6 ;
D :Force de trainée,
h : Hauteur de la plaque,
L : Largeur de la plaque,
v : Vitesse moyenne de 1’écoulement,
p : Viscosité de fluide,

p :Masse volumique de fluide.

2. Equations aux dimensions
[D] :MLT"

[h] : L

[L] :L

[v] (LT

[pl :ML”

[p] :ML'T!
3. Nombre de produit w sans dimension

k-r=6-3=3

4. Chois de r=3 variable primaire dimensionnellement indépendantes. Par exemple h, v, p.

Remarque :On ne peut pas choisir a la fois h et LL

5. Formuler les 3 produits (7).

Par combinaison des variables primaires et non primairesEq.(102):
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my = Dhalp 171
w, = Dh*?pP?v¥2(102)

T3 = Dh“3p 3p73

1, = Dh*1phlyrl_ sans dimension

0=1+B1 B1=-1

= 0=1+(11_3l31+'yl =< 0=-2 =T = [)L

0=—2—vy 1y =-2

m, = Dh*?pP?yr%_ sans dimension

0= Bsz=0
= 0=1+(12_3l32+72 = a,=-1

0=_2'Y 1 ’Yz=0

3 = Dh*3pP3v73 - sans dimension=>m5 = ﬁ

6. Formuler la relation entre les 3 produits (m)trouvés :

L
=T, ZE

AP,
Tt= f(Da v, P, 1y 8):Ttl = ¢ (71'2, 1'[3)

Avecmry = 2z
L
I, = h
T3 = L
3 pvh

soit Eq.(103)D = pv*h*®(L/h,1/ Re)
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(Facteur de forme)(Nature de I’écoulement)

Illustration de ’intérét de la méthode :
Si Dy est la trainée mesurée sur une plaque de dimensions L;x hyquand elle est soumise a un

¢coulement de vitesse vy, alors nous avons la relation Eq. (103):

D4
pv3ih}

=<1>(hL1 ! )ouR e, = 2t P 103)

L’analyse dimensionnelle par le théoréme deBuckinghampermetd’en déduire que pour une

plaque de dimensions. L, x h; telles que :

h
—— —S1V,; = h—:vl < 'Uzhz = v1h1 <« Rez = Rel
. ‘

(Similitude de forme)(Facteur d’échelle)(Similitudehydrodynamique)

LZ 1

et donc q)(hl R_el h_z’R_ez)
SNIL U TN S L SN W)
pv%h% pvzhz 2 pv%hz 1 2 1

IV-3 Coefficients sans dimension usuels

En mécanique des fluides, on est souvent ameéne a manipuler des groupes de variables sans
dimension, appelés << nombre adimensionnel >> ou < rapport de similitude >>. Ces groupes
sont construits en faisant des rapports entre des termes apparaissant dans les équations du

mouvement, ce qui permet de les interpréter physiquement. On distingue ainsi :

Nombre deReynolds

pvL _, Forces d’inertie

Re = (104)

—=
n Forces de v1scos1te

avecLune échelle de longueur, vune échelle de vitesse,ula viscosité du fluide, et psa masse

volumique. Il exprime le rapport entre les forces d'inertie et les forces de viscosit¢Eq. (104).
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Il sert notamment a classer le régime d’écoulement en distinguant les écoulements laminaires
(Rell 2000)et les écoulements turbulents (Rel] 2000). Si on introduit vla viscosité
cinématique du fluide (v = u /avec pla masse volumique du fluide), alors on a aussi : Re =

ut/v.

Nombre deFroude

74 Forces d’'inertie
— {

Fr = = AN
JgL Force de gravité

05)

< importance pour les écoulements a surface libreEq.(105)

avecLune échelle de hauteur, v une échelle de vitesse, gl’accélération de la gravite. Le nombrede
FroudeEq. (105) est le plus souvent interpréte comme le rapport de 1’énergie cinétique sur 1’énergie
potentielle. Il sert notamment en hydraulique a classer le régime d’écoulement en distinguant

lesécoulements supercritiques (Fr >1) et les écoulements sub-critiques (Fr <1) .

Remarque : c’est la pesanteur qui est responsable de la forme de lasurface libre : plus Fr est

grand, moins la surface libre a d’effets surl’écoulement, et inversement.

Nombre d’Euler

AP Forces de pression
Eu="‘t= P (106)

_- —o =
pv2 Force d'inertie

% importance s’il existe de grandes différences de pression au sein de 1’écoulement

Eq.(106).

Nombre de Mach
Le nombre de Machexprime le rapport entre la vitesse caractéristique de 1'fécoulement et la vitesse
de propagation du son caractéristique du fluide. Ce nombre quantité donc les effets de
compressibilit¢Eq. (107) :

Forces d'inertie

%4
Ma = -= —(107)
C Force de compression
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avecuune échelle de vitesse et C la célérité du son (ou célérité des ondes dans I’air). Le
nombre de Mach sert en aérodynamique ¢ évaluer la compressibilité de ’air. On distingue

ainsi les écoulements supersoniques (M >1) et subsoniques (M <1) ;

1 .
Remarque :C = —est la vitesse du son.

ox

Nombre deStrouhal

L Forces d’inertielocales
St=""> (108)

=
|4 Force d’inertie convectives

% importance pour les écoulements non stationnairesEq. (108).

Nombre de Stokes

o |_3H

St = (109)

avect,le temps de relaxation de la particule (le temps typique de variation de la vitesse quand
on perturbe 1’état d’équilibre de la particule) et le temps caractéristique du fluide (1’échelle de
temps sur laquelle le fluide s’ajuste a tout changement de la particule). Ce nombreEq. (109).
sert dans 1I’étude des écoulements biphasiques (par exemple, une suspension de particules) a
quantifier les effets biphasiques, c’est-a-dire le couplage entre phases.

Lorsque St [] 1, la phase solide est entierementgouvernée par la phase fluide tandis que pour

St [7 1, les deux phases sont découplées.

Nombre de Prandtl
Il exprime le rapport entre la viscosité cinématique et la diffusivité thermique du fluide. Il s'agit
donc d'un nombre caractérisant le fluide. Le nombre de Prandtl Eq. (110). est donc indépendant de

1'Yécoulement.

pr="r (110)
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Nombre de capillarité ou nombre capillaire

_pu
14

Ca (111)

avecuune échelle de vitesse, ula viscosité du fluide, et y la tension de surface. Ce nombre
Eq.(111)sert a évaluer les effets de tension de surface, par exemple lorsqu’on étale un fluide ou bien
dans un milieu poreux. Lorsque Ca [ 1, les effets de tension I’emportent sur les forces visqueuses et
réciproquement quand Ca [ 1, la viscosité est tellement grande que les effets de tension de surface a

la surface libre sont négligeables.

IV-4 Similitude dans les équations différentielles

Avant de procéder a 1’analyse compléte d’un écoulement, il convienttout d’abord de poser les
hypothéses simplificatrices adéquates.L.’évaluation des différents coefficients sans dimension
relatifs al’écoulement (Reynolds, Froude...) va en effet permettre de simplifierles équations

a résoudre.

Voyons ce qu’il advient de la composante verticale (suivant z) del’équation de Navier-

StokesEq.(112):

(6w ow ow OW) _0p *w N 62w+ *w 112
p - ” axz ayz azz _pg ( )

Introduisons des variables sans dimension :

u*=u/V x*=x/L P*=p/po
v¥=v/V y*=y/L t*=t/t {
w*=w/V z*=z/

oulL, V, py, Tsont desgrandeurs caractéristiquesdu systeme étudié.

Par extension, on a :

(8 10 %> (1 a2
ax Lax* ax2 | L2 ax*2
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a 10 2 1 8% 0 19%

= - = —_— = — et— = ——
dy Lay* ay:? LZ29y*2 ot Tt

a_13 a2 19?2

0z_Laz* E_L_Za

On obtient alorsl’équation suivanteEq. (113)

pVv ow* N pVZ{ _ow* o ow* e aw*}
T Jdt* L v ax* v ay* W az*
P,0P* puv (9*w* 9*w* 9*w’
“Tar 12 2t 2t 2
L dz¢ L% (9x* ay* az*

} -pg (113)

. . _pV? . . .
Divisons toute l’expressmin,nous obtiendronsl’expression suivanteEq. (114)

*

(L)aw*+ ,ow N , 0w N , 0w
vt/ at* v ax* v ay* W az*

* *

B (Po )aP* N ( u ) *w’ N *w* N *w* gL 114
- pVZ 9z* pVL ax*Z ay*Z aZ*Z (VZ) ( )
avec T T
G WL L AP _Po . pVL .V
= — = — = _—— e =——— r=——
Vv Tz pV?%  pV? n JgL

On peut alors écrire Eq.(115):

(St) ow +u ow + v’ ow +w* ow
at* ax* ay* az*
[7) 1\ (3*w*  o*w* d*w* 1
= —(Bw 5+ <E){ax*2 + ot az*z} - (Frz) (115)

Ce qui peut s’interpréter comme suit :
v' si St est trés faible : on peut négliger la dérivée instantanée etl’écoulement pourra
étre considéré stationnaire.
v' si Eu est trés faible : on peut négliger le gradient de pression.
v" si Reest trés grand : on peut négliger la viscosité du fluide etl’assimilé a un fluide
parfait.

v' si Fr est trés grand : on peut négliger les effets de la pesanteur
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IV-5 Application aux maquettes

L’analyse dimensionnelle, grace notamment au théoréme de Buckingham, permet de
résumer le comportement d’un systéme aune relation Eq. (116)entre un nombre restreint de

grandeurs sans dimension :

T, = P(m,, 3, ... . Ty_,) (116)

Pour des systémes complexes la détermination de la fonction ®n ’estaccessible que par
mesures expérimentales. Ainsi, lors de la miseau point d’un prototype, il est
¢conomiquement et pratiquement pluspertinent de procéder a ces mesures sur un modele
réduit: lamaquette.

I1 faut alors pouvoir transposer les résultats obtenus sur la maquettea ceux que 1’on obtiendra
sur le prototype :

On s’arrange donc pour respecter le maximum de similitudes entre lamaquette et le
prototype.

A titre d’illustration, reprenons 1I’exemple de la force de trainéeexercée par un écoulement sur

une plaque plane Eqs (117, 118):

= <I>(——) = Maquette (117)
pvih?, hy Vb
D L u )
P P P
=@ —,—— =  Prototype (118)
pvih; <hp PpVphy

, L 1
On commence alors par se fixer un facteur d’échelle : L—m = a=_
P
. Lm Lp
On respecte ensuite le facteur de forme : — ==
hm  hp
Si on utilise le méme fluide, on a : Pm = Pp et Uy = WUy

Et par conséquent, respecter la similitude de Reynolds revient a :
14

h
bV = byl =V =V, 2 =2

Dans ces conditions Eq.(119):

Elaziouti Abdelkader

&



UMT/FT/ GP/1° Année Master: Gestion des Déchets Module :Dynamique des fluides réels

(119)

D,, D, vV, h,
= = D,=GE)*—)?*D,>D,,=D
pmVihE  ppvihi "W T hy P

P

p

al/a

Ce résultat, spécifique au probléme étudié, montre que par un choixapproprié de la vitesse, la
mesure expérimentale de la trainée sur unemaquette géométriquement semblable donne

directement la trainée alaquelle on doit s’attendre sur le prototype.

En pratique, tout n’est pas si simple, dans la mesure ou ’on ne peutsouvent pas respecter

simultanément toutes les similitudes.
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Les unités du systéme international : Equation aux dimensions, symboles.
A- Dimension
Il est commode, pour une grandeur physique X d’introduire sa dimension qui

seranotée [X].

Longueur : L, Masse : M, Temps : T, Intensité : I,  [X]=M?L°T®
Grandeur symbole Unité dimensions

vitesse v mis L T1
accélération a m s~2 L T2
volume Vv m3 13
fréquence f hertz (Hz) 71
force F newton (N) ML T2
masse volumique p I'ng!m3 ML
énergie, travail w joule (J) M L2 T2
puissance P watt (W) M L2 T3
moment d'une force M Nm M L2 T2
pression p pascal (Pa) MLt T2
\iscosité dynamique il Pa.s ML T
viscosité cinématique v mé/s L1271
tension superficielle A kg 72 M T2
débit masse U kg/s M T
débit volume Qv m3/s ERul
chaleur, enthalpie QH J M L2 T2
Entropie S JK ML T2 ¢!
Conductivité thermique A W m K MLT? "
Fichange tharmis Wtk e
Capacité thermique C JIK MLE T2 @l

NB :

e Les unités du systeme international Sl, unités de base, dimensions, regles d’écriture.
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B-Alphabet grec

iuscule inuscul Iom
A oL Alpha
B 5] Beta
I Y Gamma
A 1) Delta
E £ Epsilon
Z c Zeta
H n Eta
© 0 Theta
1 L Iota
K K Kappa
A 'y Lambda
M [T Mu
N v Nu
= £ Xi
O o Omicron
I1 b1 Pi
P P Rho
= o Sigma
T T Tau
Y v Upsilon
@ d Phi
X e Chi
‘W y Psi
Q ® Omega
C- Préfixes du SI
Facteur Préfixe Symbole 107 déca da
10%4 yotta Y 1071 déci d
1021 zetta Z 1072 centi c
1018 exa E 1073 milli m
1015 peta =) 1076 micro H
1072 fora ! 11c::1_192 r:; j :
10° giga G 1015 orto ;
108 méga M 10-18 atto a
10° kilo k 1021 zepto z
102 hecto h 10724 yocto y
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