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Préambule

Ce polycopié a été concu dans le but d’étre considéré comme étant un
support pédagogique. Dans le quel, j’ai essayé de presenter plus au moins
des notions qui seront destinées aux étudiants de la filiére d’électrotechnique
des deux niveaux licence ainsi que ceux de Master ayant des acquis sur les
notions de 1’analyse vectorielle.

Et vu que L’électromagnétisme est un domaine tres vaste, je ne pouvais
dans ce modeste travail mettre en relief. C’est pour cela que j’ai préferé et
selon mon expérience dans 1’enseignement de cette matiere, me basé
simplement sur les notions qui sont trés simples.

Il débute par le premier chapitre sur 1’électrostatique, qui normalement
est considéré comme étant la connaissance de base pour chaque étudiant qui
entame le cours de I’électromagnétisme. Ensuite, dans le chapitre deux, je
présente 1’électrocinétique dans les regles fondamentales et non pas
approfondies. Car, il est impossible de tout citer dans ce polycopie. Etant
donné qu’il existe d’ores et déja des polycopiés et des manuels, qui ont déja
traitées une grande partie de 1’électromagnetisme.

Le chapitre trois est consacré a la magnetostatiqgue accompagné de
quelgues notions fondamentales. Enfin, le dernier chapitre sera consacré a
I’étude de 1’énergie électromagnétique en faisant surtout référence au
vecteur de Poynting.

Toutefois, dans ce polycopié, j’ai introduit quelques exercices résolus
dont plusieurs livres font référence. Je les ai considérés comme étant
primordiaux. Puisque le but recherche, est que 1’étudiant ait une idée sur
leurs méthodes de résolution. Ainsi lui permettre de surpasser les quelques
difficultes rencontrees lors de leur cursus.

Enfin, j’ai terminé ce polycopié avec quelgues annexes. Que je
considere comme étant un genre de support mnémotechnique. Comme par
exemple le calcul vectoriel.
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Les phénomenes électriques et magnétiques ont tout d’abord été étudiés séparément par
plusieurs physiciens de renom, dont les principaux sont Franklin (1706 — 1790), Coulomb
(1736 — 1806) Oested (1775 — 1851), Ampére (1775 — 1836), Gauss (1777 — 1855) et Faraday
(1791 - 1867). C’est cependant & Maxwell (1831 — 1879) que I’on doit la formulation la plus complete
des relations liant entre elles les grandeurs électriques et magnétiques. Les équations de Maxwell
spécifient que toute variation spatiale d’un champ électrique ou magnétique en un point de 1’espace
entraine ou est due a 1’existence, ou la variation temporelle, d’un autre champ au méme point de
I’espace. Il s’agit 1a de leur forme locale, ou encore différentielle.

.., 0B
rot Z_E
divﬁzp
divB =0
_ .. . oD
rotH=]+E

James Clerk Maxwell
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CHAPITRE 1

ELECTROSTATIQUE
1.1 Laloi de Coulomb
Deux corps chargés s’attirent ou se repoussent. On appelle, forces électrostatiques ou forces
colombiennes les forces d’interaction entre deux corps €lectrisés.
Un corps électrisé peut porter soit une charge positive ou négative
Dans ce cas, on considere que la force électrostatique d’interaction selon la loi de Coulomb par :

N N 1 PM
Fi. ==F, = 4re, q192 PG (1.1)
P : M

q, Fyu
—_
P q, q, M
Ou r représente la distance séparant les deux charges alors que la permittivité du vide est donnée par :

g, = 8.854187817 x 1072 Fm™! (1.2)

1.2 Lechamp électrique
Soit une charge ponctuelle q qui, placée en un point P de I’espace, subit une force électrostatique

proportionnelle a la charge. Cette force traduit 1’existence d’un champ électrostatique en ce point
défini par la relation :

F=gqE (1.3)

Tenant compte de la loi de Coulomb, le champ électrique créé par la charge g, dans une direction
donnée par le vecteur unitaire i et a une distance r, est alors défini par :

E,’ q —

T 4me,r? v (1.4)

1.3 Principe de superposition

Commencons par determiner la force exercée par une
distribution discréte de charges (gi) sur une charge g placée
au point 7 (figure. 1.1). L expérience a permis de montrer que
la présence d’autres charges ne modifié pas la force entre
deux charges particuliéres. Dans ce cas, la force résultante qi i (r)
obéit a la régle générale de composition des forces et est égale ‘i
a la simple somme vectorielle de toutes les contributions | rigure 11, Distribution discréte de
associées aux différentes paires (g, gi). Ceci constitue le | charges(ai7)
principe de superposition.
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Dans ce cas la force F(7) exercée sur la charge q, située au point 7 , par un ensemble de charges
qi situées en 7; est égale a

- 1 1
F(—)) qql

= ———u, (7 1.5
47‘[80 : |T'_T'l|1ul(r) ( )
l

Avec u, () étant le vecteur unitaire dirigé de la charge q; vers le point 7

1.4 Champ et potentiel électrostatique
Le potentiel électrostatique V(M) associé au champ électrostatique E (M) est une
fonction scalaire contrairement a E . Nous verrons, dans beaucoup de cas, que le potentiel sera un

intermédiaire commode dans le calcul du champ vectoriel F?(M) . Le potentiel se rattache
physiquement a la  notion d’énergie potentielle, d’ou son appellation.

1.4.1 Potentiel électrostatique

a) Cas d’une seule charge ponctuelle

Considérons une charge ponctuelle q (>0) fixée en P et un point M de 1’espace (figure.l.2) :

A E(M)

Figure 1.2.

La charge ponctuelle g fixée en P crée en tout point M de 1’espace un champ électrostatique donné
par :

u
E(M)= —= —
(M) 4I1e, W” dlle, r* (1.6)
Avec
. PM o
U = ——=— vecteur unitaire dirigé de P vers M.
1P|

La circulation élémentaire dC du champ E correspondant a un déplacement élémentaire d7 point M
sur la courbe AB est :
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dC=Fdr=—94 L ar

e, r° (L1.7)
Or, dr =d(PM)=d(ru)=dru+rdu et dru = (dru+rdu)u=dr+rduu

Puisque : d(;.;) = 2u.du =0 ;ona: dru = dr

La circulation élémentaire dC s’écrit alors :

1.
dc=—9 9 _ 411 (18)
Mg, r- Mg, r
Posons alors, J
dC = Edr =—dV(r)
V est le potentiel électrostatique V(M) crée par la charge q fixée en M :
V(M) =V(r)=—2 1 este (1.9)
dlle, r

Nous venons de définir un nouveau champ, le potentiel électrostatique ; c’est un champ scalaire
défini a une constante prés. On choisit en général la valeur de la constante de telle sorte que le
potentiel soit nul lorsque le point M est infiniment éloigné de la charge
V (r— »0)=0. Dans ce cas, la constante est nulle et le potentiel s’écrit :

1 (1.10)

V(iMY=FV(r)=
(M) ) 4llg, r

Comme le champ E,le potentiel V n’est pas défini aux points Pi : E(Pi) et V(P;)ne sont pas définis.
b) Cas d’une distribution de n charges ponctuelles

Soient n charges ponctuelles qi1, g1, ..., Qi, ...,qn fixés aux points Pi, P1, ..., Pi, ...,Pn.
Soit M un point de 1’espace. (figure .1.3).

P, Figure 1.3.

Calculons la circulation élémentaire dCi du champ E, créée par la charge g seule :
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dC, = E.dr =—dV (r)

D=Lt o BM =
P—W’H dlle, r~

Avec E;(M)=—1i
4Tlg,

Ainsi, le potentiel électrostatique Vi(M) di a la charge qi.

yony=—J1
' dllg, r,
avec: r, :HP—U.H

Le potentiel V(M) dii a I’ensemble des n charges est la somme des potentiels en application du
principe de superposition :

Dans cette relation, nous avons choisi la constante nulle pour chaque potentiel Vi crée par la
charge qi; ceci n’est pas valable que si les charges qi sont réparties dans un volume fini.

1.4.1 Relation entre champ et le potentiel électrostatique
Le potentiel électrostatique a été défini & partir de la circulation élémentaire du champ E:

dC = Edr = —dV(r)

Or dE = —gradV.d7 d’ou la relation entre E et V la relation locale

E(M) = —gradV (M) (1.12)

Le champ électrostatique E dérive du potentiel scalaire V. Par I’intermédiaire de cette relation
locale, qui lie le champ électrostatique Eetle potentiel électrostatique V, la connaissance de V en un

point de I’espace suffit pour la détermination de E(M). Cette relation implique des conditions de
continuité et de derivabilité sur la fonction V(M).
Unit¢ : 1'unit¢ du potentiel ¢lectrostatique dans le systtme MKSA est le Volt (V).
D’apres la relation qui lie le champ électrostatique Eetle potentiel électrostatique V, ’unité du champ
électrostatique est le \Volt par metre (\V/m).
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1.4.3 Circulation d’un champ électrique
La circulation Cag du champ Ele long du contour AB est

I ™

B— - 5 ) g |1 1|
C,.=[Edr=—|"dv=v(4)-V(B) = —_— 1.13
w=] ) A=V = - (1.13)

La circulation du champ de vecteurE , le long de AB, est donc égale a la différence de potentiel
Va-Ve. Ainsi, la connaissance de E ne définit que les différences de potentiel.
Pour avoir le potentiel en un point, il faudra définir une origine arbitraire des potentiels. Il est
commode de choisir le potentiel nul a I’infini quand la distribution de charges est limitée a un domaine
fini. La circulation du champ de vecteurE , le long de AB est indépendante de la forme du contour
AB ; elle ne dépend pas du chemin suivi (la circulation élémentaire dC est différentielle totale
exacte).

En conséquence la circulation de E est nulle le long de tout contour fermé. Le champ E est un
champ de vecteurs a circulation conservative qui dérive d’une fonction scalaire appelée potentiel
électrostatique. En résume :

B
CAB=J- E_d?:-j dV=V(A)—V(B)=)§£E.dF=0<=E=—gradV (1.14)
AB A

1.4.4 Distribution Continue De Charges - Densité

A T’échelle macroscopique, le nombre de charges ¢lémentaires est si important que la nature
discontinue de la charge n’a plus de sens ; il en est de méme pour la masse puisqu’il ne nous est pas
possible de déceler les protons et les électrons a I’échelle macroscopique.
Ceci nous permet de considérer que la répartition de charges dans la matiére est continue.

a - Densité linéique de charge

Si la charge est concentrée sur un systeme filiforme, on définit
une densité linéique de charges M(P), a partir de la charge dq porté par
un élément dl du fil, entourant le point P : (I

dq: Adl (115) dl
La charge totale du fil est donnée par I’intégrale curviligne :

sz Adl
r

b - Densité surfacique de charge
Lorsque les charges sontréparties sur une couche
d’épaisseur tres faible par rapport aux dimensions de la
couche, on définit une densité surfacique de charges o(P) a partir
de la charge dqg portée par un élément dS de la surface de la
couche, entourant le point P :
dg=odS (1.16)
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Dans ce cas, la charge totale d’une surface (S) est donnée par s’obtient a partir de I’intégrale

de surface :
Q= ff odS
S
¢ - Densité volumique de charge

Pour décrire une distribution volumique de charge, on définit la
densit¢ ~ volumique de  charges p(P) a partir de
la charge dq contenue dans un élément de volume dt entourant le point

P:

dg=pdr (1.17)

La densité de charges p(P) est une fonction de point scalaire qui peut subir de grandes
variations d’un point a I’autre de la distribution. En effet, la charge est nulle dans I’espace vide entre
un noyau et un électron et prend une valeur différente de zéro en un point situé sur le noyau ou
I’électron. En conséquence p(P) pourrait avoir des valeurs tres différentes suivant le choix du volume
¢lémentaire dt. Pour que la définition de p(P) ait un sens, c’est a dire qu’elle soit indépendante de la
forme exacte de dr, il faut considérer un élément de volume dt qui soit grand par rapport aux
dimensions atomiques, mais tres petit par rapport aux dimensions de la distribution de charges. Celle-
ci correspond alors a un systeme macroscopique et p(P) pourra étre considéré comme une densité
volumique de charges, moyennée sur le volume dt. Cette description est valable tant que 1’on
s’intéresse a une description macroscopique (en opposition a microscopique) du systeéme de charges.
Pour un volume t, la charge totale s’obtient a partir de 1’intégrale de volume :

o= ] o

1.4.5 - Champ et Potentiel d’une distribution continue de Charges
A - Introduction
Nous savons déterminer le champ et le potentiel électrostatique crée par une distribution de
charges ponctuelles :

H

Tl - q; U ” ol O g |
EM)=)> E:(M)= — et V(M)= V.(M)= -
(M) Z M)=2 = (M) z (M) E s r

i=l &y 'r.

Comment calculer le champ et le potentiel crées par une distribution continue ? La distribution
de charges peut étre decoupee en éléments de volume ou de surface ou de courbe qui portent une
charge élémentaire dg. Chacune de ces charges élémentaires crée un champ et un potentiel
électrostatiques appelés élémentaires. Le champ (ou le potentiel) crée par toute la distribution est, par
application du principe de superposition, la somme des charges (ou des potentiels) élémentaires crées
par les charges dg.
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B - Distribution linéique

On considére une portion de courbe I' = AB portant une densité - ” p M
igure 1.4, K

linéique de charge A (figure .1.4). .
Un élément dl entourant un point P porte une charge :

dq = Adl

Cette charge crée en M un champ et un potentiel donné par les
expressions suivantes :
dE(M)= : d—q _ ’J"(P}d‘:; et dV(M)= L dg 1 AP
4lleg, r= 4llg, r- Mg, r 4llg, r

avec, PM = HW

u=ru

D’ou le champ total E(M) et le potentiel V(M) créés en M par toute la distribution linéique de

charge s’écrivent :

= 1 AP~ 1 ¢ A(P)dlo—

E(M)= i, [ A e [. WH PM (1.18)

V(M) = 1 J A(P)dl _ 1 _[ A(P)dl (1.19)
4I1g, <" r 4lle, " |[pAs

Cette dernicre relation n’est valable que si le fil est de dimension finie.

Remarque
On peut montrer que le champ E(M) et le potentiel V(M) ne sont pas définis en un point M situé sur

le fil chargé.
C - Distribution surfacique
Dans le cas d’une distribution surfacique de charges, on considere une charge dq portée par

un élément de surface dS (figure .1.5).

Le champ et le potentiel crées en M par dq sont donnés par :

p M

Figure 1.5.

D’ou le champ total E (M) et le potentiel V(M) créés par les charges réparties sur la surface X :
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1 U(P)quP; et dV (M) = I o(P)dS,
dlle,  r- 4lle, r

avec, P_\,f = HWHE = r;

dE(M)=

Cette relation suppose que la distribution de charges s’étend sur une surface de dimension fini.
Dans le cas contraire, on choisira comme origine des potentiels un point a distance finie.

= o(P)dS,~ o(P)dS, v
E(M}_mgn IL U= H H fH (1.20)
. O'(P) ds, o(P)dS
V(M) = ” 4m H; HW”P (1.21)
73 Remargue

On peut montrer que le potentiel est défini sur la surface chargée et continue a la traversée de la

surface chargée. Il n’en est pas de méme pour le champ E (M) qui n’est pas défini sur une surface
chargée. Il subit une discontinuitt a la traversée de la face chargée.

Nous étudierons le comportement du champ E (M) a la traversée d’une surface chargée au chapitre
D - Distribution volumique

Soit une distribution volumique de charges contenue dans le volume v ; p (P) est la densité
volumique de charges en un point P du volume v (figure .1.6).

Figure 1.6.

La charge contenue dans 1’élément de volume entourant le point P dzP est :

dq = p(P)dtp
dEOM) = —— 945, ‘My=— %
4lle, r* dlle, r

avec, PM = HPU‘H&-H{ et dg = p(P)dr

Cette charge crée en M un champ E(M) et un potentiel dV comme le ferait une charge ponctuelle dq
placée en P (figure .1.1):
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D’apreés le principe de superposition, le champ total E (M) créé par la distribution est la somme
des contributions ﬁ(M):

E(M) = 41_:6‘0 H’[IP(}:]ldrP; _ 1 ”’[.P(P) drom (122)

Il faut donc calculer une intégrale de volume pour obtenir le champ E(M)alors que le potentiel
est obtenu a partir de 1’intégrale de volume :

oy ] pP)dr, 1 p(P)dr,
o0 =g I I w2

Cette relation suppose que 1’on a choisi le potentiel nul a 1’infini, donc que la distribution de
charges s’étend sur un volume fini. Si ce n’est pas le cas, il faut choisir une autre origine des
potentiels.

1.4.6 Topographie d’un champ électrique
a-  Lignes de champ

Pour avoir une idée sur I’allure du champ E, on trace les lignes de

champ, c’est-a-dire les courbes tangentes en chaque point au vecteur E
défini en ce point. Ces courbes sont orientées par convention dans le

sens du vecteur E (figure .1.7).
Soit M un point d’une ligne de champ et d7 le vecteur ol
déplacement élémentaire sur une ligne de champ ( voir figure 11-7). Figure 1-7

Puisque E et d7 sont colinéaires, on a :

d?AE =0 (1.24)
Cette relation permet d’obtenir les equations des lignes de champ. Dans le systeme de
coordonnées cartésiennes, posons :

E=ETl+ E,j+ E,k et d7 = dxi + dy] + dzk, ainsi la relation ( 1.13) conduit a :

dx dy dz

E, E, = E (1.25)
e Exemple de lignes de champ

Soit une charge ponctuelle en 0, les lignes du champ crée | . " p "
par la charge ponctuelle sont des demi-droites concourantes en O, \\:_\_:[_:/__l LV
divergentes si g > 0 ( figure .1.8.a) et convergentes si g < 0 ik ! e f
(figure .1.8.b). : :
Figure 1-8

+ Notons que dans une région ot le champ E est un vecteur bien
défini et non nul, on peut suive de fagon continue une ligne de champ.

+ Deux lignes de champ ne peuvent se croiser : la figure I-7 montre que les lignes de champ
commencent (fig.1.7.a) ou s’arrétent (fig.1.7.b) sur les charges qui sont des points singuliers.
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b-  Tube de champ
L’ensemble des lignes de champ s’appuyant sur un contour fermé
constitue un tube de champ ( figure .1.9)

c-  Surfaces équipotentielles.

Ce sont des surfaces d’équation V = cste, c’est-a-dire d’égal
potentiel ( fig.1.9). D’aprés la relation E = —gradV, le champ E est
normal aux surfaces équipotentielles et dirigé vers les potentiels décroissantes ( sans le signe moins

Figure 1-9

dans cette relation, E est dirigé vers les potentiels croissants).

Nous avons représenté sur la figure 1.10, les surfaces équipotentielles et les lignes du champ E
crée par une charge ponctuelle positive. Les surfaces équipotentielles sont des sphéres centrées en 0,
point ou se trouve la charge. La direction de E, c’est-a-dire du gradient de V est la direction de la
normale aux surfaces équipotentielles, celle de V varie le plus rapidement ; ainsi il est clair que pour
passer de la valeur V; a la valeur de V;, le chemin le plus court est le segment AB.

Figure 1-10

O(a>0)

Lignes de champ O Surfaces équipotentielles

Remarque :

Lorsqu’on a un systeme de plusieurs charges, on ne peut pas obtenir les lignes de champ par
superposition des lignes du champ de chacune des charges. 1l faut calculer le champ total E et ensuite
tracer les lignes de champ.

1.4.7 Le théoréme de Gauss : le flux du champ électrostatique
a- Cas d’une charge ponctuelle
Soit une charge ponctuelle g > 0 placée en O et M Eléraent dangle
. 5 solide di:
un point de I’espace (figure .1-11)

q>0

Figure 1-11

Le champ E(M) créé par g en M est :
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2 q
E(M) = 47‘[807"_2 (126)
Avec, i = 22 ety = loM||
llom]

Soit dS un élément de surface entourant le point M ; orientons la surface. Le flux élémentaire
de E atravers la surface orientée est :

L. i.dS
dd = F.d§ =1 =1

= = dQ
dmey 12 4me,

ou, dQ : angle solide élémentaire sous lequel du point O on voit la surface élémentaire. Le
signe de df) dépend de I’orientation de la surface :
d do>0sia=n) <m/2
dda<Osia>m/2

b- Cas de n charges ponctuelles
Considérons ni charges a I’intérieure d’une surface fermée (X) et ne charges situées a 1’extérieure de

cette surface. Le champ Ecréé par les n = ni + ne charges est la somme vectorielle des champs créées
par chacune des charges :

E=) Ei+) E. (1.27)
i=1 e=1
Le flux du champ sortant de la surface X est :

o ﬁz.ﬁ:i{i\zf+Za\p§=zm.+2¢g (1.28)

D’aprés (1.15) et (1.16), on a:

) :—qu. = O avec, Q,, = Zq

Le flux sortant de la surface fermée X est égal a la somme, divisée par go, des charges intérieures a la
surface X :

T~ o 1 Q'_l'][
O=pFEdS=— L ==
ﬁi £y Zq €y (1.29)

avec, Qint : charge totale intérieure a X
Ce résultat constitue le théoreme de Gauss.
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1.4.8 Propriétés de symétrie
B.1 Le principe de Curie
La symétrie des causes (que sont les charges, sources de 1’¢lectrostatique) se retrouve dans les
effets produits (que sont le champ et le potentiel électrostatiques).
Ce principe est trés utile en €lectrostatique car il permet de prévoir I’allure des lignes du champ
électrique et les surfaces équipotentielles a partir de la symétrie du systéme chargé.
B.1 Le champ électrostatique
Une distribution de charges posséede :
+ un plan de symétrie IT si pour tout élément symétrique on a des charges identiques.
4 un plan d'antisymétrie I1" si pour tout élément symétrique on a des charges opposées.

4 Une distribution est invariante par translation si elle reste inchangée par translation : le
champ ne dépend pas de la variable z.
+ Une distribution est invariante par rotation si elle reste inchangée par rotation autour d'un axe :
le champ ne dépend pas de I'angle.
Le champ électrostatique E est contenu dans un plan de symétrie

perpendiculaire a un plan de symétrie
Fil infini uniformément chargé

ligne chargée = Tout plan perpendiculaire au fil est plan de
symeétrie.
= Tout plan contenant le fil est plan de symétrie.
of Mo L : o
I Z invariant par translation le long du fil et invariant
E par translation le long du fil :
Le champ dépend de la distance OM

Disque uniformément chargé :

= Tout plan contenant A est plan de symétrie
diseue charzs | = Le plan du disque est plan de symétrie invariant
par rotation autour de I'axe:
Le champ dépend de la distance OM

Spheére uniformément chargée en surface ou en volume :
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B = Tout plan passant par le centre est plan de
1(7 symétrie : champ radial
= invariant par rotation autour de tout axe passant
par le centre O :
Le champ dépend de la distance OM

Arc de cercle uniformément chargé

Le plan perpendiculaire a l'arc et contenant la
bissectrice est plan de symétrie.

= Soit M un point de 1’espace ou 1’on souhaite calculer le champ électrostatique créé par une
distribution spatiale de charges électrigues.

<= Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des charges electriques, le
champ électrique E est contenu dans ce plan de symétrie.

i Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des charges électriques, le

champ électrique E est perpendiculaire a ce plan d’antisymétrie.

1.4.9 Exemples

Calcul du champ et du potentiel électrostatiques créés par une distribution
continue de charges a partir du THEOREME de GAUSS

1-  Nappe chargée uniformément en surface
1-1 Enoncé

Considérons un plan uniformément avec une densité surfacique o > 0 (nappe chargée) de
dimension infinie et contenue dans le plan xOy. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel
en tout point de 1’espace.

1-2 Solution

a)  Variable dont dépend E et sa direction
La nappe chargée en surface est contenue dans le plan (xOy) comme le montre la figure 1-12
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+  Le plan chargé est invariant par translations suivant Ox
et Oy. Le systeme des coordonnées le plus adapté au calcul de

E est le systtme cartésien de base (7,],k). Le champ E est
indépendant de x ety : E(M) = E(x,v,2) = E(2). ﬁ . 0) ey
+ Le plan ], = (M,f, E) passant par M en /(
perpendiculaire a (Ox) est un plan de symétrie pair. Ee
MMy ainsi:E = E, + E,

+ Le plan [Iy=(M,ik) passant par M en
perpendiculaire a (Oy) est un plan de symétrie pair. Ee [14, ainsi : E = Ex + Ez
Ainsi, E € [[;n[]; dou:

X

Figure 1-12

E = E(®)k

De plus, le plan chargé xOy étant un plan de symétrie paire, le champ E en un point M’
symétrique de M par rapport a ce plan est :
E(M") = —E(M) avec E(M") = E(—3) = E(—2)k et E(M) = E(z) = E(z)k, ce qui implique
que :

E(—2) = —E(2)

b)  Calcul du champ électrostatique E(M)

Tenant compte de la symétrie de la distribution plane de charge, nous choisissons comme
surface fermée X le parallélépipede droit dont les génératrices sont normales au plan charge, fermé
par deux sections droites notées X1 et X1 d’aire S, passant respectivement par M(x,yz) et par
M’(x,y,z), le point syémtrgiue de M par rapport au plan xOy ( Figure 1-13).

®) EM)t
ey M| T

— 4 |

. L e} - i (c>0) 1 k|lo+«®)
(0>0) ¥ == 1 | ;
N (Zz):‘p{?’l“:@)

E(MYY n

-y |-

Figure 1-13
Le flux de E sortant de la surface latérale 5 du cylindre est nul car en tout point de X, on a: E-
ds, = 0.
Le flux sortant de X se réduit au flux sortant de X1 et X2 :

¢=# E-di:ﬂ E(M)-dfl+ff B - d5,
> 21 2:2
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P = E(z)(E-ﬁl)fE d§1+E(—z)(E-ﬁ2)fz ds,

Avec (k7)) = 1; (k- 71,) = —1 et ff, ds, = 11, dS, =S
¢ =[E(z) —E(—3)]S avec E(—3z) = —E(3)
¢ =2E(3)S

La charge a I’intérieur de la surface de GAUSS est :

Qine = ﬂ. odS = oS
o

Or, d’aprés le théoreme de GAUSS, on a:

A
2E(z)S = —
€o

D’ou le champ E

e Pourz>0:E = +Zk
250

e Pourz<0:E = -2k
250

Ces deux résultats peuvent étre condensés sous la forme :

o z

k(z #0
280 Zl (Z )

E =

& Ce résultat peut étre retrouvé en choisissant comme
surface de GAUSS X la surface fermée formé par le
cylindre droit, dont les génératrices sont normales au plan
chargé, fermé par deux sections droites d’aire S, passant
par M(x,y,z) et M’(x,y,—3).

& Le champ E change de sens a la traversée de la nappe o
chargée et subit une dicontinuité égale a U/(go ( Figure I- o
14). 2,

“3En réalité, il n’existe pas de distribution plane de
dimensions infinies. Cependant, la distribution plane est Figure I-14
considéré comme infinie si on ne considére que des points
placés loin des bords de la distribution, ¢’est-a-dire des points dont la distance a la surface chargée
est petite par rapport aux dimensions de celle-ci.

A E(z)
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c)  Calcul du potentiel électrostatique V(M)
En choisissant I’origine des potentiels dans le plan xOy :

A
V(z=0)=0 V(@)
V(2) =fOZdV= —f;ﬁ-d?avec df = dzk
ePourz > 0:V(z) = —%fozdz=—%z 0 >,
0 0
ePourz < 0:V(z) =+ -~ [ dz=+-—2
0 0
Soit
V(@) =~z
z3)=—=—I|3
2¢ Figure I-15

"~ A la traversé du plan chargé, le potentiel y est continu (figure 1-15).

2- Cylindre chargé uniformément en surface

2-1 Enoncé

Soit un cylindre (C) d’axe z'z, de rayon R, de longueur infinie, uniformément chargé avec une
densité surfacique de charge 6 > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point
de I’espace.

2-2 Solution

a) Variable dont dépend E et sa direction

Le cylindre chargé a un axe de révolution Oz ( figure 1-16). Le systeme de coordonnées le plus
adapté est le systéme cylindrique de base (u,, ug, U,) . Cette distribution de charge est invariante
par translation suivant Oz et par rotation d’angle 8 autour de 0z.

E(M) = E(r,6,3) = E(r)
Le plan [T, = (M, 4, u,) passant par M et I’axe (0z) est plan de symétrie pair.
E € [l ainsiE = E, + E,.

Bl Le plan [T, = (M, 4,,ty) passant par M et perpendiculaire a 1’axe (0z) est plan de symétrie
pair.E € [];n [I, , ainsi on aura un champ radial de la forme E = E(r)%,

Aussi, le systéeme possede une symétrie de révolution par rapport a ’axe z'z, et de translation

parallelement a cet axe : le champ E enun point M situé a la distance r de 1’axe est donc de la
forme :

EM) = E(r)u,
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b) Calcul du champ électrostatiqgue E(M)

La surface fermée X que nous choisissons pour calculer le flux de E est une surface de méme
type que la surface chargée constitué d’un cylindre d’axe z'z, de rayon r, de hauteur h ( figure 1-16).

Le flux de E a travers de GAUSS s’écrit :
® = f, E-d3 avec, dS, = rd0dzi, et dS, = d%, = rdrdok

cp:# E-dfzﬂ mmﬂ E-d§2+ﬂ E-d3,
z 21 Zy )

Lefluxde E = E (Mu,, atravers les surfaces planes X et  étant nul (en tout point de ces surfaces,
onaE(r) L 7, et E(r) L #,). Le flux sortant T se réduit a :

o = [f, (E(M)i,)- d¥, avec d¥, = rdfdzi,

Avec, X, : surface latérale de X.
Puisque E(r) et r sont des constantes, on a :

21 h
D = E(r)rf d@f dz = 2nrhE(r)
0 0

Aussi le théoréme de GAUSS, s’écrit :
Qint

€o

® = 2nrhE(r) =

Qint = JJ; 00dS avec dS = Rd6dz
Et puisque o, est uniforme, ona:

Qint = UoRf

2m z
deo f dz = 1nRhao,
0 0
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Le théoréeme de GAUSS s’écrit donc :

2nRho,
¢ = 2nrhE(r) = 0
€o
En simplifiant par 2rch, la valeur du champ électrostatique E (1)
ooR 2
Er>R) =—2=
& T
Par raison de symétrie, on sait que E(M) est porté par i,.. On obtient finalement
S ooR U
Er>R="-=ZL
& T

Dans ce cas, la charge a ’intérieur du cylindre ¥ de rayon r <R étant nulle, Q;,,; = 0.
Il s’ensuit, d’apres le théoreme de GAUSS, que la norme du champ est nulle, E(r) = 0.

Ce qui conduita: E(r < R) = 0.
Le champ E normal & la surface chargée, subit une discontinuité égale & 00/80 (figure 1-17).

E(r)

ag 2

) --“-‘--‘\
8] R r

Figure 1-17
c) Calcul du potentiel électrostatique V(M)

V(r) = —[E-dl avec dI = drii,
DouV(r) = — [E()dr

ooR (dr ooR
V(r) = ——— | — =———1Inr +cste
& r o
Dans le cas d’une distribution surfacique portée par le cylindre infiniment long, on prendra

Iorigine des potentiels, a une distance finie 7, de I’axe du cylindre ( par exemple 75 > R; V) = 0).

o
V(ir=ry) = -2 Inry +cste=0
€o
ooR
cste = — Inry
€o
Ainsi, on aura aoR T,
V(ir=R) = —— In—
& T

V(r < R) =cste
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La constante est déterminée par continuité du potentielenr = R:

Ainsi, onaura: V(r = R) ;g = V(r < R) ;g = 2= In2
0

3-  Sphére chargée uniformément en surface
3-1 Enoncé

Soit une sphére (S) de centre O et de rayon R, chargée uniformément avec une densité
surfacique de charge o > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de
I’espace.

3-2 Solution
a)  Variable dont dépend E et sa direction

La sphére chargée est invariante par double rotation, I’une d’angle 6 autour de i, et ’autre
d’angle ¢ autour de . On dit que la sphere a le point O : On dit que la sphére a le point O comme
centre de symeétrie ( figure 1-18). Le systeme de coordonnées le plus adapté est le systéme sphérique
de base (,, g, Uy).

E(M) = E(r,0,9) = E(r)

Bl Le plan méridien ], = (M,,,1y) est plan de
symétrie pair.E € [[,,, ainsiE = E, + E,. -
Le plan [I, = (M,4,,uy) passant par M et
perpendiculaire a 1’axe ( 0z) est plan de symétrie
pair.E € [I,n[1, , ainsi on aura un champ radial de la

forme E = E(r)i, avec U, = ”Z:Z” >y
Le champ E créé par cette distribution & symétrie
sphérique en un point M est porté par le vecteur i, et ne
dépend que de la variable d’espace r = ||W||
Figure 1-18

b)  Calcul du champ électrostatique E (M)
La surface fermée X que nous choisissons pour

calculer le flux de E est une sphére de centre O, de rayon r :
surface de méme type que la surface chargée ( figure 1-19).

Le flux de E & travers X est donné par:

®=d¢h E-d avec, E(M) = E(r) i, et /
d = dX U, =r?sin6do dei, |
Le champ E est en tout point de X porté par la normale '
« sortante » ii,. et sa norme est constante en tout point de X.

o= E(r)rzf

0

21 ..
sianHf do = 2nE(r)r?[— cos O]F
0
= 4mtr2E(r) Figure 1-19
Le théoréme de GAUSS s’écrit :

T
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® =4nr?E(r) = Qint
€o

La charge a I’intérieur de la surface de GAUSS X dépend de la position de M. Deux cas peuvent
étre distingués : M est extérieur a la sphere chargée (S) ou M est intérieur a (S).

La charge a I’intérieur de la sphere X de rayon r > R est :

Qine = [f; 0 dS avec dS = R?sin 6 dfdy et puisque 6 est uniforme, ona:

s 21
Qine = chlf sin dHJ de = 4mR%0
0 0
Le théoréme de GAUSS s’écrit donc :
2
® = 4nr2E(r) = 22 et en simplifiant par 4, la norme du champ sécrit :
oR? 2
E(r>R)="—2
& T

Par raison de symétrie, le champ E(M) est porté par i, : on obtient finalement :

Bon = Ear>py= T
- BV gy 12
Si on pose Qin; = [f; 0dS = 4mR*c alors on aura :
- - l_'i
E(M)=E(r >R) = ¢ 4
41y 12

& Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale de
la sphere, Q concentrée en 0.

Dans ce cas, la charge a I’intérieur de la sphére de rayon r < R estnulle : Q;,; = 0.

Le théoreme de GAUSS conduit a :

® = 4mr?E(r) = 0 et ainsi la norme du champ est nulle.

E(r < R) = 0, ce qui implique que : Er<R)=0

Le champ électrostatique E (r ) subit une traversée de la surface chargée une discontinuité égale a
9 /¢, (figure 1-20).

E()

g Figure 1-20
€o
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c)  Calcul du potentiel électrostatique V(M)
V(r) = —fﬁ dl = —gradV (M) ce qui donne en projetant sur i,
av

E(r)= E.4, = —=, douV(M) = — [E(r)dr

@ SiMestalextérieura(S):r. > R

----------------------------------------------- T

ooR?
V(M) = — f E(r)dr = + cste
&oT
En choisissant I’origine des potentiels a I’infini (V' (r = c0) = 0), on obtient :
ooR*?
V(M) = — f E(r)dr = + cste

&T

Ainsi, on aura

oo R? Q
ET dmtegr

V(M) =V(r=R) =

<3|

Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale de
la sphére, Q concentrée en O

Le champ est en tout point intérieur a S est nul : Le potentiel estdonc V(r < R) = cste.

Pour déterminer la constante, nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pour (r = R).
ooR
V(rs R)rp =V(r2 R)rop =——
0
Nous pouvons trouver cette constante en écrivant :
V(r< R)=V(r=0), avec V(r = 0) est le potentiel au centre O de la sphére S obtenu a partir

d’un calcul direct suivant la relation :

dv = -2 Lavec, r = ||PM| = R
ATTEY T
1 odS o oR
Et V(T‘ < R) = V(T' = 0) = Py -US R = ameoR ffS ds = ;

Alors le champ est discontinu a la traversée de la charge ( figure 1-20), le potentiel
électrostatique est continu ( figure 1-21).

V()|
Figure 1-21
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4-  Sphere chargée uniformément en volume

4-1 Enoncé

Soit une sphére (S) de centre O et de rayon R, chargée en surface de densité volumique p uniforme.
Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de 1’espace.

4-2 Solution

a)  Variable dont dépend E et sa direction
Les mémes considérations de symétrie évoquées précédemment suggerent que :

E(M) = E(M)i,

b)  Calcul du champ électrostatique E (M)
Pour une sphere fermé X de centre O et de rayon r, le flux sortant est :
> = ¢f E - dX avec, d% = r?sin 0d6 doii,

Le champ E esten tout point de X porté par la normale « sortante » i,. et sa norme est constante

en tout point de X.
T 21

o= E(r)rlf sinfdf | de = 1nE(r)ri[—cos 8] = 4nr?E(r)
0 0
Le théoreme de GAUSS s’écrit :
® = 4nr?E(r) = Qine
€o

La charge volumique a I’intérieur de la sphére de rayon r = R est donnée par:
Qine = JJJ, pdravecdr = R*dr sin6 dfdg

21

T 3 4
Qint = psz drj sinf df deo = =nR3p
0 0 0 3
Le théoreme de GAUSS s’écrit donc :
® = 4nrlE(r) = glgnR3p et en simplifiant par 47, la norme du champ s’écrit
0

& Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale a la charge totale de
la sphére, Q concentrée en O.

m

i SiMestalintérieura(S).r<.R

La charge volumique a I’intérieur de la sphére de rayon r > R est donnée par:
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Qint = fffT pdtavec dt = r?dr sin 0 dfde

r b1a 2T 4
Qint = pf rldrf sianGf dp ==nr3p
0 0 0 3
Le théoréeme de GAUSS s’écrit donc :
® = 4nr?E(r) = gignr3p et en simplifiant par 4772, la norme du champ s’écrit
0

p
E(r) = —
(r) 36"

Par raison de symétrie, le champ E(M) est porté par i, : on obtient finalement :

_ — pr Q ru
EM) =BG =R =g i =g
0 0

On peut remarquer que pour (r = R), le champ est le méme que si la charge Qi = %nR3p
était concentrée au centre de la sphere O ( figure 1-22)

E(r)“

p R
3¢& 1 Figure 1-22

v

c) Calcul du potentiel électrostatique V(M)
V(r) = —fﬁ dl = —gradV (M) ce qui donne en projetant sur i,
E(r) = E.ii, = - doaV(M) = — [E(r) dr

pR3 r 1 . ~ pR3
i SiMestalinterieura (S rs<.R
p (" p r?
V(M) =V(r<R)= —fE(T)dT = _3_€of0 r i, dri, = —3—603+cste
Pour déterminer la constante, nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pour (r = R).
V(r< R)y=r=V(r=R) =z =LR2 = —LR—2+cste
- = TR T 3, 3e, 2
Ce qui donne :
p 2 R2 p 2 !
te=-—|R°+—|=-—R"d
cste 3€0< 5 > 20, ou
p P p
VIM)=V(r< R)=——712+—R2=-""(3R%2 —72
(M) =V(r < R) = —gr?+ 1=R? = == (3R =1%)
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Ainsi pour r > R, le champ et le potentiel sont les mémes que si toute la charge Q était
concentrée en O ( figure 1-23)

V(r) 4

>

oR?

2¢&q

Figure 1-23
oR?

3¢,

v
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CHAPITRE 2
ELECTROCINETIQUE

2.1 Densité de courant

Considérons une distribution de porteurs de charge dans laquelle chaque porteur p; a une masse
m, et une vitesse vi par rapport au référentiel du laboratoire R. Admettons que ces porteurs soient
ponctuels, ce qui revient a négliger leurs structures internes.

En chaque point P de la distribution, la charge volumique macroscopique p est définie par:
AN

e M)qu

ou la sommation est effectuée sur les AN charges contenues dans un élément de volume AV entourant
P; les dimensions de cet élément sont grandes devant les distances interatomiques, mais faibles devant
la distance d'observation (Fig. 11.1).

Figure 11-1

Les différents porteurs de charge peuvent étre répartis en plusieurs groupes (électrons, protons,
anions ou cations particuliers) caractérisés par une méme valeur qo: de la charge. La charge
volumiques p,: associée a un type déterminé de particules s'écrit alors :

Pa = ANcrqa Nod o

AF?

AN, étant le nombre de porteurs a contenus dans I'élément AV et n, = AN, /AV leur densité
volumique. La charge volumique totale p est donc la somme des charges volumiques partielles p,:

P ﬁ anAN Zq“ AT) ZQR”a Zpa avec pPp = g qy
& a

Remarquons que, dans un milieu neutre (p == 0), les densites volumiques de charges p,: de signes
opposés, peuvent atteindre des valeurs tres elevées.

2.2 - Courant volumique
On caractérise le transport de matiére associe a une particule de masse m; animee d'une vitesse

v; par sa quantitt de mouvement m;v; . De méme, on caractérise le transport de charge en

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015



introduisant la quantité q;v;: 1l est alors naturel de definir, en chaque point P de la distribution, le
vecteur courant volumique J par:

I AN
J e AT ZI qiVvi
=

Le calcul de J s'effectue en plusieurs étapes. D'abord, on sépare les divers types a de porteurs :

1 AN,
J= :3“(7‘ Z(](, ;ij’

(23

On définit ensuite la vitesse moyenne, appelée aussi vitesse de dérive de I'ensemble des porteurs,
par:

1 AN,
Vo = ANQ zvrru’
=

Il en résulte que J peut se mettre sous la forme:

1 -~ —,
= ﬁ LANn{q“vn = LJ(I‘

AveC ], = NeQaVa = PaVa

Le vecteur courant volumique total apparait ainsi comme la somme vectorielle des courants
volumiques partiels. Notons que, parmi les différents types de porteursa, seuls participent au courant
électrique ceux dont la vitesse de dérive v,: n'est pas nulle, alors que tous contribuent a la charge
volumique.

2.3 - Intensité du courant électrique

Dans les matériaux conducteurs, on distingue habituellement deux catégories de charge. Les
unes fixes ou liées, dont I'amplitude des déplacements reste microscopique, ne participent pas au
courant volumigque macroscopique en régime stationnaire. Les autres, mobiles ou libres, peuvent se
déplacer dans I'ensemble du matériau ; aussi sont-elles seules a contribuer au courant macroscopique.

Ainsi, dans le cuivre, en moyenne, un électron par atome se déplace librement dans le réseau
des ions Cu™ fixes.

Si p, py et py, représentent respectivement les charges volumiques totale, fixe et mobile, on a
évidemment :

p=p;r+t Pm

Notons que les lois de I'électrostatique, théoreme de Gauss par exemple, font intervenir la charge
volumiques totale p, alors que les lois qui régissent le mouvement macroscopique des charges ne font
intervenir que p,, . pans un milieu neutre (p = 0) , la densité des charges mobiles, souvent trés
importante, est compensée en tout point par celle des charges fixes (o = —py,) .
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Lorsqu'il n'existe qu'un seul type de charges mobiles de densité p,,, et de vitesse de dérive moyenne
v, le vecteur courant volumique s'écrit simplement :
J = pmV
L'intensité du courant électrique qui traverse une surface orientée S est définie par le flux du vecteur
J, a travers cette surface :
= [J -ndS
JS

Pour un élément de surface dS autour d'un point P dans un milieu matériel, le courant élémentaire
correspondant & pour expression :

di=J-ndS=p,v-ndS
si la distribution ne contient qu'un type de charge mobile. Ainsi, l'intensité d'un courant est une
grandeur algébrique : elle est positive si le sens positif arbitrairement choisi pour n coincide avec le
sens de déplacement des charges positives ; sinon elle est négative :

pourpm>0 dli=p,v ndS>0 si v-n>0

L'unité Sl d'intensité est I'ampere (A), du nom du physicien francais A.M. Ampeére. La définition de
cette unité s'appuie sur l'interaction entre deux courants rectilignes, distants de 1 m.

Le courant volumique s'exprime donc en A.m™. La norme de J représente le courant qui traverse
I'unité de surface perpendiculaire a J (Fig. I11.1) :

J:H.]sz—; avep  AS=dSoosd ot 8= 1)

L'intensite dl, qui traverse I'élément de surface dS, est donc:

dl = ppvdScosé

Dans cette expression, p,,v dS cos@dt est la charge mobile 6¢,, contenue dans un cylindre d'axe
parallele a v, s'appuyant sur I'élément de surface dS et de longueur vdt. L'intensité d | représente
donc la charge 6¢,, : qui traverse d S pendant I'unité de temps:dI = 6q,,/dt

) 9 y Figure 11-2
| a5, = dS cosf

Pour une surface quelconque S, l'intensité 1 représente la charge mobile totale §q,, qui traverse
cette surface, dans le sens défini par la normale n, pendant I'unité de durée:
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2.4 Equation locale du bilan de charge
En tenant compte de I'expression de la charge totale contenue dans le volume V/, I'équation précédente

s'écrit:
d . "
d/pd( %J ndS——[dled("

en utilisant la formule d' Ostrogradsky.

Comme, en général, la densité volumique de charge p dépend a la fois du temps et de la position,
p = p(r,t), etque lasurface S est fixe, ona:

d [ : W i AP o )
— d0= | —d0 dol —dV=— ] div]dD
dr ,’0 / ot o /( ot / il

Cette relation étant vraie quel que soit V, on en déduit I'équation locale traduisant le caractéere
conservatif de la charge électrique; appelée aussi équation de continuité relative a la charge:
dp

Frin —div]

2.5 Loi d’Ohm

La loi d'Ohm, établie par le physicien allemand G. Ohm en 1816, est une relation liant les
courants qui apparaissent dans un conducteur aux causes qui les produisent. Une telle loi ne présente
pas le caractére universel des lois de I'électromagnétisme. On dit que c'est une loi constitutive ou une
relation de milieu.

2.5.1 - Loi d'Ohm locale. Conductivité

L'apparition d'un courant électrique dans un milieu conducteur traduit la rupture d'un équilibre.
Expérimentalement, on constate qu'un courant circule dans un conducteur s'il existe un gradient de
température, de potentiel électrique ou de concentration de porteurs. Nous ne considérons que le cas

d'un courant provoqué par un gradient de potentiel, c'est-a-dire par un champ macroscopique E, la
concentration des porteurs et la température étant supposées uniformes.

Le lien entre le vecteur courant volumique Jetle champ E dépend du milieu considéré et de la
valeur de E. L'expérience montre que, si I'écart par rapport a la situation d'équilibre est assez faible,
ce qui est réalisé si E nest pas trop grand, le vecteur T est, en premiére approximation, proportionnel
au champ E qui lui a donné naissance :

w31}

Nt |,
I

ou le coefficient o, qui ne dépend pas de E, s'appelle la conductivité du milieu. Cette relation linéaire
est connue sous le nom de loi d'Ohm locale. Lorsqu'elle est vérifiée expérimentalement, le milieu est

dit linéaire. Si le milieu est homogeéne, o est en outre uniforme. Dans la plupart des matériaux, ] est

parallele a E : le milieu est isotrope, sa conductivité est représentée par un scalaire réel positif.
L'unité légale de conductivité est le siemens par métre (S.m™*), du nom de I'ingénieur allemand
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W. Siemens. On introduit parfois l'inverse de la conductivité, 1/y, ou resistivité, noté souvent p, a ne
pas confondre avec la charge volumique ou la masse volumique.

Exercices resolus
“JExercice.l:
Un conducteur de cuivre a un diametre de 2,05mm. Une longueur de 15 m est parcourue par
un courant d’intensité 20 A. Trouver I'intensité du champ électriqueE, la vitesse d’entrainement U
des charges, la chute de tension et la résistance d’une longueur de 15 m.

" Exercice.2 :
On se place dans un conducteur de conductivité y.

1- Rappeler la loi d’Ohm locale et I’équation de conservation de la charge.

2- En déduire I’équation aux dérivées partielles satisfaite par la densité volumique de charges p
présente dans le conducteur.

3- Résoudre cette équation différentielle, en appelant p, (M) la valeur de p en tout point M a I’origine
des tempst=0.

4- Pour un point M quelconque de ’espace, tracer 1’allure de la courbe p(t), décrire le phénomene
qui a lieu et en donner une durée caractéristique .

5- Application numérique pour un bon conducteur : y = 10°SI, &, = 8,85 - 107 125].

Calculer 1. En déduire qu’un bon conducteur ne peut étre chargé que sur sa surface.

Solutions
= Exercice.l:
La surface de la section droite est :
2,05 %X 1073m
. (f
20

On en déduit J = ﬁ = = 6,06 X 10° A/m?

1
> = 3,30 X 10~ ®m?

La conductivité du cuivre est 6 = 5,8 x 10’ S/m. Donc

E = ]—6’06X106—104x10—1v
T 5 58x107 /m

V=El= (1,04 x1071)(15) = 1,56V

R—V— 1’56—780><10-1Q
7 20

La mobilité des électrons dans le cuivre est u = 0,0032 m?/V.S et puisque o = pp, la densité de
charge est
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p =2 28X 107 e 101 ¢/m?
U 0,0032 ’
A partir de ] = pU, on trouve que la vitesse d’entrainement des charges
_]_6,06><106_ 4
—;—m—3,35>(10 m/s

i Exercice.2:
1- Laloi d’Ohm locale s’écrit :

JM,t) =yEM, ),
Ou f(M, t)représnete la densité de courant volumique qui traverse le conducteur en un

point M a I’instant t et E(M, t) le champ électrique au point M a I’instant ¢.
L’équation de conservation de la charge s’écrit :

.2 dp
div j(M,t) +E M, t) =0,

Ou p(M, t) représente la densité volumique de charges présentes au point M a I’instant t.
2-  On peut écrire une relation entre le champ électrique et la densité volumique de charge :

. 0
v div E(M, t) + a—i (M,t) =0,
Il faut alors trouver une relation entre le champ électrique E(M, t) et la densité volumique de
charge. Il s’agit de I’équation de Maxwell-Gauss qui permet d’écrire : div E(M, t) = paLD

9 ‘0
On en déduit: L p(M, £) + 2L (M, ) = 0.
& at

p(t)
N . cees . Po ~
3. On retrouve la une question différentielle du ,
premier degré qui se résout sous la forme : 4p,
t T T I'.
p(M,t) = p,(M)e =, avect = % > \
4. La courbe représentant 1’évolution de la %--

densité p volumique de charges a une forme
. , . 5 . \
exponentielle décroissante. L’étude de la fonction 2P| \

5 \
exponentielle décroissante nous permet de dire
qu’au bout d’un temps Po | \
t = 3tona p(M,t) = 0.05p, et au bout d’un 50 \\\“M
tempst = 5t,p(M,t) < 0.01p, 20 — T | -
5. Application numérique : T = 8.85 - 10~ 18s 0 t© 2t 3t 4 5t 6t t
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CHAPITRE 3
MAGNETOSTATIQUE

3.1 Champ D'induction Magnétique D'un Courant Stationnaire.

La présence, au niveau d'un point P, point moyen d'un volume
élémentaire d7p , d'un courant stationnaire de densité f(P), entraine
I'apparition au point d'observation M d'un champ d'induction magnétique
élémentaire :

> — Figure 111.1

('Ici les longueurs sont en métres, j en Ampere/métre carré; la constante u,, per-
méabilité magnétique du vide, vaut
Uo = 41 X 1077

ce qui définit I’unité d'induction magnétique : le Tesla.)

On admet (ce que suggere I'expérience) qu'il y a superposition des champs magnétiques créés par des
éléments de courants distincts. S'il y a des courants stationnaires, définis par le champ de vecteur j(P)
a I’intérieur d'un volume Q, l'induction magnétique totale qu'ils créent en M sera donc :

B(M) = Wﬁugﬁ.m.d@ (3.2)

Un cas particulier important est celui ou les courants sont confinés a des circuits filiformes de
dimensions transverses négligeables (négligeables devant les dimensions longitudinales des circuits,
ou les distances point du circuit-point d'observation). La répartition du courant sur une section d'un
de ces circuits perd son intérét : seule subsiste la notion d'intensité | parcourant le circuit.

Le volume élémentaire dtp de (3-2) est en fait un petit cylindre de -
longueur dl, taillé dans le circuit, et entourant le point P. Si s est l'aire d'une JP) (M)
section droite du fil, on a : dtp=dl.s. " >

Le vecteur j(P) est nécessairement longitudinal au fil : les charges
mobiles suivent le circuit. Ce vecteur est donc perpendiculaire a la section
droite s. Son flux a travers s est simplement j(P).s, et
c'est I'intensité | dans le fil. Figure 111.2

On voit ainsi que le module du vecteur J . dr qui intervient dans (3-1) peut se transformer en :

j.dt=j.sdl=1.dl
Si au segment dl, nous associons un vecteur dl élémentaire de longueur dl, orienté dans le sens de 7,

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015



nous aurons, vectoriellement cette fois-ci :
Ldl=7j.dt

(3.1) se transforme alors en :

Uo 1.dI APM

dB(M) = 2. ——— :
(M) e VE (3.3)
et (3.1) en
- Y L.dl ABM
B(M)=ng Ho w0alni? (3.4)
—~ Jc, 4m PM3

ol Cj représente le i*™ circuit, de point courant P;, parcouru par l'intensité I (Remarquons qu'un
circuit, en régime stationnaire est nécessairement fermé, d'ou la notation de I'intégrale curviligne :

_cﬁc;. (3.3) et (3.4) constituent la loi de Biot et Savart. Nous étendrons cette dénomination aux relations

plus générales (3.1) et (3-2). L'induction magnétique étant définie, nous entreprenons le calcul de sa
divergence, et de son rotationnel.

3.2. Calcul De Div B : Potentiel Vecteur.

Calculons directement la divergence du champ élémentaire (3.1) dans un systeme d'axes centré
en P, I’axe Oz étant colinéaire a J; X, y et z sont les coordonnées de M;
r=PM. Il vient :

de=(Z—7OT.jdr).(—3—3)

dB, = (Z—;.j dr). (:—3)
dB, = 0

s = (32.5.1) | (5 (- 3)- () + .

Pour r # 0, on a donc div ( ﬁ) = 0. N'y a-t-il pas une singularité a I'origine (comme pour le champ

Et

électrique d'une charge ponctuelle), avec une div (ﬁ) finalement proportionnelle a §,(M)?
Dans ce cas, l'intégrale triple de div (ﬁ) sur un volume limité par une surface fermée S
entourant P serait non nulle : or cette intégrale est égale au flux de dB a travers S. Prenons pour S

une sphére de centre P; dB est tangent a la sphére en tout point de sa surface et son flux a travers elle
est nul. Nous ne rencontrerons pas ici les anomalies vues pour le champ coulombien ; on a partout :

div (ﬁ) =0, et de méme, pour l'induction magnétique totale :
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divE =0 (3.5)

Ainsi apparait une propriéte fondamentale : I’induction magnétique en régime stationnaire est a flux
conservatif.

On sait alors qu'il existe, pour le champ B, des potentiels vecteurs A dont il dérive, c'est-a-dire
qui satisfont :

—_—

B =70t4d (3.6)

C'est ainsi que le dB de (3.1) dérive du potentiel vecteur
Dans le systeme d'axes utilise plus haut, dA na de composante non nulle que
dAz— ] dr. ( ) Il vient

— dA 1
rot,(dA) = yz = (Z—;] dr).(—— X) dB,

Az (Mo . 1y
rot (dA) = Ox (ﬁ] dT)(ﬁ ;) dB

rotz(ﬂ) =0=dB,

En sommant sur tous les points sources, nous obtenons un potentiel vecteur pour le champ de
(3.1):

A _ﬂf o ](P)APM dtp (3.7)

Comme nous I'avons noté, la condition (3.6) ne suffit pas a déterminer 4 pour B donné : le
passage d'un potentiel vecteur a un autre porte le nom traditionnel de transformation de jauge. La
jauge (3.7) bénéficie des propriétés suivantes :
1° E(M) s'annule quand M tend vers I'infini, au moins dans les cas (seuls réalisés de fait) ou le volume
Q est borné.

1° La divergence de A est elle-méme nulle :

divA=0 (3.8)

Le potentiel vecteur (3.7) porte le nom de jauge de Coulomb.
Remarquons pour terminer que dans le cas de courants limités a des circuits filiformes, on peut
transformer ( 3.7) en :

Ay = Z iﬂ_ &l (3.9)
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3.3. Calcul De 7otB Théoréme D'Ampére.
Toujours pour des courants stationnaires, calculons rot E.
De (3.6) et de la relation rot (7ot V) = grad (div V) — AV nous tirons

rot (B) = rot (7ot A) = grad (div A) — AA
Si nous utilisons la jauge de Coulomb (3.7) et (3.8), il reste —AA4 .Onaainsi :

rorci0n) ) = = [[] o (52

.d
v (i) e

(une fois de plus, on permute 1’ordre de la dérivation par rapport a M, et de I'intégration par rapport

aP). DansAy, (j’;a:)), J(P) est une constante vis-a-vis de M : on peut la sortir du Laplacien. 1l reste

a calculer :

D'aprés la relation Ay (ﬁ) = —4m.6,(M il vient

Un calcul analogue montrerait que les deux autres composantes de rotB sont de méme
proportionnelles aux deux composantes de méme nom de j (tous ces champs de vecteurs étant pris
au point M). D'ou la relation fondamentale :

r0t B = pof (3.10)
qui constitue la forme locale du théoreme d'Ampeére.

(Celui-ci s'obtiendrait, sous sa forme « intégrale », en prenant les flux des deux membres de (3.10) a
travers une surface S limité par une courbe C. On aurait ainsi :

|| 7otB @ = | 5.

S S

Le théoréme du rotationnel permet de transformer le membre de gauche en la circulation de B sur la
courbe C. L'intégrale qui figure au membre de droite, représente, d'aprés la relation I = %ff;"‘gj.ﬁ
I'intensité I qui traverse S. D'ou I'égalité :

7( B.dM = p,.1 (3.11)
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Contrairement a (3.10), (3.11) fait intervenir le champ B en tous les points de C : il ne s'agit donc pas
d'une relation locale. On retrouve une distinction analogue a celle qu'on a notée entre

fffv divy E.dty = fff;g@dw et E =2 . Notons enfin que, de (3.6) et (3.10), nous tirons

€o

une équation reliant directement le potentiel vecteur a la densité de courant :
rot (B) = rot (7ot A) = grad (div A) — A = pof

Pour la jauge de Coulomb, le terme en div A disparait : il reste simplement
A = —pof (3.12)

dont on remarquera I'analogie formelle avec I'équation de Laplace : AV = — £

€o

3.4. Champ D'induction Magnétique di a Une Charge Ponctuelle En Mouvement.

La magnétostatique, concernée par des courants stationnaires, ne considére que les champs
magnétiques totaux (3.2) ou (3.4) produits par I'ensemble des courants ou des circuits : c'est en effet
a ce niveau que se manifeste la stationnarité du régime de déplacement des charges.

On dit par suite assez souvent que les champs élémentaires définis par (3.2) ou (3.3) n'ont pas
de «réalité physique » : il faut reconnaitre que, puisque les éléments de volume dt ou de circuit dl
ne peuvent étre isolés du reste du systeme de charges en mouvement sans en interrompre le caractere
stationnaire, on ne mesure jamais que les champs totaux (3.2) et (3.4). 1l serait cependant tout a fait
contre e nature de supposer que le champ dB de (3.1) n'est pas effectivement la contribution au B de
(3.2) des charges mobiles présentes dans I'¢lément de volume dt, (charges qui ont une réalité
physique parfaite) et qu'en ajoutant des champs élémentaires dépourvus de réalité, on obtienne, par
le jeu de compensations miraculeuses, le « bon » champ total.

Nous considérerons donc que les dB de (3.1) ou (3.3) représentent effectivement les champs des
charges présentes dans les dt ou dl considéres.
On peut méme aller plus loin. Raisonnons sur (3.1) et supposons que des charges ¢, de vitesse v, au
nombre de n par unité de volume, sont celles qui, dans dz,, , transportent le courant.

De la relation j = p¥ = n.q. ¥ : nous tirons

= M qv APM
dB = ET3 (TldTp)

Or n dryest le nombre de charges mobiles dans dz,,. Cette proportionnalité de dB a ce nombre nous

conduit a admettre que chacune des charges g, de vitesse?, placée en P (ou infiniment voisine de ce
point) produit en M le champ :

o o q¥ APM
B(M) = 32— (3.13)
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Effectivement, on verra ultérieurement que (3.13) représente une approximation du champ
magnétique produit par une charge ponctuelle en mouvement valable tant que sa vitesse v reste trés
inférieure a la vitesse ¢ de la lumiere ce qui est toujours le cas en Electrocinétique.

Remarquons que, comme l'a d'ailleurs suggéré la discussion qui précéde, I'examen d'une charge
ponctuelle isolée en mouvement nous fait complétement sortir du cadre de la Magnétostatique.
Cependant I'analogie formelle de (3.1) et (3.13) nous permet de donner trés rapidement certaines

propriétes analytiques de b:

b est a flux conservatif divb = 0

B dérive d’un potentiel vecteurb = rotd

—_—

= rot

S|
Q

4

v

i= Lo
A r

(3.14)

S (3.15)

3.5 Les propriétés de symétrie : Le champ magnétostatique et potentiel
Le champ magnétique B est contenu dans un plan d'antisymétrie,

Perpendiculaire a un plan de symeétrie de la distribution de courant

Fil ou cylindre infini parcouru par un courant uniforme

I = Tout plan perpendiculaire au fil est plan
d'antisymeétrie.

B

»= Tout plan contenant le fil est plan de symétrie
invariant par translation le long de l'axe et
invariant par translation le long de I’axe :

Le champ dépend de la distance OM

Plan infini parcouru par js uniforme

il Tﬁ

W)
k

= Tout plan parallele a js est plan de symétrie.

= Tout plan perpendiculaire a js est plan
d'antisymétrie.

= Le plan lui-méme est plan de symétrie invariant
par toute translation suivant js et pour toute
translation perpendiculaire a js.
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Spire ou anneau parcouru par un courant uniforme

= |'axe du systéme est axe de symetrie.
I = Le plan de la spire est plan de symétrie.

iy = Tout plan contenant lI'axe de la spire est plan
R """'74' d'antisymétrie.

\ = Systéme invariant par rotation autour de l'axe.

Solénoide infini
= Tout plan contenant I'axe est plan d'antisymétrie donc le champ magnétique est porté
par l'axe.
= |nvariance par rotation autour de I'axe.
= Invariance par translation.

Soit M un point de I’espace ou I’on souhaite calculer le champ magnétostatique B créé par une
distribution spatiale de courants électriques.
Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des courants électriques, le

champ magnétique B est perpendiculaire a ce plan de symétrie.
Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des courants ¢électriques, le

champ magnétique B est contenu dans ce plan d’antisymétrie.

& Le potentiel-vecteur

Soit M un point de I’espace ou 1’on souhaite calculer le potentiel-vecteur A créé par une
distribution spatiale de courants électriques.
Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des courants électrique, le

potentiel vecteur A4 est contenu dans ce plan de symétrie.
Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des courants €lectriques, le

champ vecteur A est perpendiculaire a ce plan d’antisymétrie.

Exercices résolus

- Exercice.1:

Déterminer le champ magnétique B créé en tout point de I’espace ou il est défini par un fil
cylindrique rectiligne d’axe0Oz, de section circulaire de rayonR, parcouru par un courant volumique

d’intensité totale I et de densité de la formef = Jo %ﬁz, ou r désigne la distance a I’axe Oz.
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Exercice.2:

Montrer En utilisant les équations locales (de MAXWELL), déterminer, z
partout ou il est défini le champ magnétique B créé par un cylindre rectiligne
infiniment long, a base circulaire de rayon R et parcouru par un courant -
d’intensité I dans la direction de 1’axe et de densité de courant uniforme dans N [

le volume du cylindre. Le milieu extérieur est assimilable au vide.

"~ Exercice.3:

Monter Un fil conducteur cylindrique, noté (1), non magnétique, de rayon R, d’axe A = (0%),
de trés grande longueur, est parcouru par un courant continu., d’intensité I.
Le milieu (1) est assimilable au vide. Le fil est entouré par un isolant et par
un autre conducteur cylindrique noté (2), de rayon intérieur R,, et de rayon
extérieur R;.
Le courant d’intensité / passe toujours dans le fil (1) et revient en sens
inverse par le conducteur (2), la densité de courant étant toujours uniforme
et paralléle a I’axe 4 dans chacun des deux conducteurs.

En utilisant les équations locales de Maxwell, déterminer le vecteur champ magnétique B créé par ce
courant. Tracer la courbe B(r).

" Exercice.4:

Soit un cylindre métallique de conductivité y, de rayon a et de longueur L, est placé a I’intérieur
d’un long solénoide de méme axe que le cylindre, de rayon R, ayant n spires par metre, parcouru par
un courant de basse fréquence d’intensité i(t) = I, cos(wt).

L

a I
z A [a z
U

..".

S~

i(t)

1-  Rappeler I’expression du champ magnétique créé par ce solénoide en tout point de 1’espace.

2-  En déduire que nécessairement, un champ électrique E est créé. Le déterminer a I’intérieur du
soléenoide.

3-  En déduire la densite de courant volumique f qui apparait dans le cylindre conducteur.

4-  Déterminer la puissance instantanée dissipée par effet joule dans la conducteur. Déterminer, a

I’intérieur du cylindre, le champ magnétique variable B', supposé nul a I’extérieur du cylindre et créé
par la densité de courant volumique.

5-  Calculer le rapport des amplitudes des champs BetB' Interpréter.
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Solutions
2= Exercice.l:

La distribution de courant a une forme cylindrique, on travaille alors en coordonnées
cylindriques d’axe (0z).
B est dirigé selon le vecteur unitaire iy de la base

cylindrique. Donc la distribution est invariante dans toute - ”i’
rotation autour de son axe, ainsi que dans toute translation selon - Uo
axe. OnendéduitB =B(r). b I ____________ /_,a
Dans un systéme de coordonnées cylindriques, on a: T
B(M) = B(r)i, ti

On connait le champ magnétique sur I’axe, on commence donc i
a étudier I’équation de Maxwell dans le cylindre. '

7 Pourr < R, T0tB = p,j d’ol rotB = %% (rB)s = koo U

2 3
D’ol % (rB(r)) = Uojo %, qui donne rB(r) = uyj, ;—R + k, o k est constante d’intégration.
Le champ magnétique est nul sur I’axe B(r = 0) donne k = 0.

On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

,r3
B(r<R) = :uojoﬁ

—_—

“5  Pourr >R, 70tB =0, puisqu’il n’y a pas de courant & I’extérieur du cylindre d’ou :
T0tB = %% (rB(r))i, =0
Donc 66_7‘ (rB(r)) = 0 donne rB(r) = k', ou k'est une constante d’intégration.
Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre puisque 1’on est en présence d’une
distribution de courant volumique, d’ou B(r = 0) = u,j, g donne u,j, R?l =k’
On en déduit alors I’expression du champ magnétique :
2

B(r = R) =Mojo§

"> Enfin, on détermine j, en fonction de I. Le courant dans le cylindre est I = ffsf dsous
est la section circulaire de rayon R du cylindre, soit

ds = rdrd6i,. B(r) 4
e (i g2 (R. T 2w

Onen déduit: I = [["j-dS = [ jo-rdr [~ db = [

Z7R2j, S0it jo = ——, d’0l | = —— 77 el R

37‘[ ]0 _]O - 17TR1' ] —_— 1T[R3 T'uz E

On obtient alors : 5

B(r < R) = o ’ i
(r — ) - l'l'o 27TR3
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I
B(r=R)) =po5—

i Exercice.2:

+  Dans un premier temps, on détermine f Le courant dans le
cylindre a une direction paralle¢le a I’axe du cylindre. Donc I =

f] fsfﬁ) ol J est dirigé suivant I’axe (0z) et S set la section
circulaire de rayon R du cylindre. On considere la section du
cylindre donc ds = dS., et on suppose la répartition uniforme du
courant donc j a une méme valeur en tout point du cylindre.

On en déduit : I = j x TR%. D’0ll j = #ﬁ’z.
+ B est dirigé selon le vecteur unitaire @, de la base
cylindrique. Donc la distribution est invariante dans toute rotation autour de son axe, ainsi que dans

toute translation selon axe. On en déduit B = B(r). Dans un systeme de coordonnées cylindriques,
on a:

B(M) = B(r)iy
+  On utilise une équation de Maxwell qui permet de calculer le champ magnétique a partir de ces
sources. Il s’agit évidemment de I’équation de Maxwell-Ampére que I’on écrit dans les domaines
(r £ R) et (r = R) ou le milieu est assimilable au vide.
+  Onremarque que I’in est dans un probléme de magnétostatique ou il n’y a aucune distribution

de charges fixes : le champ électrique E est donc nul en tout point. Et on connait le champ magnétique
sur I’axe, on commence donc I’étude a I’intérieur du cylindre.

7y Pourr < R,70tB = p,j d’oli TotB = %%(rB(r))ﬁZ = U] Uy
Le champ magnétique satisfait donc I’équation :

9]

W (TB (T)) =UoJ T

2
Celadonne : rB(r) = u,j % + k ou k est une constante d’intégration.

En plus, le champ magnétique étant nul sur I’axe B(r = 0) = 0, donne k = 0.
On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

r
B(r <R) =Au0j§
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%5  Pourr >R, 70tB =0, puisqu’il n’y a pas de courant a I’extérieur du cylindre d’ou :

_ .- 10 S
tB = =— (rB(r)i, = 0
T0 3 (rB(r))u, .

Donc %(rB(r)) =0 donne rB(r) =k', ou k'est une A

. , . uaj_
constante d’intégration. :

Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre
puisque I’on est en présence d’une distribution de courant . >

2
volumique, d°odl RB(r = R) = toj = = k'
On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

2
B(r zR) = :uojoﬂ

= Exercice.3:

. Les cylindres (1) et (2) parcourus par un courant d’intensité I et de densité uniforme dans le
volume du cylindre sont considérés comme des distributions de courant volumique notés
respectivement flet fz. Les distributions de courant ayant une forme cylindrique, on travaille en
coordonnées cylindriques d’axe (0z) qui coincide avec 1’axe du cylindre.

Les distributions de courant sont volumiques donc le champ magnétique est défini et continue tout
point.

. Dans un premier temps, on détermine flet fz.

a- Pour le cylindre (1), : I = ffslfl -dS ol j, est dirigé suivant ’axe A et S; est la section
circulaire de rayon R, du cylindre. On considere la section du cylindre donc ds = dS.u,, et on

suppose la répartition uniforme donc fl a méme valeur en tout point du cylindre.

= I —

On en déduit I = j; X TR?. D’ou : J1= —pzls
Tthy

b-  Pour le cylindre (2), : I = ffszfz - dS oll J,, est dirigé suivant I’axe A et S, est la section
circulaire de rayon intérieur R, et de rayon extérieur R5. On considére la section du cylindre donc
ds = ds. i, et on suppose la répartition uniforme donc fl a méme valeur en tout point du cylindre.

. I
On en déduit I = —j, X m(R? — R?). D’ou : J2 =

—

7
m(R3—R2) *

. Dans un deuxieme temps, on étudie les symétries et invariances du champ magnétique en un
point M quelconque de I’espace.

+ B est dirigé selon le vecteur unitaire 1y de la base cylindrique. Donc la distribution est
invariante dans toute rotation autour de son axe, ainsi que dans toute translation selon axe. On en
déduit B = B(r). Dans un systeme de coordonnées cylindriques, on a:

B = B(r)u,
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+  Ensuite, il faut trouver un point ot le champ magnétique a une valeur connue. Intéressons-nous
a B(r = 0). Tous les plans contenant I’axe du cylindre sont plans de symétrie de la distribution de
courant. Donc §(r = 0) est orthogonal a tous ces plans. Ceci n’est pas réalisable que si le vecteur est
nul. Donc §(r =0)= 0.

+  Enfin, on utilise une équation de Maxwell qui permet de calculer le champ magnétique en
statique. Il s’agit évidemment de I’équation de Maxwell-Ampére que I’on écrit dans les domaines
{r <R };{Ry <7 <R,};{R, <7r < R3}et{r > R3}oulemilieu est partout assimilable au vide.
On connait le champ magnétique sur I’axe donc on commence par I’étude du champ B dans le
cylindre (1).

% Pourr < Ry, 70tB = o), d'0070tB = 2=~ (rB(1)i; = o)y U,

Le champ magnétique satisfait donc I’équation :

d :
or (rB(r)) = pojr 7

2
Celadonne : rB(r) = u,j1 % + k; ou k4 est une constante d’intégration.

En plus, le champ magnétique étant nul sur I’axe B(r = 0) = 0, donne k; = 0.
On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

B(r < Ry) = p,l ;

——u
2mR%
") Pour R{ <1 <R,, T0tB =0 puisqu’il n’y a pas de courant dans I’isolant par définition

ol " 70tB = 19 7 =0
d’ou:rotB = e (rB(r)u, =0
Donc :—T (rB(r)) = 0 donne rB(r) = k, ou k,est une constante d’intégration.
Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre (1) puisque 1’on est en présence d’une
distribution de courant volumique, d’ou B(r = R;) = yolL =22 donne : k, = Kol

177,'R1 R1 im

On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

=3 ”OI—>
B(Rl <r< Rz) = anug

5 Pour R, <r < R3,70tB = u,j, d’oli rotB = %%(rB(r))ﬁz = Uojo Uy
Le champ magnétique satisfait donc I’équation :

d
a (T‘B(T‘)) = UoJ2 T

I

2 2
Celadonne : rB(r) = Uyj1 % +k T+ k3 oU k4 est une constante d’intégration.

37 THonwRemRD 2
2
Par continuité a I’interface r = Ry, R,B(r = R) = ’i—‘;rl = _“OW Rz—l + k3, donc ks =
37

1
Ho7(rz-r2) 2

On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

|2

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015



(RS~ )
2nR,(R% — RZ)

B(R, <7 < R3) = p,I

5 Pour r > Ry, rotB
d’oll : 70tB = ——(rB(r))

p isqu’il n’y a pas de courant dans I’isolant par definition
0

Donc 5 (rB(r)) = 0 donne rB(r) = k, ou k,est une constante d’intégration.

Or, le champ magnétique est continu a la surface du cylindre (1) puisque I’on est en présence d’une
distribution de courant volumique, B(r = R3) = 0 donne : k, = 0.
On en déduit alors I’expression du champ magnétique :

B(r=R;) =0

On peut tracer I’évolution du champ magnétique en fonction de la distance r a I’axe (0z) :

3
B(r)

Ry R, R t

= Exercice.4:
1- Le champ magnétique créé par le solénoide infini est :

Uonl, cos(wt)u, a I’intérieur du solénoide

0 a ’extérieur du solénoide

>el)
I

Ou 1, est le vecteur directeur de 1’axe du solénoide

2-  © Le champ magnétique est dépendant du temps. Donc Z—f est non nul. L’équation de Maxwell-

=

’ . 9 . , . L0 0B
Faraday permet d’en déduire qu’il existe un champ ¢électrique tel que : rotE = P

Afin de déterminer le champ électrique, on étudie les symétries et invariances du dispositif. Le
solénoide possede une symétrie cylindrique. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associé
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(U, Ug, Uy) OU Uy est le vecteur directeur de ’axe du solénoide. Donc le champ électrique est normal
a ce plan soit E(t) = E ()T, .

Le solénoide est invariant par translation selon son axe et par rotation d’angle 8 et z. On conclut que
E(M,t) = E(3,t)ip.

© Il reste a trouver un point particulier ou le champ électrique nous est connu. Tous les plans
contenant 1’axe du solénoide sont plans d’antisymétrie.
Or le champ électrique sur 1’axe (0z) ne peut étre orthogonal a tous ces points : il est donc nul en
tout point M de I’axe du solénoide : E (r=0,¢t)= 0.

—= 10 — dB . —
© OnarotE = ;a(rE(r))uZ =—5, = u,nl,w sin(wt) U,
On trouve alors :
2
rE(r) = uonl,w sin(wt) rT + k ou k est une constante d’intégration.

E(r =0) = 0donnedonc: k = 0.
Ceci conduita:

- T
E(r,t) = p,nl,w sin(wt) Z Uy

3- Dr’aprés la loi d’Ohm, on af = yE, d’ou:

5 r
Jj(r,t) = yponl,w sin(wt) 5 Uy

4-  La puissance volumique dissipée par effet Joule est donnée parf- E.
Donc la puissance P; dissipée dans le conducteur est I’intégrale sur le volume V' du conducteur de ce

produit scalaire.
e 72
14

Ou dt = rdrdfdz est un élément de volume conducteur en coordonnées cylindriques :
Donc:

2 . 2
P =ff, y(,uonloa) sin(wt)g) rdrdfdz = y(%&n(wt)) Jy r2dr x foznde x [ dz

On obtient :

Y .
P, = §1tLa2 [u,nl,w sin(wt)]?

5-  Le champ magnétique variable B’ est le champ magnétique creé par la densité de courant
volumique présente dans le conducteur. 1l est obtenu a partir de 1’équation de Maxwell-Ampeére :

rotB' = #oj-

© La distribution du courant vqumiquefest invariante par translation selon son axe et par
rotation d’angle 6 ( on considére toujours L tres grand). Donc le champ magnétique est indépendant
des variables 6 et z. On en conclut que E’(M, t) = B'(z,t)i,.
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© Enfin, on utilise I’équation de Maxwell-Ampére que 1’on écrit dans le conducteur (r < a).
Ona:

mﬁ’ = Uo]? d’ou ﬁi’ﬁ’ = -
On obtient :

dB'(r) , : T
5 4o = uinl,w sm(wt)zug

2
B'(r) = piynl,w sin(wt) % + k' ou k' est une constante d’intégration.
La distribution de courant est a répartition volumique donc le champ magnétique est continu a
I’interface r = a avec ’extérieur du conducteur ou le champ magnétique B’ est nul.

2
On obtient donc k' = —u2ynl,w sin(wt) aT.
On trouve alors :
B'(r) = psynl, sm(wt)Tuz
6-  On calcule le rapport des amplitudes :
r?2 —a?
Amplitude de B'(r) _ uéynlow% P =a?  |r?-a?|
Amplitude de B(r) tonl, 4 2
HoYw
Oud = |——est I’épaisseur de peau.
HoYw
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CHAPITRE 4
INTRODUCTION AU REGIME VARIABLE

4.1 Force de Lorentz
En électrostatique, une charge g placée dans un champ électrique (électrostatique) E subit une

force : F = q.E . Si cette charge est mobile, dans un repére ol sa vitesse est 7, elle subit une force
de la forme:

- =

F = q(E+3AB) (4.1)

appelée force de Lorentz, qui se décompose donc en :
- une force indépendante de ¥ : gE (4.2)

—

- une force proportionnellea v : qu A B (4.3)

(4.2), (4.2), (4.3), relations obtenues a partir d'observations expérimentales, définissent deux champs
de vecteurs : E et B.

Si la particule est immobile, seule subsiste la force (4.2). Si I'on est dans une situation d'équilibre
électrostatique, cette force (4.2) doit coincider avec F = ¢.E et le champ E avec le champ
électrostatique. Par suite nous conviendrons
- d'appeler le champ E défini par (4.2) champ électrique
(- d'appeler la force (4.2) : qﬁ, laforce électrique)

- d'imposer au champ électrique de se confondre avec le champ électrique de I'Electrostatique quand
les charges qui interviennent dans le probléme, c'est-a-dire q et les charges avec lesquelles elle
interagit, sont immobiles.

Si d'autre part les charges présentes dans le systeme sont mobiles et créent des courants
stationnaires, on constate que le champ B défini par (4.3) coincide avec l'induction magnétique
(magnétostatique) créée par ces courants. Par suite nous conviendrons :

- d'appeler le champ B défini par (4.3) champ (ou induction) magnétique

- (d'appeler la force qu A B de (4.3) force magnétique)

- d'imposer au champ E de coincider avec I'induction magnétostatique (4.1) ou (4.3) quand on est en
régime de courants stationnaires.

4.2. Le Phénomeéne D'induction Electromagnétique.
4.2.1 Circuit mobile dans une induction magnétostatique :
Soit (I") un circuit électrique (c'est-a-dire une chaine de conducteurs) filiforme, que nous

orientons, d'ailleurs arbitrairement. 1l est plongé dans une induction magnétique B créée par des
courants stationnaires : une induction « magnetostatique ». On le déplace dans ce champ d'induction.
Un porteur de charge libre présent dans le conducteur, de charge g, (par exemple un électron) aura
une vitesse de la forme U + ¥ ou :

- i est la vitesse de déplacement du porteur dans le circuit ; le circuit (n étant filiforme, 1 est porté
par la tangente a (I")
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- ¥ est la vitesse d'entrainement du circuit au point ol se trouve le porteur.

Figure IV.1

En I'absence, supposée, de champ électrique, e porteur subit une force magnétique :
F=q@+%)AB=q.E,

Ou E,, joue le rdle d'un champ électrique : nous l'appellerons, conformément & l'usage, champ
électromoteur d'induction. Par définition, on appellera force électromotrice d'induction sur (I") la

circulation de Em sur (T) :

ezjg Ep.dM=¢ (iAB) dM+jE (# AB).dM
0 )

Le produit mixte qui figure dans la premiére intégrale est nul :u et dM sont colinéaires. I reste

e & dO,
e =— VAdAM).B = —
b (@adi)B =

(4.4)

Ou d@, est le flux coupé par le circuit dans le temps dt, du fait de son déplacement. Le champ B est
a flux conservatif (nous sommes en Magnétostatique) : (4.4) est équivalente a :

OU & est le flux de B a travers (I et (%) caractérise la variation de ce flux qui résulte du

muvt
mouvement de (I") dans le champ B fixe.

4.2.2 Circuit immobile dans une induction magnétique variable.
Le méme circuit filiforme (I') est maintenant fixe. Par contre

B varie dans le temps : ce n'est plus une induction magnétique de

la Magnétostatique. (Par exemple les courants qui créent B nesont

plus des courants stationnaires. Ou encore, les circuits qui sont le g Figure IV.2

siege de ces courants, dont lI'intensiteé est maintenue constante, sont

déplacés par rapport & (T'), d'ou la variation de B au niveau de (). L'expérience montre alors que

(I") est encore le siege d'un courant induit, traduisant le déplacement dans (") des porteurs libres qu'il

contient, et qu'on peut caractériser par une force électromotrice d'induction :
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e=— (C;#f)mag (4.6)

( Ou (%’) traduit la variation dans le temps du flux d'induction magnétique a travers (I") qui

mag
résulte de la variation de E).
e ne peut plus résulter de | ‘action sur les porteurs de la force magnétique : avec les notations

du (8 4.2.1), celle-ci est en qu A B (" étant fixe, v s'annule) et sa circulation sur (I") est nulle. Si
les porteurs libres sont entrainés autour de (T') c'est qu'une force électrique est apparue, produite par

un champ électrique B tel que :

L. o
ezjg E.sz—(—) (4.7)
o) dt /inag

(Si nous retenons la notion de champ électromoteur, nous voyons qu'il se confond ici avec le champ
B)

Si i—f est la dérivée par rapport au temps qui décrit I'ensemble de cette variation de @, la f.e.m.
d'induction nous est finalement donnée par la loi de Faraday

dd

TS

(4.8)

4.3 La Forme Locale De La Loi De Faraday.
Dans (4.7) ou (4.8), comme dans (4.5) nous avons fait intervenir le flux @ de I'induction

magnétique B a travers le circuit (T). Or nous savons qu'une telle expression n'a de sens que pour

autant que B est a flux conservatif : c'est le cas en magnétostatique (d'ou (4.5)), mais, a priori, nous
ne sommes pas sars que la propriété se conserve dans le cas général des réegimes variables. Cependant
toute I'étude expérimentale tres succinctement décrite plus haut suggere tres fortement qu'on peut
extrapoler au cas général la relation fondamentale :

divB =0

(sans quoi, la signification méme du terme « flux du champ B a travers le circuit » serait remise en
cause).
Cette hypothése étant faite, (S) étant une surface quelconque s'appuyant sur (T'), (4.7) donne:

- — d - —
§ rai-- [ aa
) tls)
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Dans le membre de droite, on peut permuter la dérivation par rapport au temps et l'intégration par
. . 0B |, . e " . ”

rapport aux coordonnées spatiales. Si = désigne la dérivée de I'induction magnétique par rapport au

temps en un point fixe (d'ou le recours au d des dérivées partielles), nous obtenons :

ff E.szUf <—a—>.dSl=Jf rotE.dS
) ) t )

(gréce au théoreme du rotationnel). (S) étant, comme (T'), quelconque, I'identité des intégrales suppose
celle des intégrandes. D'ou la relation fondamentale reliant en régime variable les deux composantes
du champ électromagnétique :

rotE = —— (4.9)

Comme nous avons admis que B reste a flux conservatif quand on passe aux régimes non
stationnaires, on peut continuer a définir un potentiel vecteur A avec :

—_—

B = rotA

(4.9) donne alors :

rotE 0 (rotd) = —rot oA
=——= = —rot|{—=|
ro ot ro (0] ot
(on a permuté les dérivations spatiales du rotationnel et % ). D'ou

(. 04
rot <E +—> =0
at

= 04 |, . . . . s
Le vecteur E + e dérive donc d'un potentiel scalaire V; d'ou :

=

E=- — 4.10
gradV —— (4.10)

formule qui donne la forme générale du champ électrique : a un champ de « style » électrostatique
(dérivant d'un potentiel scalaire) s'ajoute un champ qui ne satisfait pas a cette propriété, et qui traduit

I'intervention du phénomeéne d’induction ; on pourra appeler cette composante (— Z—f) le champ
(électromoteur) d'induction.
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4.4 Energie Potentielle Magnétostatique D'un Systéme De Courants.
Soit une particule de charge g, vitesse ¥ participant au transport des courants étudiés. Dans un champ

électromagnétique (E, B) elle subit la force de Lorentz (4.1)
F =qE+UAB)

Le régime restera stationnaire si I'extérieur exerce sur la charge une force § = —F. Dans le temps
dt, la particule se déplace de, et la force extérieure fournit le travail:

dW = .5 dt = —qE. B dt
(la force magnétique, perpendiculaire a la vitesse, ne travaille pas: la force extérieure fournit un travail
opposé a celui de la seule force électrique).
Dans un volume dt, on trouve n dt particules de ce type, et le travail total fourni par I'extérieur au
niveau de dr est :

d'W = —ng¥.Edt = —].E.dt.dt
en faisant intervenir la densité de courant donnée par j = pv = n.q.v
1° Si nous sommes en régime permanent, Il champ électrique (4.10) se réduit a un champ « de type

électrostatique », dérivant d'un potentiel scalaire V. (4.11) donne, pour valeur de la puissance totale
fournie par I'extérieur aux charges en mouvement :

daw L —
— = ff Jj.gradVdr (4.11)
dt qQ

ou l'intégration porte sur le volume auquel est limité le déplacement des porteurs de charge. Avec la

relation div(fl7) = f.div V+ I7.grad f ou f représente une fonction scalaire et V étantun champ
de vecteurs, l'intégrande de (4.11) devient :

div(V.)) — V.div]

Le dernier terme disparait car on est en régime stationnaire et divf =0

Il reste :
dW _)—)
—=fff div(V.j')dT:ff V.j.ds

Ou X: est la surface qui limite Q; comme les charges ne franchissent pas X, j n'a pas de composante
normale a cette surface et le flux de j (ou de V)) a travers elle est nul. Au total:

aw

—-=0 (4.12)
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Ainsi, en régime permanent, il n'y a pas de transfert d'énergie, au total, entre I'extérieur et le systeme
de courants.

1° Supposons maintenant que nous soyons dans une phase d’établissement du régime stationnaire ;
nous supposerons cet établissement du courant suffisamment lent pour qu'a un instant donne le champ

d'induction magnétique B ou le potentiel vecteur A dont il dérive soient encore donnés, en fonction

de la densité de courant J par les relations linéaires de la Magnétostatique : (3.2) et (3.7).

Dans ces conditions, nous supposerons que si j(7) est la densité de courant au point de rayon-
vecteur 7 une fois le régime stationnaire établi (pour les temps t > T), la densité 7 (), au méme point,
a un instant t de la phase d'établissement du courant (soit pour 0 <t < T)esten:

J@E D = A). TG (4.13)

ou la fonction scalaire de t A(t) croitdeOalentret=0ett=T.

Si B(#) et A(7) sont les induction et potentiel vecteur en régime permanent, les mémes quantités,
pendant la phase d'établissement de ce régime, et du fait de leur dépendance linéaire vis-a-vis de la
densité de courant, vaudront :

B@#t)=A(). B@) ; AGF t) = A(t). AP
Reprenons (4.11), mais avec, maintenant, un champ électrique ayant la forme générale (4.10) :

E(#t) = —gradV 8 _ v iR 2
r,t) = —gra ET gra r'dt

L'énergie fournie, entre les instants t et (t + dt), par lI'extérieur au systéme de charges mobiles vaut :

- - dA
dw = fff =7 t). [—grad V- A(F).—] Jdr.dt
qQ dt

= dA.dt fﬁﬂ —J(#).grad V.dr + A(t).%dtfffﬂ F@).A@). dt

Ici encore Q est le volume ou s'établissent les courants étudiés. 7(7)1m et /T(F) sont les grandeurs
relatives au régime permanent final ; I'intégrale qui figure dans le premier terme n'est donc autre que
(4.12) : ce terme est nul.

Il reste uniquement le terme introduit par le champ électromoteur d'induction, dont la prise en compte

s’impose :
o da
dW=Hf [7.4.dt]r.—dt
Q dt
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L'énergie fournie par I'extérieur pendant toute la phase d'établissement des courants, et qui constitue
I'énergie potentielle magnétostatique Ep de ceux-ci, est donc égale a :

t=T A=1 .
Ep=W=| dw= Uﬂ 7.A.drl./1d,1
t=0 A=0 Q

Soit

Ep = %fﬂn J.A.dt (4.14)

4.5 Densité d'énergie magnétostatique.
La densité de courant 7 et le potentiel vecteur A de (4.14) sont, rappelons-le, ceux d'un régime
stationnaire, de méme que le champ magnétique B correspondant. Nous avons ainsi :

Or,ona div(§ A A)) — A.70tB — B.10tA

D’ou
1 — - 1 - 5 >
Ep = jﬂ div(B A A)dt + jﬂ B.7rotA dt
210 J)g 1uo Jg

Le domaine d'intégration de (4.14) peut étre, sans inconvénient, étendu a lI'espace entier (disons a une

sphéreX, de rayon R tendant vers l'infini, et qui englobe Q) : il suffit de prolongerf par un champ de
vecteurs partout nul hors de Q.
La premiére intégrale de Ep devient donc, grace au théoréme de la divergence :

ff (B A A).d5

Il reste finalement:

BZ
b [ L (415)
P esp 2.“0

Ce résultat nous suggere que la présence d'une induction magnétique B, indépendante du temps, se
traduit par la présence d'une énergie répartie dans I'espace avec une densité

dEp B?
dr  2u,

(4.16)

Le parallélisme de toutes ces formules avec celles de 1’Electrostatique est évident :
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dans les deux cas nous obtenons une premiére expression liée a la présence de charges fixes
(resp.mobiles) dans un potentiel scalaire (resp. vecteur). Notons au passage, pour la premiére fois, la
dualité entre les deux couples :

L densité de charge

€o

+ U] densité de courant

73 V potentiel scalaire

» A potentiel vecteur

Exercices résolus

& Exercice.1:
Deux conducteurs 1 et 2 filiformes et parallé¢les, transportant un méme curant d’intensité
i(t) =1, coswt, dans des sens opposés. Un cadre rectangulaire MNPQ set fixé dans le plan des
conducteurs.
1- Déterminer le flux magnétique ¢ a travers le cadre.
2- Déterminer la force électromotrice induite e(t)dans le cadre et donner le sens conventionnel du
courant induit i'.

A
\/

i(t) fily
filz
(e
& Exercice.2:
On dispose d’un cadre carré fixe de c6té a comportant N spires d’un fil conducteur d’extrémités
A et C dans un champ magnétique B = B,coswtu, . La

Z

normale du cadre fait un angle 8 avec u,. L’angle 6 est Il

orienté, il est donc négatif sur la figure. Cadre

1- Calculer la force électromotrice e(t) qui apparait entre les a y
bornes de sortie A et C du cadre.

2- Verifier que le potentiel vecteur en un point M quelconque a
peut s’écrire | >

3- Calculer par une autre méthode la force électromotrice  a 6
e(t). ¢ =

4- Etudier les variations de I’amplitude e, de e(t) en fonction
de la pulsation w du champ magnétique et de ’angle . On tracera le graphe de I’amplitude de e(t)
en fonction de 6.

5- Application numérique : B, = 1uT,a = 10cm, f = 150 kHz, 6 = % et N = 100. Calculer e,

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015



& Exercice.2:

Un fil rectiligne infiniment long est parcouru pat un courant d’intensité i(t) = I, cos wt. On
note (0z) la direction du fil, on note positivement 1’intensité dans le sens de z'z.
1- Déterminer le champ magnétique E(M, t) en tout point M de I’espace.

2- Definir la direction et les variables dont dépend le potentiel-vecteur AenM.

On donne la solution de I’équation de Poisson dans le cas d’un fil infini, A M) = Z_; Il fll % dZ(P)

ou df(P) est un déplacement élémentaire autour du point P situé sur le fil.

3- Calculer le potentiel-vecteur AenM, que I’on prendra nul a la distance R de I’axe Oz.

4- En déduire le champ électromoteur E,, en M.

5- Une bobine plane, de N spires, a la forme d’un carré ACDE de coté a. Deux cotés sont paralléles
a ’axe Oz, a la distance R et R + a de I’axe. Le fil est dans le plan de la bobine. On note e la
forme ¢€lectromotrice d’induction apparaissant dans la bobine.

V4
[(t) A
i(t) £ a b
R A
A 3 a
A C
O¢

a- Calculer e en utilisant le potentiel-vecteur.
b- Calculer e en utilisant la loi de Faraday.
c- Quel est le coefficient d’inductance mutuelle M entre le fil et la bobine ?

& Exercice.3:

Un disque conducteur, de conductivité y, de rayon R, A
d’épaisseur e, est palcé dans un champ magnétique uniforme,
parallele a I’axe Oz du disque, de valeur B(t) = B,coswt dans
la région r < a < R et de valeur nulle ailleurs. Il s’établit B
en tout point M du disque des courants volumiques induits de =l
densité j(M,t) (courants de Foucault) dont on cherche Ie
I’expression.

|
+
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1- Montrer que cette densité de courant est de direction orthoradiale. De quelles variables dépend
cette densité a priori ?

2- On imagine un cercle de rayon r tracé dans le disque. Quelle est la
relation entre le champ électromoteur e induit qui existe sur ce cercle

et le flux de B a travers ? en déduire que j ne dépend que d’une seule 2
variable d’espace.

3- En déduire la densité de courant volumique induit j(M,t) en tout
point M du disque.

4- Exprimer la puissance volumique dissipée par effet joule dans le
disque.

5- Exprimer la puissance moyenne dissipée par effet joule dans disque. z

& Exercice.4:

On consideére trois conducteurs cylindriques C;, C,, et C5 supposes trés longs de méme longueur
h et de méme rayon a. Leurs axes sont paralléles et sont situés dans un méme plan a une distance D
les uns des autres. Les trois conducteurs ont chacun une résistance r par unité de longueur, ils sont
disposés en parallele et reliés entre eux par deux plagues conductrices A et B de résistance et
d’inductance négligeable, et ils sont alimentés par une tension sinusoidale de pulsation
w:u(t) = U,e/®t . Dans cette exercice, on suppose valables les équations des états quasi-
stationnaires et on tient compte des phénoménes d’induction. En effet, il s’agit de modéliser de notre
mieux ce qu’il se passe dans les fils €lectriques constitués de tresses (assemblage de fils de cuivre en
paralléle) et utilisés partout.

i3 O?
! | Gy s

®

1- iy,i,, et i; désignent les trois courants apparaissant respectivement dans chacun des trois
conducteurs. Monter que 1’on a nécessairement i; = i3.

2- On s’intéresse a la plaque A se trouvant entre les conducteurs C; et C,. Calculer en fonction de
i,eti, le champ magnétique total B produit en un point M de A, a une distance x de ’axe du
conducteur C,.

3- Déterminer le flux magnetique ¢ a travers la surface de A. On supposera que a < D < h:
simplifier I’expression de ¢.
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4- Quelle est la force électromotrice e d’induction apparaissant dans le circuit I' formé par le bord de
la plague conductrice A ?

Solutions

= Exercice.l:
Dans un premier temps, on détermine le champ magnétique dans tout I’espace en utilisant le théoreme
d’Ampere. Pour cela, on étudie le champ magnétique §(M, t) créé par un fil infini parcouru par un
courant i. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée(ii,, iig, U,). On oriente le fil
suivant u, de sorte que le courant soit aussi orienté dans le sens

Soit un point M de d’espace situé a une distance r du fil, on étudie les symétries et invariances
afin de trouver la direction du champ magnétique et les variables dont il dépend.

Le plan (M, u,, u,) est un plan de symétrie. Le champ magnétique B est donc dirigé suivant
Ug. La direction de courant est invariante par rotation d’angle 6 et par translation suivant ugy. Le
champ B ne dépend donc que de la variable .
D’ou B(M, t) = B(r, t)u,.

On applique le théoreme d’Ampere sur un contour circulairel’ de rayon r placée a une cote z

consatnte. On oriente le contour de sorte que i soit dirigé dans le sens de la normale. Donc

dl = rdOig. Ainsi, le théoréme d’ Ampere s’énonce :

f """ B-dl = B(r,t) x 2nr = pyi
r

Ceci donne ;

”O —

B(M t)— rug

On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée (i, Uy, u,). Les fils sont dirigés
suivant u, de sorte que le courant parcourant le fil 1 soit orienté dans le sens de .
On en déduit le champ magnétique en un point M situé a la distance r du fil 1 et a la distance
r'=r+(y—r)dufil 2:

BM, t)—”"iG—i)* ”".(1 ;)ﬁe

21 )T o r+(r,—1)
On peut calculer le flux ® du champ magnétique a travers le cadre. Pour cela, on oriente la
normale au cadre dans le sens de iy et donc le contour dans le sens MQPN.

On trouve alors @ = [f B - dS ou S représente la surface du cadre, soit :

ﬂ B(r,t)drdz = J:MB(r t)drf dz = bjrﬁa r by (; —r1)>d

Dot @ =22 p (In 2% — 1n 22)
2m 1 rn J
Onadonc: <r2 (ry + a))

o = —bl
21 r(ry +a)

2- D’apres la loi de Faraday, applicable dans le cas d’un contour fermé : e = ——.
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On en déduit ;

2 rn(,+a))dt 2n ri(r, + a)
Dans ce cas, e est orienté dans le sens de contour.
Pour déterminer le courant i’ induit, on utilise la relation 0 = Ri’ — e car le circuit est fermé.
Il reste donc :

+a)\ di I +
. = #_obln<M) l_Mbln<M>smwt

‘=5 " ri(r; +a)

e(t) _ Uolow b rp(ry + a) sin wt
R 2nR

= Exercice.2 :

1- e On peut alors calculer le flux ® du champ magnétique B a travers le cadre. D’aprés le sens de
la normale, le cadre est orienté de c vers A.

Le flux a travers chaque spire du cadre est identique. Donc le flux & travers le cadre est égal a N fois
le flux & travers une spire.

Onad = N ff; B-dS ouS représente la surface du cadre et dS = dS7 = dS(cosii, + sinfii,).
Soit : ® = NB,a’sinfcoswt.
e D’aprés la loi de Faraday, e = — % lorsque la force électromotrice e est orienté de C vers A.

On en déduit : e(t) = NB,a’wsinfcoswt.

2- On calcule le potentiel vecteur A propose, en un point M(x,y,z) quelconque dans la base

cartésienne.
I B AOM 1<O>A<x> 1<ZB>
= = — B y = — O
2 2 0 > 2 —xB

On vérifie qu’il est bien potentiel vecteur du champ magnétique B.

0 B
((’)x\‘ i 0
-5 > — - Ia I 2 B B —
TotA=VAA=]— A 0 =—-— + —|=B
dy | B 2 2
- 0
) \73
0z

On retrouve bien Tot4 = B.
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3- Le champ électromoteur E,, est défini par : 1
z 0B
= 94 20t L e E
Ep=—F—= 0 |, dans la base cartésienne - y
at x OB D —
2 ot

On calcule la circulation de ce champ électromoteur entre r
les deux points C et A (dfva de C vers A) , et on obtient la A
force électromotrice d’induction e. C

A_) . F_) . E_) s D_) s A_) .
e(t)=]Em-dl=fEm-dl+f Em-dz+j Em-dl+jEm-dl

c c F E D
Sur FE et DA, dl = dz G, et donc E,,, - dl = Eg—f dz
asinf
fEE il j‘“— > OBd _ a’sind 0B _ azsinHB -
e A 2 T 4 9t 4 0 WS
asinf
]AE af 0——0B iy = a’sind 0B azsinHB -
Jm T | T 9 T T T g T a4 Dowsn®
Sur CF et ED, dI = dx i, + dyu, et donc E,-dl=- gz—fdx, Soit :
F _asinf
. S 2
f E,-dl = f , 0dx = 0 car le segment [CF] est a une altitude z = 0.
c asin@
asinf
DE Ji 2 aaBd _azsinHB ,
.’;5 m - Lsine _EE x= 4 owsimawt
2

On obtient donc :
e(t) = NB,a’wsinfcoswt

4- L’amplitude de la force électromotrice est une grandeur toujours positive.
Donc e(t) = NB,a’w|sin0| .
La force électromotrice e est une fonction NB,a’w
croissante de la fréquence du champ magnétique B

et varie en |sin@|.

Le graphe de I’amplitude en fonction de 6 est le

y

suivant : 0 n 2

5- Application numérique : eg = 942 mV.
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= Exercice.3:

Dans un premier temps, on détermine le champ magnétique dans tout I’espace en utilisant le
théoreme d’ Ampere. Pour cela, on étudie le champ magnétique E(M, t) créé par un fil infini parcouru
par un courant i. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée(u,, ug, u,). On oriente
le fil suivant i, de sorte que le courant soit aussi orienté dans le sens

Soit un point M de d’espace situé a une distance r du fil, on étudie les symétries et invariances
afin de trouver la direction du champ magnétique et les variables dont il dépend.

Le plan (M, u,, u,) est un plan de symétrie. Le champ magnétique B est donc dirigé suivant
Ug. La direction de courant est invariante par rotation d’angle 6 et par translation suivant iy. Le
champ B ne dépend donc que de la variable r.

D’ol : B(M, t) = B(r, t)u,.

On applique le théoréme d’Ampere sur un contour circulairel’ de rayon r placée a une cote z

consatnte. On oriente le contour de sorte que i soit dirig¢é dans le sens de la normale.

Donc dl = rdfiy. Ainsi, le théoreme d’Ampére s’énonce :

f §-dT=B(r,t)x1nr=uoi
r

Ceci donne :

2- 1% méthode :
Le potentiel vecteur A est la solution de I’équation de Poisson ou : A + Mof = 0 oll A est I’opérateur
laplacien.

IP) g7 pour

La solution est de la forme A(M) = Z—Z[ff;ef o

" . 2 di(p) %
une densité de courant volumique j. 2
Pour un fil parcouru par un courant i(t), on pourra écrire tP
> o (Ii®) 7 .
A(M) = Effilm dl(P), 1'.?! Rt
Ou dT(P) est un déplacement élémentaire autour du point P
situé sur le fil.

Le vecteur déplacement élémentaire df(P) est dirigé suivant le vecteur i, qui ne dépend pas du point
. > _ Mo (IHI() R o ~
P, dohc le potentiel vecteur A(M) = p (fﬁl o dl(P)) U, est aussi dirigé suivant u,.
2°M¢ méthode :
Les plans z = Cte sont antisymétriques pour la distribution de courant. Par conséquent, comme le

potentiel vecteur A est un «vrai vecteur » ( par opposition au champ magnetique B qui est un
« pseudo-vecteur », il est orthogonal a ces plans et il est ainsi dirigé suivant .

Le fil est infini donc invariant par translation suivant i, et aussi invariant par rotation d’angle 8 des
coordonnées cylindriques.

On en déduit : AM) = A(")d,

3- Le calcul du potentiel vecteur A est évident en considérant B = 7otA

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015



0A (T) —
ar u

- Oi N - 3>
Ona:B=gwug=rotA=— 0
On en déduit : A(r) = —% In(r) + k ou k est une constante d’intégration.

Le potentiel vecteur étant nul a la distance R de I’axe Oz, onadonc k = % In(R)
On trouve alors :

— ol
AM) =
(M) =3
4- Par définition
— 6X(M) uo r_di
Em=——3r =2z (_)dt

5- a/ Orientons tout d’abord le contour dans le sens ACDE. Par définition, on a :

c D E A
e=n§ Em-dz=1v<f Buvdl [ Byedi+ [ Byedis Em-d7+)
ACDE A Cc D E
Car le cadre est constitué de N spires.

Sur les cotés AC et DE, le déplacement élémentaire dl est dirigé selon i, soit E,, - dl = 0.
D’ou:

=N fDE di+fAE dl+) = f R+a>did +f Ly <R>dld
e=mM\), m P dat "’ 21 dt

Puisque dl = dz 1, sur les cotes CD et EA.
D’ou:

_uoNal <R+a)di
¢ = "U R Jat

représente la surface du cadre et ds = —drdziu, si on conserve I’orientation ACDE du cadre.
Onadonc:
a Rta i Nai (R+a
c1>=—1vf dzf Hol gr = Mo ln( )
0 R 2mr 21 R

do uoNal <R+a)di
dat = 2w U R Jat

On en déduit que

e =—

On retrouve bien le méme résultat par les deux méthodes.

Par définition, le coefficient d’inductance mutuelle est tel que ® = Mi, ou & désigne le flux
magnétique engendreé par le fil infini a travers le cadre.
Donc :

_uoNal <R+a>
~ 2z "\UR
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= Exercice :4

1- Le Disque est placé dans un champ magnétique variable et donc soumis a un phénomene d’induction
engendrant un courant qui, du fait de la loi de Lenz, aura tendance par ses conséquences a s’opposer
a ses causes.
Les conséquences de ce courant sont notamment I’apparition d’un champ magnétique B’ qui sera

dirigé dans un sens opposé aux variations du champ B. Donc B est dirigé suivant .. Ce champ est
donc produit par des courants dirigés selon i, en coordonnées cylindriques.
Le champ magnétique et le disque sont invariant par rotation d’angle 8 des coordonnees cylindriques.

Donc la densité de courant j est indépendant de 6.

On en déduit j=j(r z t)i,.
2- D’aprés I’équation de Maxwell-Faraday, on a r_ot’ﬁm = —Z—f.
Donc —iif = —%ff;"éﬁ +dS = [[; T0tEy, - dS = ¢ E, - dI, ol T est le cercle de rayonr et S la
surface du disque de rayon r.
D’aprés la loi d°0Ohm, on j = yE,,. D’oU : %j(r, z,t) = — c;—f (1, t).
Cette relation est vérifiée quelque soit la cdte z du cercle.
Donc : j=j(r g
o > jrp) d o(lig 2 .
3-Ona¢ Enp-dl= %Zm‘ =——[[;"B-dS = wB,nr'sinwt

Soit ;

i wB,1r
jou, g = Y2

sinwt Uy

4- La puissance volumique dissipée par effet Joule est

ap . .  j? (wB,r)?

e =) Em= = yTO (sinwt)?
5- La puissance moyenne dissipée est :

N a B.r 2 1 2T a
P = w (j-Em)dr=J y—(“’ o”) —rdrj def dz
disque 0 4 2 0 0

On obtient :
P=y (@B,)" ma’e
16
= Exercice.5 : .
1- On place un repére cartésien sur la figure. 'l ] G U,
Le plan defini par I’axe du conducteur C, et les °l Bk .
vecteurs i, et i, est un plan de symétrie du P a M i,
A et 1 G —p
systeme. | . | o
Les courants dans les conducteurs C; et C; sont @

donc identiques : i; = i;.
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2- Le champ magnétique crée par un en conducteur est obtenu grace au théoreme d’Ampere.

—

On trouve B, (M) = — Hola u, pour le champ magnétique créé par le conducteur C;en M.

2mx

De méme B, (M) = Mol _ U, pour le champ magnétique créé par le conducteur C,en M et

2m(D—x)
§3 (M) = #;_x) U, pour le champ magnétique créé par le conducteur Csen M.
D’ou:
= Ho ( iy iy i1>_>
B(M) = — + ——=\u
(M) 2r\(D—x) (2D-—-x) x/?*

3- Le flux de ce champ magnétique a travers la surface S de A estégala ® = N ﬂ;::; B-dS.

On oriente la surface, par exemple, de sorte que la normale soit 1, ( le courant i, est alors orienté
dans le sens inverse du contour T et i, est orienté dans le sens du contour T').

. _ & D—a i1 i3 _ 1_1 h
Donc: ® = — gﬁa (—(D_x) + T x) dx 5150 dy.
Soit :

® = lizo: —i,ln (ﬁ) —iyln (%) —iln (%)]

Avec I’approximation a << D < h, on obtient

_ poh
®= 27

Gy — ip)in (%) +iyln2]

4- La force électromotrice induite e dans le circuit fermé T défini dans I’énoncé est donnée par la loi

de Faraday.
_ do _ ﬂoh dlz d11 a d11
e= - = |G - ) n(5) + G 2|

5- On consideére le circuit fermé I' comportant deux conducteurs C, ( parcouru par le courant i,) et C,
(parcouru par le courant i,), I’équation ¢électrique dans le circuit donne : 0 = rhi, — rhi; —e ou
rh représente la résistance équivalente de chaque conducteur.

On en déduit la relation : i, — i; = % (2)
En notation complexe, les équations (1) et (1) donnent :

e= jw% [(i1 —i,)In (%) + ilan] eti, —iy = —

i n2
On trouve alors =2 = 1 — 57—
11 - +ln(—)
jouro D

Onadonc: )
nr

a
o T (5)

f(w) =

6- En courant continu, w = 0, on trouvei—2 =1.

1
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En tres haute fréquence, w = +oo, on obtient : o Li) <1

11 ln(D

Les courants sont toujours en phase. Cependant le courant dans le conducteur du milieu devient
inférieur aux courants dans les conducteurs extérieurs lorsque la fréquence augmente. Ce phénomene
ressemble au phénomene d’effet de peau. Il est dii a I’induction dans les conducteurs.

COURS D’ELECTROMAGNETISME DR REMAOUN S.M 2015



CHAPITRE 5
ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE : YECTEUR DE POYNTING

5.1 L’énergie du champ électromagnétique :
On sait que ’énergie est emmagasinée dans condensateur sous tension ou dans une bobine

parcourue par un courant. On peut supposer que cette énergie est contenue dans le champ E qui régne
entre les armatures du condensateur ou dans le champ de B qui régne a I’intérieur de la bobine.

Un volume dt dans lequel régne un champ électromagnétique (E, B) posséde une énergie
AUy = UgmdT OU :

1 2 1 2
Uem = EEOE +EB

Pour un volume fin, on aura ainsi une énergie Upp, = [[f uem dt

5.2 L’équation de conservation de I’énergie
q g
y s . N d . . . .
Nous avons I’équation divj = —a—’: qui exprime le principe de conservation de la charge.

Cette méthode trés générale permet d’obtenir I’expression locale de toute loi de conservation.
Soit une surface fermée quelconque (surface de contrdle) qui limite le volume V ou regne un
champ électromagnétique ( figure. V.1)

Par analogie avec la densité de charge p nous définirons une densité volumique d’énergie
électromagnétique :

w=— (5.1)

Le volume V contient ainsi I’énergie électromagnétique:
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v [ wer

Exprimons que la puissance fournie par une diminution de W se retrouve sous forme de
puissance cédée a la matiere contenue dans V et sous forme de puissance évacuée a travers S sous
forme de rayonnement.

dw
- E = :Pcédée alamatiére T :Prayonnée (5-2)

(C’est le principe de conservation de I’énergie)

En appliguant la relation de I’expression de la densité volumique de puissance cédée par le
champ électromagnétique a la matiere, on aura :

Pcedée a1a matiere = fff J.Edrt
14

Par analogie avec la densité de courant J qui est telle que

i = f j.ds
Il tentant de chercher a identifier une « densité de courant d’énergie » I telle que :

:Prayonnée = ﬁ ﬁag (5.3)
S

L’usage est d’appeler M vecteur de Poynting ou vecteur radiant.
Nous pouvons maintenant écrire le principe de conservation de 1’énergie sous la forme :

] wae= [ Sy e f v

Transformant la derniere intégrale par la formule de la divergence et remarquant que I’égalité
obtenue est réalisé pour un domaine d’intégration quelconque, on obtient 1’équation de conservation
de I’énergie :

—— =divli+].E (5.4)

Remarque : La comparaison avec I’équation de conservation de la charge montre que I’analogie entre

les couples (j,p ) et (I1, w ) n’est pas totale. La présence du terme supplémentaire J. E provient de
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ce que I’énergie n’est pas intégralement conservée sous forme électromagnétique mais peut étre cédée
a la matiére.

5.3 Identification du couple (IT, w)
Multiplions scalairement 1’équation de Maxwell-Ampére par E pour faire apparaitre f E:

A CIA Ty
. — | =/. Epl.—
o o7 ot
En utilisant successivement la formule relatif aux opérateurs qui est :

V.(@AD=D. (V Ad) —d. (VA b) et I’équation de Maxwell-Faraday :

V.(EAB) =B.(vE)~E.(VvE) = 5.5 —E.(FvE)

En reportant E. (V Y §) dans la premiere expression :

—E.a—B—_).<E/\£>=f.E ve 5 0E

Ho 0t Ho o7 ot
Soit encore

d[e,E? B?] _[. B] .-

—E[ 2 +% :V. E/\’u—o +]E

La comparaison de cette expression avec 1’équation de conservation de 1’énergie ne permet pas de
déterminer le couple (T, w ) de maniere unique.

Ainsi :
g - E .
[I=EA ,u_ : vecteur de Poynting (W.m™?) (5.5)
(]
EOEZ BZ ‘, . 77 . s o
w=— + 2 : Densité volumique d'énergie électromagnétique (5.6)
(%

Remarque : Le vecteur de Poynting sera utilisé dans le cas des Ondes planes électromagnétiques.

Exercices résolus
" Exercice.1: z

Monter Un cylindre conducteur de conductivité y, de rayon R, de longueur h, est
considéré comme infiniment long et est parcouru par un courant stationnaire &
uniformément réparti dans la direction de ’axe, d’intensité . @
1- Déterminer le champ électromagnétique en tout point de I’espace.
2- En déduire le vecteur de Poynting en tout point de ’espace et son flux a travers la TI
surface cylindrique du conducteur. Commenter le résultat.
3- Vérifier I’équation locale de Poynting en tout point. Interpréter. 2
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" Exercice.2 :

Un dispositif est formeé de deux armatures sphériques, concentriques et conductrices, de rayons
aetb > a. L’espace compris entre les armatures posséde une conductivité¢ y. A I'instant t = 0,
I’armature intérieure est chargée avec une charge Q,, aucune charge n’est présente ailleurs. On
supposera qu’il n’existe aucun champ statique.

1- Monter que la densité volumique de charges p reste nulle au sein du conducteur inter-armatures.

2- Etablir I’expression du champ électromagnétique (E E) dans le milieu conducteur.

3- Montrer qu’aucune puissance électromagnétique n’est rayonnée par le systéme. Etablir le bilan
local des puissances.

4- En déduire ’expression de la charge Q(t) de I’armature intérieure.

5- Etablir le bilan intégral des puissances et I’intégrer entre les instants t = 0 ett = +oo.

- Exercice.3 :

On charge un condensateur plan de capacité C a travers une résistance R aux bornes d’un
génerateur idéal de forme électromotrice U constante (a t = 0, le condensateur ers déchargé). On
suppose gue ses armatures sont circulaires de surface S mais qu’elles peuvent étre considérées comme
des plans infinis séparés par une distance d de vide (isolant parfait).

1- Représenter le schéma électrique et déterminer la loi q(t), charge de I’armature positive.

2- Déterminer le champ E(t) entre les armatures ( on le suppose nul ailleurs). On suppose que la
charge est uniformément répartie sur les armatures.

3- En déduire que, nécessairement, un champ magnétique B existe entre les armatures. Quelle en est
la source ?

4- Quelle est la topographie du champ magnétique B (direction, variables) ? Pour cette étude, on ne
suppose pas les armatures comme des plans infinis.

5- A ’aide de I’équation locale adéquate, monter que :

B = |B]| = bty

6- Utiliser le théoréme d’ Ampere généralisé pour retrouver B entre les armatures.

7- Le modele est-il en accord avec I’ensemble des équations de Maxwell ?

8- Bilan énergétique.

a- Dans I’étude électrique de ce circuit RC, quelle est la puissance P recue par le condensateur ? On
I’exprimera en fonction de U, R, C et t.

b- En déduire 1’énergie W regue par le condensateur entre I’origine des dates et ’instant ¢.

c- Rappeler 1’équation locale de Poynting. Donner I’interprétation physique de chaque terme.

d- Déterminer I’expression du vecteur de Poynting a I’instant, en fonction de U, r, R, S, d, C et t. On

. o £0S
donne I’expression de la capacité de ce condensateur :C = %

e- En utilisant le vecteur de Poynting, calculer la puissance P regue par I’intérieur du condensateur a
I’instant t. On note a le rayon des armatures. Conclure.
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Solutions

@i Exercice.l :
1

Tout d’abord, le champ magnétique B de cette distribution a été défini dans I’exercice 3. On avait
d’ores et déja trouvé les résultats suivants :

Y g, Ir -
. Mol ZUg = Ho5 3 Ug POUrT <R
B = R? I
j,—1Ug = Uy —Ug POUr r = R
HoJo 2 7] 0 Smr =

& Etudions maintenant le champ électrique E.

< I\w

La loi d’Ohm permet alors de déterminer le champ électrique dans le cylindre E =

On a donc : pour

r<RE = u
]/TL'RZ z"

Et comme il n’y a pas de distribution de charges, le champ électrique est nul a I’extérieur. On a donc :

2- A partir de ces résultats, on peut déterminer le vecteur de Poynting en tout point :

- EAB
1=
Ho
= E/\E I - Ir - 12 -
< N = — = — o - 0 =
Pourr < R,ona: Il o WRZuZAuo TRz U6 Y (eR)z > Ur

PourrzR,ona:Ezﬁ,onaﬁzﬁ

& Le vecteur de Poynting de I’interface entre le conducteur et le vide est :
- > R_
S mRy T
Le flux du vecteur de Poynting a travers la surface du conducteur est le flux de I & travers la surface

S dont le vecteur surface élémentaire est IS‘) = dSu, = RdOdzu,

.......... R 12 h 21
[ P i

f f Meds=——L pz=_tp
s ~ ymR2" yS
Remarque:

On retrouve que I’énergie électromagnétique cédee par le conducteur a I’extérieur a travers sa
surface est négative. Il s’agit donc d’une énergie recue par le conducteur.
Le conducteur ne peut emmagasiner d’énergie. Un bilan énergétique montre alors que cette énergie
set forcément cédée a I’extérieur sous une autre forme. Cette énergie est ainsi cédée sous forme
d’énergie thermique qu’on appelle « effet joule ».

Donc
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La puissance perdue par effet joule est celle cédée par le champ aux porteurs de charges du
conducteur :

= = 25
e ff] 7 pes ff] Geime=is

3- On distingue deux domaines :
& Pour r < R, I’énergie électromagnétique par unité de volume est :

dw 1 B2 1 2 \? Ir \2
M L () )

dt 2 2u, 2 °\ynR2 2 \2nR?2
Le courant I est continu donc : i (d_W) =
at \ dt
10 10 I1? r2 I1? 1/ 1 \?
On calcule di l'[_—— S Y S — ?."=_<_>
v rod (i) = r@r( y(mR?)? 2) Y(TR?)? jE y \R2

. d (dW
Le courant I est continu donc : —(—) =0
at \ dt

-

Oncalcule divIet JrE=0
On vérifie que :

it ] £+ L)
Il + - ot \ dt

L’équation locale de Poynting est donc vérifiée en tout point.

o Exercice.2 :

1-  Entout point M du conducteur, les équations Iocalesf = yﬁ et divf+ a_p = 0 sont Vérifiées.

(M)

On a donc y divE (M, t) + (M t) =0, et comme divE(M,t) = ( équation de Maxwell-

Gauss), on en déduit :
Y ap
—p(M,t) +—(M,t) =0.
L P(M, ) + 52 (1)
C’est une équation différentielle du premier degré qui se résout sous la forme :

_t €o
p(M,t) =p,e T ,avec T =

Or,at =0,0nap = 0 ( conducteur non chargé), donc p, = 0, soit p(M, t) = 0

2- © La distribution de charges est & symétrie sphérique, on utilisera donc les coordonnées
sphériques et les vecteurs de base associés (i, g, U, ).

© On cherche a déterminer en premier le champ électrique puisque 1’on a une distribution de
charges fixes a I’instant initial. On étudie les symétries et invariances du champ électrique en un point

M de I’espace conducteur. Donc le champ ¢électrique E est dirigé selon ,..
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La distribution de charge est invariante par les rotations d’angle 6 et ¢. Le champ électrique n’est
alors fonction que de la variable 7.
Donc : EM,t) = E(r, )i,

© Afin d’établir ’expression du champ électrique, on utilise le théoréme de GAUSS sur une
surface S a r constant, ¢’est-a-dire une sphere:

Or I’élément de surface est orienté suivant 1, donc E - dS=E (r) dS ou E(r) est constant sur la
surface d’intégration.

D’ou
¢p. E-dS = ¢ E(r)dS =E(m fp, dS=E(r)S= Q(t) ou S = 4mr! et Q(t) est la charge de

I’armature de rayon a.
On en déduit :
Q) _
dme,r: "
© Le champ électrique est dirigé selon 1, et ne dépend que de r : Donc rotE = 0.

E(a<r<b)=

Ce qui conduit, d’apres I’équation de Maxwell-Faraday, 32 E =0.

Comme il n’existe aucun champ électrique statique, on obtient : E(a <r<b)= 0.

3-  © La puissance électromagnétique rayonné par le systéme correspond au flux du vecteur de
Poynting a travers la surface fermée entourant le volume du conducteur.
Or le champ magnétique est nul a I’intérieur du conducteur et sur I’interface puisqu’il n’y a pas de
courant surfacique. 1l en est donc de méme du vecteur de Poynting.
On en conclut qu’aucune puissance électromagnétique n’est rayonnée par le systéme.
© Le bilan énergétique local est représenté par 1’équation locale de Poynting qui s’écrit :

dW>=O\dW 1 B_2=%O<Q(t)>2_

0
div R E ( —=—¢,E
WR+j-E+5 ot\ dt Uq T 2% 2, Are,r?
On calcule
. .o Q(t) \’
divR=0etj-E =yE? = ( ) .
v etJ v v Ame,r?

On obtient alors

a(d_W)z_d_ Fo7.E (Q(t) )Zz_ g Q) do(®)

at\ dt 4dme,r? dme,r? dme,r?  dt
Ceci s’écrit alors sous la forme d’une équation différentielle traduisant le bilan énergétique en tout
point du conducteur : dQ(t) y
=——Q(t
it o Q(t)

_r
4- On en déduit I’expression de Q(t) qui est Q(t) = Q,e 2",
5- © La puissance dissipée par effet Joule est :
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b 7o
T

Ou t représente le volume du conducteur compris entre les armatures et dt est un élément de volume

de ce conducteur.
P, =m j.gdrzm y( 40) )Zrzsinedrdego
J . . 4dme,r?

Donc:
= () [ 35 smoae [ a0 = 2(52) (-3

a

D’ou

Si on remplace Q(t) par son expression, on obtient :
Q; (1 1) —2Y
e &

412

P, =
iTY a b

© La puissance électromagnétique cédée par le champ est P, = —% (fffT %EOEZ dr) olt

représente le volume du conducteur compris entre les armatures et dt est un élément de volume de
ce conducteur.

Donc :
a [e, Q(t))zj‘bdrj‘” fzn 0 1Q(t)2<1 1)
Pres = —=|= — infdo dp|=—-=—|= ———|l
res atlz (47180 Crz ) ST ) P T T2 ame, \a b
Si on remplace Q(t) par son expression, on obtient :
Q3 (1 1) —2Y
[ e &o

47re2

Pres=vY a b

On retrouve le bilan de puissance. La puissance électromagnétique cédée au conducteur est
transformée en puissance thermique par effet de joule : Pj =P,

© L’énergie dissipée par effet joule entre les instants t = 0 et t = +oo est Wy = [ 0+°° Pdt.

1 1 1 +oo Y
W=y Y (———)J e ‘=’ dt.
0

dmel\a b
On aalors:
Q> (1 1)
W, = ———
J 8me,\a b

© De méme, on trouve que I’énergie électromagnétique cédée par le champ au conducteur est :

_ % (1_1)

~ 8me,\a b

res
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= Exercice.3 :

1- Le schéma électrique est celui d’un condensateur en série avec une résistance connectés a un
générateur de tension U constante.

Par application de la loi des mailles, on obtient I’équation différentielle dont q(t) est solution :

Ug

. q® _ dq(® q(®) R
= =R =R —1_
U=ug + u, 1+ C It + C 1o
. dq(® a(t)
D’ou RC—— t) = CU
ou a + q( ) . - . UT C) e C Tu{‘
La solution de cette équation différentielle est la somme.

e [La solution de 1’équation sans second membre de la forme

q.(t) = Ae_RLc , OU A est une constante.

e La solution particuliére de 1’équation avec second membre de
la forme q,(t) = CU.

Le condensateur étant initialement déchargé (q(t = 0) = 0), on détermine ainsi la constante A. On
trouve A = —CU.

Onadonc: pourt > 0, q(t) = CU(1 — e-%)

2-  Afinde déterminer le champ électrique entre les armatures, on utilise
le théoréme de GAUSS. 4° _
@ Les armatures sont uniformément chargées et peuvent étre considérees FoTSTESTS
comme des plans infinis donc elles sont invariantes par les translations
selon les axes (0x) et (Oy). Le champ électrique est donc indépendant

V=

des variables x et y. . oM
-9

N ZIENIEY
@ Soit un point M quelconque entre les armatures, les plans m; = (Myz) Lo L A,L "
et m; = (Mxz) sont des plans de symétries de la distribution de charges.
Donc le champ électrique est dirigé selon 1’axe intersection des deux plans, ¢’est-a-dire (03).

Onadonc E(M) = E(2)i,

On peut alors appliquer le théoreme de GAUSS. Pour cela, on définit une surface S; de Gauss
cylindrique dont les bases sont situées de part et d’autre de
I’armature positive comme indiqué sur la figure ci-contre. S,
S, représente la section du cylindre qui se trouve en-dehors de
I’espace inter-armatures, S; représente la section ou se trouve le

point M d’étude et S; représente la surface latérale du cylindre. 0

On a donc gﬁﬁsa E-dS = ? ou S représente la surface fermée “SWXY,
du cylindre, dS est un élément de surface du cylindre et Q(t) est AA: \

la charge contenue dans le cylindre. g
Soit: ff, E-dS=[f, E-dS+[f, E-dS+[f, E-d

%1}
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Or, la surface latérale, dS est orthogonal a E donc ffsl E-dS=0.De plus, le champ électrique

est nul sur la surface S donc [f; E - dS = 0. Enfin le vecteur dS est colinéaire & i, sur la surface
S, et le champ électrique ne dépend que de la variable z donc :

ffszf-dfz —E(2)S,

La surface de I’armature contenue dans le cylindre est identique a la surface S, et chargée avec
une densité o (t). Donc Q(t) = a(t)S,
Il reste a déterminer a(t). On sait que la charge q(t) est répartie uniformément sur les armatures

cylindriques de surface S. Donc (t) = %t) .

D’ou . @SGE : d§ = _E(Z)SZ = ? = q(t)S

€05 "2
On en déduit :

t
E=— U, =———"""""F7"""UuU,

£,5 £,8

-

3- D’aprés I’équation de Maxwell-Ampere, T0tB = ,uJ+ Eolo Z—f. Or, le milieu entre les
armatures est un isolant parfait, il ne peut donc y avoir de densité de courant :f= 0. Cependant, le

champ électrique dépend du tems doncg—f = 0. 1l existe donc un champ magnétique B tel que

rotB = Eolyo Z—f. Champ magnétqiue est présent du fait des variations temporelles du champ
électrique.

4-  Pour I’¢tude du champ magnétique, on considere les armatures
circulaires. On utilise alors les coordonnées cylindriques. s

Soit M un point de I’espace entre les armatures, le plan T = L
(M, u,,uy) est un plan de symétrie de la distribution et du champ Cl;)
électrique donc le champ magnétique est normal a ce plan. !

Les armatures et le champ électrique sont invariants par rotation
d’angle 8. Le champ magnétique est donc indépendant de I’angle 6. i M 4.

On trouve alors :
E = B(r; Z; t)l_ig y _q(t) —=

-

5- L’équation que ’on utilise est I’équation de Maxwell-Ampére en
coordonnées cylindriques.
_ 0B(r,z,t) , 10 oF Ue RC

rot B = B — +;§[ B(r,z, t)]u, = Eoko 5 = ~Ho

_t
Ue RC

SR

0B(r,z,t)

Ona 5

10
= 0et ~—[rB(r,z,t)] = —p,
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On en déduit que B est indépendant de z et que :

t
Ue RCr?

SR 7 + k ou k est une constante ( indépendante de z)

Afin de déterminer la constante, on cherche une valeur particuliére du champ magnétique. En tout
point M de I’axe, tout plan contenant 1’axe est plan de symétrie. Le champ magnétique est donc nul
sur'axe : B(r = 0,t) = 0.D’ot k = 0.

Onadonc:

rB(r,t) = —u,

B(r,t) = Or ereai
rl - ”OZSRe ue

6- On applique le théoréme d’ Ampére sur un contour I" circulaire de
rayon r et placé a la cote z.
On se trouve dans un milieu isolant donc:

§ di= o | %E
. — u' € - ,
. 0“0 s at

.

e
Ou S est une surface qui prend appui sur le contour. On suppose que r M a;“

cette surface est celle du disque du rayon r. Le contour est orienté

dans le sens défini sur la figure donc dl = rdOu,. "_“Q(t)
Le champ magnétique est constant sur le contour, voila pourquoion
a:

]
]
1
)
]

]
-~
=

[ \*]

! Iy

f B-di = B(r,t) X 2mr.
r

La surface S est indiquée sur la figure précédente. C’est une surface a z constant et E reste alors

-
constant aussi. D’aprés I’orientation du contour, dS = dS u,.

0E 2 0E 2
Donc o, [ = dS = Hogo 5 X TIT

t
On en déduit que B(r, t) = poa(,% X g = —pozl;—;e_ﬁ
— Ur ¢
On trouve alors : B(rt)=—u —e RCU
( )] ) Ho 2SR (7]

7- L’équation de Maxwell-Ampére est forcément vérifiée.

i@ L’équation de Maxwell-Gauss div E = 0 est vérifiée car le champ électrique est dirigé suivant u,
et indépendant de z.

i@ L’équation de Maxwell-flux div B = 0 est vérifiée car le champ magnétique est dirigé suivant ug
et indépendant de 6.
dB(r,t) _

& En revanche, rotE =0 car E est indépendant des coordonnées spatiales et o

Ur —-—E— — = Ie . y e Je
Mo Spzc © RCUp # 0. L’équation de Maxwell-Faraday n’est pas vérifiée.
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On conclut que le modele est insuffisant pour rendre compte des caractéristiques des champs
électrique et magnétique.

8- a/ L’étude électrique permet de déterminer la puissance recue par le condensateur P =
u (i) 0l u (1) = L2
courant traversant le Condensateur compte pOSItlvement dans la convention récepteur.
On obtient P = q(t) dq(t) ol g(t) =CU(1—e Rc)

Donc :

représente la tension aux bornes du condensateur et i(t) = q(t) est le

Uz _t _t
P(t) = &€ RC(1 — e RC)

b/ L énergie regue par le condensateur est W = | Ot P(t)dt

On trouve :
CU? _t _,ty CU? _t
w(t) = 7(1 —2e RC+e RC) =——(1-e RC)?

¢/ L’équation locale de Poynting est :

divR+]E+2 (dw)
B TANFT:

D (WY _ 2 (1 g2 B oo i ” ique céde
°— ( dt) = (2 eE° + 2#0) représente la puissance électromagnétique volumique cédée par le
champ électromagnétique et recue par le systeme.
e j-E représente la puissance volumique cédée par le systéme aux porteurs de charges. Dans notre
casj-E=0.
e divR = —div (EAB

Ho

) représente la puissance recue par le systeme par le rayonnement
électromagnétique.

=

- = EAB cuir _t _tN L,
d/ Le vecteur de Poynting est R = = TaesRC N (1 —e Rc) Uy .

S
Or, on donne C = %.

Donc:

e/ La puissance cédée par le condensateur est egal au flux du A7
vecteur de Poynting a travers la surface délimitant le condensateur. .
La puissance regue correspond au flux de — R & travers la surface 5,
latérale du condensateur puisque R est dirigé selon u,..Cette surface {
latérale S,,; est la surface du cylindre de bases des deux armatures du =i
condensateur. Tous les points de cette surface se trouvent a la distance
a de I’axe et I’élément de surface est orienté suivant ..
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N U?

= a
lat R-ds=-— ffslat 25Rd © (1 € RC) adfdz
PWWe:ZSRde RC 1—e RC f defd/1 SR eRc<1—e RC)
Avec S = ma?, on retrouve :

Donc Precye = — ffs

U* _t _t
P(t) = Te RC (1 —e RC)

On retrouve le méme résultat qu’a la question 8) a/. Le modeéle que 1’on utilise semble donc étre
cohérent pour 1’étude énergétique du condensateur.
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Annexe A
RAPPEL DES POINTS IMPORTANTIS
| : Les postulats de I’électromagnétisme classique.
1°) Les équations de Maxwell relatives au champ électromagnétique.

Le champ électromagnétique {£, B} en un point M & la date ¢ dl a une distribution caractérisée
dans le référentiel d’étude supposé galiléen, par la densité volumique totale de charges p;,; et le

vecteur densité volumique totale de courants j;,, satisfait aux équations ci-dessous :

Formulation locale Les relations intégrales.
divE = Lo (équation de Maxwell - Gauss). | @ ﬁ'}E(M ) .d§ext(|\/|) = Qe
80 Mez gO
gp est la permittivité absolue du vide. théoréme de Gauss.

Les lignes de champ E divergent a partir des
charges + pour aboutir aux charges -.

divB =0 (B est un champ de rotationnel). ° ﬁ)é(M )-dS,.(M)=0
Les lignes de champ B sont des courbes M _
fermées et ne peuvent jamais se couper (il Best a flux conservatif
n’existe pas de « monopdles magnétiques » (Le flux de B atravers un circuit ne dépend que
comme il existe des charges électriques du circuit et non de la surface choisie pour
positives ou négatives. calculer ce flux).
. 5 S — @ (B :
rotg = _%B ® Cﬁ E-dOM = —M, S s’appuie sur I
at Mel t
(équation de Maxwell - Faraday). Relation de Faraday.
— - OE o + Lz do (E) .
VOB = f4g Juoy + Eolly — ® C'P B-dOM = 4, J] Jiot - OS + €011y ﬁou
at Mell PeS
(équation de Maxwell - Ampére). S s’appuie sur I orientg.
Ho est la permeabilite absolue du vide. Forme généralisée du théoréme d’Ampeére.

[’ 11 découle des relations précédentes que :
Le champ électrique E se comporte comme un vecteur polaire (donc contenu dans

tout plan de symétrie des sources) tandis que le champ magnétique Bse comporte
comme un vecteur axial (donc perpendiculaire a tout plan de symétrie des causes).

Les équations de Maxwell sont linéaires vis-a-vis des sources : cette propriété

valide le principe de superposition relatif 4 E et B. En particulier, cette linéarité
permet d’utiliser la méthode complexe pour les calculs des champs.
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0 Unités et valeurs des constantes électromagnétiques du vide g et .

1

-—— _Fm?|
36.7.10°

Enus.i, Lo = 47107 Hm™ et o

o Mise en évidence du champ électromagnétigue : loi de force.

Le formalisme de I’électromagnétisme est complet a condition d’ajouter aux 4 équations locales
la loi de force permettant de mettre en évidence la présence d’un champ électromagnétique.

Loi de force de Lorentz: F,._. = q[E +V x I§] : force agissant sur une particule

Lorentz
chargée de charge g, en mouvement dans le référentiel d’étude a la vitesse ¥, ol
regne le champ électromagnétique {E, B}.

+ Action d'un champ électromagnétique sur un conducteur : force de Laplace.

La force de Laplace est la force exercée par le champ {E, E}sur I'ensemble des
charges d'un conducteur. Elle correspond a la force magnétique exercée sur les
porteurs mobiles du conducteur.

o . ... dF < =
La force de Laplace par unité de volume s'écrit : —=222% — j A B,
T
Pour un circuit filiforme parcouru par un courant 1, La force de Laplace

élémentaire s’exergant sur un élément de longueur dI est dlfIaplace =Idl AB.

1°) Energie du champ électromagnétique.
Un champ électromagnétique contient et transporte de 1’énergie. On définit :

o L’énergie électromagnétique volumique.
2
1 e |8 . - ;
La quantité @ = EgQHEH +2—, homogéne a une énergie volumique (exprimée en Sl en J/m°) est
My
appelée énergie électromagnétigue volumigue (ou improprement densité volumique d’énergie
électromagnétique). Cette expression montre que 1’énergie est localisée dans le champ
électromagnétique lui-méme.

En isolant les contributions dues a E et B on distingue:

— 12
= HZB—H , énergie magnétique volumique.
Ho

mag

1 =2 . .y . .
wél:EEOHEH , énergie électrique volumique et @

o Le vecteur de Poynting.

ExB
Ho

On note T le vecteur, appelé vecteur de Poynting, défini par : 1 =

Hﬁ” est homogeéne & une puissance surfacique, exprimé en Sl en W.m
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o Puissance volumique cédée aux charges par le champ électromagnétique :

. . s . . - P, - =
Puissance Joule volumique cédee a la matiere par le champ électromagnétique : d—J = E-
T

tot

3°) Les relations de passage du champ électromagnétique.

Soit M un point d’une surface S séparant deux milieux notés @ _
et @. On définit le vecteur unitaire 77,; L. a S de ® \iers @. zone 2 T M2

Soit (M) la densité surfacique de charges et js(M) le vecteur — Ja—o
densité de courants surfacique au point M. Js M

On etablit a partir des équations de Maxwell les relations de sone 1
passage pour E et B a l'interface:

E2(M )— El(M )= O_(EM ) n, et éz(M ) - él(M )= ﬂojs(M ) %M.
0

On retient qu'il y a continuité de la composante tangentielle pour E et continuité de la
composante normale pour B.

NB : Dans le cas d'une modélisation volumique de charges ou de courants, les champs E et B sont
définis et continus en tout point de I'espace.

Des problemes de discontinuité peuvent survenir lorsqu'on passe a une modélisation plus
simpliste (surfacique ou encore linéique).
Rappelons les équivalences des distributions de charges et de courant au voisinage de M :

p.dr jdzr
dgq=1{0.dS et dC =1 j..dS
Adl id?l

4°) Les lois de conservation déduites des équations de Maxwell.
o Principe de conservation de la charge électrigue.
+ Sous forme intégrale :

Le courant électrique total sortant d’une surface fermée X est égal a la diminution
par unité de temps de la charge électrique totale contenue dans le volume V limité

parx: | :j‘i}‘)j-dixt:—%.
z

0Py

+  Sous forme locale : divj + =0. Cette derniére équation se retrouve a partir des

équations de Maxwell en écrivant que div(rot(B)) = 0.
0 Le cadre de I’A.R.Q.S.

Dans le cadre de 1I’Approximation des Régimes Quasi Stationnaires (A.R.Q.S.), I’équation de
conservation de la charge s’écrit : divj =0 (sous forme locale) ou ﬁDI : dSﬁext =0 (forme intégrale).
z

On reconnait dans cette derniére relation la loi des naeuds établie en électrocinétique.
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Le cadre de I’A.R.Q.S. consiste a négliger le terme &, % , appelé vecteur densité de

courant de déplacement devant les courants réels (j).

L’A.R.Q.S. couvre un large domaine de fréquences, allant du continu aux
fréquences radioélectriques (a la limite de I’infra-rouge), du moins pour les milieux
conducteurs.

Dans le cadre de I'A.R.Q.S. I'équation de Maxwell Ampére s'écrit : rotB = ﬂo-j sous forme

locale, ou sous forme intégrale : CP B(M).dOM = Ho (l)r, ou (I est I'intensité algébrique enlacee
Mel'
par le contour [J orienté. Cette derniére relation est connue sous le nom de théoreme d'Ampere.

o Principe de conservation de I'énergie électromagnétigue.
On cherche une équation de conservation pour I’énergie comme on 1’a fait pour la charge.
Sous forme intégrale: écrire que la diminution par unit¢é de temps de [’énergic
¢lectromagnétique contenue dans un volume V est due d’une part a un transfert par rayonnement a

travers la surface limitant le volume V, et d’autre part au transfert d’énergie a la mati¢re contenue
dans V (énergie cédée aux charges par le champ électromagnétique) :

fi-o5.« [ -£a- ;%[ fﬁ““} |

Sous forme locale : divHﬁHJr%U =—]-E, obtenue & partir du bilan intégral, mais qu'on peut

retrouver directement & partir des équations de Maxwell par identification du couple {w, P}.

1l : Introduction du potentiel scalaire V et du potentiel vecteur A.
1°) Expressions des champs en fonction des potentiels :.

On définit deux nouveaux champs, un champ scalaire noté V, et un champ vectoriel noté A a

E =—gradV _OA
ot

partir desquels on exprime le champ électromagnétique suivant les relations:
B = rotA
V est appelé le potentiel scalaire ; son unité Sl est le volt (symbole V).
A est appelé le potentiel vecteur ; son unité Sl est le weber / métre (symbole Wh.m™).

1°) L’indétermination des potentiels : choix de jauge.

Le couple {V, /T} associé a un champ électromagnétique donné n’est pas unigue. On profite
de cette indétermination pour imposer aux potentiels une condition supplémentaire, appelée

condition de jauge, permettant (si possible !) de simplifier les expressions obtenues pour V et A.

Deux conditions de jauge sont a connaitre :

® la jauge de Coulomb, pour laquelle on impose : divA=0.

: _ L~ oV
@ la jauge de Lorentz pour laquelle on impose : [diVA+ &y o 0|.
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[ La jauge de Coulomb est utilisée dans le cadre des régimes stationnaires ou guasi
stationnaires, alors que la jauge de Lorentz est bien adaptée au probléme de la propagation du champ
électromagnétique (les solutions obtenues pour V et Asont connues sous le nom de potentiels
retardés).

3°) Les éguations veérifiées par les potentiels.

® En jauge de Coulomb : V est solution de I’éguation de Poisson, comme
en électrostatique.

divA=0

€o

- oV .
AA— gyt ra + o bt =0
® En jauge de Lorentz :

N p .
AV — gty —+—L =0
0 OatZ go

Annexe B
QUELQUES THEOREMES UVTILES EN ELECTROMAGNETISME

B-1 Circulation et Flux d’'un champ de vecteurs

» Orientation d’'une surface

== Surface ouverte (S)

Le vecteur —surface dS = #.dS :

7 étant le vecteur unitaire normal a dS
= Surface fermée : orientée de I'intérieur vers I'extérieur

> Circulation d’un vecteur

I AM
Le point d’application de A(M) décrit la courbe ( C). i
Aussi, dC = K(M).a = circulation élémentaire. M o)
Cecidit: € = [, A(M).dI
‘ 4

» Flux d'un vecteur a travers une surface \ -
Soit (S) surface orientée quelconque. Nous avons d® = K(M).d? = (18
flux élémentaire \ AM)
= @ = [[. A(M).dS avec ® = [[. |A(M)]|.dS cosa. \&S)/

Notons que ® = 0 si K(M) 1dS
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Annexe C

RELATIONS UTILES ET OPERATION VECTORIELLE EN

COORDONNEES CARTESIENNES, CYLINDRIQUES ET
SPHERIQUES.

On peut rappeler, sans le démontrer, quelques relations vectorielles utiles en électromagnétisme.
Considérons pour cela :

Les nombres complexes a et b.

Les nombres scalaires U(M) et V(M).

Les fonctions vectorielles A(M) et B(M)

*

*

ﬁ[aU(M) + bV(M)} = agradU(M) + bgradv (M)

ﬁ[U(M)V(M)} = U(M)gradv (M) +V (M)gradu (M)

grad{X(M).E(M)} — {_A'(M).grad}_s’(lvl) + {E(M).grad}Z\(M)

+ A(M) x rot B(M) + B(M) x rot A(M)

div| aA(M) + bg(M)} = adivA(M) + bdivB(M)

div U(M).K(M)} = U(M)divA(M) + A(M).gradu (M)

div| A(M) x E(M)} = B(M).rot A(M) — A(M).rot B(M)

_—

rot| a.A(M) + b.E(M)} = arot A(M) + b.rot B(M)

rot U(M).K(M)} = U(M).rot A(M) + gradu (M) x A(M)

rot r_ot’/K(M)} - ﬁ[divK(M)} — AA(M)

r_ot'[ﬂ(lvl) x E(M)] = A(M).divB(M) - B(M).div A(M) +
[E(M) ﬁj’] AM)- [K(M) gﬁﬂ B(M)
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. ﬁ{ﬁU(M)}o
. div{ﬁK(M)}zo

. div{ﬁU(M)} - AU(M)

. A[U(M).\/(M)] = U(M).AV (M) + 2{Q’U(M).gr—a’a\/(|\ﬂ)} +V (M).AU(M)

Cartésiennes

z

Ead

o ——
I
X/

(x,v,32) € R®

p=200<O<1met —0<O <
+oo

dl = dxi + dyj + dzk

dl = dpil, + pd0iiy + dzk

dl = drii, + rdot, + rsinfdei,

dV = dxdydz dV = pdpdfdz dV = rlsinfdrdfde
N of . 0f . Of > N of 10f of - . of 10f 1 of
grad =—i+—j+—k =—U,+——1Up+—k =—U +-——lUg+———U
v ox ' * ax’ * ox v ap Up + p a0 o ¥ 0z vi ar o 26" " rsing I, Yo
- o 10@#'4,)
v 5.5 04y 04, 04 5. i_10(p4y) 104 04, VA=T TS
T 9x Ay 0z Tp ap + p 96 + 0z 1 (0(sinfAg) 0A,
- +
rsiné a0 do
- - (04, O0A,\. =~ - 1[04, 09(pdp)\._ ~ . 1 (0(rsinfA,) 9(rdq)) .
VAA_<6y_¥>l VAA_;(@B_ 0z Y VAA_ﬂsinH( 06 a dp >ur
., A, 04, - 04, 04,\_ 1 (04, 0O(rsinbA,)\_
rot +< 0z  0x )J < oz  dp Ho rsinf \ 0¢ or o
n %_an % _l_l a(PAe)_aﬁ i 1 a(rAe)_aAr %
0x dy p dp a6 r ar a6
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