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Préambule 
  

 

Ce polycopié a été conçu dans le but d’être considéré comme étant un 

support pédagogique. Dans le quel, j’ai essayé de présenter plus au moins 

des notions qui seront destinées aux étudiants de la filière d’électrotechnique 

des deux niveaux licence ainsi que ceux de Master ayant des acquis sur les 

notions de l’analyse vectorielle. 

Et vu que L’électromagnétisme est un domaine très vaste, je ne pouvais 

dans ce modeste travail mettre en relief. C’est pour cela que j’ai préféré et 

selon mon expérience dans l’enseignement de cette matière, me basé 

simplement sur les notions qui sont très simples.  

Il débute par le premier chapitre sur l’électrostatique, qui normalement 

est considéré comme étant la connaissance de base pour chaque étudiant qui 

entame le cours de l’électromagnétisme. Ensuite, dans le chapitre deux, je 

présente l’électrocinétique dans les règles fondamentales et non pas 

approfondies. Car, il est impossible de tout citer dans ce polycopie. Etant 

donné qu’il existe d’ores et déjà des polycopiés et des manuels, qui ont déjà 

traitées une grande partie de l’électromagnétisme. 

Le chapitre trois est consacré à la magnétostatique accompagné de 

quelques notions fondamentales. Enfin, le dernier chapitre sera consacré à 

l’étude de l’énergie électromagnétique en faisant surtout référence au 

vecteur de Poynting. 

Toutefois, dans ce polycopié, j’ai introduit quelques exercices résolus 

dont plusieurs livres font référence. Je les ai considérés comme étant 

primordiaux. Puisque le but recherché, est que l’étudiant ait une idée sur 

leurs méthodes de résolution. Ainsi lui permettre de surpasser les quelques 

difficultés rencontrées lors de leur cursus.  

Enfin, j’ai terminé ce polycopié avec quelques annexes. Que je 

considère comme étant un genre de support mnémotechnique. Comme par 

exemple le calcul vectoriel. 
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Equations De Maxwell, toute l’électricité est là !! 

Les phénomènes électriques et magnétiques ont tout d’abord été étudiés séparément par 

plusieurs physiciens de renom, dont les principaux sont Franklin (1706 – 1790), Coulomb

(1736 – 1806) Oested  (1775 – 1851), Ampère (1775 – 1836), Gauss (1777 – 1855) et Faraday      

(1791 – 1867). C’est cependant à Maxwell (1831 – 1879) que l’on doit la formulation la plus complète 

des relations liant entre elles les grandeurs électriques et magnétiques. Les équations de Maxwell 

spécifient que toute variation spatiale d’un champ électrique ou magnétique en un point de l’espace 

entraîne ou est due à l’existence, ou la variation temporelle, d’un autre champ au même point de 

l’espace. Il s’agit là de leur forme locale, ou encore différentielle. 

 

 

 

 𝑟𝑜𝑡        𝐸  = −
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
 

𝑑𝑖𝑣 𝐷   = 𝜌 

𝑑𝑖𝑣 𝐵  = 0 

𝑟𝑜𝑡        𝐻   = 𝑗  +
𝜕𝐷   

𝜕𝑡
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Chapitre 1 

Electrostatique 
1.1 La loi de Coulomb 

Deux corps chargés s’attirent ou se repoussent. On appelle, forces électrostatiques ou forces 

colombiennes les forces d’interaction entre deux corps électrisés. 

Un corps électrisé peut porter soit une charge positive ou négative 

Dans ce cas, on considère que la force électrostatique d’interaction selon la loi de Coulomb par : 

 

𝐹 11 = − 𝐹 12 =
1

4𝜋𝜀𝑜
 𝑞1𝑞2

𝑃𝑀       

𝑃𝑀3
                                                                  (1.1) 

 

                                                                 

     

 

 

 

Où r représente la distance séparant les deux charges alors que la permittivité du vide est donnée par : 

 

                (1.2) 

 

1.2  Le champ électrique 

Soit une charge ponctuelle q qui, placée en un point P de l’espace, subit une force électrostatique 

proportionnelle à la charge. Cette force traduit l’existence d’un champ électrostatique en ce point 

défini par la relation : 

               (1.3) 

 

Tenant compte de la loi de Coulomb, le champ électrique créé par la charge q, dans une direction 

donnée par le vecteur unitaire 𝑢   et à une distance r, est alors défini par : 

 

                (1.4) 

 

1.3 Principe de superposition 

Commençons par déterminer la force exercée par une 

distribution discrète de charges (qi) sur une charge q placée 

au point 𝑟  (figure. I.1). L’expérience a permis de montrer que 

la présence d’autres charges ne modifié pas la force entre 

deux charges particulières. Dans ce cas, la force résultante 

obéit à la règle générale de composition des forces et est égale 

à la simple somme vectorielle de toutes les contributions 

associées aux différentes paires (q, qi). Ceci constitue le 

principe de superposition. 

𝜀𝑜  =    8.854187817 × 10−12  Fm−1 

 

𝐹 =  𝑞 𝐸    

 

𝐸  𝑞  =  
𝑞

4𝜋𝜀𝑜𝑟2
 𝑢   

Figure I.1. Distribution discrète de 
charges (qi, 𝑟𝑖    ) 
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Dans ce cas la force 𝐹 (𝑟 ) exercée sur la charge q, située au point 𝑟  , par un ensemble de charges 

qi situées en  𝑟𝑖     est égale à  

 

𝐹 (𝑟 ) =
1

4𝜋𝜀0
 ∑

𝑞𝑞𝑖
|𝑟 − 𝑟𝑖   |1

𝑖

𝑢𝑖    (𝑟 )                                              (1.5) 

 

Avec 𝑢𝑖    (𝑟 ) étant le vecteur unitaire dirigé de la charge 𝑞𝑖 vers le point 𝑟  

 

1.4 Champ et potentiel électrostatique 

Le potentiel électrostatique V(M) associé au champ électrostatique 𝐸   (𝑀)  est une 

fonction scalaire contrairement à 𝐸    . Nous verrons, dans beaucoup de cas, que le potentiel sera un 

intermédiaire commode dans le calcul du champ vectoriel  𝐸   (𝑀)  . Le potentiel se rattache 

physiquement à la notion d’énergie potentielle, d’où son appellation.  

 

1.4.1 Potentiel électrostatique  

a) Cas d’une seule charge ponctuelle 

  Considérons une charge ponctuelle q (>0) fixée en P et un point M de l’espace (figure.I.2) : 

 
 

La charge ponctuelle q fixée en P crée en tout point M de l’espace un champ électrostatique donné 

par : 

 

 

       (1.6) 

 

 

Avec 

𝑢  =  
𝑃𝑀       

‖𝑃𝑀       ‖
 vecteur unitaire dirigé de P vers M.   

 

La circulation élémentaire d𝒞 du champ  𝐸    correspondant à un déplacement élémentaire 𝑑𝑟  point M 

sur la courbe AB est : 

Figure I.2. 

https://4.bp.blogspot.com/-RE2k49C_YQ0/VuC3rUlVmCI/AAAAAAAAHY4/NjVj8BynQ0w/s1600/1.PNG
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    La circulation élémentaire d𝒞 s’écrit alors : 

 

 
   Posons alors, 

 
 

   V est le potentiel électrostatique V(M) crée par la charge q fixée en M : 

 

 
 

Nous venons de définir un nouveau champ, le potentiel électrostatique ; c’est un champ scalaire 

défini à une constante près. On choisit en général la valeur de la constante de telle sorte que le 

potentiel soit nul lorsque le point M est infiniment éloigné de la charge :  

V ( r → ∞)=0 . Dans ce cas, la constante est nulle et le potentiel s’écrit : 

 

 
 

Comme le champ  𝐸  , le potentiel V n’est pas défini aux points Pi : 𝐸  (𝑃𝑖) 𝑒𝑡 𝑉(𝑃𝑖)ne sont pas définis.  

b) Cas d’une distribution de n charges ponctuelles 

Soient n charges ponctuelles q1, q1, ..., qi, ...,qn fixés aux points P1, P1, ..., Pi, ...,Pn.  

Soit M un point de l’espace. (figure .I.3).  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Calculons la circulation élémentaire d𝒞i du champ 𝐸𝑖      créée par la charge qi seule : 

     (1.7)
 
 (1.
7) 

 (1.8) 
 (1.
7) 

 (1.9) 
 (1.
7) 

      (1.10)
 
 (1.
7) 

Figure I.3. 

https://2.bp.blogspot.com/-v2u7EcNulZU/VuC4n2Qs7DI/AAAAAAAAHZQ/aPhzBlmptNg/s1600/1.PNG
https://1.bp.blogspot.com/-Fqbe9nCMi6A/VuC4xNSy2yI/AAAAAAAAHZU/N1BqgF1H3uA/s1600/1.PNG
https://1.bp.blogspot.com/-IbQI0B682q0/VuC5BbQsjDI/AAAAAAAAHZc/UOQ50V9ZfG4/s1600/1.PNG
https://4.bp.blogspot.com/-E1YKqQgxS4c/VuC5iNu8MpI/AAAAAAAAHZk/GspnZRWpzoE/s1600/1.PNG
https://2.bp.blogspot.com/-4ZN6l7uTjLM/VuC4XMkF8HI/AAAAAAAAHZI/yIoYDOlhH9g/s1600/1.PNG
https://2.bp.blogspot.com/-4ZN6l7uTjLM/VuC4XMkF8HI/AAAAAAAAHZI/yIoYDOlhH9g/s1600/1.PNG
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Ainsi, le potentiel électrostatique Vi(M) dû à la charge qi.  

 

 
 

Le potentiel V(M) dû à l’ensemble des n charges est la somme des potentiels en application du 

principe de superposition : 

 
   

Dans cette relation, nous avons choisi la constante nulle pour chaque potentiel Vi crée par la 

charge qi; ceci n’est pas valable que si les charges qi sont réparties dans un volume fini. 

 

1.4.1 Relation entre champ et le potentiel électrostatique  

Le potentiel électrostatique a été défini à partir de la circulation élémentaire du champ 𝐸  : 
 

 
 

Or 𝑑𝐸 = −𝑔𝑟𝑎𝑑           𝑉. 𝑑𝑟  d’où la relation entre 𝐸   et V la relation locale 

 

 

                               (1.12) 

          

 

Le champ électrostatique 𝐸     dérive du potentiel scalaire V. Par l’intermédiaire de cette relation 

locale, qui lie le champ électrostatique 𝐸   et le potentiel électrostatique V, la connaissance de V en un 

point de l’espace suffit pour la détermination de 𝐸  (𝑀). Cette relation implique des conditions de 

continuité et de dérivabilité sur la fonction V(M).  

Unité : l’unité du potentiel électrostatique dans le système MKSA est le Volt (V).  

D’après la relation qui lie le champ électrostatique 𝐸  et le potentiel électrostatique V, l’unité du champ 

électrostatique est le Volt par mètre (V/m). 

 

 

 

 

 

         (1.11) 
 (1.7) 

𝐸  (𝑀) = −𝑔𝑟𝑎𝑑           𝑉(𝑀) 

https://2.bp.blogspot.com/-nFw1KyfencQ/VuC7ScrJEPI/AAAAAAAAHaI/yWPsWZvjOc0/s1600/1.PNG
https://3.bp.blogspot.com/-2quV8VzlgqE/VuC7iuKOSFI/AAAAAAAAHaQ/7Ownx8POU7s/s1600/1.PNG
https://1.bp.blogspot.com/-Fqbe9nCMi6A/VuC4xNSy2yI/AAAAAAAAHZU/N1BqgF1H3uA/s1600/1.PNG
https://1.bp.blogspot.com/-UdZf94dptV4/VuC7FlLwl7I/AAAAAAAAHaE/Zjm3crl5D2Y/s1600/1.PNG
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1.4.3  Circulation d’un champ électrique 

La circulation CAB du champ 𝐸     le long du contour AB est 

 

( 1.13) 

  

 

La circulation du champ de vecteur𝐸     , le long de AB, est donc égale à la différence de potentiel 

VA–VB. Ainsi, la connaissance de 𝐸     ne définit que les différences de potentiel.  

Pour avoir le potentiel en un point, il faudra définir une origine arbitraire des potentiels. Il est 

commode de choisir le potentiel nul à l’infini quand la distribution de charges est limitée à un domaine 

fini. La circulation du champ de vecteur𝐸     , le long de AB est indépendante de la forme du contour 

AB ; elle ne dépend pas du chemin suivi (la circulation élémentaire dC est différentielle totale 

exacte).   

En conséquence la circulation de 𝐸     est nulle le long de tout contour fermé. Le champ 𝐸     est un 

champ de vecteurs à circulation conservative qui dérive d’une fonction scalaire appelée potentiel 

électrostatique. En résumé :  

 

𝒞𝐴𝐵 = ∫ 𝐸  
𝐴𝐵

. 𝑑𝑟 = −∫ 𝑑𝑉 = 𝑉(𝐴) − 𝑉(𝐵) ⇔ ∮𝐸  . 𝑑𝑟 
𝐵

𝐴

= 0 ⇔ 𝐸  = −𝑔𝑟𝑎𝑑           𝑉        (1.14) 

 

1.4.4 Distribution Continue De Charges - Densité 

A l’échelle macroscopique, le nombre de charges élémentaires est si important que la nature 

discontinue de la charge n’a plus de sens ; il en est de même pour la masse puisqu’il ne nous est pas 

possible de déceler les protons et les électrons à l’échelle macroscopique.  

Ceci nous permet de considérer que la répartition de charges dans la matière est continue. 

 

a - Densité linéique de charge 

  Si la charge est concentrée sur un système filiforme, on définit 

une densité linéique de charges λ(P), à partir de la charge dq porté par 

un élément dl du fil, entourant le point P : 

                                 dq= λdl          (1.15)  

La charge totale du fil est donnée par l’intégrale curviligne :  

 

𝑄 = ∫ 𝜆𝑑𝑙
Γ

 

 

b - Densité surfacique de charge 

Lorsque les charges sont réparties sur une couche 

d’épaisseur très faible par rapport aux dimensions de la  

couche, on définit une densité surfacique de charges σ(P) à partir 

de la charge dq portée par un élément dS de la surface de la 

couche, entourant le point P :  

                              dq= σdS      (1.16) 

https://2.bp.blogspot.com/-1JRW6PwwLts/VuC9JCI6IwI/AAAAAAAAHaw/GYoSued_Tp4/s1600/1.PNG
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  Dans ce cas, la charge totale d’une surface (S) est donnée par s’obtient à partir de l’intégrale 

de surface :  

𝑄 =∬ 𝜎𝑑𝑆
S

 

 

c - Densité volumique de charge 

Pour décrire une distribution volumique de charge, on définit la 

densité volumique de charges ρ(P) à partir de  

la charge dq contenue dans un élément de volume dτ entourant le point 

P :  

    dq=ρdτ   (1.17) 

 

  La densité de charges  ρ(P) est une fonction de point  scalaire qui peut subir de grandes 

variations d’un point à l’autre de la distribution. En effet, la charge est nulle dans l’espace vide entre 

un noyau et un électron et prend une valeur différente de zéro en un point situé sur le noyau ou 

l’électron. En conséquence  ρ(P) pourrait avoir des valeurs très différentes suivant le choix du volume 

élémentaire dτ. Pour que la définition de ρ(P) ait un sens, c’est à dire qu’elle soit indépendante de la 

forme exacte de dτ, il faut considérer un élément de volume dτ qui soit grand par rapport aux 

dimensions atomiques, mais très petit par rapport aux dimensions de la distribution de charges. Celle-

ci correspond alors à un système macroscopique et ρ(P) pourra être considéré comme une densité 

volumique de charges, moyennée sur le volume dτ. Cette description est valable tant que l’on 

s’intéresse à une description macroscopique (en opposition à microscopique) du système de charges.  

Pour un volume τ, la charge totale s’obtient à partir de l’intégrale de volume :  

 

𝑄 =∭ 𝜌𝑑𝜏
τ

 

 

1.4.5 - Champ et Potentiel d’une distribution continue de Charges  

A - Introduction   

Nous savons déterminer le champ et le potentiel électrostatique crée par une distribution de 

charges ponctuelles :  

 

 

 

  Comment calculer le champ et le potentiel crées par une distribution continue ? La distribution 

de charges peut être découpée en éléments de volume ou de surface ou de courbe qui portent une 

charge élémentaire dq. Chacune de ces charges élémentaires crée un champ et un potentiel 

électrostatiques appelés élémentaires. Le champ (ou le potentiel) crée par toute la distribution est, par 

application du principe de superposition, la somme des charges (ou des potentiels) élémentaires crées 

par les charges dq.  

 

 

 

https://1.bp.blogspot.com/-kyC6UYPxyIw/VuGLgob-GTI/AAAAAAAAHeI/n3RPNzsmvRM/s1600/1.PNG
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B - Distribution linéique 

  On considère une portion de courbe Γ = AB portant une densité 

linéique de charge λ (figure .I.4).   

 

Un élément dl entourant un point P porte une charge :  

 

𝑑𝑞 = 𝜆 𝑑𝑙 

 

Cette charge crée en M un champ et un potentiel donné par les 

expressions suivantes :  

 

   

 

 

D’où le champ total 𝐸  (𝑀) et le potentiel V(M) créés en M par toute la distribution linéique de 

charge s’écrivent :   

 
Cette dernière relation n’est valable que si le fil est de dimension finie.   

 

Remarque  

On peut montrer que le champ 𝐸  (𝑀) et le potentiel V(M) ne sont pas définis en un point M situé sur 

le fil chargé.   

 

C - Distribution surfacique 

  Dans le cas d’une distribution surfacique de charges, on considère une charge dq portée par 

un élément de surface dS (figure .I.5).  

 

Le champ et le potentiel crées en M par dq sont donnés par :  

 

   

 

 

 

 

 

 

D’où le champ total 𝐸  (𝑀) et le potentiel V(M) créés par les charges réparties sur la surface Σ :  

 

Figure I.4. 

(1.18) 

(1.19) 

Figure I.5. 

https://4.bp.blogspot.com/-Yvyn4sRRPV4/VuGMfsZzdUI/AAAAAAAAHeg/ZYrPnl1Hzo8/s1600/1.PNG
https://4.bp.blogspot.com/-KNFXKXYQrbQ/VuGMKjUpDZI/AAAAAAAAHeY/XhrfvEVV1rk/s1600/1.PNG
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Cette relation suppose que la distribution de charges s’étend sur une surface de dimension fini. 

Dans le cas contraire, on choisira comme origine des potentiels un point à distance finie.   

 

 

 

 

 

 

 

 Remarque  

          On peut montrer que le potentiel est défini sur la surface chargée et continue à la traversée de la 

surface chargée. Il n’en est pas de même pour le champ 𝐸  (𝑀) qui n’est pas défini sur une surface 

chargée. Il subit une discontinuité à la traversée de la face chargée.  

Nous étudierons le comportement du champ 𝐸  (𝑀) à la traversée d’une surface chargée au chapitre   

 

D - Distribution volumique 

  Soit une distribution volumique de charges contenue dans le volume v ;  ρ (P) est la densité 

volumique de charges en un point P du volume v (figure .I.6).   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

La charge contenue dans l’élément de volume entourant le point P dτP est : 

 

𝑑𝑞 = 𝜌(𝑃)𝑑𝜏𝑃 

 

   

 

 

Cette charge crée en M un champ 𝐸  (𝑀) et un potentiel dV comme le ferait une charge ponctuelle dq 

placée en P (figure .I.1):   

(1.20) 

(1.21) 

Figure I.6. 

https://3.bp.blogspot.com/-tkHhSqRNJfI/VuGNCvhhw2I/AAAAAAAAHew/BrqEL19fUfY/s1600/1.PNG
https://3.bp.blogspot.com/-duatCwQq2_c/VuGNVp_NGTI/AAAAAAAAHe0/0oYSKHLH8rs/s1600/1.PNG
https://1.bp.blogspot.com/-Er62XEP-Vqw/VuGOfWDFT6I/AAAAAAAAHfQ/QVkn-ECAdOw/s1600/1.PNG
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D’après le principe de superposition, le champ total 𝐸  (𝑀) créé par la distribution est la somme 

des contributions 𝑑𝐸      (𝑀):  

 

   

 

Il faut donc calculer une intégrale de volume pour obtenir le champ 𝐸  (𝑀)alors que le potentiel 

est obtenu à partir de l’intégrale de volume :  

 

 

 

 

Cette relation suppose que l’on a choisi le potentiel nul à l’infini, donc que la distribution de 

charges s’étend sur un volume fini. Si ce n’est pas le cas, il faut choisir une autre origine des 

potentiels.  

 

1.4.6 Topographie d’un champ électrique 

a- Lignes de champ 

Pour avoir une idée sur l’allure du champ 𝐸  , on trace les lignes de 

champ, c’est-à-dire les courbes tangentes en chaque point au vecteur 𝐸   

défini en ce point. Ces courbes sont orientées par convention dans le 

sens du vecteur 𝐸   ( figure .I.7). 

Soit 𝑀  un point d’une ligne de champ et 𝑑𝑟  le vecteur 

déplacement élémentaire sur une ligne de champ ( voir figure II-7). 

Puisque 𝐸   et 𝑑𝑟  sont colinéaires, on a : 

               (1.24) 

Cette relation permet d’obtenir les équations des lignes de champ. Dans le système de 

coordonnées cartésiennes, posons : 

𝐸  = 𝐸𝑥𝑖 + 𝐸𝑦𝑗 + 𝐸𝑧𝑘   et 𝑑𝑟 = 𝑑𝑥𝑖 + 𝑑𝑦𝑗 + 𝑑𝓏𝑘  , ainsi la relation ( 1.13) conduit à :  

 

              (1.25) 

 

 Exemple de lignes de champ 

Soit une charge ponctuelle en 𝑂, les lignes du champ crée 

par la charge ponctuelle sont des demi-droites concourantes en 𝑂, 

divergentes si 𝑞 > 0  ( figure .I.8.a) et convergentes si 𝑞 < 0   

(figure .I.8.b). 

 

 Notons que dans une région où le champ 𝐸   est un vecteur bien 

défini et non nul, on peut suive de façon continue une ligne de champ. 

 Deux lignes de champ ne peuvent se croiser : la figure I-7 montre que les lignes de champ 

commencent (fig.I.7.a) où s’arrêtent (fig.I.7.b) sur les charges qui sont des points singuliers. 

𝑑𝑟 ∧ 𝐸  = 0   

 

𝑑𝑥

𝐸𝑥
= 

𝑑𝑦

𝐸𝑦
=
𝑑𝓏

𝐸𝓏
 

Figure I-7 

Figure I-8 

(1.22) 

(1.23) 

https://4.bp.blogspot.com/-rgXP8WutZ-o/VuGO9ffzkuI/AAAAAAAAHfc/IxTpnHqWQE0/s1600/1.PNG
https://1.bp.blogspot.com/-IHu16pzEhWs/VuGPPDyBW0I/AAAAAAAAHfk/n1Q_PVy1jmA/s1600/1.PNG
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b- Tube de champ 

L’ensemble des lignes de champ s’appuyant sur un contour fermé 

constitue un tube de champ ( figure .I.9) 

 

c- Surfaces équipotentielles. 

Ce sont des surfaces d’équation V = cste, c’est-à-dire d’égal 

potentiel ( fig.I.9). D’après la relation 𝐸  = −𝑔𝑟𝑎𝑑           𝑉, le champ 𝐸   est 

normal aux surfaces équipotentielles et dirigé vers les potentiels décroissantes ( sans le signe moins 

dans cette relation, 𝐸   est dirigé vers les potentiels croissants). 

Nous avons représenté sur la figure I.10, les surfaces équipotentielles et les lignes du champ 𝐸   

crée par une charge ponctuelle positive. Les surfaces équipotentielles sont des sphères centrées en 𝑂, 

point où se trouve la charge. La direction de 𝐸  , c’est-à-dire du gradient de V est la direction de la 

normale aux surfaces équipotentielles, celle de 𝑉 varie le plus rapidement ; ainsi il est clair que pour 

passer de la valeur 𝑉1 à la valeur de 𝑉1, le chemin le plus court est le segment AB. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Remarque : 

Lorsqu’on a un système de plusieurs charges, on ne peut pas obtenir les lignes de champ par 

superposition des lignes du champ de chacune des charges. Il faut calculer le champ total 𝐸   et ensuite 

tracer les lignes de champ. 

 

1.4.7 Le théorème de Gauss : le flux du champ électrostatique 

a- Cas d’une charge ponctuelle 

 Soit une charge ponctuelle 𝑞 > 0 placée en O et M 

un point de l’espace (figure .I-11) 

 

 

 

 

Le champ 𝐸  (𝑀) créé par 𝑞 en 𝑀 est : 

q>0 

Figure I-9 

O(q>0) 

C B
B 

V1 

V2< V1 
 

             Lignes de champ              Surfaces équipotentielles 

A
B 

Figure I-10 

Figure I-11 
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𝐸  (𝑀) =
𝑞

4𝜋𝜀0

𝑢  

𝑟2
                                      (1.26) 

Avec, 𝑢  =
𝑂𝑀        

‖𝑂𝑀        ‖
 et 𝑟 = ‖𝑂𝑀       ‖ 

Soit 𝑑𝑆 un élément de surface entourant le point M ; orientons la surface. Le flux élémentaire 

de 𝐸   à travers la surface orientée est : 

dΦ =  𝐸  . 𝑑𝑆  =
𝑞

4𝜋𝜀0

𝑢  . 𝑑𝑆 

𝑟2
 =

𝑞

4𝜋𝜀0
dΩ 

 

 

 

 

où, dΩ  : angle solide élémentaire sous lequel du point O on voit la surface élémentaire. Le 

signe de dΩ dépend de l’orientation de la surface : 

 dΩ > 0 si α = (𝑢  , 𝑛  ) < 𝜋/2 

 dΩ < 0 si α > 𝜋/2 

 

b- Cas de n charges ponctuelles 

Considérons ni charges à l’intérieure d’une surface fermée (Σ) et ne charges situées à l’extérieure de 

cette surface. Le champ 𝐸  créé par les n = ni + ne charges est la somme vectorielle des champs créées 

par chacune des charges :   

 
(1.27) 

Le flux du champ sortant de la surface Σ est :  

 
(1.28) 

 

D’après (1.15) et (1.16), on a :  

 

 

Le flux sortant de la surface fermée Σ est égal à la somme, divisée par ε0, des charges intérieures à la 

surface Σ : 

 

(1.29) 

avec, Qint : charge totale intérieure à Σ  

Ce résultat constitue le théorème de Gauss. 

 

 

dΩ =
𝑢  . 𝑑𝑆 

𝑟2
 =  

𝑢  . 𝑛  

𝑟2
 𝑑𝑆  

https://1.bp.blogspot.com/-UhaeSNr1yVA/VuMzTa3v-LI/AAAAAAAAHjU/DRnFOUfUMxIVAVYlDchoMERwCin8-kgMA/s1600/1.PNG
https://3.bp.blogspot.com/-rEsjmDjgauA/VuMzeOqVslI/AAAAAAAAHjc/fFBLvpcEyKsmSKLDkzGriNwhYwAD7LH7w/s1600/1.PNG
https://1.bp.blogspot.com/-1C6TUIjXWFs/VuMzp3w_Y5I/AAAAAAAAHjg/qU0wLLIyDBgLSO2ihdSvB1CEHCI-Jff-A/s1600/1.PNG
https://4.bp.blogspot.com/-MFMIbmie-IY/VuM0PaN4ZGI/AAAAAAAAHjw/cdvN9sCFeuIqnsCrl2AjR98GPPCdCOdvg/s1600/1.PNG
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1.4.8 Propriétés de symétrie 

B.1 Le principe de Curie 

La symétrie des causes (que sont les charges, sources de l’électrostatique) se retrouve dans les 

effets produits (que sont le champ et le potentiel électrostatiques). 

Ce principe est très utile en électrostatique car il permet de prévoir l’allure des lignes du champ 

électrique et les surfaces équipotentielles à partir de la symétrie du système chargé. 

B.1 Le champ électrostatique 

Une distribution de charges possède : 

 un plan de symétrie Π  si pour tout élément symétrique on a des charges identiques. 

 un plan d'antisymétrie Π′ si pour tout élément symétrique on a des charges opposées. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Une distribution est invariante par translation si elle reste inchangée par translation : le 

          champ ne dépend pas de la variable z.  

 Une distribution est invariante par rotation si elle reste inchangée par rotation autour d'un axe : 

le champ ne dépend pas de l'angle. 

Le champ électrostatique 𝐸   est contenu dans un plan de symétrie 
perpendiculaire à un plan de symétrie 

Fil infini uniformément chargé 

 

 Tout plan perpendiculaire au fil est plan de 

symétrie. 

 Tout plan contenant le fil est plan de symétrie. 

invariant par translation le long du fil et invariant 

par translation le long du fil : 

           Le champ dépend de la distance OM 

 

Disque uniformément chargé :  

 

 Tout plan contenant Δ  est plan de symétrie 

 Le plan du disque est plan de symétrie invariant 

par rotation autour de l'axe: 

Le champ dépend de la distance OM 

 

Sphère uniformément chargée en surface ou en volume :  

 
 

symétrie antisymétrie 
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 Tout plan passant par le centre est plan de 

symétrie : champ radial 

 invariant par rotation autour de tout axe passant 

par le centre O :  

Le champ dépend de la distance OM 

 
Arc de cercle uniformément chargé  

 

Le plan perpendiculaire à l'arc et contenant la 

bissectrice est plan de symétrie. 

 

 Soit M un point de l’espace où l’on souhaite calculer le champ électrostatique créé par une 

distribution spatiale de charges électriques. 

 Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des charges électriques, le 

champ électrique 𝐸   est contenu dans ce plan de symétrie. 

 Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des charges électriques, le 

champ électrique 𝐸   est perpendiculaire à ce plan d’antisymétrie. 

 

1.4.9 Exemples  

 

 

 

1- Nappe chargée uniformément en surface  

1-1 Enoncé 

Considérons un plan uniformément avec une densité surfacique σ > 0 (nappe chargée) de 

dimension infinie et contenue dans le plan 𝑥𝑂𝑦. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel 

en tout point de l’espace. 

 

1-2 Solution 

a) Variable dont dépend 𝐸   et sa direction 

La nappe chargée en surface est contenue dans le plan (𝑥𝑂𝑦) comme le montre la figure I-12 

Calcul du champ et du potentiel électrostatiques créés par une distribution 

continue de charges à partir du THEOREME de GAUSS 
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𝐸   =  𝐸(𝓏)𝑘   

𝐸(−𝓏) = −𝐸(𝓏) 

 

 Le plan chargé est invariant par translations suivant 𝑂𝑥 

et 𝑂𝑦. Le système des coordonnées le plus adapté au calcul de 

𝐸   est le système cartésien de base (𝑖 , 𝑗  , 𝑘  ). Le champ 𝐸   est 

indépendant de x et y : 𝐸  (𝑀)  =  𝐸  (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐸  (𝑧). 

 Le plan ∏ = (𝑀, 𝑗  , 𝑘  )1  passant par M en 

perpendiculaire à (𝑂𝑥)  est un plan de symétrie pair. 𝐸  ∈

 ∏ ,1  ainsi : 𝐸   =  𝐸  𝑦  +  𝐸  𝑧  

 Le plan ∏ = (𝑀, 𝑖 , 𝑘  )1  passant par M en 

perpendiculaire à (𝑂𝑦) est un plan de symétrie pair. 𝐸  ∈  ∏ ,1  ainsi : 𝐸   =  𝐸  𝑥  +  𝐸  𝑧  

Ainsi, 𝐸  ∈ ∏ ∩∏   1   1 d’où :          

 

De plus, le plan chargé 𝑥𝑂𝑦  étant un plan de symétrie paire, le champ 𝐸   en un point 𝑀′ 

symétrique de 𝑀 par rapport à ce plan est : 

𝐸  (𝑀′) = −𝐸  (𝑀)  avec 𝐸  (𝑀′) = 𝐸  (−𝓏) = 𝐸(−𝓏)𝑘   et 𝐸  (𝑀) = 𝐸  (𝓏) = 𝐸(𝓏)𝑘  , ce qui implique 

que :  

 

 

b) Calcul du champ électrostatique  𝐸  (𝑀)  

Tenant compte de la symétrie de la distribution plane de charge, nous choisissons comme 

surface fermée Σ le parallélépipède droit dont les génératrices sont normales au plan chargé, fermé 

par deux sections droites notées Σ1 et Σ1 d’aire 𝑆 , passant respectivement par 𝑀(𝑥, 𝑦𝑧)  et par 

𝑀’(𝑥, 𝑦, 𝑧), le point syémtrqiue de 𝑀 par rapport au plan 𝑥𝑂𝑦 ( Figure I-13). 

 

Le flux de 𝐸   sortant de la surface latérale Σl du cylindre est nul car en tout point de Σl, on a: 𝐸  ∙

𝑑Σ  𝑙 = 0. 

Le flux sortant de Σ se réduit au flux sortant de Σ1 et Σ2 : 

Φ =∯ 𝐸  ∙ 𝑑Σ  
Σ

=∬ 𝐸  
Σ1

(𝑀) ∙ 𝑑Σ  1 +∬ 𝐸  
Σ2

(𝑀′) ∙ 𝑑Σ  2 

  

Figure I-12 

 II-7 

Figure I-13 

 II-7 
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Φ = 𝐸(𝓏)(𝑘  ∙ 𝑛  1)∬ 𝑑𝑆 1
Σ1

+ 𝐸(−𝓏)(𝑘  ∙ 𝑛  2)∬ 𝑑𝑆 2
Σ2

 

Avec (𝑘  ∙ 𝑛  1) = 1; (𝑘  ∙ 𝑛  2) = −1 𝑒𝑡∬ 𝑑𝑆 1Σ1
 = ∬ 𝑑𝑆 2Σ2

= 𝑆 

𝜙 = [𝐸(𝓏) − 𝐸(−𝓏)]𝑆 avec 𝐸(−𝓏) = −𝐸(𝓏) 

𝜙 = 2𝐸(𝓏)𝑆 

 

La charge à l’intérieur de la surface de GAUSS est : 

𝑄𝑖𝑛𝑡 =∬ 𝜎𝑑𝑆 
𝜎

= 𝜎𝑆 

Or, d’après le théorème de GAUSS, on a : 

2𝐸(𝓏)𝑆 =  
𝜎𝑆

𝜀0
 

D’où le champ 𝐸   

 Pour z > 0 : 𝐸   =  +
𝜎

2𝜀0
𝑘   

 Pour z < 0 : 𝐸   =  −
𝜎

2𝜀0
𝑘   

Ces deux résultats peuvent être condensés sous la forme : 

 

 

 

 

 Ce résultat peut être retrouvé en choisissant comme 

surface de GAUSS  𝛴  la surface fermée formé par le 

cylindre droit, dont les génératrices sont normales au plan 

chargé, fermé par deux sections droites d’aire S, passant 

par 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝓏) et 𝑀’( 𝑥, 𝑦, −𝓏). 

 Le champ 𝐸   change de sens à la traversée de la nappe 

chargée et subit une dicontinuité égale à 𝜎 𝜀0⁄  ( Figure I-

14). 

 En réalité, il n’existe pas de distribution plane de 

dimensions infinies. Cependant, la distribution plane est 

considéré comme infinie si on ne considère que des points 

placés loin des bords de la distribution, c’est-à-dire des points dont la distance à la surface chargée 

est petite par rapport aux dimensions de celle-ci. 

 

𝐸  =
𝜎

2𝜀0

𝓏

|𝓏|
 𝑘  (𝓏 ≠ 0) 

 

 
Figure I-14 
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c) Calcul du potentiel électrostatique  𝑉(𝑀)  

En choisissant l’origine des potentiels dans le plan 𝑥𝑂𝑦  : 

𝑉(𝓏 = 0) = 0 

       V(𝓏) = ∫ 𝑑𝑉 = −∫ 𝐸  
𝓏

0

𝓏

0
∙ 𝑑ℓ   avec 𝑑ℓ  = 𝑑𝓏𝑘   

 Pour 𝑧 >  0 : 𝑉(𝓏) =  −
𝜎

2𝜀0
∫ 𝑑𝓏
𝓏

0
= −

𝜎

2𝜀0
𝓏 

 Pour 𝑧 <  0 : 𝑉(𝓏) = + 
𝜎

2𝜀0
∫ 𝑑𝓏
𝓏

0
= +

𝜎

2𝜀0
𝓏 

 

Soit  

 

 

 

 

 A la traversé du plan chargé, le potentiel y est continu (figure I-15). 

 

2- Cylindre chargé uniformément en surface  

2-1 Enoncé 

Soit un cylindre (C) d’axe 𝓏′𝓏       , de rayon R, de longueur infinie, uniformément chargé avec une 

densité surfacique de charge σ > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point 

de l’espace. 

2-2 Solution 

a) Variable dont dépend 𝐸   et sa direction 

 Le cylindre chargé a un axe de révolution 𝑂𝓏 ( figure I-16). Le système de coordonnées le plus 

adapté est le système cylindrique de base (𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃 , 𝑢  𝓏)  . Cette distribution de charge est invariante 

par translation suivant 𝑂𝓏 et par rotation d’angle 𝜃 autour de 𝑂𝓏. 

𝐸  (𝑀)  =  𝐸  (𝑟, 𝜃, 𝓏) = 𝐸  (𝑟) 

 Le plan ∏ = (𝑀,1 𝑢  𝑟 , 𝑢  𝓏) passant par M et l’axe (𝑂𝓏) est plan de symétrie pair. 

𝐸  ∈  ∏ ,1 , ainsi 𝐸   =  𝐸  𝑟  + 𝐸  𝓏. 

 

 Le plan ∏ = (𝑀,2 𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃) passant par M et perpendiculaire à l’axe (𝑂𝓏) est plan de symétrie 

pair.𝐸  ∈  ∏ ∩ ∏  211 , ainsi on aura un champ radial de la forme 𝐸   =  𝐸(𝑟)𝑢  𝑟    

 

Aussi, le système possède une symétrie de révolution par rapport à l’axe 𝓏′𝓏       , et de translation 

parallèlement à cet axe : le champ 𝐸   en un point M situé à la distance r de l’axe est donc de la 

forme : 

𝐸  (𝑀) = 𝐸(𝑟)𝑢  𝑟 

   

𝑉(𝓏) = −
𝜎

2𝜀0
|𝓏| 

 
Figure I-15 
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b) Calcul du champ électrostatique  𝐸  (𝑀)  

La surface fermée Σ que nous choisissons pour calculer le flux de 𝐸   est une surface de même 

type que la surface chargée constitué d’un cylindre d’axe 𝓏′𝓏       , de rayon r, de hauteur h ( figure I-16). 

 

Le flux de 𝐸   à travers de GAUSS s’écrit : 

Φ = ∯ 𝐸  ∙ 𝑑Σ  
Σ

 avec, 𝑑Σ  ℓ = 𝑟𝑑𝜃𝑑𝓏𝑢  𝑟 et 𝑑Σ  1 = 𝑑Σ  2 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑘   

 

Φ =∯ 𝐸  ∙ 𝑑Σ  
Σ

=∬ 𝐸  
Σ1

∙ 𝑑Σ  1 +∬ 𝐸  
Σ2

∙ 𝑑Σ  2 +∬ 𝐸  
Σℓ

∙ 𝑑Σ  ℓ 

Le flux de 𝐸   =  𝐸(𝑟)𝑢  𝑟, à travers les surfaces planes Σ1 et Σ2 étant nul ( en tout point de ces surfaces, 

on a 𝐸  (𝑟) ⊥  𝑛  1 et 𝐸  (𝑟) ⊥  𝑛  2). Le flux sortant Σ se réduit à : 

 

Φ = ∬ (𝐸(𝑟)𝑢  𝑟)Σ1
∙ 𝑑Σ  ℓ avec 𝑑Σ  ℓ = 𝑟𝑑𝜃𝑑𝓏𝑢  𝑟 

 Avec, Σℓ : surface latérale de Σ. 

Puisque E(r) et r sont des constantes, on a : 

Φ = 𝐸(𝑟)𝑟∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

∫ 𝑑𝓏
ℎ

0

= 2𝜋𝑟ℎ𝐸(𝑟) 

Aussi le théorème de GAUSS, s’écrit : 

Φ = 2𝜋𝑟ℎ𝐸(𝑟) =
𝑄𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 

 Si M est extérieur au cylindre chargé ( C ) : r > R 

𝑄𝑖𝑛𝑡 = ∬ 𝜎0𝑑𝑆𝑆
 avec 𝑑𝑆 = 𝑅𝑑𝜃𝑑𝓏 

Et puisque 𝜎0 est uniforme, on a : 

𝑄𝑖𝑛𝑡 = 𝜎0𝑅∫ 𝑑𝜃∫ 𝑑𝓏
𝓏

0

2𝜋

0

= 1𝜋𝑅ℎ𝜎0 
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𝑉( 𝑟 ≥  𝑅)  =  −
𝜎0𝑅

𝜀0
 ln

𝑟0
𝑟

 

Le théorème de GAUSS s’écrit donc : 

𝜙 = 2𝜋𝑟ℎ𝐸(𝑟) =
2𝜋𝑅ℎ𝜎0

𝜀0
 

En simplifiant par 2𝜋ℎ, la valeur du champ électrostatique 𝐸(𝑟) 

𝐸(𝑟 > 𝑅) =
𝜎0𝑅

𝜀0
 
2

𝑟
 

 Par raison de symétrie, on sait que 𝐸  (M) est porté par 𝑢  𝑟. On obtient finalement 

𝐸  (𝑟 > 𝑅) =
𝜎0𝑅

𝜀0
 
𝑢  𝑟
𝑟

 

 Si M est intérieur au cylindre chargé ( C ) : r < R 

Dans ce cas, la charge à l’intérieur du cylindre Σ de rayon r < R étant nulle, 𝑄𝑖𝑛𝑡 = 0. 

Il s’ensuit, d’après le théorème de GAUSS, que la norme du champ est nulle, 𝐸(𝑟) = 0. 

Ce qui conduit à : 𝐸  (𝑟 < 𝑅) = 0  . 

Le champ 𝐸   normal à la surface chargée, subit une discontinuité égale à 
𝜎0

𝜀0⁄  ( figure I-17). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) Calcul du potentiel électrostatique V(M) 

𝑉( 𝑟)  =  −∫𝐸  ∙ 𝑑𝑙   avec  𝑑𝑙 = 𝑑𝑟𝑢  𝑟  

D’où 𝑉( 𝑟)  =  − ∫𝐸(𝑟) 𝑑𝑟 

 

 Si M est à l’extérieur du cylindre chargé: 𝑟 ≥  𝑅 

𝑉( 𝑟)  =  −
𝜎0𝑅

𝜀0
∫
𝑑𝑟

𝑟
 = −

𝜎0𝑅

𝜀0
 ln 𝑟  + 𝑐𝑠𝑡𝑒 

Dans le cas d’une distribution surfacique portée par le cylindre infiniment long, on prendra 

l’origine des potentiels, à une distance finie 𝑟0 de l’axe du cylindre ( par exemple 𝑟0 > 𝑅; 𝑉(𝑟0) = 0). 

𝑉( 𝑟 = 𝑟0)  =  −
𝜎0𝑅

𝜀0
 ln 𝑟0  + 𝑐𝑠𝑡𝑒 = 0 

𝑐𝑠𝑡𝑒 =  
𝜎0𝑅

𝜀0
 ln 𝑟0  

Ainsi, on aura  

 

 

 Si M est à l’intérieur du cylindre chargé: 𝑟 ≤  𝑅 

𝑉( 𝑟 ≤  𝑅)  = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

Figure I-17 
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La constante est déterminée par continuité du potentiel en 𝑟 =  𝑅 : 

Ainsi, on aura : 𝑉( 𝑟 ≥  𝑅) 𝑟=𝑅 = 𝑉( 𝑟 ≤  𝑅) 𝑟=𝑅 =
𝜎0𝑅

𝜀0
 ln

𝑟0

𝑅
 

 

3- Sphère chargée uniformément en surface  

3-1 Enoncé 

Soit une sphère (S) de centre O et de rayon R, chargée uniformément avec une densité 

surfacique de charge σ > 0. Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de 

l’espace. 

 

3-2 Solution 

a) Variable dont dépend 𝐸   et sa direction 

La sphère chargée est invariante par double rotation, l’une d’angle 𝜃  autour de 𝑢  𝓏  et l’autre 

d’angle 𝜑  autour de 𝑢  𝜑. On dit que la sphère a le point O : On dit que la sphère a le point O comme 

centre de symétrie ( figure I-18). Le système de coordonnées le plus adapté est le système sphérique 

de base (𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃 , 𝑢  𝜑).  

𝐸  (𝑀)  =  𝐸  (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸  (𝑟) 

 Le plan méridien ∏ = (𝑀,1 𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃)  est plan de 

symétrie pair.𝐸  ∈  ∏ ,1 , ainsi 𝐸   =  𝐸  𝑟  +  𝐸  𝜃.  

 Le plan ∏ = (𝑀,2 𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃)  passant par M et 

perpendiculaire à l’axe ( 𝑂𝓏)  est plan de symétrie 

pair.𝐸  ∈  ∏ ∩ ∏  21 , ainsi on aura un champ radial de la 

forme 𝐸   =  𝐸(𝑟)𝑢  𝑟 avec 𝑢  𝑟 =
𝑂𝑀        

‖𝑂𝑀        ‖
 

Le champ 𝐸   créé par cette distribution à symétrie 

sphérique en un point M est porté par le vecteur 𝑢  𝑟  et ne 

dépend que de la variable d’espace 𝑟 = ‖𝑂𝑀       ‖. 

 

b) Calcul du champ électrostatique 𝐸  (𝑀) 

La surface fermée Σ que nous choisissons pour 

calculer le flux de 𝐸   est une sphère de centre O, de rayon r : 

surface de même type que la surface chargée ( figure I-19). 

Le flux de 𝐸   à travers Σ est donné par: 

Φ = ∯ 𝐸  ∙ 𝑑Σ  
Σ

 avec, 𝐸  (𝑀) = 𝐸(𝑟) 𝑢  𝑟  et                          

𝑑Σ  = 𝑑Σ 𝑢  𝑟  = 𝑟2 sin 𝜃𝑑𝜃 𝑑𝜑𝑢  𝑟 

Le champ 𝐸   est en tout point de Σ porté par la normale 

« sortante » 𝑢  𝑟 et sa norme est constante en tout point de Σ. 

Φ = 𝐸(𝑟)𝑟2∫ sin 𝜃
𝜋

0

𝑑𝜃∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

= 2𝜋𝐸(𝑟)𝑟2[− cos 𝜃]0
𝜋

= 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) 

Le théorème de GAUSS s’écrit :  

z 

y 

x

O 

M 

r 

m 

 

φ 

𝒖   𝒓 

𝒖   𝝋 

𝒖   𝜽 

 

Figure I-18 

Figure I-19 



 

COURS D’ÉLECTROMAGNÉTISME                                                        DR REMAOUN S.M 2015 25 

 

𝐸  (𝑀) = 𝐸  (𝑟 > 𝑅) =
𝜎𝑅2

𝜀0

𝑢  𝑟
𝑟2

 

 

𝐸  (𝑀) = 𝐸  (𝑟 > 𝑅) =
𝑄

4𝜋𝜀0

𝑢  𝑟
𝑟2

 

 

Φ = 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) =
𝑄𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

La charge à l’intérieur de la surface de GAUSS Σ dépend de la position de 𝑀. Deux cas peuvent 

être distingués : M est extérieur à la sphère chargée (𝑆) ou 𝑀 est intérieur à (𝑆). 

 

 Si M est à l’extérieur de la sphère (S) : 𝑟 >  𝑅 

La charge à l’intérieur de la sphère Σ de rayon 𝑟 >  𝑅 est : 

𝑄𝑖𝑛𝑡 = ∬ 𝜎
𝑆

𝑑𝑆 avec 𝑑𝑆 = 𝑅2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 et puisque σ est uniforme, on a : 

𝑄𝑖𝑛𝑡 = 𝜎𝑅1∫ sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

= 4𝜋𝑅2𝜎 

Le théorème de GAUSS s’écrit donc : 

Φ = 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) =
4𝜋𝑅2𝜎

𝜀0
 et en simplifiant par 4𝜋, la norme du champ s’écrit : 

𝐸(𝑟 > 𝑅) =
𝜎𝑅2

𝜀0

2

𝑟2
 

 

Par raison de symétrie, le champ 𝐸  (𝑀) est porté par 𝑢  𝑟 : on obtient finalement : 

 

 

 

Si on pose 𝑄𝑖𝑛𝑡 = ∬ 𝜎𝑑𝑆
𝑆

= 4𝜋𝑅2𝜎 alors on aura : 

 

 

 

 Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale à la charge totale de 

la sphère, 𝑄 concentrée en 𝑂. 

 

 Si M est à l’intérieur de la sphère (S) : 𝑟 <  𝑅 

Dans ce cas, la charge à l’intérieur de la sphère de rayon 𝑟 <  𝑅 est nulle : 𝑄𝑖𝑛𝑡 = 0. 

Le théorème de GAUSS conduit à : 

Φ = 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) = 0 et ainsi la norme du champ est nulle. 

𝐸(𝑟 < 𝑅) = 0, ce qui implique que : 𝐸  (𝑟 < 𝑅) = 0   

Le champ électrostatique E (r ) subit une traversée de la surface chargée une discontinuité égale à 
𝜎
𝜀0⁄  ( figure I-20).  

 

 

 

 

 

 

 

 

~
1

𝑟2
 

 

𝜎

𝜀0
 

 

   E(r)   

          0                 R                         r   

Figure I-20 
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𝑉(𝑀) = 𝑉( 𝑟 ≥  𝑅) =  
𝜎0𝑅

2

𝜀0𝑟
=  

𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
 

c) Calcul du potentiel électrostatique V(M) 

𝑉( 𝑟) =  −∫𝐸  ∙ 𝑑𝑙 = −𝑔𝑟𝑎𝑑           𝑉(𝑀)  ce qui donne en projetant sur 𝑢  𝑟 

𝐸( 𝑟) =  𝐸  . 𝑢  𝑟 = −
𝑑𝑉

𝑑𝑟
, d’où 𝑉(𝑀)  =  −∫𝐸(𝑟) 𝑑𝑟 

 

 Si M est à l’extérieur à (S) : 𝑟 ≥  𝑅 

𝑉( 𝑀) =  −∫𝐸(𝑟)𝑑𝑟 =
𝜎0𝑅

2

𝜀0𝑟
+ 𝑐𝑠𝑡𝑒 

En choisissant l’origine des potentiels à l’infini (𝑉(𝑟 = ∞) = 0), on obtient : 

𝑉( 𝑀) =  −∫𝐸(𝑟)𝑑𝑟 =
𝜎0𝑅

2

𝜀0𝑟
+ 𝑐𝑠𝑡𝑒 

Ainsi, on aura 

 

 

 

 

 Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale à la charge totale de 

la sphère, 𝑄 concentrée en 𝑂  

 

 Si M est à l’intérieur à (S) : 𝑟 ≤  𝑅 

Le champ est en tout point intérieur à S est nul : Le potentiel est donc 𝑉( 𝑟 ≤  𝑅)  =  𝑐𝑠𝑡𝑒. 

Pour déterminer la constante, nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pour ( 𝑟 = 𝑅). 

𝑉( 𝑟 ≤  𝑅) 𝑟=𝑅 = 𝑉( 𝑟 ≥  𝑅) 𝑟=𝑅 =
𝜎0𝑅

𝜀0
  

  Nous pouvons trouver cette constante en écrivant : 

𝑉( 𝑟 ≤  𝑅) = 𝑉(𝑟 = 0) , avec 𝑉(𝑟 = 0) est le potentiel au centre O de la sphère S obtenu à partir 

d’un calcul direct suivant la relation : 

 

𝑑𝑉 =
𝑑𝑞

4𝜋𝜀0

1

𝑟
 avec, 𝑟 = ‖𝑃𝑀       ‖ = 𝑅 

Et 𝑉( 𝑟 ≤  𝑅) = 𝑉(𝑟 = 0) =
1

4𝜋𝜀0
∬

𝜎 𝑑𝑆

𝑅𝑆
=

𝜎

4𝜋𝜀0𝑅
∬ 𝑑𝑆 =

𝜎𝑅

𝜀0𝑆
 

  Alors le champ est discontinu à la traversée de la charge ( figure I-20), le potentiel 

électrostatique est continu ( figure I-21). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

~
1

𝑟
 

 

𝜎𝑅

𝜀0
 

 

   V(r)   

          0                 R                         r   

Figure I-21 
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𝐸  (𝑀) = 𝐸  (𝑟 ≥ 𝑅) =
𝜌𝑅2

3𝜀0

𝑢  𝑟
𝑟2

=
𝑄

4𝜋𝜀0

𝑢  𝑟
𝑟2

 

 

4- Sphère chargée uniformément en volume  

4-1 Enoncé 

Soit une sphère (S) de centre O et de rayon R, chargée en surface de densité volumique ρ uniforme. 

Calculer le champ électrostatique puis le potentiel en tout point de l’espace. 

 

4-2 Solution 

a) Variable dont dépend 𝐸   et sa direction 

Les mêmes considérations de symétrie évoquées précédemment suggèrent que : 

𝐸  (𝑀)  =  𝐸(𝑟)𝑢  𝑟 

 

b) Calcul du champ électrostatique 𝐸  (𝑀) 

Pour une sphère fermé Σ de centre O et de rayon r, le flux sortant est : 

Φ = ∯ 𝐸  ∙ 𝑑Σ  
Σ

 avec, 𝑑Σ  = 𝑟2 sin 𝜃𝑑𝜃 𝑑𝜑𝑢  𝑟 

Le champ 𝐸   est en tout point de Σ porté par la normale « sortante » 𝑢  𝑟 et sa norme est constante 

en tout point de Σ. 

Φ = 𝐸(𝑟)𝑟1∫ sin 𝜃
𝜋

0

𝑑𝜃∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

= 1𝜋𝐸(𝑟)𝑟1[− cos 𝜃]0
𝜋 = 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) 

Le théorème de GAUSS s’écrit : 

Φ = 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) =
𝑄𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 

 Si M est à l’extérieur de la sphère (S) : 𝑟 >  𝑅 

La charge volumique à l’intérieur de la sphère de rayon 𝑟 ≥ 𝑅 est donnée par: 

𝑄𝑖𝑛𝑡 =∭ 𝜌
𝜏

𝑑𝜏 avec 𝑑𝜏 = 𝑅2 𝑑𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 

𝑄𝑖𝑛𝑡 = 𝜌𝑅2∫ 𝑑𝑟
𝑟

0

∫ sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

=
4

3
𝜋𝑅3𝜌 

Le théorème de GAUSS s’écrit donc : 

Φ = 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) =
1

𝜀0

4

3
𝜋𝑅3𝜌 et en simplifiant par 4𝜋, la norme du champ s’écrit  

𝐸(𝑟) =
𝜌𝑅1

3𝜀0

1

𝑟2
 

Par raison de symétrie, le champ 𝐸  (𝑀) est porté par 𝑢  𝑟 : on obtient finalement : 

 

 

 

 

   

 Le champ est identique au champ créé en M par une charge ponctuelle égale à la charge totale de 

la sphère, 𝑄 concentrée en 𝑂. 

 

 Si M est à l’intérieur à (S) : 𝑟 ≤  𝑅 

La charge volumique à l’intérieur de la sphère de rayon 𝑟 ≥ 𝑅 est donnée par: 
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𝐸  (𝑀) = 𝐸  (𝑟 ≤ 𝑅) =
𝜌𝑟

3𝜀0
𝑢  𝑟 =

𝑄

4𝜋𝜀0

𝑟𝑢  𝑟
𝑅3

 

 

𝑄𝑖𝑛𝑡 =∭ 𝜌
𝜏

𝑑𝜏 avec 𝑑𝜏 = 𝑟2 𝑑𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑 

𝑄𝑖𝑛𝑡 = 𝜌∫ 𝑟1𝑑𝑟
𝑟

0

∫ sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

=
4

3
𝜋𝑟3𝜌 

Le théorème de GAUSS s’écrit donc : 

Φ = 4𝜋𝑟2𝐸(𝑟) =
1

𝜀0

4

3
𝜋𝑟3𝜌 et en simplifiant par 4𝜋𝑟2, la norme du champ s’écrit  

𝐸(𝑟) =
𝜌

3𝜀0
𝑟 

Par raison de symétrie, le champ 𝐸  (𝑀) est porté par 𝑢  𝑟 : on obtient finalement : 

 

 

 

   

On peut remarquer que pour (𝑟 ≥ 𝑅), le champ est le même que si la charge 𝑄𝑖𝑛𝑡 =
4

3
𝜋𝑅3𝜌 

était concentrée au centre de la sphère O ( figure I-22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) Calcul du potentiel électrostatique V(M) 

𝑉( 𝑟) =  −∫𝐸  ∙ 𝑑𝑙 = −𝑔𝑟𝑎𝑑           𝑉(𝑀)  ce qui donne en projetant sur 𝑢  𝑟 

𝐸( 𝑟) =  𝐸  . 𝑢  𝑟 = −
𝑑𝑉

𝑑𝑟
, d’où 𝑉(𝑀)  =  −∫𝐸(𝑟) 𝑑𝑟 

 

 Si M est à l’extérieur à (S) : 𝑟 ≥  𝑅 

𝑉( 𝑀) = 𝑉(𝑟 ≥  𝑅) =  −∫𝐸(𝑟)𝑑𝑟 = −
𝜌𝑅3

3𝜀0
∫ −

1

𝑟2

𝑟

0

𝑢  𝑟 𝑑𝑟𝑢  𝑟 =
𝜌𝑅3

3𝜀0𝑟
 

 Si M est à l’intérieur à (S) : 𝑟 ≤  𝑅 

𝑉( 𝑀) = 𝑉(𝑟 ≤  𝑅) = −∫𝐸(𝑟)𝑑𝑟 = −
𝜌

3𝜀0
∫ 𝑟
𝑟

0

𝑢  𝑟  𝑑𝑟𝑢  𝑟 = −
𝜌

3𝜀0

𝑟2

2
+ 𝑐𝑠𝑡𝑒 

Pour déterminer la constante, nous pouvons utiliser la continuité du potentiel pour ( 𝑟 = 𝑅). 

𝑉( 𝑟 ≤  𝑅) 𝑟=𝑅 = 𝑉( 𝑟 ≥  𝑅) 𝑟=𝑅 =
𝜌

3𝜀0
𝑅2 = −

𝜌

3𝜀0

𝑅2

2
+ 𝑐𝑠𝑡𝑒 

Ce qui donne :  

𝑐𝑠𝑡𝑒 =
𝜌

3𝜀0
(𝑅2 +

𝑅2

2
) =

𝜌

2𝜀0
𝑅2 𝑑′𝑜ù 

𝑉( 𝑀) = 𝑉(𝑟 ≤  𝑅) = −
𝜌

6𝜀0
𝑟2 +

𝜌

1𝜀0
𝑅2 =

𝜌

6𝜀0
(3𝑅2 − 𝑟2) 

 
   E(r)   

          0                 R                         r   

𝜌

3

𝑅

𝜀0
 

~
1

𝑟2
 

 

≈ 𝑟 

 

Figure I-22 
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   Ainsi pour r ≥  R, le champ et le potentiel sont les mêmes que si toute la charge 𝑄 était 

concentrée en O ( figure I-23) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜎𝑅2

2𝜀0
 

 

~
1

𝑟
 

 

𝜎𝑅2

3𝜀0
 

 

   V(r)   

          0                    R                                         r   

Figure I-23 
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Chapitre 2 

Electrocinétique  

 
2.1 Densité de courant 

Considérons une distribution de porteurs de charge dans laquelle chaque porteur pi a une masse 

m, et une vitesse vi par rapport au référentiel du laboratoire R. Admettons que ces porteurs soient 

ponctuels, ce qui revient à négliger leurs structures internes. 

En chaque point P de la distribution, la charge volumique macroscopique 𝜌 est définie par: 

 

            

 

où la sommation est effectuée sur les Δ𝑁 charges contenues dans un élément de volume Δ𝒱 entourant 

P; les dimensions de cet élément sont grandes devant les distances interatomiques, mais faibles devant 

la distance d'observation (Fig. II.1). 

 

 
 

 

Les différents porteurs de charge peuvent être répartis en plusieurs groupes (électrons, protons, 

anions ou cations particuliers) caractérisés par une même valeur qo: de la charge. La charge 

volumiques 𝜌𝛼: associée à un type déterminé de particules s'écrit alors : 

 
∆𝑁𝛼: étant le nombre de porteurs 𝛼 contenus dans l'élément Δ𝒱 et 𝑛𝛼 = ∆𝑁𝛼/Δ𝒱 leur densité 

volumique. La charge volumique totale 𝜌 est donc la somme des charges volumiques partielles 𝜌𝛼:  

 

 

 

 

Remarquons que, dans un milieu neutre (𝜌 == 0), les densités volumiques de charges 𝜌𝛼: de signes 

opposés, peuvent atteindre des valeurs très élevées. 

 

2.2 - Courant volumique 

On caractérise le transport de matière associé à une particule de masse 𝑚𝑖 animée d'une vitesse 

𝑣𝑖  par sa quantité de mouvement 𝑚𝑖𝑣𝑖  . De même, on caractérise le transport de charge en 

Figure II-1 
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introduisant la quantité 𝑞𝑖𝑣𝑖: Il est alors naturel de définir, en chaque point P de la distribution, le 

vecteur courant volumique J par: 

 
 

Le calcul de J s'effectue en plusieurs étapes. D'abord, on sépare les divers types 𝛼 de porteurs : 

 

 
 

On définit ensuite la vitesse moyenne, appelée aussi vitesse de dérive de l'ensemble des porteurs, 

par: 

 

Il en résulte que 𝑱  peut se mettre sous la forme: 

 

 
Avec 𝐉𝛼 = 𝑛𝛼𝑞𝛼𝑣𝛼 = 𝜌𝛼𝑣𝛼  

 

Le vecteur courant volumique total apparaît ainsi comme la somme vectorielle des courants 

volumiques partiels. Notons que, parmi les différents types de porteurs𝛼, seuls participent au courant 

électrique ceux dont la vitesse de dérive 𝑣𝛼: n'est pas nulle, alors que tous contribuent à la charge 

volumique. 

 

2.3 - Intensité du courant électrique 

Dans les matériaux conducteurs, on distingue habituellement deux catégories de charge. Les 

unes fixes ou liées, dont l'amplitude des déplacements reste microscopique, ne participent pas au 

courant volumique macroscopique en régime stationnaire. Les autres, mobiles ou libres, peuvent se 

déplacer dans l'ensemble du matériau ; aussi sont-elles seules à contribuer au courant macroscopique.  

Ainsi, dans le cuivre, en moyenne, un électron par atome se déplace librement dans le réseau 

des ions Cu+ fixes. 

Si  𝜌, 𝜌𝑓 et 𝜌𝑚 représentent respectivement les charges volumiques totale, fixe et mobile, on a 

évidemment : 

𝜌 =  𝜌𝑓  +  𝜌𝑚 

 

Notons que les lois de l'électrostatique, théorème de Gauss par exemple, font intervenir la charge 

volumiques totale 𝜌, alors que les lois qui régissent le mouvement macroscopique des charges ne font 

intervenir que 𝜌𝑚  . pans un milieu neutre (𝜌 = 0) , la densité des charges mobiles, souvent très 

importante, est compensée en tout point par celle des charges fixes (𝜌𝑓 = −𝜌𝑚) . 
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Lorsqu'il n'existe qu'un seul type de charges mobiles de densité 𝜌𝑚 et de vitesse de dérive moyenne 

v, le vecteur courant volumique s'écrit simplement : 

𝐉 = 𝜌𝑚𝐯 

L'intensité du courant électrique qui traverse une surface orientée S est définie par le flux du vecteur 

J, à travers cette surface : 

 
Pour un élément de surface dS autour d'un point P dans un milieu matériel, le courant élémentaire 

correspondant à pour expression : 

 
si la distribution ne contient qu'un type de charge mobile. Ainsi, l'intensité d'un courant est une 

grandeur algébrique : elle est positive si le sens positif arbitrairement choisi pour n coïncide avec le 

sens de déplacement des charges positives ; sinon elle est négative : 

 

pour 𝜌𝑚 > 0 

 

L'unité Sl d'intensité est l'ampère (A), du nom du physicien français A.M. Ampère. La définition de 

cette unité s'appuie sur l'interaction entre deux courants rectilignes, distants de 1 m. 

Le courant volumique s'exprime donc en A.m-1. La norme de J représente le courant qui traverse 

l'unité de surface perpendiculaire à J (Fig. II.1) : 

 

 
L'intensité dl, qui traverse l'élément de surface dS, est donc: 

 

 
Dans cette expression, 𝜌𝑚𝑣 𝑑𝑆 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑡 est la charge mobile 𝛿𝑞𝑚 contenue dans un cylindre d'axe 

parallèle à 𝑣, s'appuyant sur l'élément de surface dS et de longueur vdt. L'intensité d l représente 

donc la charge 𝛿𝑞𝑚 : qui traverse d S pendant l'unité de temps:𝑑𝐼 = 𝛿𝑞𝑚 𝑑𝑡⁄  

 

 

 

 

 

 

 

Pour une surface quelconque S, l'intensité 1 représente la charge mobile totale 𝛿𝑞𝑚 qui traverse 

cette surface, dans le sens défini par la normale n, pendant l'unité de durée: 

 

 

 

 

Figure II-2 
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2.4 Équation locale du bilan de charge 

En tenant compte de l'expression de la charge totale contenue dans le volume 𝑉, l'équation précédente 

s'écrit: 

 
en utilisant la formule d' Ostrogradsky. 

 

Comme, en général, la densité volumique de charge 𝜌 dépend à la fois du temps et de la position, 

𝜌 =  𝜌(𝒓, 𝑡), et que la surface S est fixe, on a : 

 

 
 

Cette relation étant vraie quel que soit 𝒱 , on en déduit l'équation locale traduisant le caractère 

conservatif de la charge électrique; appelée aussi équation de continuité relative à la charge: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= −𝑑𝑖𝑣 𝐉 

2.5 Loi d’Ohm 

 

La loi d'Ohm, établie par le physicien allemand G. Ohm en 1816, est une relation liant les 

courants qui apparaissent dans un conducteur aux causes qui les produisent. Une telle loi ne présente 

pas le caractère universel des lois de l'électromagnétisme. On dit que c'est une loi constitutive ou une 

relation de milieu. 

 

2.5.1 - Loi d'Ohm locale. Conductivité 

L'apparition d'un courant électrique dans un milieu conducteur traduit la rupture d'un équilibre. 

Expérimentalement, on constate qu'un courant circule dans un conducteur s'il existe un gradient de 

température, de potentiel électrique ou de concentration de porteurs. Nous ne considérons que le cas 

d'un courant provoqué par un gradient de potentiel, c'est-à-dire par un champ macroscopique 𝐸  , la 

concentration des porteurs et la température étant supposées uniformes. 

Le lien entre le vecteur courant volumique J  et le champ 𝐸   dépend du milieu considéré et de la 

valeur de 𝐸  . L'expérience montre que, si l'écart par rapport à la situation d'équilibre est assez faible, 

ce qui est réalisé si 𝐸   n'est pas trop grand, le vecteur J  est, en première approximation, proportionnel 

au champ 𝐸   qui lui a donné naissance : 

J = σ E    

 

où le coefficient  𝜎, qui ne dépend pas de 𝐸  , s'appelle la conductivité du milieu. Cette relation linéaire 

est connue sous le nom de loi d'Ohm locale. Lorsqu'elle est vérifiée expérimentalement, le milieu est 

dit linéaire. Si le milieu est homogène, 𝜎 est en outre uniforme. Dans la plupart des matériaux, J  est 

parallèle à 𝐸   : le milieu est isotrope, sa conductivité est représentée par un scalaire réel positif. 

L'unité légale de conductivité est le siemens par mètre (S.m-1), du nom de l'ingénieur allemand 



 

COURS D’ÉLECTROMAGNÉTISME                                                        DR REMAOUN S.M 2015 34 

 

W. Siemens. On introduit parfois l'inverse de la conductivité, 1 𝛾⁄ , ou résistivité, noté souvent 𝜌, à ne 

pas confondre avec la charge volumique ou la masse volumique. 

             

Exercices résolus 
 Exercice.1 :  

Un conducteur de cuivre a un diamètre de 2,05mm. Une longueur de 15 m est parcourue par  

un courant d’intensité 20 A. Trouver l’intensité du champ électrique𝐸  , la vitesse d’entrainement U 

des charges, la chute de tension et la résistance d’une longueur de 15 m. 

 

 Exercice.2 :  

On se place dans un conducteur de conductivité 𝛾.    

1- Rappeler la loi d’Ohm locale et l’équation de conservation de la charge. 

2- En déduire l’équation aux dérivées partielles satisfaite par la densité volumique de charges ρ 

présente dans le conducteur. 

3- Résoudre cette équation différentielle, en appelant 𝜌𝑜(𝑀) la valeur de ρ en tout point M à l’origine 

des temps t = 0. 

4- Pour un point M quelconque de l’espace, tracer l’allure de la courbe 𝜌(𝑡), décrire le phénomène 

qui a lieu et en donner une durée caractéristique τ. 

5- Application numérique pour un bon conducteur : 𝛾 = 106𝑆𝐼, 𝜀0 = 8,85 ∙ 10−12𝑆𝐼. 

Calculer τ. En déduire qu’un bon conducteur ne peut être chargé que sur sa surface. 

 

 

Solutions 
 Exercice.1: 

La surface de la section droite est : 

𝐴 = 𝜋 (
2,05 × 10−3m

2
)

1

= 3,30 × 10−6m2 

On en déduit 𝐽 =
𝐼

𝐴
=

20

3,30×10−6
= 6,06 × 106 𝐴 m2⁄  

 

La conductivité du cuivre est σ = 5,8 × 107  S/m. Donc 

 

𝐸 = 
𝐽

σ
=
6,06 × 106

5,8 ×  107
= 1,04 × 10−1V/m 

       

𝑉 = 𝐸𝑙 =  (1,04 × 10−1)(15) = 1,56 𝑉  

  

𝑅 =
𝑉

𝐼
=  

1,56

20
= 7,80 × 10−1Ω 

La mobilité des électrons dans le cuivre est 𝜇 = 0,0032 m2 V. S⁄  et puisque 𝜎 = 𝜌𝜇, la densité de 

charge est  
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𝜌 =
𝜎

𝜇
=
5,8 ×  107  

0,0032
= 1,81 × 1010 C m1⁄  

A partir de 𝐽 = 𝜌𝑈, on trouve que la vitesse d’entrainement des charges 

𝑈 =
𝐽

𝜌
=

6,06 × 106

1,81 × 1010
= 3,35 × 10−4 m/s 

 

 Exercice.2: 

1- La loi d’Ohm locale s’écrit : 

𝑗  (𝑀, 𝑡) = 𝛾𝐸  (𝑀, 𝑡), 

  Où 𝑗  (𝑀, 𝑡)représnete la densité de courant volumique qui traverse le conducteur en un 

point M à l’instant 𝑡 et 𝐸  (𝑀, 𝑡) le champ électrique au point M à l’instant 𝑡. 

  L’équation de conservation de la charge s’écrit : 

𝑑𝑖𝑣 𝑗  (𝑀, 𝑡) +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 (𝑀, 𝑡) = 0, 

  Où 𝜌(𝑀, 𝑡) représente la densité volumique de charges présentes au point M à l’instant 𝑡. 

2- On peut écrire une relation entre le champ électrique et la densité volumique de charge :  

𝛾 𝑑𝑖𝑣 𝐸  (𝑀, 𝑡) +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 (𝑀, 𝑡) = 0, 

 Il faut alors trouver une relation entre le champ électrique 𝐸  (𝑀, 𝑡) et la densité volumique de 

charge. Il s’agit de l’équation de Maxwell-Gauss qui permet d’écrire : 𝑑𝑖𝑣 𝐸  (𝑀, 𝑡) =
𝜌(𝑀,𝑡)

𝜀0
 , 

On en déduit :  

 

3. On retrouve là une question différentielle du 

premier degré qui se résout sous la forme : 

𝜌(𝑀, 𝑡) =  𝜌𝑜(𝑀)𝑒
−
𝑡

𝜏, avec 𝜏 =
𝜀𝑜

𝛾
. 

4. La courbe représentant l’évolution de la 

densité 𝜌  volumique de charges a une forme 

exponentielle décroissante. L’étude de la fonction 

exponentielle décroissante nous permet de dire 

qu’au bout d’un temps 

𝑡 =  3𝜏 𝑜𝑛 𝑎  𝜌(𝑀, 𝑡) =  0.05𝜌𝑜 et au bout d’un 

temps 𝑡 =  5𝜏, 𝜌(𝑀, 𝑡) ≤  0.01𝜌𝑜 

5. Application numérique : 𝝉 = 𝟖. 𝟖𝟓 ∙ 𝟏𝟎−𝟏𝟖𝒔 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝛾

𝜀0
𝜌(𝑀, 𝑡) +

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 (𝑀, 𝑡) = 0. 

𝜌0
20

 

𝜌0 

2𝜌0
5

 

𝜌0
5

 

3𝜌0
5

 

4𝜌0
5

 

𝜌(𝑡) 

   0        τ        2τ       3τ      4τ      5τ      6τ              t 
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Chapitre 3  

magnétostatique 
 

3.1 Champ D'induction Magnétique D'un Courant Stationnaire.  

La présence, au niveau d'un point P, point moyen d'un volume 

élémentaire 𝑑𝜏𝑃 , d'un courant stationnaire de densité  𝐽 (𝑃) , entraîne 

l'apparition au point d'observation M d'un champ d'induction magnétique 

élémentaire :  

 

𝑑𝐵  (𝑀) =
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝑗 (𝑃) ∧ 𝑃𝑀       

𝑃𝑀3      
. 𝑑𝜏𝑃                           (3.1) 

 

( Ici les longueurs sont en mètres, j en Ampère/mètre carré; la constante 𝜇𝑜, per-  

méabilité magnétique du vide, vaut  

 𝜇𝑜 = 4𝜋 × 10−7                                             

 

ce qui définit l’unité d'induction magnétique : le Tesla.)  

On admet (ce que suggère l'expérience) qu'il y a superposition des champs magnétiques créés par des  

éléments de courants distincts. S'il y a des courants stationnaires, définis par le champ de vecteur 𝑗 (𝑃) 

à l’intérieur d'un volume Ω, l'induction magnétique totale qu'ils créent en M sera donc :  

 

𝐵  (𝑀) =∭
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝑗 (𝑃) ∧ 𝑃𝑀       

𝑃𝑀3      
. 𝑑𝜏𝑃 

⬚

Ω

                          (3.2) 

 

 

  Un cas particulier important est celui où les courants sont confinés à des circuits filiformes de 

dimensions transverses négligeables (négligeables devant les dimensions longitudinales des circuits, 

ou les distances point du circuit-point d'observation). La répartition du courant sur une section d'un 

de ces circuits perd son intérêt : seule subsiste la notion d'intensité I parcourant le circuit.  

Le volume élémentaire 𝑑𝜏𝑃 de (3-2) est en fait un petit cylindre de 

longueur dl, taillé dans le circuit, et entourant le point P. Si s est l'aire d'une 

section droite du fil, on a : 𝑑𝜏𝑃= dl.s.  

Le vecteur 𝑗 (𝑃) est nécessairement longitudinal au fil : les charges 

mobiles suivent le circuit. Ce vecteur est donc perpendiculaire à la section 

droite s. Son flux à travers s est simplement j(P).s, et 

c'est l'intensité I dans le fil.  

On voit ainsi que le module du vecteur 𝑗  . dr qui intervient dans (3-1) peut se transformer en :  

 

𝑗. 𝑑𝜏 = 𝑗. 𝑠 𝑑𝑙 = 𝐼. 𝑑𝑙 

 

Si au segment dl, nous associons un vecteur 𝑑𝑙     élémentaire de longueur dl, orienté dans le sens de 𝑗 , 

Figure III.1 

 

Figure III.2 
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nous aurons, vectoriellement cette fois-ci : 

𝐼. 𝑑𝑙 = 𝑗 . 𝑑𝜏 

 

(3.1) se transforme alors en :  

 

𝑑𝐵  (𝑀) =
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝐼. 𝑑𝑙 ∧ 𝑃𝑀       

𝑃𝑀3      
                                         (3.3) 

 

et (3.1) en  

 

𝐵  (𝑀) =∑∮
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝐼𝑖 . 𝑑𝑙 𝑖 ∧ 𝑃𝑖𝑀        

𝑃𝑖𝑀3      

⬚

𝐶𝑖𝑖

                           (3.4) 

 

où Ci représente le ième circuit, de point courant Pi, parcouru par l'intensité Ii (Remarquons qu'un 

circuit, en régime stationnaire est nécessairement fermé, d'où la notation de l'intégrale curviligne : 

 .
⬚

Ci
 (3.3) et (3.4) constituent la loi de Biot et Savart. Nous étendrons cette dénomination aux relations 

plus générales (3.1) et (3-2). L'induction magnétique étant définie, nous entreprenons le calcul de sa 

divergence, et de son rotationnel.  

  

3.2. Calcul De Div 𝑩    : Potentiel Vecteur.  

  Calculons directement la divergence du champ élémentaire (3.1) dans un système d'axes centré 

en P, l’axe Oz étant colinéaire à 𝑗 ; x, y et z sont les coordonnées de M; 

r = PM. II vient :  

 

𝑑𝐵𝑥 =  
𝜇𝑜
4𝜋

. 𝑗 𝑑𝜏 .  −
𝑦

𝑟3
  

𝑑𝐵𝑦 =  
𝜇𝑜
4𝜋

. 𝑗 𝑑𝜏 .  
𝑥

𝑟3
  

𝑑𝐵𝑥 = 0 

Et  

𝑑𝑖𝑣 𝑑𝐵      =   
𝜇𝑜
4𝜋

. 𝑗 𝑑𝜏  . (−𝑦  −
3

𝑟4
 .  

𝑥

𝑟
 + (+𝑥).  −

3

𝑟4
  
𝑦

𝑟
 )  

 

Pour r ≠ 0, on a donc div ( 𝑑𝐵      ) = 0. N'y a-t-il pas une singularité à l'origine (comme pour le champ 

électrique d'une charge ponctuelle), avec une div (𝑑𝐵      ) finalement proportionnelle à 𝛿𝑝(M)?  

Dans ce cas, l'intégrale triple de div (𝑑𝐵      ) sur un volume limité par une surface fermée S 

entourant P serait non nulle : or cette intégrale est égale au flux de 𝑑𝐵       à travers S. Prenons pour S 

une sphère de centre P; 𝑑𝐵       est tangent à la sphère en tout point de sa surface et son flux à travers elle 

est nul. Nous ne rencontrerons pas ici les anomalies vues pour le champ coulombien ; on a partout : 

div (𝑑𝐵      ) = 0, et de même,  pour l'induction magnétique totale : 

 

Figure III.3 
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𝑑𝑖𝑣 𝐵  = 0                                                         (3.5) 

  

Ainsi apparaît une propriété fondamentale : l’induction magnétique en régime stationnaire est à flux 

conservatif. 

On sait alors qu'il existe, pour le champ 𝐵  , des potentiels vecteurs 𝐴  dont il dérive, c'est-à-dire 

qui satisfont :  

𝐵  = 𝑟𝑜𝑡       𝐴                                                          (3.6) 

 

C'est ainsi que le 𝑑𝐵       de (3.1) dérive du potentiel vecteur  

Dans le système d'axes utilisé plus haut, 𝑑𝐴       n'a de composante non nulle que                                   

dAz =  
𝜇0

4𝜋
. 𝑗 𝑑𝑟.  

1

𝑟
 . II vient  

𝑟𝑜𝑡𝑥(𝑑𝐴      ) =
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑦

=  
𝜇𝑜
4𝜋

. 𝑗 𝑑𝜏 .  −
1

𝑟2
.
𝑦

𝑟
 = 𝑑𝐵𝑥 

𝑟𝑜𝑡𝑦(𝑑𝐴      ) =
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑥

=  
𝜇𝑜
4𝜋

. 𝑗 𝑑𝜏 .  
1

𝑟2
.
𝑦

𝑟
 = 𝑑𝐵𝑦 

𝑟𝑜𝑡𝑧(𝑑𝐴      ) = 0 = 𝑑𝐵𝑧 

 

 En sommant sur tous les points sources, nous obtenons un potentiel vecteur pour le champ  de 

(3.1) :  

 

𝐴 (𝑀) =∭
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝑗 (𝑃) ∧ 𝑃𝑀       

𝑃𝑀3      
. 𝑑𝜏𝑃 

⬚

Ω

                          (3.7) 

 

 Comme nous l'avons noté, la condition (3.6) ne suffit pas à déterminer 𝐴  pour 𝐵   donné : le 

passage d'un potentiel vecteur à un autre porte le nom traditionnel de transformation de jauge. La 

jauge (3.7) bénéficie des propriétés suivantes : 

1° 𝐴 (M) s'annule quand M tend vers l'infini, au moins dans les cas (seuls réalisés de fait) où le volume 

Ω est borné.  

1° La divergence de 𝐴  est elle-même nulle :  

 

𝑑𝑖𝑣 𝐴 = 0                                                         (3.8) 

 

Le potentiel vecteur (3.7) porte le nom de jauge de Coulomb.  

Remarquons pour terminer que dans le cas de courants limités à des circuits filiformes, on peut 

transformer ( 3.7) en :  

 

𝐴 (𝑀) =∑∮
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝐼𝑖. 𝑑𝑙 𝑖
𝑃𝑖𝑀

⬚

𝐶𝑖𝑖

                           (3.9) 
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3.3. Calcul De 𝒓𝒐𝒕       𝑩    Théorème D'Ampère.  

 Toujours pour des courants stationnaires, calculons 𝑟𝑜𝑡        𝐸  . 

De (3.6) et de la relation  𝑟𝑜𝑡        ( 𝑟𝑜𝑡        𝑉  ) =  𝑔𝑟𝑎𝑑            (𝑑𝑖𝑣  𝑉  ) − ∆𝑉   nous tirons 

 

𝑟𝑜𝑡        (𝐵  ) = 𝑟𝑜𝑡        ( 𝑟𝑜𝑡        𝐴 ) = 𝑔𝑟𝑎𝑑            (𝑑𝑖𝑣  𝐴 ) − ∆𝐴  

Si nous utilisons la jauge de Coulomb (3.7) et (3.8), il reste −∆𝐴  .On a ainsi :  

 

𝑟𝑜𝑡𝑥𝐵  (𝑀) − ∆𝑀𝐴𝑥(𝑀) = −∭
𝜇𝑜
4𝜋

. ∆𝑀  
𝑗𝑥(𝑃)

𝑃𝑀
 . 𝑑𝜏𝑃 

⬚

Ω

 

 

(une fois de plus, on permute l’ordre de la dérivation par rapport à M, et de l'intégration par rapport 

à P).  DansΔ𝑀  
𝑗𝑥(𝑃)

𝑃𝑀
 , 𝑗𝑥(𝑃) est une constante vis-à-vis de M : on peut la sortir du Laplacien. II reste 

à calculer :  

 

−
𝜇𝑜
4𝜋

∭ 𝑑𝜏𝑃 . 𝑗𝑥(𝑃). ∆𝑀  
1

𝑃𝑀
 .

⬚

Ω

 

 

D'après la relation  ∆𝑀  
1

𝑃𝑀
 = −4𝜋. 𝛿𝑝(𝑀  ,il vient :  

 

  Un calcul analogue montrerait que les deux autres composantes de 𝑟𝑜𝑡       𝐵  sont de même 

proportionnelles aux deux composantes de même nom de 𝑗  (tous ces champs de vecteurs étant pris 

au point M). D'où la relation fondamentale :  

 

𝑟𝑜𝑡        𝐵  = 𝜇0𝑗                                                                 (3.10) 

 

qui constitue la forme locale du théorème d'Ampère.  

 

(Celui-ci s'obtiendrait, sous sa forme «  intégrale », en prenant les flux des deux membres de (3.10) à  

travers une surface S limité par une courbe C. On aurait ainsi :  

 

∬ 𝑟𝑜𝑡        𝐵  
⬚

𝑆

. 𝑑𝑆     = 𝜇0∬ 𝑗 
⬚

𝑆

. 𝑑𝑆      

Le théorème du rotationnel permet de transformer le membre de gauche en la circulation de 𝐵   sur la 

courbe C. L'intégrale qui figure au membre de droite, représente, d'après la relation  𝐼 =
d𝑄

d𝑡
∬ 𝑗 

⬚

𝑆
. 𝑑𝑆                  

l'intensité I qui traverse S. D'où l'égalité :  

 

∮ 𝐵  
⬚

𝑐

. 𝑑𝑀       = 𝜇0. 𝐼                                                    (3.11) 
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Contrairement à (3.10), (3.11) fait intervenir le champ 𝐵   en tous les points de C : il ne s'agit donc pas 

d'une relation locale. On retrouve une distinction analogue à celle qu'on a notée entre 

∭ 𝑑𝑖𝑣𝑀
⬚

𝒱
𝐸  . 𝑑𝜏𝑀 =∭

𝜌(𝑀)

𝜀𝑜
𝑑𝜏𝑀

⬚

𝒱
 et  𝐸  =

𝜌

𝜀𝑜
 . Notons enfin que, de (3.6) et (3.10), nous tirons  

une équation reliant directement le potentiel vecteur à la densité de courant :  

 

𝑟𝑜𝑡        (𝐵  ) = 𝑟𝑜𝑡        ( 𝑟𝑜𝑡        𝐴 ) = 𝑔𝑟𝑎𝑑            (𝑑𝑖𝑣  𝐴 ) − ∆𝐴 = 𝜇0𝑗                                                                  

 

Pour la jauge de Coulomb, le terme en 𝑑𝑖𝑣  𝐴  disparaît : il reste simplement  

∆𝐴 = −𝜇0𝑗                                                       (3.12) 

 

dont on remarquera l'analogie formelle avec l'équation de Laplace : ∆𝑉 = −
𝜌

𝜀𝑜
         

 

3.4. Champ D'induction Magnétique dû à Une Charge Ponctuelle En Mouvement.  

 La magnétostatique, concernée par des courants stationnaires, ne considère que les champs 

magnétiques totaux (3.2) ou (3.4) produits par l'ensemble des courants ou des circuits : c'est en effet  

à ce niveau que se manifeste la stationnarité du régime de déplacement des charges.  

On dit par suite assez souvent que les champs élémentaires définis par (3.2) ou (3.3) n'ont pas  

de « réalité physique » : il faut reconnaître que, puisque les éléments de volume 𝑑𝜏 ou de circuit dl 

ne peuvent être isolés du reste du système de charges en mouvement sans en interrompre le caractère  

stationnaire, on ne mesure jamais que les champs totaux (3.2) et (3.4). II serait cependant tout à fait 

contre e nature de supposer que le champ d𝐵   de (3.1) n'est pas effectivement la contribution au 𝐵   de  

(3.2) des charges mobiles présentes dans l'élément de volume 𝑑𝜏𝑝  (charges qui ont une réalité 

physique parfaite) et qu'en ajoutant des champs élémentaires dépourvus de réalité, on obtienne, par 

le jeu de compensations miraculeuses, le «  bon » champ total.  

Nous considérerons donc que les dB de (3.1) ou (3.3) représentent effectivement les champs des  

charges présentes dans les 𝑑𝜏 ou dl considérés.  

On peut même aller plus loin. Raisonnons sur (3.1) et supposons que des charges q, de vitesse 𝑣 , au 

nombre de n par unité de volume, sont celles qui, dans 𝑑𝜏𝑝 , transportent Ie courant.  

De la relation 𝑗 = 𝜌𝑣 = 𝑛. 𝑞. 𝑣 ∶ nous tirons  

 

𝑑𝐵  =
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝑞𝑣 ∧ 𝑃𝑀       

𝑃𝑀3      
. (𝑛𝑑𝜏𝑝)                                        

 

Or n 𝑑𝜏𝑝est Ie nombre de charges mobiles dans 𝑑𝜏𝑝. Cette proportionnalité de 𝑑𝐵   à ce nombre nous 

conduit à admettre que chacune des charges q, de vitesse𝑣 , placée en P (ou infiniment voisine de ce  

point) produit en M le champ :     

 

𝑏  (𝑀) =
𝜇𝑜
4𝜋

.
𝑞𝑣 ∧ 𝑃𝑀       

𝑃𝑀3      
                                      (3.13) 
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Effectivement, on verra ultérieurement que (3.13) représente une approximation du champ 

magnétique produit par une charge ponctuelle en mouvement valable tant que sa vitesse 𝜐 reste très  

inférieure à la vitesse c de la lumière ce qui est toujours le cas en Electrocinétique.  

Remarquons que, comme l'a d'ailleurs suggéré la discussion qui précède, l'examen d'une charge  

ponctuelle isolée en mouvement nous fait complétement sortir du cadre de la Magnétostatique. 

Cependant l'analogie formelle de (3.1) et (3.13) nous permet de donner très rapidement certaines 

propriétés analytiques de 𝑏   :  

  

𝑏   est à flux conservatif   𝑑𝑖𝑣 𝑏  = 0                                                             (3.14)                              

B dérive d’un potentiel vecteur𝑏  =  𝑟𝑜𝑡       𝑎  

 

𝑏  =  𝑟𝑜𝑡       𝑎 

                                             𝑎 =
𝜇𝑜
4𝜋
.
𝑞. 𝑣 

𝑟
       ( 𝑟 = 𝑃𝑀           

                      (3.15) 

 

3.5 Les propriétés de symétrie : Le champ magnétostatique et potentiel 

Le champ magnétique 𝐵   est contenu dans un plan d'antisymétrie, 

Perpendiculaire à un plan de symétrie de la distribution de courant  

 
Fil ou cylindre infini parcouru par un courant uniforme   

 

 Tout plan perpendiculaire au fil est plan 

d'antisymétrie.  

 Tout plan contenant le fil est plan de symétrie 

invariant par translation le long de l'axe et 

invariant par translation le long de l’axe : 

Le champ dépend de la distance OM 

 

Plan infini parcouru par jS uniforme  

 

 Tout plan parallèle à 𝑗𝑆 est plan de symétrie.  

 Tout plan perpendiculaire à 𝑗𝑆  est plan 

d'antisymétrie. 

 Le plan lui-même est plan de symétrie invariant 

par toute translation suivant 𝑗𝑆  et pour toute 

translation perpendiculaire à 𝑗𝑆. 
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Spire ou anneau parcouru par un courant uniforme 

 

 L'axe du système est axe de symétrie. 

 Le plan de la spire est plan de symétrie. 

 Tout plan contenant l'axe de la spire est plan 

d'antisymétrie. 

 Système invariant par rotation autour de l'axe. 

 

Solénoïde infini 

 Tout plan contenant l'axe est plan d'antisymétrie donc le champ magnétique est porté 

par l'axe.  

 Invariance par rotation autour de l'axe. 

 Invariance par translation. 

Soit M un point de l’espace où l’on souhaite calculer le champ magnétostatique 𝐵   créé par une 

distribution spatiale de courants électriques. 

Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des courants électriques, le 

champ magnétique 𝐵   est perpendiculaire à ce plan de symétrie. 

Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des courants électriques, le 

champ magnétique 𝐵   est contenu dans ce plan d’antisymétrie. 

 

 Le potentiel-vecteur 

Soit M un point de l’espace où l’on souhaite calculer le potentiel-vecteur 𝐴  créé par une 

distribution spatiale de courants électriques. 

Si par le point M, passe un plan de symétrie pour la distribution des courants électrique, le 

potentiel vecteur 𝐴  est contenu dans ce plan de symétrie. 

Si par le point M, passe un plan d’antisymétrie pour la distribution des courants électriques, le 

champ vecteur 𝐴  est perpendiculaire à ce plan d’antisymétrie. 

 

Exercices résolus 
 

 Exercice.1:  

Déterminer le champ magnétique 𝐵   créé en tout point de l’espace où il est défini par un fil 

cylindrique rectiligne d’axe𝑂𝑧, de section circulaire de rayon𝑅, parcouru par un courant volumique 

d’intensité totale 𝐼 et de densité de la forme𝑗  = 𝑗0
𝑟

𝑅
𝑢  𝓏, où 𝑟 désigne la distance à l’axe 𝑂𝑧. 
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Exercice.2:  

Montrer En utilisant les équations locales (de MAXWELL), déterminer, 

partout où il est défini le champ magnétique 𝐵   créé par un cylindre rectiligne 

infiniment long, à base circulaire de rayon R et parcouru par un courant 

d’intensité 𝐼 dans la direction de l’axe et de densité de courant uniforme dans 

le volume du cylindre. Le milieu extérieur est assimilable au vide. 

 

 

 

 

 Exercice.3:  

Monter Un fil conducteur cylindrique, noté (1), non magnétique, de rayon 𝑅1, d’axe ∆ = (𝑂𝓏), 

de très grande longueur, est parcouru par un courant continu., d’intensité I. 

Le milieu (1) est assimilable au vide. Le fil est entouré par un isolant et par 

un autre conducteur cylindrique noté (2), de rayon intérieur 𝑅2,  et de rayon 

extérieur 𝑅3.  

Le courant d’intensité 𝐼  passe toujours dans le fil (1) et revient en sens 

inverse par le conducteur (2), la densité de courant étant toujours uniforme 

et parallèle à l’axe 𝛥 dans chacun des deux conducteurs.  

En utilisant les équations locales de Maxwell, déterminer le vecteur champ magnétique 𝐵   créé par ce 

courant. Tracer la courbe 𝐵(𝑟). 

 

 Exercice.4:  

Soit un cylindre métallique de conductivité 𝛾, de rayon 𝑎 et de longueur 𝐿, est placé à l’intérieur 

d’un long solénoïde de même axe que le cylindre, de rayon 𝑅, ayant 𝑛 spires par mètre, parcouru par 

un courant de basse fréquence d’intensité 𝑖(𝑡) = 𝐼𝑜 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡). 

 

 

 

 

 

 

1- Rappeler l’expression du champ magnétique créé par ce solénoïde en tout point de l’espace. 

2- En déduire que nécessairement, un champ électrique 𝐸   est créé. Le déterminer à l’intérieur du 

solénoïde. 

3- En déduire la densité de courant volumique 𝑗   qui apparait dans le cylindre conducteur. 

4- Déterminer la puissance instantanée dissipée par effet joule dans la conducteur. Déterminer, à 

l’intérieur du cylindre, le champ magnétique variable 𝐵  ′, supposé nul à l’extérieur du cylindre et créé 

par la densité de courant volumique. 

5- Calculer le rapport des amplitudes des champs 𝐵   et 𝐵  ′. Interpréter. 
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Solutions 
 Exercice.1: 

La distribution de courant a une forme cylindrique, on travaille alors en coordonnées 

cylindriques d’axe (𝑂𝑧).  

𝐵   est dirigé selon le vecteur unitaire 𝑢  𝜃 de la base 

cylindrique. Donc la distribution est invariante dans toute 

rotation autour de son axe, ainsi que dans toute translation selon 

axe. On en déduit 𝐵 = 𝐵(𝑟). 

 Dans un système de coordonnées cylindriques, on a: 

    𝐵  (𝑀) =  𝐵(𝑟)𝑢  𝜃 

On connait le champ magnétique sur l’axe, on commence donc 

à étudier l’équation de Maxwell dans le cylindre. 

 Pour 𝒓 ≤ 𝑹, 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 𝜇𝑜𝑗   d’où 𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 𝜇𝑜𝑗𝑜

𝑟

𝑅
𝑢  𝓏 

D’où 
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 𝜇𝑜𝑗𝑜

𝑟2

𝑅
, qui donne 𝑟𝐵(𝑟) = 𝜇𝑜𝑗𝑜

𝑟3

3𝑅
+ 𝑘, où 𝑘 est constante d’intégration. 

Le champ magnétique est nul sur l’axe 𝐵(𝑟 = 0) donne 𝑘 = 0. 

On en déduit alors l’expression du champ magnétique :  

 

 

 

 Pour 𝒓 ≥ 𝑹, 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 0  , puisqu’il n’y a pas de courant à l’extérieur du cylindre d’où : 

𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 0   

Donc 
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 0 donne 𝑟𝐵(𝑟) = 𝑘′, où 𝑘′est une constante d’intégration. 

Or, le champ magnétique est continu à la surface du cylindre puisque l’on est en présence d’une  

distribution de courant volumique, d’où 𝐵(𝑟 = 0) = 𝜇𝑜𝑗𝑜
𝑅

3
 donne 𝜇𝑜𝑗𝑜

𝑅1

3
= 𝑘′ 

On en déduit alors l’expression du champ magnétique : 

 

 

 

 Enfin, on détermine 𝑗𝑜 en fonction de 𝐼. Le courant dans le cylindre est 𝐼 = ∬ 𝑗  ∙ 𝑑𝑆     
⬚

𝑆
 où 𝑆 

est la section circulaire de rayon R du cylindre, soit 

𝑑𝑆     = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑢  𝓏. 

On en déduit : 𝐼 = ∬ 𝑗  ∙ 𝑑𝑆     
⬚

𝑆
= ∫ 𝑗𝑜

𝑟

𝑅

𝑅

0
𝑟𝑑𝑟 ∫ 𝑑𝜃 =

2𝜋

0
1

3
𝜋𝑅2𝑗𝑜 soit 𝑗𝑜 =

3𝐼

1𝜋𝑅1
, d’où 𝑗  = 

3𝐼

1𝜋𝑅3
𝑟𝑢  𝓏. 

On obtient alors : 

𝐵(𝑟 ≤ 𝑅) = 𝜇𝑜
𝐼 𝑟2

2𝜋𝑅3
 

𝐵(𝑟 ≤ 𝑅) = 𝜇𝑜𝑗𝑜
𝑟3

3𝑅
 

𝐵(𝑟 ≥ 𝑅) = 𝜇𝑜𝑗𝑜
𝑟2

3𝑅
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 Exercice.2: 

 Dans un premier temps, on détermine 𝑗  . Le courant dans le 

cylindre a une direction parallèle à l’axe du cylindre. Donc 𝐼 =

∬ 𝑗  ∙ 𝑑𝑆     
⬚

𝑆
 où 𝑗   est dirigé suivant l’axe (𝑂𝑧)  et 𝑆  set la section 

circulaire de rayon R du cylindre. On considère la section du 

cylindre donc 𝑑𝑆     = 𝑑𝑆. 𝑢  𝓏 et on suppose la répartition uniforme du 

courant donc 𝑗   a une même valeur en tout point du cylindre. 

On en déduit : 𝐼 = 𝑗  × 𝜋𝑅2. D’où 𝒋  =
𝑰

𝝅𝑹𝟐
𝒖   𝔃. 

 𝐵   est dirigé selon le vecteur unitaire 𝑢  𝜃  de la base 

cylindrique. Donc la distribution est invariante dans toute rotation autour de son axe, ainsi que dans 

toute translation selon axe. On en déduit 𝐵 = 𝐵(𝑟). Dans un système de coordonnées cylindriques, 

on a: 

    𝐵  (𝑀) =  𝐵(𝑟)𝑢  𝜃 

 On utilise une équation de Maxwell qui permet de calculer le champ magnétique à partir de ces 

sources. Il s’agit évidemment de l’équation de Maxwell-Ampère que l’on écrit dans les domaines 

(𝑟 ≤ 𝑅) et (𝑟 ≥ 𝑅) où le milieu est assimilable au vide. 

 On remarque que l’in est dans un problème de magnétostatique où il n’y a aucune distribution 

de charges fixes : le champ électrique 𝐸   est donc nul en tout point. Et on connait le champ magnétique 

sur l’axe, on commence donc l’étude à l’intérieur du cylindre. 

 Pour 𝒓 ≤ 𝑹, 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 𝜇𝑜𝑗   d’où 𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 𝜇𝑜𝑗 𝑢  𝓏 

Le champ magnétique satisfait donc l’équation : 

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 𝜇𝑜𝑗 𝑟 

Cela donne : 𝑟𝐵(𝑟) = 𝜇𝑜𝑗 
𝑟2

2
+ 𝑘 où 𝑘 est une constante d’intégration. 

En plus, le champ magnétique étant nul sur l’axe 𝐵(𝑟 = 0) = 0, donne 𝑘 =  0. 

On en déduit alors l’expression du champ magnétique :  

 

 

𝐵(𝑟 ≥ 𝑅)) = 𝜇𝑜
𝐼 

2𝜋𝑟
 

 

 

𝐵(𝑟 ≤ 𝑅) = 𝜇𝑜𝑗
𝑟

2
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 Pour 𝒓 ≥ 𝑹, 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 0  , puisqu’il n’y a pas de courant à l’extérieur du cylindre d’où : 

𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 0   

Donc 
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 0  donne 𝑟𝐵(𝑟) = 𝑘′ , où 𝑘′ est une 

constante d’intégration. 

Or, le champ magnétique est continu à la surface du cylindre 

puisque l’on est en présence d’une distribution de courant 

volumique, d’où 𝑅𝐵(𝑟 = 𝑅) = 𝜇𝑜𝑗
𝑅2

2
= 𝑘′  

On en déduit alors l’expression du champ magnétique : 

 

 

 

 

 Exercice.3: 

 Les cylindres (1) et (2) parcourus par un courant d’intensité 𝐼 et de densité uniforme dans le 

volume du cylindre sont considérés comme des distributions de courant volumique notés 

respectivement 𝑗  1et 𝑗  2 . Les distributions de courant ayant une forme cylindrique, on travaille en 

coordonnées cylindriques d’axe (𝑂𝑧) qui coïncide avec l’axe du cylindre. 

Les distributions de courant sont volumiques donc le champ magnétique est défini et continue tout 

point. 

 Dans un premier temps, on détermine 𝑗  1et 𝑗  2. 

a- Pour le cylindre (1), : 𝐼 = ∬ 𝑗  1 ∙ 𝑑𝑆     
⬚

𝑆1
 où 𝑗  1  est dirigé suivant l’axe ∆  et 𝑆1  est la section 

circulaire de rayon 𝑅1  du cylindre. On considère la section du cylindre donc 𝑑𝑆     = 𝑑𝑆. 𝑢  𝓏 , et on 

suppose la répartition uniforme donc 𝑗  1 a même valeur en tout point du cylindre. 

 

On en déduit 𝐼 = 𝑗 1 × 𝜋𝑅1
2. D’où : 

 

b- Pour le cylindre (2), : 𝐼 = ∬ 𝑗  2 ∙ 𝑑𝑆     
⬚

𝑆2
 où 𝑗  21  est dirigé suivant l’axe ∆ et 𝑆12  est la section 

circulaire de rayon intérieur 𝑅2 et de rayon extérieur 𝑅3. On considère la section du cylindre donc 

𝑑𝑆     = 𝑑𝑆. 𝑢  𝓏, et on suppose la répartition uniforme donc 𝑗  1 a même valeur en tout point du cylindre. 

 

On en déduit 𝐼 = −𝑗 2 × 𝜋(𝑅3
2 − 𝑅1

2). D’où : 

 

 Dans un deuxième temps, on étudie les symétries et invariances du champ magnétique en un 

point 𝑀 quelconque de l’espace. 

 

 𝐵   est dirigé selon le vecteur unitaire 𝑢  𝜃  de la base cylindrique. Donc la distribution est 

invariante dans toute rotation autour de son axe, ainsi que dans toute translation selon axe. On en 

déduit 𝐵 = 𝐵(𝑟). Dans un système de coordonnées cylindriques, on a: 

𝑩   =  𝑩(𝒓)𝒖   𝜽 

𝐵(𝑟 ≥ 𝑅) = 𝜇𝑜𝑗𝑜
𝑅2

2𝑟
 

 

 

 

𝑗  1 =
𝐼

𝜋𝑅1
2 𝑢  𝓏 

𝑗  2 = −
𝐼

𝜋(𝑅3
2 − 𝑅2

2)
𝑢  𝓏  
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 Ensuite, il faut trouver un point où le champ magnétique a une valeur connue. Intéressons-nous 

à 𝐵  (𝑟 = 0). Tous les plans contenant l’axe du cylindre sont plans de symétrie de la distribution de 

courant. Donc 𝐵  (𝑟 = 0) est orthogonal à tous ces plans. Ceci n’est pas réalisable que si le vecteur est 

nul. Donc 𝐵  (𝑟 = 0) = 0  . 

 Enfin, on utilise une équation de Maxwell qui permet de calculer le champ magnétique en 

statique. Il s’agit évidemment de l’équation de Maxwell-Ampère que l’on écrit dans les domaines 

 𝑟 ≤ 𝑅1 ;  𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2 ;  𝑅2 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅3  et  𝑟 ≥ 𝑅3  où le milieu est partout assimilable au vide. 

On connait le champ magnétique sur l’axe donc on commence par l’étude du champ 𝐵   dans le 

cylindre (1). 

 Pour 𝒓 ≤ 𝑹𝟏, 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 𝜇𝑜𝑗  1 d’où 𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 𝜇𝑜𝑗1 𝑢  𝓏 

Le champ magnétique satisfait donc l’équation : 

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 𝜇𝑜𝑗1 𝑟 

Cela donne : 𝑟𝐵(𝑟) = 𝜇𝑜𝑗1  
𝑟2

2
+ 𝑘1 où 𝑘1 est une constante d’intégration. 

En plus, le champ magnétique étant nul sur l’axe 𝐵(𝑟 = 0) = 0, donne 𝑘1  =  0. 

On en déduit alors l’expression du champ magnétique :  

 

 

 

 Pour 𝑹𝟏 ≤ 𝒓 ≤ 𝑹𝟐 , 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 0   puisqu’il n’y a pas de courant dans l’isolant par définition 

d’où : 𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 0   

Donc 
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 0 donne 𝑟𝐵(𝑟) = 𝑘2 où 𝑘2est une constante d’intégration. 

Or, le champ magnétique est continu à la surface du cylindre (1) puisque l’on est en présence d’une 

distribution de courant volumique, d’où 𝐵(𝑟 = 𝑅1) = 𝜇𝑜𝐼
1

1𝜋𝑅1
=

𝑘2

𝑅1
 donne : 𝑘2 =

𝜇𝑜𝐼

1𝜋
 

On en déduit alors l’expression du champ magnétique : 

 

 

 

 

 

 Pour 𝑹𝟐 ≤ 𝒓 ≤ 𝑹𝟑, 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 𝜇𝑜𝑗  2 d’où 𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 𝜇𝑜𝑗2 𝑢  𝓏 

Le champ magnétique satisfait donc l’équation : 

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 𝜇𝑜𝑗2 𝑟 

Cela donne : 𝑟𝐵(𝑟) = 𝜇𝑜𝑗1  
𝑟2

2
+ 𝑘3  = −𝜇𝑜

𝐼

𝜋(𝑅3
2−𝑅1

2)
 
𝑟2

2
 + 𝑘3  où 𝑘3 est une constante d’intégration. 

Par continuité à l’interface 𝑟 = 𝑅2 , 𝑅2𝐵(𝑟 = 𝑅2) =
𝜇𝑜𝐼

1𝜋
= −𝜇𝑜

𝐼

𝜋(𝑅3
1−𝑅1

2)
 
𝑅1
2

2
+ 𝑘3 , donc      𝑘3 =

𝜇𝑜
𝐼

𝜋(𝑅3
2−𝑅1

2)
 
𝑅1
2

2
 

On en déduit alors l’expression du champ magnétique :  

𝑩   (𝒓 ≤ 𝑹𝟏) = 𝝁𝒐𝑰
𝒓

𝟐𝝅𝑹𝟏
𝟐 
𝒖   𝜽 

𝑩   (𝑹𝟏 ≤ 𝒓 ≤ 𝑹𝟐) =
𝝁𝒐𝑰

𝟐𝝅𝒓
𝒖   𝜽 
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 Pour 𝒓 ≥ 𝑹𝟑 , 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 0   puisqu’il n’y a pas de courant dans l’isolant par définition 

d’où : 𝑟𝑜𝑡       𝐵  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟))𝑢  𝓏 = 0   

Donc 
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐵(𝑟)) = 0 donne 𝑟𝐵(𝑟) = 𝑘4 où 𝑘4est une constante d’intégration. 

Or, le champ magnétique est continu à la surface du cylindre (1) puisque l’on est en présence d’une 

distribution de courant volumique, 𝐵(𝑟 = 𝑅3) = 0 donne : 𝑘4 = 0. 

 On en déduit alors l’expression du champ magnétique :  

 

 

 

On peut tracer l’évolution du champ magnétique en fonction de la distance 𝑟 à l’axe (𝑂𝑧) : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Exercice.4: 

1- Le champ magnétique créé par le solénoïde infini est : 

 

 

 

 

 

 

Où 𝑢  𝑧 est le vecteur directeur de l’axe du solénoïde 

2- ☺ Le champ magnétique est dépendant du temps. Donc 
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
 est non nul. L’équation de Maxwell-

Faraday permet d’en déduire qu’il existe un champ électrique tel que : 𝑟𝑜𝑡       𝐸  =
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
. 

Afin de déterminer le champ électrique, on étudie les symétries et invariances du dispositif. Le 

solénoïde possède une symétrie cylindrique. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associé  

𝑩   (𝑹𝟐 ≤ 𝒓 ≤ 𝑹𝟑) = 𝝁𝒐
(

𝑰
𝑹𝟑
𝟐 − 𝒓𝟐)

𝟐𝝅𝑹 (𝟐 𝑹𝟑
𝟐 − 𝑹𝟐

𝟐)
𝒖   𝜽 

𝑩   (𝒓 ≥ 𝑹𝟑) = 𝟎    

 

 

𝐵  = 
𝜇𝑜𝑛𝐼𝑜 cos(𝜔𝑡)𝑢  𝑧 à l’intérieur du solénoïde 

0   à l’extérieur du solénoïde 
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𝒋  (𝒓, 𝒕) = 𝜸𝝁𝒐𝒏𝑰𝒐𝝎𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒕)
𝒓

𝟐
𝒖   𝜽 

 

(𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃, 𝑢  𝓏) où 𝑢  𝓏 est le vecteur directeur de l’axe du solénoïde. Donc le champ électrique est normal 

à ce plan soit 𝐸  (𝑡) = 𝐸(𝑡)𝑢  𝜃 . 

Le solénoïde est invariant par translation selon son axe et par rotation d’angle 𝜃 et 𝓏. On conclut que 

𝐸  (𝑀, 𝑡) = 𝐸(𝓏, 𝑡)𝑢  𝜃. 

 

☺ Il reste à trouver un point particulier où le champ électrique nous est connu. Tous les plans 

contenant l’axe du solénoïde sont plans d’antisymétrie. 

Or le champ électrique sur l’axe (𝑂𝑧) ne peut être orthogonal à tous ces points : il est donc nul en 

tout point M de l’axe du solénoïde : 𝐸  (𝑟 = 0, 𝑡) = 0  . 

☺  On a 𝑟𝑜𝑡       𝐸  =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐸(𝑟))𝑢   𝓏 = − 𝜕𝐵    

𝜕𝑡
= 𝜇𝑜𝑛𝐼𝑜𝜔sin(𝜔𝑡)𝑢   𝑧 

      On trouve alors : 

𝑟𝐸(𝑟) = 𝜇𝑜𝑛𝐼𝑜𝜔 sin(𝜔𝑡)
𝑟2

1
+ 𝑘 où 𝑘 est une constante d’intégration. 

     𝐸(𝑟 = 0) = 0 donne donc : 𝑘 = 0. 

     Ceci conduit à : 

𝑬   (𝒓, 𝒕) = 𝝁𝒐𝒏𝑰𝒐𝝎𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒕)
𝒓

𝟐
𝒖   𝜽 

  

3- D’après la loi d’Ohm, on a 𝑗  = 𝛾𝐸  , d’où : 

 

 

 

4- La puissance volumique dissipée par effet Joule est donnée par 𝑗  ∙ 𝐸  . 

Donc la puissance 𝑃𝑗 dissipée dans le conducteur est l’intégrale sur le volume 𝑉 du conducteur de ce 

produit scalaire. 

𝑃𝑗 =∭ 𝑗  ∙ 𝐸  
𝑉

𝑑𝜏 

Où 𝑑𝜏 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝓏 est un élément de volume conducteur en coordonnées cylindriques : 

Donc :  

𝑃𝑗 =∭ 𝛾  𝜇𝑜𝑛𝐼𝑜𝜔 sin(𝜔𝑡)
𝑟

2
 
2

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝓏 =  𝛾  
𝜇𝑜𝑛𝐼𝑜𝜔sin(𝜔𝑡)

2
 
2

∫ 𝑟2𝑑𝑟 × ∫ 𝑑𝜃 ×
2𝜋

0

𝑎

0𝑉
∫ 𝑑𝓏
𝓏

0
  

 

On obtient : 

 

 

 

5- Le champ magnétique variable 𝐵  ′  est le champ magnétique créé par la densité de courant 

volumique présente dans le conducteur. Il est obtenu à partir de l’équation de Maxwell-Ampère : 

𝑟𝑜𝑡       𝐵  ′ = 𝜇𝑜𝑗  . 

☺ La distribution du courant volumique 𝑗   est invariante par translation selon son axe et par 

rotation d’angle 𝜃 ( on considère toujours L très grand). Donc le champ magnétique est indépendant 

des variables 𝜃 et 𝓏. On en conclut que 𝐵  ′(𝑀, 𝑡) = 𝐵′(𝓏, 𝑡)𝑢  𝓏. 

𝑷𝒋 =
𝜸

𝟖
𝝅𝑳𝒂𝟐[𝝁𝒐𝒏𝑰𝒐𝝎𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒕)]𝟐 
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☺ Enfin, on utilise l’équation de Maxwell-Ampère que l’on écrit dans le conducteur (𝑟 ≤ 𝑎). 

On a : 

                            d’où 

On obtient :  

𝐵′(𝑟) = 𝜇𝑜
2𝛾𝑛𝐼𝑜𝜔 sin(𝜔𝑡)

𝑟2

4
+ 𝑘′  où 𝑘′ est une constante d’intégration. 

         La distribution de courant est à répartition volumique donc le champ magnétique est continu à 

l’interface 𝑟 = 𝑎 avec l’extérieur du conducteur où le champ magnétique  𝐵  ′ est nul. 

On obtient donc 𝑘′ = −𝜇𝑜
2𝛾𝑛𝐼𝑜𝜔 sin(𝜔𝑡)

𝑎2

4
. 

On trouve alors : 

 

 

 

 

6- On calcule le rapport des amplitudes : 

Amplitude de B′(r)

Amplitude de B(r)
=
𝜇𝑜
1𝛾𝑛𝐼𝑜𝜔

|𝑟2 − 𝑎2|
4

𝜇𝑜𝑛𝐼𝑜
=
|𝑟2 − 𝑎2|

4
𝜇𝑜𝛾𝜔

=
|𝑟2 − 𝑎2|

𝛿2
 

 

Où 𝛿 = √
2

𝜇𝑜𝛾𝜔
 est l’épaisseur de peau.  

𝑟𝑜𝑡       𝐵  ′ = 𝜇𝑜𝑗   𝑟𝑜𝑡       𝐵  ′ = −
𝜕𝐵′(𝑟)

𝜕𝑟
𝑢  𝜃 = 𝜇𝑜

2𝑛𝐼𝑜𝜔 sin(𝜔𝑡)
𝑟

2
𝑢  𝜃 

𝑩   ′(𝒓) = 𝝁𝒐
𝟐𝜸𝒏𝑰𝒐𝝎𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒕)

(𝒓𝟐 − 𝒂𝟐)

𝟒
𝒖   𝔃 
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Chapitre 4 

Introduction au régime variable  
 

4.1 Force de Lorentz  

En électrostatique, une charge q placée dans un champ électrique (électrostatique) E subit une 

force : 𝐹  =  𝑞. 𝐸   . Si cette charge est mobile, dans un repère où sa vitesse est 𝜐 , e1le subit une force 

de la forme:  

𝐹  =  𝑞(𝐸  + 𝜐 ∧ 𝐵  )                                                     (4.1) 

 

appelée force de Lorentz, qui se décompose donc en :  

- une force indépendante de 𝜐  : q𝐸                                                                      (4.2)  

- une force proportionnelle à 𝜐  : 𝑞𝜐 ∧ 𝐵                                                             (4.3)  

 

(4.1), (4.2), (4.3), relations obtenues à partir d'observations expérimentales, définissent deux champs 

de vecteurs : 𝐸   et 𝐵  . 

Si la particule est immobile, seule subsiste la force (4.2). Si l'on est dans une situation d'équilibre 

électrostatique, cette force (4.2) doit coïncider avec 𝐹  =  𝑞. 𝐸   et le champ 𝐸   avec le champ 

électrostatique. Par suite nous conviendrons  

- d'appeler le champ 𝐸   défini par (4.2) champ électrique  

(- d'appeler la force (4.2) : q𝐸  , laforce électrique)  

- d'imposer au champ électrique de se confondre avec le champ électrique de l'Électrostatique quand 

les charges qui interviennent dans le problème, c'est-à-dire q et les charges avec lesquelles elle 

interagit, sont immobiles.  

Si d'autre part les charges présentes dans le système sont mobiles et créent des courants 

stationnaires, on constate que le champ 𝐵   défini par (4.3) coïncide avec l'induction magnétique 

(magnétostatique) créée par ces courants. Par suite nous conviendrons :  

- d'appeler le champ 𝐵   défini par (4.3) champ (ou induction) magnétique  

- (d'appeler la force 𝑞𝜐 ∧ 𝐵   de (4.3) force magnétique)  

- d'imposer au champ 𝐸   de coïncider avec l'induction magnétostatique (4.1) ou (4.3) quand on est en  

régime de courants stationnaires.  

  

4.2. Le Phénomène D'induction Électromagnétique.  

4.2.1 Circuit mobile dans une induction magnétostatique :  

  Soit (Γ)  un circuit électrique (c'est-à-dire une chaîne de conducteurs) filiforme, que nous 

orientons, d'ailleurs arbitrairement. II est plongé dans une induction magnétique 𝐵   çréée par des 

courants stationnaires : une induction « magnétostatique ». On le déplace dans ce champ d'induction.  

Un porteur de charge libre présent dans le conducteur, de charge q, (par exemple un électron) aura 

une vitesse de la forme 𝑢  + 𝑣  où :  

- 𝑢   est la vitesse de déplacement du porteur dans le circuit ; le circuit (n étant filiforme, 𝑢   est porté 

par la tangente à (Γ)  
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- 𝑣  est la vitesse d'entraînement du circuit au point où se trouve le porteur.  

 

 

 

 

 

 

 

En l'absence, supposée, de champ électrique, e porteur subit une force magnétique :  

𝐹 = 𝑞(𝑢  + 𝑣 ) ∧ 𝐵  = 𝑞. 𝐸  𝑚 

 

Où 𝐸  𝑚  joue le rôle d'un champ électrique : nous l'appellerons, conformément à l'usage, champ 

électromoteur d'induction. Par définition, on appellera force électromotrice d'induction sur (Γ) la 

circulation de 𝐸  𝑚 sur (Γ) :  

 

𝑒 = ∮ 𝐸  𝑚. d𝑀       
(Γ)

= ∮ (𝑢  ∧ 𝐵  ). d𝑀       
(Γ)

+∮ (𝑣 ∧ 𝐵  ). d𝑀       
(Γ)

 

Le produit mixte qui figure dans la première intégrale est nul :𝑢   𝑒𝑡 d𝑀        sont colinéaires. II reste  

  

𝑒 = −∮ (𝑣 ∧ 𝑑𝑀       ). 𝐵  
(Γ)

= −
𝑑𝛷𝑐
𝑑𝑡

                                      (4.4) 

 

 

Où 𝑑𝛷𝑐 est le flux coupé par le circuit dans le temps dt, du fait de son déplacement. Le champ 𝐵   est 

à flux conservatif (nous sommes en Magnétostatique) : (4.4) est équivalente à : 

 

𝑒 = − 
𝑑Φ

𝑑𝑡
 
𝑚𝑣𝑡

                                                                      (4.5) 

 

Où 𝛷 est Ie flux de 𝐵   à travers (Γ) et  
𝑑Φ

𝑑𝑡
 
𝑚𝑣𝑡

 caractérise la variation de ce flux qui résulte du 

mouvement de (Γ)  dans le champ 𝐵   fixe.  

  

4.2.2 Circuit immobile dans une induction magnétique variable.  

  Le même circuit filiforme (Γ) est maintenant fixe. Par contre 

𝐵    varie dans le temps : ce n'est plus une induction magnétique de 

la Magnétostatique. (Par exemple les courants qui créent 𝐵    ne sont 

plus des courants stationnaires. Ou encore, les circuits qui sont le 

siège de ces courants, dont l'intensité est maintenue constante, sont 

déplacés par rapport à (Γ), d'où la variation de 𝐵     au niveau de (Γ). L'expérience montre alors que 

(Γ) est encore le siège d'un courant induit, traduisant le déplacement dans (Γ) des porteurs libres qu'il 

contient, et qu'on peut caractériser par une force électromotrice d'induction :  

Figure IV.1 

Figure IV.2 
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𝑒 = − 
dΦ

d𝑡
 
𝑚𝑎𝑔

                                                    (4.6) 

 

( Où  
dΦ

d𝑡
 
𝑚𝑎𝑔

traduit la variation dans le temps du flux d'induction magnétique à travers (Γ) qui 

résulte de la variation de 𝐵  ).  

e ne peut plus résulter de I 'action sur les porteurs de la force magnétique : avec les notations 

du ( § 4.2.1), celle-ci est en 𝑞𝑢  ∧ 𝐵   ((Γ)  étant fixe, 𝑣  s'annule) et sa circulation sur (Γ) est nulle. Si 

les porteurs libres sont entraînés autour de (Γ)  c'est qu'une force électrique est apparue, produite par 

un champ électrique  𝐵     tel que : 

 

𝑒 = ∮ 𝐸  
(Γ)

. d𝑀       = −  
dΦ

d𝑡
 
𝑚𝑎𝑔

                                                    (4.7) 

 

(Si nous retenons la notion de champ électromoteur, nous voyons qu'il se confond ici avec le champ 

B   .)  

Si 
dΦ

d𝑡
  est la dérivée par rapport au temps qui décrit l'ensemble de cette variation de Φ, la f.e.m. 

d'induction nous est finalement donnée par la loi de Faraday  

 

𝑒 = − 
𝑑Φ

𝑑𝑡
                                                                   (4.8) 

 

4.3 La Forme Locale De La Loi De Faraday.  

  Dans (4.7) ou (4.8), comme dans (4.5) nous avons fait intervenir le flux Φ de l'induction 

magnétique 𝐵   à travers le circuit (Γ). Or nous savons qu'une telle expression n'a de sens que pour 

autant que 𝐵   est à flux conservatif : c'est le cas en magnétostatique (d'où (4.5)), mais, a priori, nous 

ne sommes pas sûrs que la propriété se conserve dans le cas général des régimes variables. Cependant 

toute l'étude expérimentale très succinctement décrite plus haut suggère très fortement qu'on peut 

extrapoler au cas général la relation fondamentale :  

 

𝑑𝑖𝑣 𝐵  = 0                                                                    

 

 (sans quoi, la signification même du terme « flux du champ 𝐵   à travers le circuit » serait remise en 

cause).  

Cette hypothèse étant faite, (S) étant une surface quelconque s'appuyant sur (Γ), (4.7) donne:  

 

∮ 𝐸  
(Γ)

. d𝑀       = −
𝑑

𝑑𝑡
 ∬ 𝐵  

(𝑆)

. 𝑑𝑆                                                           
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Dans le membre de droite, on peut permuter la dérivation par rapport au temps et l'intégration par 

rapport aux coordonnées spatiales. Si 
𝜕𝐵

𝜕𝑡
 désigne la dérivée de l'induction magnétique par rapport au 

temps en un point fixe (d'où le recours au 𝜕 des dérivées partielles), nous obtenons :  

 

∮ 𝐸  
(Γ)

. d𝑀       =  ∬ (−
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
)

(𝑆)

. 𝑑𝑆      = ∬ 𝑟𝑜𝑡       
(𝑆)

𝐸  . 𝑑𝑆      

 

(grâce au théorème du rotationnel). (S) étant, comme (Γ), quelconque, l'identité des intégrales suppose 

celle des intégrandes. D'où la relation fondamentale reliant en régime variable les deux composantes 

du champ électromagnétique :  

 

𝑟𝑜𝑡       𝐸  = −
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
                                                                    (4.9) 

 

Comme nous avons admis que 𝐵   reste à flux conservatif quand on passe aux régimes non 

stationnaires, on peut continuer à définir un potentiel vecteur  𝐴  avec : 

 

𝐵  = 𝑟𝑜𝑡       𝐴                                                                         

  

(4.9) donne alors :  

𝑟𝑜𝑡       𝐸  = −
𝜕

𝜕𝑡
(𝑟𝑜𝑡       𝐴 ) = −𝑟𝑜𝑡       (

𝜕𝐴 

𝜕𝑡
). 

 

(on a permuté les dérivations spatiales du rotationnel et 
𝜕

𝜕𝑡
 ). D'où  

 

𝑟𝑜𝑡       (𝐸  +
𝜕𝐴 

𝜕𝑡
) = 0 

  

Le vecteur 𝐸  +
𝜕𝐴 

𝜕𝑡
 dérive donc d'un potentiel scalaire V; d'où :  

𝐸  = −𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑉 −
𝜕𝐴 

𝜕𝑡
                                                                (4.10) 

 

formule qui donne la forme générale du champ électrique : à un champ de « style » électrostatique 

(dérivant d'un potentiel scalaire) s'ajoute un champ qui ne satisfait pas à cette propriété, et qui traduit 

l'intervention du phénomène d’induction ; on pourra appeler cette composante  −
𝜕𝐴 

𝜕𝑡
  le champ 

(électromoteur) d'induction. 

 

 

 

 



 

COURS D’ÉLECTROMAGNÉTISME                                                        DR REMAOUN S.M 2015 55 

 

4.4 Énergie Potentielle Magnétostatique D'un Système De Courants.  

Soit une particule de charge q, vitesse 𝑣  participant au transport des courants étudiés. Dans un champ  

électromagnétique (𝐸  , 𝐵  ) elle subit la force de Lorentz (4.1)  

𝐹  =  𝑞(𝐸  + 𝜐 ∧ 𝐵  )     

 

Le régime restera stationnaire si l'extérieur exerce sur la charge une force  𝔉   = −ℱ  . Dans le temps 

dt, la particule se déplace de, et la force extérieure fournit le travail:  

 

𝑑𝑊 = 𝔉   . 𝑣  𝑑𝑡 = −𝑞𝐸  . 𝑣  𝑑𝑡 

(la force magnétique, perpendiculaire à la vitesse, ne travaille pas: la force extérieure fournit un travail 

opposé à celui de la seule force électrique).  

Dans un volume 𝑑𝜏, on trouve n 𝑑𝜏 particules de ce type, et le travail total fourni par l'extérieur au 

niveau de 𝑑𝜏 est : 

𝑑1𝑊 = −𝑛𝑞𝑣 . 𝐸  𝑑𝜏 = −𝑗 . 𝐸  . 𝑑𝜏. 𝑑𝑡 

 

en faisant intervenir la densité de courant donnée par 𝑗 = 𝜌𝑣 = 𝑛. 𝑞. 𝑣  

1° Si nous sommes en régime permanent, Il champ électrique (4.10) se réduit à un champ « de type 

électrostatique », dérivant d'un potentiel scalaire V. (4.11) donne, pour valeur de la puissance totale 

fournie par l'extérieur aux charges en mouvement :  

 

𝑑𝑊

𝑑𝑡
=∭ 𝑗 

Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑉𝑑𝜏                                                   (4.11) 

 

où l'intégration porte sur le volume auquel est limité le déplacement des porteurs de charge. Avec la 

relation 𝑑𝑖𝑣(𝑓𝑉  ) = 𝑓. 𝑑𝑖𝑣 𝑉  + 𝑉  . 𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑓  où 𝑓 représente une fonction scalaire et 𝑉    étant un champ 

de vecteurs, l'intégrande de (4.11) devient :  

 

𝑑𝑖𝑣(𝑉. 𝑗 ) − 𝑉  . 𝑑𝑖𝑣 𝐽    

  

Le dernier terme disparaît car on est en régime stationnaire et 𝑑𝑖𝑣 𝐽  =  0  

II reste :  

 

𝑑𝑊

𝑑𝑡
=∭ 𝑑𝑖𝑣(𝑉. 𝑗 )

Ω

𝑑𝜏 =∬ 𝑉. 𝑗 
Σ

. 𝑑𝑆      

 

Où Σ: est la surface qui limite Q; comme les charges ne franchissent pas Σ, 𝑗  n'a pas de composante 

normale à cette surface et le flux de 𝑗  (ou de V𝑗 ) à travers elle est nul. Au total:  

 

𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 0                                                                    (4.12) 
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Ainsi, en régime permanent, il n'y a pas de transfert d'énergie, au total, entre l'extérieur et le système  

de courants.  

 

1° Supposons maintenant que nous soyons dans une phase d’établissement du régime stationnaire ; 

nous supposerons cet établissement du courant suffisamment lent pour qu'à un instant donné le champ 

d'induction magnétique 𝐵   ou Ie potentiel vecteur 𝐴  dont il dérive soient encore donnés, en fonction 

de la densité de courant 𝐽 : par les relations linéaires de la Magnétostatique : (3.2) et (3.7).  

Dans ces conditions, nous supposerons que si  𝑗   (𝑟 ) est la densité de courant au point de rayon-

vecteur 𝑟  une fois le régime stationnaire établi (pour les temps t > T), la densité  𝑗   (𝑟 ), au même point, 

à un instant t de la phase d'établissement du courant (soit pour 0 ≤ t ≤ T) est en :  

 

 𝑗   (𝑟 , 𝑡) = 𝜆(𝑡).  𝑗   (𝑟 )                                                (4.13) 

 

où la fonction scalaire de t 𝜆(𝑡) croît de 0 à 1 entre t = 0 et t = T.  

Si 𝐵  (𝑟 ) et 𝐴 (𝑟 )  sont les induction et potentiel vecteur en régime permanent, les mêmes quantités, 

pendant la phase d'établissement de ce régime, et du fait de leur dépendance linéaire vis-à-vis de la 

densité de courant, vaudront :  

 

𝐵  (𝑟 , 𝑡) = 𝜆(𝑡).  𝐵    (𝑟 )   ;  𝐴 (𝑟 , 𝑡) = 𝜆(𝑡). 𝐴 (𝑟 )                                             

Reprenons (4.11), mais avec, maintenant, un champ électrique ayant la forme générale (4.10) :  

 

𝐸  (𝑟 , 𝑡) = −𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑉 −
𝜕𝐴 

𝜕𝑡
= −𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑉 − 𝐴 (𝑟 ).

𝑑𝜆

𝑑𝑡
 

 

L'énergie fournie, entre les instants t et (t + dt), par l'extérieur au système de charges mobiles vaut :  

 

𝑑𝑊 =∭ − 𝑗   (𝑟 , 𝑡). [−𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑉 − 𝐴 (𝑟 ).
𝑑𝜆

𝑑𝑡
]

Ω

. 𝑑𝜏. 𝑑𝑡 

 

= 𝑑𝜆. 𝑑𝑡∭ − 𝑗   (𝑟 ). 𝑔𝑟𝑎𝑑            𝑉
Ω

. 𝑑𝜏 + 𝜆(𝑡).
𝑑𝜆

𝑑𝑡
𝑑𝑡∭  𝑗   (𝑟 ). 𝐴 (𝑟 ). 𝑑𝜏

Ω

 

 

Ici encore Ω est Ie volume où s'établissent les courants étudiés.  𝑗   (𝑟 )1m et 𝐴 (𝑟 ) sont les grandeurs 

relatives au régime permanent final ; l'intégrale qui figure dans le premier terme n'est donc autre que 

(4.12) : ce terme est nul.  

II reste uniquement le terme introduit par le champ électromoteur d'induction, dont la prise en compte  

s’impose : 

 

𝑑𝑊 =∭ [ 𝑗   . 𝐴 . 𝑑𝜏]𝜆.
𝑑𝜆

𝑑𝑡
𝑑𝑡

Ω

 

 

 



 

COURS D’ÉLECTROMAGNÉTISME                                                        DR REMAOUN S.M 2015 57 

 

L'énergie fournie par l'extérieur pendant toute la phase d'établissement des courants, et qui constitue  

l'énergie potentielle magnétostatique Ep de ceux-ci, est donc égale à :  

𝐸𝑃 = 𝑊 = ∫ 𝑑𝑊
𝑡=𝑇

𝑡=0

= ∫  ∭  𝑗   . 𝐴 . 𝑑𝜏
Ω

 
𝜆=1

𝜆=0

. 𝜆𝑑𝜆 

 

Soit  

 

𝐸𝑃 =
1

2
∭  𝑗   . 𝐴 . 𝑑𝜏                                             (4.14)

Ω

 

 

4.5 Densité d'énergie magnétostatique.  

La densité de courant  𝑗    et Ie potentiel vecteur 𝐴  de (4.14) sont, rappelons-Ie, ceux d'un régime 

stationnaire, de même que le champ magnétique 𝐵   correspondant. Nous avons ainsi :  

𝑟𝑜𝑡        𝐵  = 𝜇𝑜 𝑗  

𝐽 .  𝐴    =  
1

𝜇𝑜
 𝐴 . 𝑟𝑜𝑡       𝐵   

Or, on a 𝑑𝑖𝑣(𝐵   ∧  𝐴 ) = 𝐴 . 𝑟𝑜𝑡       𝐵  − 𝐵  . 𝑟𝑜𝑡       𝐴  

D’où  

𝐸𝑃 =
1

2𝜇𝑜
∭ 𝑑𝑖𝑣(𝐵   ∧  𝐴 )𝑑𝜏 +

1

1𝜇𝑜
 ∭ 𝐵  . 𝑟𝑜𝑡       𝐴 

Ω

 𝑑𝜏                                         
Ω

 

 

Le domaine d'intégration de (4.14) peut être, sans inconvénient, étendu à l'espace entier (disons à une 

sphèreΣ, de rayon R tendant vers l'infini, et qui englobe Ω) : il suffit de prolonger 𝐽  par un champ de 

vecteurs partout nul hors de Ω.  

La première intégrale de Ep devient donc, grâce au théorème de la divergence :  

 

∬ (𝐵   ∧  𝐴 ). 𝑑𝑆                                            
Σ

 

 

Il reste finalement: 

 

𝐸𝑃 =∭
𝐵2

2𝜇𝑜
𝑑𝜏                                                (4.15)   

esp

 

  

Ce résultat nous suggère que la présence d'une induction magnétique 𝐵  , indépendante du temps, se  

traduit par la présence d'une énergie répartie dans l'espace avec une densité  

 

𝑑𝐸𝑃
𝑑𝜏

=
𝐵2

2𝜇𝑜
                                                  (4.16) 

    

Le parallélisme de toutes ces formules avec celles de l’Electrostatique est évident :  
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 dans les deux cas nous obtenons une première expression liée à la présence de charges fixes 

(resp.mobiles) dans un potentiel scalaire (resp. vecteur). Notons au passage, pour la première fois, la 

dualité entre les deux couples :  

  
𝜌

𝜀𝑜
 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒    

 𝜇𝑜𝑗     𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑢𝑟𝑎𝑛𝑡 

 

    𝑉 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒 

    𝐴  𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 

 

Exercices résolus 
 Exercice.1:  

Deux conducteurs 1 et 2 filiformes et parallèles, transportant un même curant d’intensité     

𝑖(𝑡) = 𝐼𝑜  cos𝜔𝑡, dans des sens opposés. Un cadre rectangulaire MNPQ set fixé dans le plan des 

conducteurs. 

1- Déterminer le flux magnétique 𝜑 à travers le cadre. 

2- Déterminer la force électromotrice induite 𝑒(𝑡)dans le cadre et donner le sens conventionnel du 

courant induit 𝑖′.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Exercice.2:  

  On dispose d’un cadre carré fixe de côté a comportant N spires d’un fil conducteur d’extrémités 

𝐴 et 𝐶 dans un champ magnétique 𝐵  = 𝐵𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡𝑢  𝑧 . La 

normale du cadre fait un angle 𝜃  avec 𝑢  𝑧 . L’angle 𝜃  est 

orienté, il est donc négatif sur la figure. 

1- Calculer la force électromotrice 𝑒(𝑡) qui apparait entre les 

bornes de sortie 𝐴 et 𝐶 du cadre. 

2- Vérifier que le potentiel vecteur en un point M quelconque 

peut s’écrire  

3- Calculer par une autre méthode la force électromotrice 

𝑒(𝑡). 

4- Etudier les variations de l’amplitude 𝑒𝑜 de 𝑒(𝑡) en fonction 

de la pulsation 𝜔 du champ magnétique et de l’angle  . On tracera le graphe de l’amplitude de 𝑒(𝑡) 

en fonction de 𝜃. 

5- Application numérique : 𝐵𝑜 = 1𝜇𝑇, a = 10cm , f = 150 kHz, 𝜃 =
𝜋

1
 et 𝑁 = 100. Calculer 𝑒𝑜.  

 
 

 

𝜃 

 

Cadre  

a 

a 

𝑛   
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 Exercice.2: 

Un fil rectiligne infiniment long est parcouru pat un courant d’intensité 𝑖(𝑡) = 𝐼𝑜  cos𝜔𝑡. On 

note (𝑂𝑧) la direction du fil, on note positivement l’intensité dans le sens de 𝓏′𝓏. 

1- Déterminer le champ magnétique 𝐵  (𝑀, 𝑡) en tout point M de l’espace. 

2- Définir la direction et les variables dont dépend le potentiel-vecteur 𝐴  en M. 

On donne la solution de l’équation de Poisson dans le cas d’un fil infini,      𝐴 (𝑀) =
𝜇𝑜

4𝜋
∫

𝑖(𝑡)

𝑃𝑀

⬚

𝑓𝑖𝑙
𝑑𝑙 (𝑃) 

où 𝑑𝑙 (𝑃) est un déplacement élémentaire autour du point 𝑃 situé sur le fil. 

3- Calculer le potentiel-vecteur 𝐴  en M, que l’on prendra nul à la distance 𝑅 de l’axe 𝑂𝑧. 

4- En déduire le champ électromoteur 𝐸  𝑚 en M. 

5- Une bobine plane, de 𝑁 spires, a la forme d’un carré ACDE de coté 𝑎. Deux cotés sont parallèles 

à l’axe 𝑂𝑧, à la distance 𝑅 et 𝑅 + 𝑎 de l’axe. Le fil est dans le plan de la bobine. On note 𝑒 la 

forme électromotrice d’induction apparaissant dans la bobine. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a- Calculer 𝑒 en utilisant le potentiel-vecteur. 

b- Calculer e en utilisant la loi de Faraday. 

c- Quel est le coefficient d’inductance mutuelle 𝑀 entre le fil et la bobine ? 

 

 Exercice.3: 

Un disque conducteur, de conductivité 𝛾 , de rayon R, 

d’épaisseur 𝑒, est palcé dans un champ magnétique uniforme, 

parallèle à l’axe 𝑂𝑧 du disque, de valeur 𝐵(𝑡) = 𝐵𝑜𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 dans 

la région       𝑟 < 𝑎 < 𝑅 et de valeur nulle ailleurs. Il s’établit 

en tout point M du disque des courants volumiques induits de 

densité 𝑗 (𝑀, 𝑡)  (courants de Foucault) dont on cherche 

l’expression. 

E D 

A C 

𝓏 

O 

R 

𝑎 

𝑎 

𝑖(𝑡) 
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1- Montrer que cette densité de courant est de direction orthoradiale. De quelles variables dépend 

cette densité a priori ? 

2- On imagine un cercle de rayon 𝑟 tracé dans le disque. Quelle est la 

relation entre le champ électromoteur 𝑒 induit qui existe sur ce cercle 

et le flux de 𝐵   à travers ? en déduire que 𝑗  ne dépend que d’une seule 

variable d’espace. 

3- En déduire la densité de courant volumique induit 𝑗 (𝑀, 𝑡) en tout 

point M du disque. 

4- Exprimer la puissance volumique dissipée par effet joule dans le 

disque. 

5- Exprimer la puissance moyenne dissipée par effet joule dans disque. 

 

 

 Exercice.4: 

 On considère trois conducteurs cylindriques C1, C2, et C3 supposés très longs de même longueur 

ℎ et de même rayon 𝑎. Leurs axes sont parallèles et sont situés dans un même plan à une distance 𝐷 

les uns des autres. Les trois conducteurs ont chacun une résistance 𝑟 par unité de longueur, ils sont 

disposés en parallèle et reliés entre eux par deux plaques conductrices A et B de résistance et 

d’inductance négligeable, et ils sont alimentés par une tension sinusoïdale de pulsation            

𝜔: 𝑢(𝑡) = 𝑈𝑜𝑒
𝑗𝜔𝑡 . Dans cette exercice, on suppose valables les équations des états quasi-

stationnaires et on tient compte des phénomènes d’induction. En effet, il s’agit de modéliser de notre 

mieux ce qu’il se passe dans les fils électriques constitués de tresses (assemblage de fils de cuivre en 

parallèle) et utilisés partout. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1- 𝑖1, 𝑖2, 𝑒𝑡 𝑖3  désignent les trois courants apparaissant respectivement dans chacun des trois 

conducteurs. Monter que l’on a nécessairement 𝑖1 = 𝑖3. 

2- On s’intéresse à la plaque A se trouvant entre les conducteurs C1et C2. Calculer en fonction de 

𝑖1et 𝑖2 le champ magnétique total 𝐵   produit en un point 𝑀 de 𝐴, à une distance 𝑥 de l’axe du 

conducteur C1. 

3- Déterminer le flux magnétique 𝜙  à travers la surface de A. On supposera que 𝑎 ≪ 𝐷 ≪ ℎ : 

simplifier l’expression de 𝜙. 

 

 

𝑎 

𝑏 

C1 

C2 

C3 

C1 

C2 

C3 

𝑨 

𝑩 

𝐀 

𝐁 

i3 

i2 

i1 

D 

D 𝐌 
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Φ =
𝜇𝑜𝑖

2𝜋
𝑏 𝑙𝑛 (

𝑟2(𝑟1 + 𝑎)

𝑟1(𝑟2 + 𝑎)
) 

 

4- Quelle est la force électromotrice 𝑒 d’induction apparaissant dans le circuit Γ formé par le bord de 

la plaque conductrice A ? 

 

Solutions 
 Exercice.1 : 

1- Dans un premier temps, on détermine le champ magnétique dans tout l’espace en utilisant le théorème 

d’Ampère. Pour cela, on étudie le champ magnétique 𝐵  (𝑀, 𝑡) créé par un fil infini parcouru par un 

courant 𝑖. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée(𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃, 𝑢  𝓏). On oriente le fil 

suivant 𝑢  𝓏 de sorte que le courant soit aussi orienté dans le sens  

Soit un point M de d’espace situé à une distance r du fil, on étudie les symétries et invariances 

afin de trouver la direction du champ magnétique et les variables dont il dépend. 

Le plan (𝑀, 𝑢  𝑟 , 𝑢  𝓏) est un plan de symétrie. Le champ magnétique 𝐵   est donc dirigé suivant 

𝑢  𝜃. La direction de courant est invariante par rotation d’angle 𝜃 et par translation suivant 𝑢  𝜃. Le 

champ 𝐵   ne dépend donc que de la variable 𝑟. 

D’où :                                                      𝑩   (𝑴, 𝒕) = 𝑩(𝒓, 𝒕)𝒖   𝜽. 

On applique le théorème d’Ampère sur un contour circulaireΓ de rayon 𝑟 placée à une cote 𝓏 

consatnte. On oriente le contour de sorte que 𝑖  soit dirigé dans le sens de la normale. Donc                 

𝑑𝑙 = 𝑟𝑑𝜃𝑢  𝜃. Ainsi, le théorème d’Ampère s’énonce : 

∮ 𝐵  
⬚

Γ

∙ 𝑑𝑙 = 𝐵(𝑟, 𝑡) × 2𝜋𝑟 = 𝜇𝑜𝑖 

Ceci donne :  

𝑩   (𝑴, 𝒕) =
𝝁𝒐𝒊

𝟐𝝅𝒓
𝒖   𝜽 

On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée (𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃, 𝑢  𝓏). Les fils sont dirigés 

suivant 𝑢  𝓏 de sorte que le courant parcourant le fil 1 soit orienté dans le sens de 𝑢  𝓏 . 

On en déduit le champ magnétique en un point 𝑀 situé à la distance 𝑟 du fil 1 et à la distance 

𝑟′ = 𝑟 + (𝑟1 − 𝑟2) du fil 2 : 

  

𝐵  (𝑀, 𝑡) =
𝜇𝑜𝑖

2𝜋
 
1

𝑟
−
1

𝑟′
 𝑢  𝜃 =

𝜇𝑜𝑖

2𝜋
 
1

𝑟
−

1

𝑟 + (𝑟2 − 𝑟1)
 𝑢  𝜃 

On peut calculer le flux Φ du champ magnétique à travers le cadre. Pour cela, on oriente la 

normale au cadre dans le sens de 𝑢  𝜃 et donc le contour dans le sens 𝑀𝑄𝑃𝑁. 

On trouve alors Φ = ∬ 𝐵  
𝑆

∙ 𝑑𝑆  où 𝑆 représente la surface du cadre, soit : 

Φ =∬ 𝐵(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟𝑑𝓏 = ∫ 𝐵(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟∫ 𝑑𝓏 =
𝜇𝑜𝑖

2𝜋
𝑏

𝑏

0

𝑟1+𝑎

𝑟1𝑆

∫  
1

𝑟
−

1

𝑟 + (𝑟1 − 𝑟1)
 𝑑𝑟

𝑟1+𝑎

𝑟1

. 

D’où Φ =
𝜇𝑜𝑖

2𝜋
𝑏  𝑙𝑛

𝑟1+𝑎

𝑟1
− 𝑙𝑛

𝑟2+𝑎

𝑟2
 . 

On a donc : 

 

 

2- D’après la loi de Faraday, applicable dans le cas d’un contour fermé : 𝑒 = −
𝑑Φ

𝑑𝑡
. 
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On en déduit : 

𝑒 = −
𝜇𝑜
2𝜋

𝑏 𝑙𝑛 (
𝑟2(𝑟1 + 𝑎)

𝑟1(𝑟2 + 𝑎)
)
𝑑𝑖

𝑑𝑡
=
𝜇𝑜𝐼𝑜𝜔

2𝜋
𝑏 𝑙𝑛 (

𝑟2(𝑟1 + 𝑎)

𝑟1(𝑟2 + 𝑎)
) sin𝜔𝑡 

Dans ce cas, 𝑒 est orienté dans le sens de contour. 

Pour déterminer le courant 𝑖′ induit, on utilise la relation 0 = 𝑅𝑖′ − 𝑒 car le circuit est fermé. 

Il reste donc : 

𝑖′(𝑡) =
𝑒(𝑡)

𝑅
=
𝜇𝑜𝐼𝑜𝜔

2𝜋𝑅
𝑏 𝑙𝑛 (

𝑟2(𝑟1 + 𝑎)

𝑟1(𝑟2 + 𝑎)
) sin𝜔𝑡 

 

 

 Exercice.2 : 

1-  On peut alors calculer le flux Φ du champ magnétique 𝐵   à travers le cadre. D’après le sens de 

la normale, le cadre est orienté de c vers A. 

Le flux à travers chaque spire du cadre est identique. Donc le flux à travers le cadre est égal à N fois 

le flux à travers une spire. 

On a Φ =  𝑁∬ 𝐵  
𝑆

∙ 𝑑𝑆  où S représente la surface du cadre et 𝑑𝑆 = 𝑑𝑆𝑛  = 𝑑𝑆(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢  𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑢  𝑦). 

Soit : 𝚽 = 𝑵𝑩𝒐𝒂
𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕. 

      D’après la loi de Faraday, 𝑒 = −
𝑑Φ

𝑑𝑡
 lorsque la force électromotrice 𝑒 est orienté de C vers A. 

On en déduit :     𝒆(𝒕)  = 𝑵𝑩𝒐𝒂
𝟐𝝎𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕. 

 

2- On calcule le potentiel vecteur 𝐴  proposé, en un point 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  quelconque dans la base 

cartésienne. 

𝐴 =
𝐵  ∧ 𝑂𝑀       

2
=
1

2
(
0

𝐵
0

) ∧ (
𝑥
𝑦
𝑧

) =
1

2
(
𝑧𝐵

0
−𝑥𝐵

) 

On vérifie qu’il est bien potentiel vecteur du champ magnétique 𝐵  . 

𝑟𝑜𝑡       𝐴 = ∇   ∧  𝐴 =

(

 
 
 
 

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧)

 
 
 
 

∧ 

(

 
 

𝑧𝐵

2
0

−
𝑥𝐵

2 )

 
 
= (

0
𝐵

2
+

𝐵

2
0

) = 𝐵   

On retrouve bien 𝒓𝒐𝒕       𝑨   = 𝑩   . 
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3- Le champ électromoteur  𝐸  𝑚 est défini par :  

𝐸  𝑚 = −
𝜕𝐴 

𝜕𝑡
= (

−
𝑧

2

𝜕𝐵

𝜕𝑡

0
𝑥

2

𝜕𝐵

𝜕𝑡

), dans la base cartésienne 

On calcule la circulation de ce champ électromoteur entre 

les deux points C et A (𝑑𝑙  va de C vers A) , et on obtient la 

force électromotrice d’induction 𝑒. 

 

 

𝑒(𝑡) = ∫ 𝐸  𝑚

𝐴

𝐶

∙ 𝑑𝑙 = ∫ 𝐸  𝑚

𝐹

𝐶

∙ 𝑑𝑙 + ∫ 𝐸  𝑚

𝐸

𝐹

∙ 𝑑𝑙 + ∫ 𝐸  𝑚

𝐷

𝐸

∙ 𝑑𝑙 + ∫ 𝐸  𝑚

𝐴

𝐷

∙ 𝑑𝑙  

 

Sur FE et DA, 𝑑𝑙 = 𝑑𝑧 𝑢  𝑧 et donc 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 =
𝑥

2

𝜕𝐵

𝜕𝑡
𝑑𝑧 

∫ 𝐸  𝑚

𝐸

𝐹

∙ 𝑑𝑙 = ∫
−
𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃
2
2

𝑎

0

𝜕𝐵

𝜕𝑡
𝑑𝑧 = −

𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃

4

𝜕𝐵

𝜕𝑡
=
𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃

4
𝐵𝑜𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

∫ 𝐸  𝑚

𝐴

𝐷

∙ 𝑑𝑙 = ∫

𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃
2
2

0

𝑎

𝜕𝐵

𝜕𝑡
𝑑𝑧 = −

𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃

4

𝜕𝐵

𝜕𝑡
=
𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃

4
𝐵𝑜𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡  

Sur CF et ED, 𝑑𝑙 = 𝑑𝑥 𝑢  𝑥 + 𝑑𝑦𝑢  𝑦 et donc 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 = −
𝑧

2

𝜕𝐵

𝜕𝑡
𝑑𝑥, soit : 

∫ 𝐸  𝑚

𝐹

𝐶

∙ 𝑑𝑙 = ∫ 0
−
𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃
2

𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃
2

𝑑𝑥 = 0 car le segment [CF] est à une altitude z =  0. 

∫ 𝐸  𝑚

𝐷

𝐸

∙ 𝑑𝑙 = ∫ −
𝑎

2

−
𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃
2

𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃
2

𝜕𝐵

𝜕𝑡
𝑑𝑥 =

𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃

4
𝐵𝑜𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡  

On obtient donc :  

𝒆(𝒕)  = 𝑵𝑩𝒐𝒂
𝟐𝝎𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕 

 

4- L’amplitude de la force électromotrice est une grandeur toujours positive. 

Donc     𝐞(𝐭)  = 𝐍𝐁𝐨𝐚
𝟐𝛚|𝐬𝐢𝐧𝛉| 

La force électromotrice 𝒆  est une fonction 

croissante de la fréquence du champ magnétique 𝑩     

et varie en |𝐬𝐢𝐧𝛉|. 

Le graphe de l’amplitude en fonction de 𝜃  est le 

suivant : 

 

5- Application numérique : 𝒆𝜽 =  𝟗𝟒𝟐 𝒎𝑽. 
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𝐴 (𝑀) = 𝐴(𝑟)𝑢  𝑧 

 Exercice.3 : 

Dans un premier temps, on détermine le champ magnétique dans tout l’espace en utilisant le 

théorème d’Ampère. Pour cela, on étudie le champ magnétique 𝐵  (𝑀, 𝑡) créé par un fil infini parcouru 

par un courant 𝑖. On utilise les coordonnées cylindriques et la base associée(𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃 , 𝑢  𝓏). On oriente 

le fil suivant 𝑢  𝓏 de sorte que le courant soit aussi orienté dans le sens  

Soit un point M de d’espace situé à une distance r du fil, on étudie les symétries et invariances 

afin de trouver la direction du champ magnétique et les variables dont il dépend. 

Le plan (𝑀, 𝑢  𝑟 , 𝑢  𝓏) est un plan de symétrie. Le champ magnétique 𝐵   est donc dirigé suivant 

𝑢  𝜃. La direction de courant est invariante par rotation d’angle 𝜃 et par translation suivant 𝑢  𝜃. Le 

champ 𝐵   ne dépend donc que de la variable 𝑟. 

D’où :                                                      𝑩   (𝑴, 𝒕) = 𝑩(𝒓, 𝒕)𝒖   𝜽. 

On applique le théorème d’Ampère sur un contour circulaireΓ de rayon 𝑟 placée à une cote 𝓏 

consatnte. On oriente le contour de sorte que 𝑖  soit dirigé dans le sens de la normale.                             

Donc 𝑑𝑙 = 𝑟𝑑𝜃𝑢  𝜃. Ainsi, le théorème d’Ampère s’énonce : 

∮ 𝐵  
⬚

Γ

∙ 𝑑𝑙 = 𝐵(𝑟, 𝑡) × 1𝜋𝑟 = 𝜇𝑜𝑖 

Ceci donne :  

 

 

2- 1ère méthode : 

Le potentiel vecteur 𝐴  est la solution de l’équation de Poisson où : ∆𝐴 + 𝜇𝑜𝑗  = 0   où ∆ est l’opérateur 

laplacien.  

La solution est de la forme A   (M) =
𝜇𝑜

4𝜋
∭

𝑗  (𝑃)

𝑃𝑀

⬚

𝑃∈𝜏
 𝑑𝜏  pour 

une densité de courant volumique 𝑗  . 

Pour un fil parcouru par un courant 𝑖(𝑡), on pourra écrire 

𝐴 (𝑀) =
𝜇𝑜

4𝜋
∫

𝑖(𝑡)

𝑃𝑀

⬚

𝑓𝑖𝑙
 𝑑𝑙 (𝑃), 

Où 𝑑𝑙 (𝑃) est un déplacement élémentaire autour du point P 

situé sur le fil. 

Le vecteur déplacement élémentaire 𝑑𝑙 (𝑃) est dirigé suivant le vecteur 𝑢  𝑧 qui ne dépend pas du point 

P, donc le potentiel vecteur 𝐴 (𝑀) =
𝜇𝑜

4𝜋
 ∫

𝑖(𝑡)

𝑃𝑀

⬚

𝑓𝑖𝑙
 𝑑𝑙(𝑃) 𝑢  𝑧 est aussi dirigé suivant 𝑢  𝑧. 

2ème  méthode : 

Les plans 𝑧 =  𝐶𝑡𝑒 sont antisymétriques pour la distribution de courant. Par conséquent, comme le 

potentiel vecteur 𝐴  est un « vrai vecteur » ( par opposition au champ magnétique 𝐵   qui est un 

« pseudo-vecteur », il est orthogonal à ces plans et il est ainsi dirigé suivant 𝑢  𝑧. 

Le fil est infini donc invariant par translation suivant 𝑢  𝑧 et aussi invariant par rotation d’angle 𝜃 des 

coordonnées cylindriques. 

On en déduit :      

 

3- Le calcul du potentiel vecteur 𝐴  est évident en considérant 𝐵  = 𝑟𝑜𝑡       𝐴  

 
 

𝑩   (𝑴, 𝒕) =
𝝁𝒐𝒊

𝟐𝝅𝒓
𝒖   𝜽 
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𝑨   (𝑴) =
𝝁𝒐𝒊

𝟐𝝅
𝒍𝒏(

𝒓

𝑹
)𝒖   𝒛 

𝒆 =
𝝁𝒐𝑵𝒂

𝟐𝝅
𝒍𝒏  

𝑹 + 𝒂

𝑹
 
𝒅𝒊

𝒅𝒕
 

𝐌 =
𝝁𝒐𝑵𝒂

𝟐𝝅
𝒍𝒏  

𝑹 + 𝒂

𝑹
  

 

On a : 𝐵  =
𝜇𝑜𝑖

2𝜋𝑟
𝑢  𝜃 = 𝑟𝑜𝑡       𝐴 = −

𝜕𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
𝑢  𝜃 

On en déduit : 𝐴(𝑟) = −
𝜇𝑜𝑖

2𝜋
𝑙𝑛(𝑟) + 𝑘 où 𝑘 est une constante d’intégration. 

Le potentiel vecteur étant nul à la distance R de l’axe 𝑂𝑧, on a donc 𝑘 =
𝜇𝑜𝑖

1𝜋
𝑙𝑛(𝑅)  

On trouve alors :   

 

 

4- Par définition 

 

 

 

 

5- a/ Orientons tout d’abord le contour dans le sens ACDE. Par définition, on a : 

𝑒 = 𝑁∮ 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 
⬚

𝐴𝐶𝐷𝐸

= 𝑁(∫ 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 +
𝐶

𝐴

∫ 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 +
𝐷

𝐶

∫ 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 +
𝐸

𝐷

∫ 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 +
𝐴

𝐸

) 

Car le cadre est constitué de N spires. 

Sur les côtés AC et DE, le déplacement élémentaire 𝑑𝑙  est dirigé selon 𝑢  𝑧 soit 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 = 0. 

D’où :  

𝑒 = 𝑁 (∫ 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 +
𝐷

𝐶

∫ 𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 +
𝐴

𝐸

) = 𝑁  ∫
𝜇𝑜
2𝜋

𝑙𝑛  
𝑅 + 𝑎

𝑅
 
𝑑𝑖

𝑑𝑡

𝑎

0

𝑑𝑧 + ∫
𝜇𝑜
2𝜋

𝑙𝑛  
𝑅

𝑅
 
𝑑𝑖

𝑑𝑡

0

𝑎

𝑑𝑧  

Puisque 𝑑𝑙 = 𝑑𝑧 𝑢  𝑧 sur les côtes CD et EA. 

D’où :      

 

 

 

                   b/ On calcule le flux du champ magnétique 𝐵   à travers la cadre Φ = 𝑁∬ 𝐵  
⬚

𝑆
∙ 𝑑𝑆 ,  où S 

représente la surface du cadre et 𝑑𝑆 = −𝑑𝑟𝑑𝑧𝑢  𝑧 si on conserve l’orientation ACDE du cadre. 

On a donc : 

Φ = −𝑁∫ 𝑑𝑧∫
𝜇𝑜𝑖

2𝜋𝑟

𝑅+𝑎

𝑅

𝑎

0

𝑑𝑟 = −
𝜇𝑜𝑁𝑎𝑖

2𝜋
𝑙𝑛  

𝑅 + 𝑎

𝑅
  

On en déduit que  

𝐞 = −
𝐝𝚽

𝒅𝒕
=
𝝁𝒐𝑵𝒂

𝟐𝝅
𝒍𝒏  

𝑹 + 𝒂

𝑹
 
𝒅𝒊

𝒅𝒕
 

 

On retrouve bien le même résultat par les deux méthodes. 

 

6- Par définition, le coefficient d’inductance mutuelle est tel que Φ = 𝑀𝑖 , où Φ  désigne le flux 

magnétique engendré par le fil infini à travers le cadre. 

Donc :  

 

 

 

𝑬   𝒎 = −
𝝏𝑨   (𝑴)

𝝏𝒕
=
𝝁𝒐
𝟐𝝅

𝒍𝒏(
𝒓

𝑹
)
𝒅𝒊

𝒅𝒕
𝒖   𝒛 
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 Exercice :4 

1- Le Disque est placé dans un champ magnétique variable et donc soumis à un phénomène d’induction 

engendrant un courant qui, du fait de la loi de Lenz, aura tendance par ses conséquences à s’opposer 

à ses causes. 

Les conséquences de ce courant sont notamment l’apparition d’un champ magnétique 𝐵  ′ qui sera 

dirigé dans un sens opposé aux variations du champ 𝐵  . Donc 𝐵  ′ est dirigé suivant 𝑢  𝑧′. Ce champ est 

donc produit par des courants dirigés selon 𝑢  𝑧 en coordonnées cylindriques. 

Le champ magnétique et le disque sont invariant par rotation d’angle 𝜃 des coordonnées cylindriques. 

Donc la densité de courant 𝑗   est indépendant de 𝜃. 

On en déduit      𝑗  = 𝑗 (𝑟, 𝑧, 𝑡)𝑢  𝜃. 

2- D’après l’équation de Maxwell-Faraday, on a 𝑟𝑜𝑡       𝐸  𝑚 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
. 

Donc −
dΦ

𝑑𝑡
= −

𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝐵  

⬚

𝑆
∙ 𝑑𝑆 = ∬ 𝑟𝑜𝑡       𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑆 =  𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 

⬚

Γ

⬚

𝑆
, où Γ est le cercle de rayon 𝑟 et 𝑆 la 

surface du disque de rayon 𝑟. 

D’après la loi d’Ohm, on 𝑗  = 𝛾𝐸  𝑚. D’où : 
2𝜋𝑟

𝛾
𝑗 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = −

dΦ

𝑑𝑡
(𝑟, 𝑡). 

Cette relation est vérifiée quelque soit la côte 𝑧 du cercle. 

Donc :        𝑗  = 𝑗 (𝑟, 𝑡)𝑢  𝜃 

3- On a  𝐸  𝑚 ∙ 𝑑𝑙 
⬚

Γ
=

𝑗 (𝑟,𝑡)

𝛾
2𝜋𝑟 = −

𝑑

𝑑𝑡
∬ 𝐵  

⬚

𝑆
∙ 𝑑𝑆 = 𝜔𝐵𝑜𝜋𝑟

1𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

Soit :  

 

 

 

4- La puissance volumique dissipée par effet Joule est 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝑗  ∙ 𝐸  𝑚 =

𝑗 2

𝛾
= 𝛾

(𝜔𝐵𝑜𝑟)
2

4
 (𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡)𝟐 

5- La puissance moyenne dissipée est : 

𝑃 =  ∭ (𝑗  ∙ 𝐸  𝑚)𝑑𝜏 = ∫ 𝛾
(𝜔𝐵𝑜𝑟)

2

4
 
1

2

𝑎

0

⬚

𝑑𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒

𝑟𝑑𝑟∫ 𝑑𝜃∫ 𝑑𝑧
𝑎

0

2𝜋

0

 

On obtient : 

 

 

 

 

 Exercice.5 : 

1- On place un repère cartésien sur la figure. 

Le plan défini par l’axe du conducteur C1 et les 

vecteurs 𝑢  𝑦 et 𝑢  𝑧 est un plan de symétrie du 

système. 

Les courants dans les conducteurs C1 et C3 sont 

donc identiques : i1  =  i3. 

 

𝒋  (𝑴, 𝒕) =
𝜸𝝎𝑩𝒐𝒓

𝟐
𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕 𝒖   𝜽 

 

𝑷 = 𝜸
(𝝎𝑩𝒐)

𝟐

𝟏𝟔
𝝅𝒂𝟐𝒆 
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2- Le champ magnétique créé par un en conducteur est obtenu grâce au théorème d’Ampère. 

On trouve 𝐵  1(𝑀) = −
𝝁𝒐i1

𝟐𝝅𝒙
 𝑢  𝑧 pour le champ magnétique créé par le conducteur C1en M. 

De même  𝐵  1(𝑀) =
𝜇𝑜i2

2𝜋(𝐷−𝑥)
 𝑢  𝑧  pour le champ magnétique créé par le conducteur C2 en M et 

𝐵  3(𝑀) =
𝜇𝑜i1

2𝜋(2𝐷−𝑥)
 𝑢  𝑧 pour le champ magnétique créé par le conducteur C3en M. 

D’où :       

 

 

 

3- Le flux de ce champ magnétique à travers la surface 𝑆 de 𝐴 est égal à Φ = 𝑁∬ 𝐵  
⬚

𝑆
∙ 𝑑𝑆 . 

On oriente la surface, par exemple, de sorte que la normale soit 𝑢  𝑧 ( le courant i1 est alors orienté 

dans le sens inverse du contour Γ et i1 est orienté dans le sens du contour Γ). 

Donc : Φ =
𝜇𝑜

1𝜋
  

i1

(𝐷−𝑥)
+

i3

(1𝐷−𝑥)
−

i1

𝑥
 𝑑𝑥  𝑑𝑦

ℎ

0

𝐷−𝑎

𝑎
. 

Soit : 

Φ =
𝜇𝑜ℎ

2𝜋
[−i2𝑙𝑛  

𝑎

(𝐷 − 𝑎)
 − i1𝑙𝑛  

D + a

(1𝐷 − 𝑎)
 − i1𝑙𝑛  

D − a

(𝑎)
 ] 

 

Avec l’approximation 𝑎 ≪ 𝐷 ≪ ℎ, on obtient 

  

 

 

4- La force électromotrice induite 𝑒 dans le circuit fermé Γ défini dans l’énoncé est donnée par la loi 

de Faraday. 

𝐞 = −
𝐝𝚽

𝒅𝒕
=
𝝁𝒐𝒉

𝟐𝝅
[ 
𝐝𝐢𝟐
𝒅𝒕

−
𝐝𝐢𝟏
𝒅𝒕

 𝒍𝒏  
𝒂

𝑫
 +

𝐝𝐢𝟏
𝒅𝒕

𝒍𝒏𝟐] (1) 

 

5- On considère le circuit fermé Γ comportant deux conducteurs C1( parcouru par le courant i1) et C2 

(parcouru par le courant i2), l’équation électrique dans le circuit donne : 0 = 𝑟ℎi2 − 𝑟ℎi1 − 𝑒 où 

𝑟ℎ représente la résistance équivalente de chaque conducteur. 

On en déduit la relation : i2 − i1 =
𝑒

𝑟ℎ
 (2) 

En notation complexe, les équations (1) et (1) donnent : 

e = jω
𝜇𝑜ℎ

1𝜋
 (i1 − i2)𝑙𝑛  

𝑎

𝐷
 + i1𝑙𝑛2  et i2 − i1 =

𝑒

𝑟ℎ
 

 

On trouve alors :
i2

i1
= 1 −

𝑙𝑛2
2𝜋𝑟

jω𝜇𝑜
+𝑙𝑛 

𝑎

𝐷
 
. 

On a donc : 

 

 

 

6- En courant continu, 𝜔 = 0, on trouve 
i2

i1
= 1. 

𝑩   (𝑴) =
𝝁𝒐
𝟐𝝅

 
𝐢𝟐

(𝑫 − 𝒙)
+

𝐢𝟏
(𝟐𝑫 − 𝒙)

−
𝐢𝟏
𝒙
 𝒖   𝒛 

𝚽 =
𝝁𝒐𝒉

𝟐𝝅
 (𝐢𝟏 − 𝐢𝟐)𝒍𝒏  

𝒂

𝑫
 + 𝐢𝟏𝒍𝒏𝟐  

𝑓(𝜔) =
2𝜋𝑟

jω𝜇𝑜
+ 𝑙𝑛  

𝑎

𝐷
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En très haute fréquence, 𝜔 = +∞, on obtient : 
i2

i1
= 1 −

𝑙𝑛2

𝑙𝑛 
𝑎

𝐷
 
< 1. 

Les courants sont toujours en phase. Cependant le courant dans le conducteur du milieu devient 

inférieur aux courants dans les conducteurs extérieurs lorsque la fréquence augmente. Ce phénomène 

ressemble au phénomène d’effet de peau. Il est dû à l’induction dans les conducteurs. 
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Chapitre 5 

Energie électromagnétique : vecteur de Poynting 
 

 

5.1 L’énergie du champ électromagnétique : 

On sait que l’énergie est emmagasinée dans condensateur sous tension ou dans une bobine 

parcourue par un courant. On peut supposer que cette énergie est contenue dans le champ 𝐸   qui règne 

entre les armatures du condensateur ou dans le champ de 𝐵   qui règne à l’intérieur de la bobine. 

Un volume 𝑑τ dans lequel règne un champ électromagnétique (𝐸  , 𝐵  ) possède une énergie 

𝑑𝑈𝑒𝑚 = 𝑢𝑒𝑚𝑑τ où : 

     

𝑢𝑒𝑚 =
1

2
𝜀𝑜𝐸

2 +
1

2𝜇𝑜
𝐵2 

 

Pour un volume fin, on aura ainsi une énergie 𝑈𝑒𝑚 =∭𝑢𝑒𝑚 𝑑𝜏 

 

5.2 L’équation de conservation de l’énergie 

  Nous avons l’équation  𝑑𝑖𝑣 𝑗 = −
𝜕𝜌

𝜕𝑡
  qui exprime le principe de conservation de la charge. 

Cette méthode très générale permet d’obtenir l’expression locale de toute loi de conservation. 

Soit une surface fermée quelconque (surface de contrôle) qui limite le volume V où règne un 

champ électromagnétique ( figure. V.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Par analogie avec la densité de charge ρ nous définirons une densité volumique d’énergie 

électromagnétique : 

 

𝑤 =
dW

𝑑𝜏
                                                              (5.1) 

 

 

 Le volume  V contient ainsi l’énergie électromagnétique: 

 

 dS      Π    
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𝑊 =∭ 𝑤
𝑉

dτ 

 

Exprimons que la puissance fournie par une diminution de W se retrouve sous forme de 

puissance cédée à la matière contenue dans V et sous forme de puissance évacuée à travers S sous 

forme de rayonnement. 

 

−
dW

𝑑𝜏
=  𝒫cédée à la matière + 𝒫rayonnée                            (5.2) 

(C’est le principe de conservation de l’énergie) 

 

En appliquant la relation de l’expression de la densité volumique de puissance cédée par le 

champ électromagnétique à la matière, on aura : 

 

𝒫cédée à la matière =∭ 𝐽 
𝑉

. 𝐸  𝑑𝜏 

Par analogie avec la densité de courant 𝐽  qui est telle que 

𝑖𝑠 =∬J . dS      

 

Il tentant de chercher à identifier une « densité de courant d’énergie » Π telle que : 

 

𝒫rayonnée =∯ Π   
𝑆

dS                                                        (5.3)   

 

 

L’usage est d’appeler 𝚷    vecteur de Poynting ou vecteur radiant. 

Nous pouvons maintenant écrire le principe de conservation de l’énergie sous la forme : 

 

−
d

𝑑𝑡
∭ 𝑤 𝑑𝜏 =∭ −

𝜕𝑤

𝜕𝑡
 𝑑𝜏 =

𝑉𝑉

∭ 𝐽 
𝑉

. 𝐸  𝑑𝜏 +∯ Π   
𝑆

dS      

 

Transformant la dernière intégrale par la formule de la divergence et remarquant que l’égalité 

obtenue est réalisé pour un domaine d’intégration quelconque, on obtient l’équation de conservation 

de l’énergie : 

 

−
𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝑑𝑖𝑣 Π   + 𝐽 . 𝐸                                                   (5.4) 

 

 

Remarque : La comparaison avec l’équation de conservation de la charge montre que l’analogie entre 

les couples ( j,ρ ) et ( Π, w ) n’est pas totale. La présence du terme supplémentaire  𝐽 . 𝐸   provient de 
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ce que l’énergie n’est pas intégralement conservée sous forme électromagnétique mais peut être cédée 

à la matière. 

 

5.3 Identification du couple ( 𝚷, w ) 

  Multiplions scalairement l’équation de Maxwell-Ampère par E    pour faire apparaitre 𝐽 . 𝐸   : 

 

𝐸  . (∇   ∧
𝐵  

𝜇𝑜
) = 𝐽 . 𝐸   + 𝜀𝑜𝐸  .

𝜕𝐸  

𝜕𝑡
                                               

En utilisant successivement la formule relatif aux opérateurs qui est : 

∇   . (𝑎 ∧ 𝑏  = 𝑏  . (∇   ∧ 𝑎 ) − 𝑎 . (∇   ∧ 𝑏  ) et l’équation de Maxwell-Faraday : 

∇   . ( 𝐸  ∧ 𝐵  ) = 𝐵  . (∇   ∨ 𝐸  ) − 𝐸  . (∇   ∨ 𝐵  ) = −𝐵  .
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
− 𝐸  . (∇   ∨ 𝐵  ) 

 

En reportant 𝐸  . (∇   ∨ 𝐵  ) dans la première expression : 

−
𝐵  

𝜇𝑜
.
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
− ∇   . (E   ∧

𝐵  

𝜇𝑜
) = 𝐽 . 𝐸   + 𝜀𝑜𝐸  .

𝜕𝐸  

𝜕𝑡
            

Soit encore 

−
𝜕

𝜕𝑡
 
𝜀𝑜𝐸

2

2
+
𝐵2

2𝜇𝑜
 = ∇   .  E   ∧

𝐵  

𝜇𝑜
 + 𝐽 . 𝐸   

 

La comparaison de cette expression avec l’équation de conservation de l’énergie ne permet pas de 

déterminer le couple ( 𝚷, w ) de manière unique. 

Ainsi : 

Π   = E   ∧
𝐵  

𝜇𝑜
 : 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑃𝑜𝑦𝑛𝑡𝑖𝑛𝑔 ( 𝑊.𝑚−2)                                                (5.5) 

 

𝑤 =
𝜀𝑜𝐸

2

2
+

𝐵2

2𝜇𝑜
 : 𝐷𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡é 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑑′é𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑒 é𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑚𝑎𝑔𝑛é𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒                           (5.6) 

 

Remarque : Le vecteur de Poynting sera utilisé dans le cas des Ondes planes électromagnétiques. 

 

Exercices résolus 
 Exercice.1 :  

  Monter Un cylindre conducteur de conductivité 𝛾, de rayon 𝑅, de longueur ℎ, est 

considéré comme infiniment long et est parcouru par un courant stationnaire 

uniformément réparti dans la direction de l’axe, d’intensité 𝐼.  

1- Déterminer le champ électromagnétique en tout point de l’espace. 

2- En déduire le vecteur de Poynting en tout point de l’espace et son flux à travers la 

surface cylindrique du conducteur. Commenter le résultat. 

3- Vérifier l’équation locale de Poynting en tout point. Interpréter. 
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 Exercice.2 :  

Un dispositif est formé de deux armatures sphériques, concentriques et conductrices, de rayons 

𝑎 et 𝑏 > 𝑎. L’espace compris entre les armatures possède une conductivité 𝛾. A l’instant t = 0, 

l’armature intérieure est chargée avec une charge 𝑄𝑂 , aucune charge n’est présente ailleurs. On 

supposera qu’il n’existe aucun champ statique.  

1- Monter que la densité volumique de charges 𝜌 reste nulle au sein du conducteur inter-armatures. 

2- Établir l’expression du champ électromagnétique (𝐸  , 𝐵  ) dans le milieu conducteur. 

3- Montrer qu’aucune puissance électromagnétique n’est rayonnée par le système. Établir le bilan 

local des puissances. 

4- En déduire l’expression de la charge 𝑄(𝑡) de l’armature intérieure. 

5- Établir le bilan intégral des puissances et l’intégrer entre les instants 𝑡 =  0 et 𝑡 = +∞. 

 

 Exercice.3 :  

On charge un condensateur plan de capacité C à travers une résistance R aux bornes d’un 

générateur idéal de forme électromotrice 𝑈 constante (à 𝑡 = 0, le condensateur ers déchargé). On 

suppose que ses armatures sont circulaires de surface 𝑆 mais qu’elles peuvent être considérées comme 

des plans infinis séparés par une distance d de vide (isolant parfait).  

1- Représenter le schéma électrique et déterminer la loi 𝑞(𝑡), charge de l’armature positive. 

2- Déterminer le champ 𝐸  (𝑡) entre les armatures ( on le suppose nul ailleurs). On suppose que la 

charge est uniformément répartie sur les armatures. 

3- En déduire que, nécessairement, un champ magnétique 𝐵   existe entre les armatures. Quelle en est 

la source ? 

4- Quelle est la topographie du champ magnétique 𝐵   (direction, variables) ? Pour cette étude, on ne 

suppose pas les armatures comme des plans infinis. 

5- A l’aide de l’équation locale adéquate, monter que : 

𝐵 = ‖𝐵  ‖ =
𝜇𝑜𝑈𝑟
2𝑅𝑆

𝑟−
𝑡
𝑅𝐶 

6- Utiliser le théorème d’Ampère généralisé pour retrouver 𝐵   entre les armatures. 

7- Le modèle est-il en accord avec l’ensemble des équations de Maxwell ? 

8- Bilan énergétique. 

a- Dans l’étude électrique de ce circuit RC, quelle est la puissance P reçue par le condensateur ? On 

l’exprimera en fonction de U, R, C et 𝑡. 

b- En déduire l’énergie W reçue par le condensateur entre l’origine des dates et l’instant 𝑡. 

c- Rappeler l’équation locale de Poynting. Donner l’interprétation physique de chaque terme. 

d- Déterminer l’expression du vecteur de Poynting à l’instant, en fonction de U, r, R, S, 𝑑, C et 𝑡. On 

donne l’expression de la capacité de ce condensateur :𝐶 =
𝜀𝑜𝑆

𝑑
. 

e- En utilisant le vecteur de Poynting, calculer la puissance P reçue par l’intérieur du condensateur à 

l’instant 𝑡. On note 𝑎 le rayon des armatures. Conclure. 
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𝑟 ≤ 𝑅, 𝐸  =
𝐼

𝛾𝜋𝑅2
𝑢  𝓏. 

𝑟 ≥ 𝑅, 𝐸  = 0   

Solutions 
 

 Exercice.1 : 

1- Tout d’abord, le champ magnétique 𝐵   de cette distribution a été défini dans l’exercice 3. On avait 

d’ores et déjà trouvé les résultats suivants : 

 

 

  

 

 

 Etudions maintenant le champ électrique 𝐸  . 

La loi d’Ohm permet alors de déterminer le champ électrique dans le cylindre :𝐸  =
𝑗  

𝛾
. 

On a donc : pour   

 

Et comme il n’y a pas de distribution de charges, le champ électrique est nul à l’extérieur. On a donc : 

pour  

 

2- A partir de ces résultats, on peut déterminer le vecteur de Poynting en tout point : 

Π   =
𝐸  ∧ 𝐵  

𝜇0
 

Pour 𝑟 ≤ 𝑅, on a : Π   =
𝐸  ∧𝐵  

𝜇0
=

𝐼

𝛾𝜋𝑅2
𝑢  𝓏 ∧ 𝜇𝑜

𝐼𝑟

1𝜋𝑅2
𝑢  𝜃 = −

𝐼2

𝛾(𝜋𝑅2)2
 
𝑟

2
𝑢  𝑟  

 

Pour 𝑟 ≥ 𝑅, on a : 𝐸  = 0  , on a Π   = 0   

 

 Le vecteur de Poynting de l’interface entre le conducteur et le vide est : 

Π   = −
𝐼2

𝛾(𝜋𝑅2)2
 
𝑅

1
𝑢  𝑟 

Le flux du vecteur de Poynting à travers la surface du conducteur est le flux de Π    à travers la surface 

𝑆 dont le vecteur surface élémentaire est 𝑑𝑆     = 𝑑𝑆𝑢  𝑟 = 𝑅𝑑𝜃𝑑𝓏𝑢  𝑟 

∬ Π   
⬚

𝑆

∙ d𝑆 = ∬ −
𝐼2

𝛾(𝜋𝑅2)2
 
𝑅

2

⬚

𝑆

 𝑅𝑑𝜃𝑑𝓏 =
𝐼2

2𝛾𝜋2𝑅2
∫ 𝑑𝓏
ℎ

0

×∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

Donc  

∬ Π   
⬚

𝑆

∙ d𝑆 = −
ℎ

𝛾𝜋𝑅2
𝐼2 = −

ℎ

𝛾𝑆
𝐼2 

Remarque: 

On retrouve que l’énergie électromagnétique cédée par le conducteur à l’extérieur à travers sa 

surface est négative. Il s’agit donc d’une énergie reçue par le conducteur. 

Le conducteur ne peut emmagasiner d’énergie. Un bilan énergétique montre alors que cette énergie 

set forcément cédée à l’extérieur sous une autre forme. Cette énergie est ainsi cédée sous forme 

d’énergie thermique qu’on appelle « effet joule ». 

𝐵  =     
𝜇𝑜𝑗

𝑟

2
𝑢  𝜃   = 𝜇𝑜

𝐼𝑟

2𝜋𝑅2
𝑢  𝜃 pour 𝑟 ≤ 𝑅 

𝜇𝑜𝑗𝑜
𝑅2

2𝑟
𝑢  𝜃 = 𝜇𝑜

𝐼

2𝜋𝑟
𝑢  𝜃 pour 𝑟 ≥ 𝑅 
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La puissance perdue par effet joule est celle cédée par le champ aux porteurs de charges du 

conducteur : 

𝑃𝐽 =∭ 𝑗  
⬚

𝜏

∙ 𝐸   dτ =∭
𝑗2

𝛾

⬚

𝜏

dτ =
𝐼2

𝛾𝑆2
𝜏 =

𝐼2ℎ

𝛾𝑆
 

 

3- On distingue deux domaines : 

 Pour 𝑟 ≤ 𝑅, l’énergie électromagnétique par unité de volume est : 

dW

dt
=
1

2
𝜀𝑜𝐸

2 +
𝐵2

2𝜇𝑜
=
1

2
𝜀𝑜 (

𝐼2

𝛾𝜋𝑅2
 )

2

+
𝜇𝑜
2
 

𝐼𝑟

2𝜋𝑅2
 
2

 

 

Le courant 𝐼 est continu donc : 

 

On calcule          et  

 

 

Le courant 𝐼 est continu donc : 

 

On calcule   et    

On vérifie que : 

 

 

L’équation locale de Poynting est donc vérifiée en tout point. 

 

 Exercice.2 : 

1- En tout point M du conducteur, les équations locales 𝑗  = 𝛾𝐸   et div𝑗  +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 sont vérifiées. 

On a donc 𝛾 div𝐸  (𝑀, 𝑡) +
𝜕𝜌

𝜕𝑡
(𝑀, 𝑡) = 0 , et comme div𝐸  (𝑀, 𝑡) =

𝜌(𝑀,𝑡)

𝜀𝑜
 ( équation de Maxwell-

Gauss), on en déduit : 

𝛾

𝜀𝑜
𝜌(𝑀, 𝑡) +

𝜕𝜌

𝜕𝑡
(𝑀, 𝑡) = 0. 

C’est une équation différentielle du premier degré qui se résout sous la forme : 

 

 

                            , avec  

 

Or, à 𝑡 = 0, on a 𝜌 = 0 ( conducteur non chargé), donc 𝜌𝑜 = 0, soit 𝝆(𝑴, 𝒕) = 𝟎 

 

2- ☺ La distribution de charges est à symétrie sphérique, on utilisera donc les coordonnées 

sphériques et les vecteurs de base associés (𝑢  𝑟 , 𝑢  𝜃 , 𝑢  )𝜑 . 

   ☺ On cherche à déterminer en premier le champ électrique puisque l’on a une distribution de 

charges fixes à l’instant initial. On étudie les symétries et invariances du champ électrique en un point 

𝑀 de l’espace conducteur. Donc le champ électrique 𝐸   est dirigé selon 𝑢  𝑟. 

𝜕

𝜕𝑡
 
dW

dt
 = 0 

𝑑𝑖𝑣Π   =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟Π) =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(−

𝐼2

𝛾(𝜋𝑅2)2
 
𝑟

2
)

2

= −
𝐼2

𝛾(𝜋𝑅2)2
 𝑗  ∙ 𝐸  =

1

𝛾
 
𝐼

𝜋𝑅
 

2

2

 

𝜕

𝜕𝑡
 
dW

dt
 = 0 

𝑑𝑖𝑣Π      
= 0 

𝑗  ∙ 𝐸  = 0 

𝑑𝑖𝑣Π   + 𝑗  ∙ 𝐸  + 
𝜕

𝜕𝑡
 
dW

dt
 = 0 

 

𝜌(𝑀, 𝑡) = 𝜌𝑜𝑒
−
𝑡
𝜏 

 
𝜏 =

𝜀𝑜
𝛾
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La distribution de charge est invariante par les rotations d’angle 𝜃 et 𝜑. Le champ électrique n’est 

alors fonction que de la variable 𝑟. 

Donc :     𝑬   (𝑴, 𝒕) = 𝑬(𝒓, 𝒕)𝒖   𝒓 

   ☺ Afin d’établir l’expression du champ électrique, on utilise le théorème de GAUSS sur une 

surface 𝑆 à 𝑟 constant, c’est-à-dire une sphère: 

∯ 𝐸  
𝑆

∙ 𝑑𝑆 =
𝑄

𝜀𝑜
 

Or l’élément de surface est orienté suivant 𝑢  𝑟 donc 𝐸  ∙ 𝑑𝑆 = 𝐸(𝑟) dS où 𝐸(𝑟) est constant sur la 

surface d’intégration. 

D’où  

∯ 𝐸  
𝑆

∙ 𝑑𝑆 = ∯ 𝐸(𝑟) dS =
𝑆

𝐸(𝑟)∯ 𝑑𝑆 = 𝐸(𝑟) S =
𝑆

𝑄(𝑡)

𝜀𝑜
 où 𝑆 = 4𝜋𝑟1  et 𝑄(𝑡)  est la charge de 

l’armature de rayon 𝑎. 

On en déduit :  

𝑬   (𝒂 < 𝒓 < 𝒃) =
𝑸(𝒕)

𝟒𝝅𝜺𝒐𝒓𝟐
𝒖   𝒓 

☺ Le champ électrique est dirigé selon 𝑢  𝑟 et ne dépend que de 𝑟 : Donc 𝑟𝑜𝑡       𝐸  = 0  . 

Ce qui conduit, d’après l’équation de Maxwell-Faraday, à 
𝜕𝐵  

𝜕𝑡
= 0  . 

Comme il n’existe aucun champ électrique statique, on obtient : 𝑩   (𝒂 < 𝒓 < 𝒃) = 𝟎   . 

 

3- ☺ La puissance électromagnétique rayonné par le système correspond au flux du vecteur de 

Poynting à travers la surface fermée entourant le volume du conducteur. 

Or le champ magnétique est nul à l’intérieur du conducteur et sur l’interface puisqu’il n’y a pas de 

courant surfacique. Il en est donc de même du vecteur de Poynting. 

On en conclut qu’aucune puissance électromagnétique n’est rayonnée par le système. 

          ☺ Le bilan énergétique local est représenté par l’équation locale de Poynting qui s’écrit : 

div R   + j  ∙ E   +
∂

∂t
 
dW

dt
 = 0 où 

dW

dt
=
1

2
εoE

2 +
B2

2𝜇𝑜
=
εo
2
 
𝑄(𝑡)

4𝜋𝜀𝑜𝑟2
 
2

. 

On calcule  

𝑑𝑖𝑣 𝑅  = 0 𝑒𝑡 𝑗  ∙ 𝐸  = 𝛾𝐸2 =  𝛾  
𝑄(𝑡)

4𝜋𝜀𝑜𝑟2
 

2

. 

On obtient alors 

∂

∂t
 
dW

dt
 = −div R   − j  ∙ E   =  𝛾  

𝑄(𝑡)

4𝜋𝜀𝑜𝑟2
 
2

= −
𝜀𝑜

4𝜋𝜀𝑜𝑟2
𝑄(𝑡)

4𝜋𝜀𝑜𝑟2
𝑑𝑄(𝑡)

𝑑𝑡
 

Ceci s’écrit alors sous la forme d’une équation différentielle traduisant le bilan énergétique en tout 

point du conducteur : 

 

 

4- On en déduit l’expression de 𝑄(𝑡) qui est 𝑸(𝒕) = 𝑸𝒐𝒆
−
𝜸

𝜺𝒐
𝒕
. 

5- ☺ La puissance dissipée par effet Joule est : 

𝒅𝑸(𝒕)

𝒅𝒕
= −

𝜸

𝜺𝒐
𝑸(𝒕) 
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𝐖𝐉 = 
𝑸𝒐
𝟐

𝟖𝝅𝜺𝒐
 
𝟏

𝒂
−
𝟏

𝒃
  

 

𝑃𝑗 =∭ 𝑗  ∙ 𝐸  
𝜏

𝑑𝜏 

Où 𝜏 représente le volume du conducteur compris entre les armatures et 𝑑𝜏 est un élément de volume 

de ce conducteur. 

Donc : 

𝑃𝑗 =∭ 𝑗  ∙ 𝐸  
𝜏

𝑑𝜏 =∭ 𝛾 
𝑄(𝑡)

4𝜋𝜀𝑜𝑟2
 
2

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑
𝜏

 

D’où  

𝑃𝑗 = 𝛾  
𝑄(𝑡)

4𝜋𝜀𝑜
 
2

∫
𝑑𝑟

𝑟2

𝑏

𝑎

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

𝜋

0

=
𝛾

4𝜋
 
𝑄(𝑡)

𝜀𝑜
 
2

 
1

𝑎
−
1

𝑏
  

 

Si on remplace 𝑄(𝑡) par son expression, on obtient : 

 

 

 

 

☺ La puissance électromagnétique cédée par le champ est 𝑃𝑟𝑒𝑠 = −
𝜕

𝜕𝑡
 ∭

1

2
εoE

2
𝜏

𝑑𝜏  où 𝜏 

représente le volume du conducteur compris entre les armatures et 𝑑𝜏 est un élément de volume de 

ce conducteur. 

Donc :  

𝑃𝑟𝑒𝑠 = −
𝜕

𝜕𝑡
 
εo
2
 
𝑄(𝑡)

4𝜋𝜀𝑜
 
2

∫
𝑑𝑟

𝑟2

𝑏

𝑎

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

𝜋

0

 = −
𝜕

𝜕𝑡
 
1

2

𝑄(𝑡)2

4𝜋𝜀𝑜
 
1

𝑎
−
1

𝑏
  . 

Si on remplace 𝑄(𝑡) par son expression, on obtient : 

 

 

 

On retrouve le bilan de puissance. La puissance électromagnétique cédée au conducteur est 

transformée en puissance thermique par effet de joule : 

 

 

☺ L’énergie dissipée par effet joule entre les instants 𝑡 = 0 𝑒𝑡 𝑡 = +∞ est WJ = ∫ 𝑃𝑗𝑑𝑡
+∞

0
. 

WJ =  𝛾
𝑄𝑜
1

4𝜋𝜀𝑜1
 
1

𝑎
−
1

𝑏
 ∫ 𝑒

−1
𝛾
𝜀𝑜
𝑡

+∞

0

𝑑𝑡. 

On a alors : 

 

 

 

☺ De même, on trouve que l’énergie électromagnétique cédée par le champ au conducteur est : 

𝐖𝐫𝐞𝐬 = 
𝑸𝒐
𝟐

𝟖𝝅𝜺𝒐
 
𝟏

𝒂
−
𝟏

𝒃
  

 

𝑷𝒋 = 𝜸
𝑸𝒐
𝟐

𝟒𝝅𝜺𝒐𝟐
 
𝟏

𝒂
−
𝟏

𝒃
 𝒆

−𝟐
𝜸
𝜺𝒐
𝒕
 

 

𝑷𝒓𝒆𝒔 = 𝜸
𝑸𝒐
𝟐

𝟒𝝅𝜺𝒐𝟐
 
𝟏

𝒂
−
𝟏

𝒃
 𝒆

−𝟐
𝜸
𝜺𝒐
𝒕
 

 

𝑷𝒋 = 𝑷𝒓𝒆𝒔 
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𝒒(𝒕) = 𝐂𝐔(𝟏 − 𝐞−
𝐭
𝐑𝐂) 

 Exercice.3 : 

1- Le schéma électrique est celui d’un condensateur en série avec une résistance connectés à un 

générateur de tension U constante. 

Par application de la loi des mailles, on obtient l’équation différentielle dont q(t) est solution : 

 

 

U = uR + uc = Ri +
q(t)

C
= R

dq(t)

dt
+
q(t)

C
 

D’où RC
dq(t)

dt
+ q(t) = CU 

La solution de cette équation différentielle est la somme. 

 La solution de l’équation sans second membre de la forme 

q1(t) = Ae−
t

RC , où A est une constante. 

 La solution particulière de l’équation avec second membre de 

la forme q1(t) = CU. 

Le condensateur étant initialement déchargé (𝑞(𝑡 = 0) = 0), on détermine ainsi la constante A. On 

trouve 𝐴 = −CU. 

On a donc :   pour 𝑡 > 0, 

 

2- Afin de déterminer le champ électrique entre les armatures, on utilise 

le théorème de GAUSS. 

◙ Les armatures sont uniformément chargées et peuvent être considérées 

comme des plans infinis donc elles sont invariantes par les translations 

selon les axes (𝑂𝑥) et (𝑂𝑦). Le champ électrique est donc indépendant 

des variables 𝑥 et 𝑦. 

 

◙ Soit un point M quelconque entre les armatures, les plans 𝜋1 = (𝑀𝑦𝑧) 

et 𝜋1 = (𝑀𝑥𝑧) sont des plans de symétries de la distribution de charges. 

Donc le champ électrique est dirigé selon l’axe intersection des deux plans, c’est-à-dire (𝑂𝓏). 

On a donc     𝑬   (𝑴) = 𝑬(𝔃)𝒖   𝒛 

 

On peut alors appliquer le théorème de GAUSS. Pour cela, on définit une surface 𝑆𝐺 de Gauss 

cylindrique dont les bases sont situées de part et d’autre de 

l’armature positive comme indiqué sur la figure ci-contre. 

𝑆1 représente la section du cylindre qui se trouve en-dehors de 

l’espace inter-armatures, 𝑆1 représente la section où se trouve le 

point 𝑀 d’étude et 𝑆𝑙 représente la surface latérale du cylindre. 

On a donc ∯ 𝐸  
𝑆𝐺

∙ 𝑑𝑆 =
𝑄(𝑡)

𝜀𝑜
 où 𝑆𝐺 représente la surface fermée 

du cylindre, 𝑑𝑆  est un élément de surface du cylindre et 𝑄(𝑡) est 

la charge contenue dans le cylindre. 

Soit : ∯ 𝐸  
𝑆𝐺

∙ 𝑑𝑆 = ∬ 𝐸  ∙
𝑆1

𝑑𝑆 +∬ 𝐸  ∙
𝑆2

𝑑𝑆 +∬ 𝐸  ∙
𝑆𝑙

𝑑𝑆  

 

 

𝑂 

𝓏 

𝑦 

𝑥 

𝑞(𝑡) 

−𝑞(𝑡) 

𝜋1 𝜋2 

 𝐌 
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Or, la surface latérale, 𝑑𝑆  est orthogonal à 𝐸   donc ∬ 𝐸  ∙
𝑆𝑙

𝑑𝑆 = 0. De plus, le champ électrique 

est nul sur la surface 𝑆1 donc ∬ 𝐸  ∙
𝑆1

𝑑𝑆 = 0. Enfin le vecteur 𝑑𝑆  est colinéaire à −𝑢  𝑧 sur la surface 

𝑆1 et le champ électrique ne dépend que de la variable 𝓏 donc : 

∬ 𝑬   ∙
𝑺𝟐

𝒅𝑺   = −𝑬(𝔃)𝑺𝟐 

La surface de l’armature contenue dans le cylindre est identique à la surface 𝑆2 et chargée avec 

une densité 𝜎(𝑡). Donc 𝑄(𝑡) = 𝜎(𝑡)𝑆2  

Il reste à déterminer 𝜎(𝑡). On sait que la charge 𝑞(𝑡) est répartie uniformément sur les armatures 

cylindriques de surface 𝑆. Donc (𝑡) =
𝑞(𝑡)

𝑆
 . 

D’où :  ∯ 𝐸  
𝑆𝐺

∙ 𝑑𝑆 = −𝐸(𝓏)𝑆2 =
𝑄(𝑡)

𝜀𝑜
=

𝑞(𝑡)

𝜀𝑜𝑆
𝑆2 

On en déduit : 

 

 

 

3- D’après l’équation de Maxwell-Ampère, 𝑟𝑜𝑡       𝐵  = 𝜇𝑜𝑗  + 𝜀𝑜𝜇𝑜
𝜕𝐸  

𝜕𝑡
. Or, le milieu entre les 

armatures est un isolant parfait, il ne peut donc y avoir de densité de courant : 𝑗  = 0  . Cependant, le 

champ électrique dépend du tems donc 
𝜕𝐸  

𝜕𝑡
≠ 0. Il existe donc un champ magnétique 𝑩    tel que 

𝒓𝒐𝒕       𝑩   = 𝜺𝒐𝝁𝒐
𝝏𝑬   

𝝏𝒕
. Champ magnétqiue est présent du fait des variations temporelles du champ 

électrique. 

 

4- Pour l’étude du champ magnétique, on considère les armatures 

circulaires. On utilise alors les coordonnées cylindriques. 

Soit M un point de l’espace entre les armatures, le plan               𝜋1 =

(𝑀, 𝑢  𝑟 , 𝑢  𝓏) est un plan de symétrie de la distribution et du champ 

électrique donc le champ magnétique est normal à ce plan. 

Les armatures et le champ électrique sont invariants par rotation 

d’angle 𝜃. Le champ magnétique est donc indépendant de l’angle 𝜃.  

On trouve alors :  

𝑩   = 𝑩(𝒓, 𝔃, 𝒕)𝒖   𝜽 

 

5- L’équation que l’on utilise est l’équation de Maxwell-Ampère en 

coordonnées cylindriques.  

𝑟𝑜𝑡         𝐵  = −
𝜕𝐵(𝑟, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
𝑢  𝑟 +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟𝐵(𝑟, 𝑧, 𝑡)]𝑢  𝑧 = 𝜀𝑜𝜇𝑜

𝜕𝐸  

𝜕𝑡
= −𝜇𝑜

𝑈𝑒−
𝑡
𝑅𝐶

SR
𝑢  𝑧 . 

 

On a 
𝜕𝐵(𝑟,𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
= 0 et 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟𝐵(𝑟, 𝑧, 𝑡)] = −𝜇𝑜

𝑈𝑒
−
𝑡
𝑅𝐶

SR
     

     

𝑬   = −
𝒒(𝒕)

𝜺𝒐𝑺
𝒖   𝒛 = −

𝐂𝐔(𝟏 − 𝐞−
𝐭
𝐑𝐂)

𝜺𝒐𝑺
𝒖   𝒛 
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On en déduit que 𝐵   est indépendant de 𝑧 et que : 

 

𝑟𝐵(𝑟, 𝑡) = −𝜇𝑜
𝑈𝑒−

𝑡
𝑅𝐶

SR

𝑟2

2
+ 𝑘 𝑜ù k est une constante ( indépendante de z) 

    Afin de déterminer la constante, on cherche une valeur particulière du champ magnétique. En tout 

point M de l’axe, tout plan contenant l’axe est plan de symétrie. Le champ magnétique est donc nul 

sur l’axe : 𝐵  (𝑟 = 0, 𝑡) = 0  . D′où 𝑘 = 0. 

On a donc :  

 

 

6- On applique le théorème d’Ampère sur un contour 𝛤 circulaire de 

rayon 𝑟 et placé à la cote 𝑧. 

On se trouve dans un milieu isolant donc: 

∮ B   
Γ

∙ dl = μoεo∬
∂E   

∂tS

∙ dS  , 

 

Où 𝑆 est une surface qui prend appui sur le contour. On suppose que 

cette surface est celle du disque du rayon 𝑟. Le contour est orienté 

dans le sens défini sur la figure donc dl = 𝑟𝑑𝜃𝑢  𝜃 .     

Le champ magnétique est constant sur le contour, voilà pourquoi on 

a :   

∮ B   
Γ

∙ dl = 𝐵(𝑟, 𝑡) × 2𝜋𝑟. 

    

La surface 𝑆 est indiquée sur la figure précédente. C’est une surface à 𝑧 constant et 𝐸   reste alors 

constant aussi. D’après l’orientation du contour, dS  = dS u  z. 

Donc μoεo∬
∂E   

∂tS
∙ dS  = μoεo

∂E

∂t
× 𝜋𝑟2 

On en déduit que 𝐵(𝑟, 𝑡) = μoεo
∂E

∂t
×

𝑟

2
= −μo

Ur

2SR
e−

t

RC  

 

On trouve alors :  

 

 

7- L’équation de Maxwell-Ampère est forcément vérifiée. 

 L’équation de Maxwell-Gauss 𝑑𝑖𝑣 𝐸  = 0 est vérifiée car le champ électrique est dirigé suivant u  z 

et indépendant de 𝓏. 

 L’équation de Maxwell-flux 𝑑𝑖𝑣 𝐵  = 0  est vérifiée car le champ magnétique est dirigé suivant u  θ 

et indépendant de 𝜃. 

 En revanche, 𝑟𝑜𝑡       𝐸  = 0   car 𝐸   est indépendant des coordonnées spatiales et 
𝜕𝐵  (𝑟,𝑡)

𝜕𝑡
=

μo
Ur

2SR2C
e−

t

RC u  θ ≠ 0  . L’équation de Maxwell-Faraday n’est pas vérifiée. 

𝑩   (𝒓, 𝒕) = −𝝁𝒐
𝑼𝒓

𝟐𝑺𝑹
𝒆−

𝒕
𝑹𝑪 𝒖   𝜽 

𝑩   (𝒓, 𝒕) = −𝝁𝒐
𝑼𝒓

𝟐𝑺𝑹
𝒆−

𝒕
𝑹𝑪 𝒖   𝜽 

 

Γ 
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𝑷(𝒕) =
𝑼𝟐

𝑹
𝐞−

𝐭
𝐑𝐂(𝟏 − 𝐞−

𝐭
𝐑𝐂) 

𝑾(𝒕) =
𝑪𝑼𝟐

𝟐
 𝟏 − 𝟐𝐞−

𝐭
𝐑𝐂 + 𝐞−𝟐

𝐭
𝐑𝐂 =

𝑪𝑼𝟐

𝟐
(𝟏 − 𝐞−

𝐭
𝐑𝐂)𝟐 

 

 

On conclut que le modèle est insuffisant pour rendre compte des caractéristiques des champs 

électrique et magnétique. 

 

8- a/ L’étude électrique permet de déterminer la puissance reçue par le condensateur 𝑃 =

𝑢𝑐(𝑡)𝑖(𝑡) où 𝑢𝑐(𝑡) =
𝑞(𝑡)

𝐶
 représente la tension aux bornes du condensateur et 𝑖(𝑡) =

𝑑𝑞(𝑡)

𝑑𝑡
 est le 

courant traversant le condensateur compté positivement dans la convention récepteur. 

On obtient 𝑃 =
𝑞(𝑡)

𝐶

𝑑𝑞(𝑡)

𝑑𝑡
 où 𝑞(𝑡) = CU(1 − e−

t

RC) : 

Donc : 

  

 

b/ L’énergie reçue par le condensateur est 𝑊 = ∫ 𝑃(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

0
   

On trouve :  

 

 

 

c/ L’équation locale de Poynting est :  

div R   + j  ∙ E   +
∂

∂t
 
dW

dt
 = 0  

 ● 
𝜕

𝜕𝑡
 
dW

dt
 =

𝜕

𝜕𝑡
 
1

2
εoE

2 +
B2

2𝜇𝑜
   représente la puissance électromagnétique volumique cédée par le 

champ électromagnétique et reçue par le système. 

 ●   j  ∙ E    représente la puissance volumique cédée par le système aux porteurs de charges. Dans notre 

cas j  ∙ E   = 0   . 

 ● div R   = −div  
𝐸  ∧𝐵  

𝜇𝑜
  représente la puissance reçue par le système par le rayonnement 

électromagnétique. 

d/ Le vecteur de Poynting est  R   =
𝐸  ∧𝐵  

𝜇𝑜
= −

𝐶𝑈2𝑟

2𝜀𝑜𝑆2𝑅
e−

t

RC  1 − e−
t

RC 𝑢  𝑟  .  

Or, on donne 𝐶 =
𝜀𝑜𝑆

𝑑
.   

Donc :  

 

 

 

 

e/ La puissance cédée par le condensateur est égal au flux du 

vecteur de Poynting à travers la surface délimitant le condensateur.  

La puissance reçue correspond au flux de − R    à travers la surface 

latérale du condensateur puisque R      est dirigé selon 𝑢  𝑟.Cette surface 

latérale 𝑆𝑙𝑎𝑡 est la surface du cylindre de bases des deux armatures du 

condensateur. Tous les points de cette surface se trouvent à la distance 

𝑎 de l’axe et l’élément de surface est orienté suivant 𝑢  𝑟. 

𝐑   =
𝑬   ∧ 𝑩   

𝝁𝒐
= −

𝑼𝟐𝒓

𝟐𝑺𝑹𝒅
𝐞−

𝐭
𝐑𝐂  𝟏 − 𝐞−

𝐭
𝐑𝐂 𝒖   𝒓 
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Donc  𝑃𝑟𝑒ç𝑢𝑒 = −∬ 𝑅  
𝑆𝑙𝑎𝑡

∙ 𝑑𝑆 = −∬
𝑈2𝑎

2𝑆𝑅𝑑
e−

t

RC  1 − e−
t

RC 𝑎𝑑𝜃𝑑𝓏
𝑆𝑙𝑎𝑡

 

𝑃𝑟𝑒ç𝑢𝑒 =
𝑈2𝑎

2𝑆𝑅𝑑
e−

t
RC  1 − e−

t
RC ∫ 𝑑𝜃

2𝜋

0

∫ 𝑑𝓏
𝑑/2

−𝑑/1

= 𝜋
𝑈2𝑎2

𝑆𝑅
e−

t
RC  1 − e−

t
RC  

Avec 𝑆 = 𝜋𝑎2, on retrouve : 

 

 

 

On retrouve le même résultat qu’à la question 8) a/. Le modèle que l’on utilise semble donc être 

cohérent pour l’étude énergétique du condensateur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑷(𝒕) =
𝑼𝟐

𝟐
𝐞−

𝐭
𝐑𝐂  𝟏 − 𝐞−

𝐭
𝐑𝐂  
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Annexe A 

RAPPEL DES POINTS IMPORTANTS 
I : Les postulats de l’électromagnétisme classique. 

1°) Les équations de Maxwell relatives au champ électromagnétique. 

Le champ électromagnétique {𝐸  , 𝐵  } en un point M à la date 𝑡 dû a une distribution caractérisée 

dans le référentiel d’étude supposé galiléen, par la densité volumique totale de charges 𝜌𝑡𝑜𝑡 et le 

vecteur densité volumique totale de courants 𝑗  𝑡𝑜𝑡 satisfait aux équations ci-dessous : 
 

Formulation locale  Les relations intégrales. 

0

totdivE



  (équation de Maxwell - Gauss). 

0 est la permittivité absolue du vide. 

Les lignes de champ 𝐸   divergent à partir des 

charges + pour aboutir aux charges -. 

 

 

 

int

0

( ) ( )ext

M

Q
E M dS M




   

théorème de Gauss. 

0divB   (𝐵   est un champ de rotationnel). 

Les lignes de champ 𝐵  sont des courbes 

fermées et ne peuvent jamais se couper (il 

n’existe pas de « monopôles magnétiques » 

comme il existe des charges électriques 

positives ou négatives. 

 

 

 

( ) ( ) 0ext

M

B M dS M


   

  𝐵  est à flux conservatif 

(Le flux de 𝐵   à travers un circuit ne dépend que 

du circuit et non de la surface choisie pour 

calculer ce flux). 

B
rotE

t


 


 

(équation de Maxwell - Faraday). 

 

 
( )S

M

d B
E dOM

dt



   , S s’appuie sur . 

Relation de Faraday. 

0 0 0tot

E
rotB j

t
  


 


 

(équation de Maxwell - Ampère). 

µ0 est la perméabilité absolue du vide. 

 

 
0 0 0

( )S
tot

M P S

d E
B dOM j dS

dt
  

 


     où 

S s’appuie sur  orienté. 

Forme généralisée du théorème d’Ampère. 
 

 Il découle des relations précédentes que : 

Le champ électrique 𝑬    se comporte comme un vecteur polaire (donc contenu dans 

tout plan de symétrie des sources) tandis que le champ magnétique 𝑩    se comporte 

comme un vecteur axial (donc perpendiculaire à tout plan de symétrie des causes). 
 

Les équations de Maxwell sont linéaires vis-à-vis des sources : cette propriété 

valide le principe de superposition relatif à 𝑬    et 𝑩   . En particulier, cette linéarité 

permet d’utiliser la méthode complexe pour les calculs des champs. 
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 Unités et valeurs des constantes électromagnétiques du vide 0 et µ0. 

En u.s.i ,   
17

0 .10.4  mH   et  
1

90 .
10..36

1  mF


 . 

 

 Mise en évidence du champ électromagnétique : loi de force. 

Le formalisme de l’électromagnétisme est complet à condition d’ajouter aux 4 équations locales 

la loi de force permettant de mettre en évidence la présence d’un champ électromagnétique. 
 

Loi de force de Lorentz : 
LorentzF q E v B      : force agissant sur une particule 

chargée de charge 𝑞, en mouvement dans le référentiel d’étude à la vitesse 𝑣 , où 

règne le champ électromagnétique {𝐸  , 𝐵  }. 

 

 Action d'un champ électromagnétique sur un conducteur : force de Laplace. 

La force de Laplace est la force exercée par le champ {𝐸  , 𝐵  }sur l'ensemble des 

charges d'un conducteur. Elle correspond à la force magnétique exercée sur les 

porteurs mobiles du conducteur.  

La force de Laplace par unité de volume s'écrit : LaplacedF
j B

d
  . 

Pour un circuit filiforme parcouru par un courant I , La force de Laplace 

élémentaire s’exerçant sur un élément de longueur dl est   
laplacedF Idl B  . 

 

1°) Énergie du champ électromagnétique. 

 Un champ électromagnétique contient et transporte de l’énergie. On définit : 
 

 L’énergie électromagnétique volumique. 

La quantité 

2

2

0

0

1

2 2

B
E 


  , homogène à une énergie volumique (exprimée en SI en J/m3) est 

appelée énergie électromagnétique volumique (ou improprement densité volumique d’énergie 

électromagnétique). Cette expression montre que l’énergie est localisée dans le champ 

électromagnétique lui-même. 

En isolant les contributions dues à 𝐸   et 𝐵   on distingue:  

2

0

1

2
él E  , énergie électrique volumique et 

2

02
mag

B



 , énergie magnétique volumique. 

 

 Le vecteur de Poynting. 

 

 

 

 

 

 
 

 

On note Π    le vecteur, appelé vecteur de Poynting, défini par : 
0

Π
E B




  

Π  est homogène à une puissance surfacique, exprimé en SI en W.m-2 
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 Puissance volumique cédée aux charges par le champ électromagnétique :  

Puissance Joule volumique cédée à la matière par le champ électromagnétique : J
tot

dP
j E

d
  . 

 

3°) Les relations de passage du champ électromagnétique. 

 Soit M un point d’une surface S séparant deux milieux notés  

et . On définit le vecteur unitaire 𝑛  11  à 𝑆 de  vers .  

 Soit 𝜎(𝑀) la densité surfacique de charges et 𝑗  𝑆(𝑀) le vecteur 

densité de courants surfacique au point M. 

 On établit à partir des équations de Maxwell les relations de 

passage pour 𝐸   et 𝐵   à l'interface: 

2 1 12

0

( )
( ) ( )

M
E M E M n




    et  2 1 0 12( ) ( ) ( )sB M B M j M n   . 

On retient qu'il y a continuité de la composante tangentielle pour 𝐸   et continuité de la 

composante normale pour 𝐵  . 

NB : Dans le cas d'une modélisation volumique de charges ou de courants, les champs 𝑬    et 𝑩    sont 

définis et continus en tout point de l'espace.  
 

 Des problèmes de discontinuité peuvent survenir lorsqu'on passe à une modélisation plus 

simpliste (surfacique ou encore linéique). 

 Rappelons les équivalences des distributions de charges et de courant au voisinage de M : 

.

.

.

d

dq dS

d

 








 



  et   

.

.

.

S

j d

dC j dS

i d




 



 

 

4°) Les lois de conservation déduites des équations de Maxwell. 

 Principe de conservation de la charge électrique. 

 Sous forme intégrale :  

Le courant électrique total sortant d’une surface fermée  est égal à la diminution 

par unité de temps de la charge électrique totale contenue dans le volume V limité 

par  : int
ext

dQ
I j dS

dt


    . 

    Sous forme locale : 0totdivj
t


 


. Cette dernière équation se retrouve à partir des 

équations de Maxwell en écrivant que div(𝑟𝑜𝑡       (𝐵  )) = 0. 

 Le cadre de l’A.R.Q.S. 

 Dans le cadre de l’Approximation des Régimes Quasi Stationnaires (A.R.Q.S.), l’équation de 

conservation de la charge s’écrit : 0divj   (sous forme locale) ou 0extj dS


   (forme intégrale). 

 On reconnaît dans cette dernière relation la loi des nœuds établie en électrocinétique. 
 

M

n12


 

js


 

zone 1

zone 2
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Le cadre de l’A.R.Q.S. consiste à négliger le terme 0

E

t





, appelé vecteur densité de 

courant de déplacement devant les courants réels (𝑗  ). 

L’A.R.Q.S. couvre un large domaine de fréquences, allant du continu aux 

fréquences radioélectriques (à la limite de l’infra-rouge), du moins pour les milieux 

conducteurs. 

Dans le cadre de l'A.R.Q.S. l'équation de Maxwell Ampère s'écrit : 0.rotB j  sous forme 

locale, ou sous forme intégrale :  0( ).
M

B M dOM I




 , où (I) est l'intensité algébrique enlacée 

par le contour théorème d'Ampère. 

 

 Principe de conservation de l'énergie électromagnétique. 

On cherche une équation de conservation pour l’énergie comme on l’a fait pour la charge. 

Sous forme intégrale : écrire que la diminution par unité de temps de l’énergie 

électromagnétique contenue dans un volume V est due d’une part à un transfert par rayonnement à 

travers la surface limitant le volume V, et d’autre part au transfert d’énergie à la matière contenue 

dans V (énergie cédée aux charges par le champ électromagnétique) : 

Π ext

V V

d
dS j Ed d

dt
  



 
      

 
   . 

Sous forme locale : Πdiv j E
t


   


, obtenue à partir du bilan intégral, mais qu'on peut 

retrouver directement à partir des équations de Maxwell par identification du couple {, 𝑃  }. 

 

II : Introduction du potentiel scalaire V et du potentiel vecteur A. 

1°) Expressions des champs en fonction des potentiels :. 

 On définit deux nouveaux champs, un champ scalaire noté V, et un champ vectoriel noté 𝑨    à 

partir desquels on exprime le champ électromagnétique suivant les relations: 

A
E gradV

t

B rotA


  





. 

 V est appelé le potentiel scalaire ; son unité SI est le volt (symbole V). 

 𝑨    est appelé le potentiel vecteur ;  son unité SI est le weber / mètre (symbole Wb.m-1). 

 

1°) L’indétermination des potentiels : choix de jauge. 

 Le couple {V, 𝐴 } associé à un champ électromagnétique donné n’est pas unique. On profite 

de cette indétermination pour imposer aux potentiels une condition supplémentaire, appelée 

condition de jauge, permettant (si possible !) de simplifier les expressions obtenues pour V et 𝐴 . 
 

 Deux conditions de jauge sont à connaître : 

 la jauge de Coulomb, pour laquelle on impose : 0divA  . 

 la jauge de Lorentz pour laquelle on impose : 000 





t

V
Adiv 


. 
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 La jauge de Coulomb est utilisée dans le cadre des régimes stationnaires ou quasi 

stationnaires, alors que la jauge de Lorentz est bien adaptée au problème de la propagation du champ 

électromagnétique (les solutions obtenues pour V et 𝐴 sont connues sous le nom de potentiels 

retardés). 
 

3°) Les équations vérifiées par les potentiels. 

 En jauge de Coulomb : V est solution de l’équation de Poisson, comme 

en électrostatique. 
 

 En jauge de Lorentz :   

2

0 0 02

2

0 0 2

0

0

0

tot

tot

V
A j

t

V
V

t
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Annexe B 

QUELQUES THEOREMES UTILES EN ELECTROMAGNETISME 

 

B-1 Circulation et Flux d’un champ de vecteurs 

 

 Orientation d’une surface 

 

 Surface ouverte (S)  

Le vecteur –surface 𝑑𝑆     = 𝑛  . 𝑑𝑆 :  

           𝑛   étant le vecteur unitaire normal à dS 

 Surface fermée : orientée de l’intérieur vers l’extérieur 

 

 

 

 

 Circulation d’un vecteur 

Le point d’application de A   (𝑀) décrit la courbe ( C ). 

Aussi, d𝒞 = A   (𝑀). dl     = circulation élémentaire. 

Ceci dit : 𝒞 = ∫ A   (𝑀). dl    
𝒞

 

 

 Flux  d’un vecteur à travers une surface  

Soit (S) surface orientée quelconque. Nous avons dΦ = A   (𝑀). dS      = 

flux élémentaire 

⇒ Φ = ∬ A   (𝑀). dS     
𝑆

 avec Φ = ∬ |A   (𝑀)|. dS cos 𝛼
𝑆

.  

Notons que Φ = 0 si A   (𝑀) ⊥ dS      

 

 

0
)(

0

0







 M
V

Adiv

M
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Annexe C 

RELATIONS UTILES ET OPERATION VECTORIELLE EN 

COORDONNEES CARTESIENNES, CYLINDRIQUES ET 

SPHERIQUES. 
On peut rappeler, sans le démontrer, quelques relations vectorielles utiles en électromagnétisme. 

Considérons pour cela :  

- Les nombres complexes a et b. 

- Les nombres scalaires 𝑈(𝑀) et 𝑉(𝑀). 

- Les fonctions vectorielles 𝐴 (𝑀) et 𝐵  (𝑀)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 )()()()( MVgradbMUgradaMbVMaUgrad 





  

 )()()()()()( MUgradMVMVgradMUMVMUgrad 
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MArotMBMBrotMA
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 )(.)(.)()( MBdivbMAdivaMBbMAadiv 











  

 )().()().()().( MUgradMAMAdivMUMAMUdiv 











 

 )().()().()()( MBrotMAMArotMBMBMAdiv 











  

 )(.)(.)(.)(. MBrotbMArotaMBbMAarot 











  

 )()()().()().( MAMUgradMArotMUMAMUrot 











 

 )()()( MAMAdivgradMArotrot 
























 

  
 

rot A(M)× B(M) = A(M).divB(M) - B(M).divA(M)+

   
   
B(M).grad A(M) - A(M).grad .B(M)  
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 Cartésiennes  Cylindriques Sphériques 
 

   
(𝑥, 𝑦, 𝓏) ∈  ℝ3 𝜌 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 1𝜋 et − ∞ ≤ 𝜃 ≤

+∞   

𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 et 0 ≤ 𝜑 ≤ 1𝜋   

𝑑𝑙 = 𝑑𝑥𝑖  + 𝑑𝑦𝑗  + 𝑑𝓏𝑘   𝑑𝑙 = 𝑑𝜌𝑢  𝜌 + 𝜌𝑑𝜃𝑢  𝜃 + 𝑑𝓏𝑘   𝑑𝑙 = 𝑑𝑟𝑢  𝑟 + 𝑟𝑑𝜃𝑢  𝜃 + 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜑𝑢  𝜑 

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝓏 𝑑𝑉 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝓏 𝑑𝑉 = 𝑟1𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 

𝑔𝑟𝑎𝑑            ∇   𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖  +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑗  +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑘   ∇   𝑓 =

𝜕𝑓

𝜕𝜌
𝑢  𝜌 +

1

𝜌

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑢  𝜃 +

𝜕𝑓

𝜕𝓏
𝑘   ∇   𝑓 =

𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑢  𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑢  𝜃 +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜑
𝑢  𝜑 

div ∇   ∙ 𝐴 =
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐴𝓏
𝜕𝓏

 

 

∇   ∙ 𝐴 =
1

𝜌

𝜕(𝜌𝐴𝜌)

𝜕𝜌
+
1

𝜌

𝜕𝐴𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕𝐴𝓏
𝜕𝓏

 

 

∇   ∙ 𝐴 =
1

𝑟1
𝜕(𝑟1𝐴𝑟)

𝜕𝑟
 

              +
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
{
𝜕(𝑠𝑖𝑛𝜃𝐴𝜃)

𝜕𝜃
+
𝜕𝐴𝜑

𝜕𝜑
} 

𝑟𝑜𝑡        

   ∇   ∧ 𝐴 = (
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
) 𝑖      ∇   ∧ 𝐴 =

1

𝜌
(
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜃

−
𝜕(𝜌𝐴𝜃)

𝜕𝑧
)𝑢  𝜌 

                 + (
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝑧
−
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝜌

) 𝑢  𝜃 

                 +
1

𝜌
(
𝜕(𝜌𝐴𝜃)

𝜕𝜌
−
𝜕𝐴𝜌

𝜕𝜃
)𝑘   

∇   ∧ 𝐴 =
1

𝑟1𝑠𝑖𝑛𝜃
(
𝜕(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝐴𝜑)

𝜕𝜃
−
𝜕(𝑟𝐴𝜃)

𝜕𝜑
) 𝑢  𝑟 

        +
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
(
𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜑

−
𝜕(𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝐴𝜑)

𝜕𝑟
)𝑢  𝜃  

+
1

𝑟
(
𝜕(𝑟𝐴𝜃)

𝜕𝑟
−
𝜕𝐴𝑟
𝜕𝜃

) 𝑘   

  +  
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝐴𝑧
𝜕𝑥

 𝑗   

   + (
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝐴𝑥
𝜕𝑦

) 𝑘   
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MUgradrot  
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MArotdiv  
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