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Introduction

Introduction

Ce polycopié de cours et d’exercices du module ""Eléments de Régulation Numeérique (ERN)"
s’adresse aux étudiants de deuxiéme année Master Instrumentation, du Département d’Electronique
de la Faculte de Génie Electrique (USTO-MB).

En fait, ce polycopié est divisé en quatre chapitres. Il rassemble une série de cours, d’exemples et
d’exercices ayant pour but de permettre a I’étudiant de mieux comprendre les notions du module
"ERN™. Les cours abordent les éléments de base de la régulation numérique. De nombreux
exemples illustrant les principes étudiés dans ces cours sont présentés. Des programmes MATLAB
sont proposés. Une méthodologie de synthése de régulateurs (P/PI/PID) numériques par 1’essai de
Takahashi en boucle fermée, en utilisant le lien entre les programmes ""M-files' et I’interface
graphique "'Simulink™ du logiciel MATLAB, est proposée. En outre, apres chaque chapitre, des
exercices d’application sont présentés.




Premier chapitre : Introduction aux signaux échantillonnés

Premier chapitre
Introduction aux signaux echantillonnés

1.1. Définitions

1.1.1. Signal: 1l s’agit d’une grandeur physique générée par un appareil ou appliquée a un
dispositif. Exemples : température, pression, courant, etc.

1.1.2. Signal continu : Lorsque le temps est continu et I’amplitude est continue, le signal est
continu (analogique), tel que le signal brut délivré par un capteur physique. Un signal continu est
caractérisé par une infinité d’amplitude.

1.1.3. Signal discret : Dans un systéme d’acquisition de données, les mesures sont réalisées a
intervalles de temps réguliers. Le temps n’est plus traité comme une variable continue, mais est
discrétisé (temps discret). En fait, un signal discret est obtenu par discrétisation d’un signal continu
en utilisant un pas de discrétisation variable. Contrairement au signal continu, un signal discret est
caractérise par un nombre fini d’amplitude.

1.1.4. Signal échantillonné : 1l s’agit d’un signal continu discrétisé par un pas de temps regulier.
Ce pas est appelé période d’échantillonnage.

1.1.5. Signal numerique : 11 s’agit d’un signal échantillonné quantifié en amplitude.

1.1.6. Quantification : L’opération de quantification consiste a attribuer un nombre binaire a toute
valeur (amplitude) prélevée au signal lors de 1’échantillonnage.

1.1.7. Signal causal : Un signal est dit causal s’il est nul pour toute valeur négative du temps. On
note que nous ne considérerons dans la suite du polycopié que les signaux causals.

1.2. Rappels sur la transformation de Laplace

1.2.1. Définition de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace est un moyen mathématique élégant de résoudre les équations
différentielles linéaires ou linéarisées. En automatique, elle permet un développement simple des
modeles entrées-sorties continus et une analyse qualitative directe de 1’influence de variables
externes sur un systeme (procedé).

On associe a la fonction f(t) une autre fonction F(p) de la variable complexe p appelée
transformée de Laplace ainsi définie par :

F(p) = LIF®O] = [;” f(t)e Pt dt (L.1)

en supposant que le signal f(t) est nul pour t < 0 (signal causal). On parle donc de transformée
de Laplace monolatere (utilisée dans ce polycopié). Le symbole £ se lit ‘I’opérateur de la
transformée de Laplace’.

Exemple 1.1 : Calculons la transformée de Laplace de f(t) = e~%¢, en utilisant I’équation (1.1), on
obtient :

_ + 00 _ +o00 _ -1 _ +00 1
Fp) = LIFO] = Lle™*] = [ f(e Pt dt = [ e ePdt = ——[e~@P] T = —

p+a
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1.2.2. L’inversion de la transformation de Laplace

Parfois, il est nécessaire d’inverser la transformation de Laplace pour obtenir la solution ayant
pour domaine le temps t. La transformation faisant passer du domaine des p au domaine des t

s’appelle I’inversion de la transformation de Laplace.

Soit F(p) la transformée de Laplace de f(t), t > 0. L’intégrale :

f@©) =L FP) ] =]

2mjYc—joo

c+joo

F(p)ePtdp

s’appelle la transformée inverse de F(p). c est une valeur réelle.

Le symbole £71 se lit ‘I’opérateur de la transformée inverse de Laplace’.

1.2.3. Propriétés de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace a plusieurs propriétés importantes. Celles-ci sont résumées dans le

tableau suivant :

N° Propriétés Fonction du temps Transformee de Laplace
1. Linéarité a fi(6) + ay f5(t) a,Fy(p) + a,F,(p)
2. Retard f(t —mT) e ™PF(p)
3. Avance f(t+mT) e™PF(p)
4. Translation eFatf(¢) F(p £ a)
complexe

5. Changement de f(t/a) aF (ap)

[’unité de temps
6. Dérivée df (t) pF(p) — f(01)

dt
n-1
oy d*f
7. | Dérivée d’ordre n d"f(t) p"F(p) — Z pniTk, Tik
dtm k=0 t t=0%
8. Intégrale t F(p) f1(0%)
ff(f)d‘f D + D
0

Théoreme de la

9. valeur initiale f(0*) = litmof(t) lim+ pF (p)
— p—+oo

Théoreme de la

10. valeur finale f(4+x) = tliT f) lim OpF(p)
—+ 00 p—

Tableau (1.1) : Propriétés de la transformation de Laplace

(1.2)
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1.2.4. Table élémentaire de transformées de Laplace

Le tableau suivant montre les transformées de Laplace de certaines fonctions élémentaires :

N° | Fonction du temps : f(t) Transformée de Laplace : F(p)
1, () 1
1
2. u(t) p
1
3. tu(t) p?
n!
4. t™u(t) pntl
1
5. e‘atu(t) p+a
n!
6. t"e " %u(t) (p + @)n*?
®
7. sin(wt) u(t) p? + w?
p
8. cos(wt) u(t) p? + w?
%
9. e~ %sin(wt) u(t) (p+ a)? + w?
p+a
10. e~ cos(wt) u(t) (p + a)? + w?

Tableau (1.2) : Table élémentaire de transformées de Laplace

1.3. Signaux usuels

Les systemes de commande numérique manipulent des signaux qui sont de type : continu,
échantillonne, bloqué et numérisé. Nous présentons dans cette section en utilisant MATLAB, la
définition de quelques signaux fondamentaux utilisés dans 1’automatique discréte, a savoir :
I’impulsion de Dirac discréte et le peigne de Dirac.

1.3.1. Impulsion de Dirac discréte (Kronecker)

L’impulsion de Dirac (Kronecker) est un signal non réalisable. Physiquement, on a coutume de
modéliser une impulsion de Dirac par un signal rectangle dont la largeur tend vers 0 et ’amplitude
tend vers I’infini. L’impulsion de Dirac discréte est définie comme suit :

(1 ,pourk =0
§(k) = {0 ,Vk#0 (1.3)

Sous MATLAB, le code suivant peut étre utilisé pour représenter I’impulsion de Dirac discréte :

ImpDirac dis = [1, zeros(1,19)];

t=0:19;

stem (t, ImpDirac dis, 'r');

xlabel ("Temps (s)'); ylabel ('Amplitude');

title('Impulsion de Dirac discrete'); axis([-2 21 -0.2 1.2]); grid ;




Premier chapitre : Introduction aux signaux échantillonnés

Ici seuls les 20 premiers échantillons sont représentes :

ru Figure 1

File Edit Wiew Insert Tools Desktop Window Help

D deS | | RRATDEL- 2| 0E | =0
Impulsion de Dirac discréte

12 : : : : :

Ao oo e R o
08| f

e oo

Amplitude

04| L

S S

0 5 10 15 20
Temps (s)

Figure (1.1) - Représentation de 'impulsion de Dirac discrete

1.3.2. Peigne de Dirac

Ce signal est parfois appelé train d’impulsions, distribution de Dirac ou fonction
d’échantillonnage. Le peigne de Dirac §(t) est défini par :

67 (8) = LgZo6(¢ — kT) (1.4)

Le code de MATLAB suivant permet de génerer le peigne de Dirac :

ImpDiracDis = [1,zeros(1,9)];

PgDirac=[ImpDiracDis ImpDiracDis ImpDiracDis ImpDiracDis ImpDiracDis];
t=0:0.1:4.9;

stem (t, PgDirac, 'r
xlabel ('Temps (s)
ylabel ("Amplitude') ;
title('Peigne de Dirac');
axis([-1 6 -0.2 1.2]);
grid ;

e
').

14

B Figure 1 = | B |
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Figure (1.2) : Représentation du peigne de Dirac
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1.4. Echantillonnage d’un signal continu
1.4.1. Définition de I’échantillonnage

C’est une opération de conversion d’un signal continu f(t) en une série d’impulsions, dont les
amplitudes sont déterminées par les valeurs du signal continu f(t) aux instants d’échantillonnage.
L échantillonnage produit donc, a partir d’un signal continu f(t), la suite d’échantillons {f (kT)} :

&)} ={f(0),f(D), fQ2T), fBT), ..., f(kT)} (1.5)
que l’on note, en général :

1@ =D} = o, fus for for o fie (1.6)
ou encore :

fU) ={f (D)} = {fo, frs for foo e i (1.7)
on définit :

k : variable entiere positive, k € N; T : est la période d’échantillonnage (Par définition T > 0);
kT : sont les instants d’échantillonnage; f (kT) et f;,: sont les amplitudes du signal continu f(t) aux
instants d’échantillonnage kT ; f*(t) ou f (k) : est le signal échantillonné du signal continu £ (t).

1.4.2. Principe et modélisation de I’échantillonnage

L’idée consiste a utiliser un interrupteur idéal que 'on ferme pendant une durée trés courte
(t — 0), puis que I’on ouvre pendant une durée T (période d’échantillonnage). La figure suivante
montre la modélisation de 1’opération de I’échantillonnage par un interrupteur idéal.

Echantillonneur de . T L
S| Ehantlomeurde ) g J )
période d’échantillonnage
T

Figure (1.3) : Modélisation de [’échantillonnage par un interrupteur idéal :
Echantillonnage d’un signal continu f (t)

1.4.3. Opération de I’échantillonnage

L’opération de 1’échantillonnage se traduit mathématiquement par la multiplication du signal
continu f(t) par le peigne de Dirac. Pourt > 0,0na:

f(6) = TS F(KT). (¢ — kT) (1.8)

Cette opération peut étre schématisee comme suit : 5, (t)

HGII IAOR

Figure (1.4) : Schéma décrivant [’opération de I’échantillonnage d’un signal continu
par un peigne de Dirac
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1.4.4. Exemples de signaux usuels échantillonneés

a. Echelon unité
Ce signal est defini par :

- Dans le cas continu
1 ,vt=>0
u(®) = {0 Vt<0 (1.9)

Dans le cas échantillonné

s oo e (1 ,Vk=0
WD) = (11, 1) = T35, 8(t kT)(:u(k)—{O M (1.10)

La figure de MATLAB suivante propose une représentation schématique de I’échelon unité
échantillonné obtenu avec T = 0.5 (s) versus I’échelon unité continu :

rn Figure 1
File Edit “iew Insert Tools Desktop Window Help -
DNEEHS | W AANODEXL- S| 0E =

Echelon unité echantillonné WS Echelon unité continu

1.5

T T T
Echelon unité continu
—& Echelon unité échantillonné

Amplitude

0.5

Temps (s)

Figure (1.5) : Echelon unité échantillonné VS Echelon unité continu

b. Rampe unité
On définit ce signal par:

- Dans le cas continu
t ,Vt=>0
ORI M a1

Dans le cas échantillonné

r(6) = X2 r(kT).8(t — kT) = X% kT. 8(t — kT) < r(k) = {"OT M (1.12)

On donne dans la figure de MATLAB suivante une représentation schématique de la rampe
échantillonnée obtenu avec T = 0.5 (s) versus la rampe continue :
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u Figure 1 =RECIN X |
File Edit View Insert Tools Desktop “Window Help ™
NEEL | K ARATDEL- 2 DB =D
Rampe échantillonnée V3 Rampe continue
10 T T T T T T T T T a2
Rampe continue
gl —= Rampe échantillonnée i
a G I~ =1
=
=
=]
£
=L 4t B
2 u
0cts
0 1 2 3 4 5 6 T 8 ] 10
Temps (s)

Figure (1.6) : Rampe échantillonnée VS Rampe continue

c. Signal sinusoidal
Soit le signal sinusoidal continu f(¢) suivant :
f()=sin(t) ,vt=0 (1.13)

Sa version échantillonnée est obtenue comme suit ;

F(0) = T2 KD, 6( = KT) = 5% sin(k).8(¢ — kT) & £ = 0T TEZ0 19

La figure de MATLAB suivante permet de représenter graphiquement les deux signaux continu
f(t) et échantillonné f*(t). L’échantillonnage a été effectué avec T = 0.25 (5).
= [/ E] [t |

LY}

u Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
NEEe kN ALODEL- 2|0 D

Signal sinusoidal échantillonné VS Signal sinusoidal continu
T T T

1 T

— Signal sinusoidal continu
— Signal sinusoidal échantillonné

AT !

Amplitude
[ =}
o =

Temps (s)

Figure (1.7) : Signal sinusoidal échantillonné VS Signal sinusoidal continu

1.4.5. Transformée de Laplace d’un signal échantillonné

Soit f*(t) le signal échantillonné de f(t). Par définition (sans démonstration), la transformée de
Laplace de f*(t) est donnée comme suit :

F*(p) = LIf* (O] = Z§Z f (kT). e P (1.15)
8
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avec F*(p) est la transformée de Laplace de f*(t).
La figure suivante décrire un diagramme montrant le passage de f(t) a F*(p) :

| T L o
SO — > () = 575 f(T).8(t — kT) V> F*(p) = Z fUT).e7+TP
! ‘ k=0

Figure (1.8) : Diagramme montrant le passage de f(t) a F*(p)

1.4.6. Choix de la période d’échantillonnage

Parmi les points les plus importants dans la mise en place d’une commande numérique est le
choix de la période d’échantillonnage T. Pour trouver la période d’échantillonnage convenable T, et
par conséquent pour avoir un bon échantillonnage, on utilise le théoréme de Shannon. Ce théoréme
de Shannon fournit les regles qui permettent de garantir un minimum de pertes d’informations dues
a I’échantillonnage.

1.4.7. Théoréme de Shannon

Pour pouvoir reconstituer un signal continu a partir d’un train d’échantillons de période T, il faut
que la pulsation d’échantillonnage w; = 2m/T soit au moins deux fois plus grande des pulsations
contenues dans le spectre fréquentiel du signal que I’on échantillonne.

Ce théoreme peut étre interprété comme suit :

Supposons qu’un signal f(t) a échantillonner soit a énergie finie et possede, par conséquent, une
transformée de Fourier (spectre fréquentiel) F(w) :

Flw)

Thma: ) HMac

Figure (1.9) : Spectre fréquentiel du signal continu f(t) : F(w)
ou :
w: est la pulsation (variable fréquentielle) ; wy., : €st la pulsation la plus grande du spectre
F(w).

Alors la transformée de Fourier F*(w) du signal échantillonné f*(t) est donnée comme suit :
F*(W) = 2542 o F(w — k) (1.16)

On obtient donc un spectre infini qui provient de la périodisation du spectre F(w) autour des
multiples de la pulsation d’échantillonnage w. Pour avoir un bon échantillonnage en respectant le
théoréme de Shannon, il suffit de choisir la période d’échantillonnage T de telle sorte que:
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Wt > 2Wpax- Un simple coup d’ceil au spectre F*(w), comme le montre la figure (1.10), on
remarque bien qu'il n'y a pas de phénomeénes de recouvrement (sans chevauchement).

i)

i

Figure (1.10) : Cas d’un spectre F*(w) sans recouvrement

En fait, en pratique :

- la période d’échantillonnage T doit respecter le théoréme de Shannon.
- une période d’échantillonnage trop petite aura pour inconvénient de réduire I’efficacité de
la rétroaction face aux perturbations.

- Une période d’échantillonnage trop €levée surcharge inutilement la mémoire de I’ordinateur.

Le tableau suivant donne quelques indications valables pour un grand nombre de procédes sur la
période d’échantillonnage recommandée :

Signal a échantillonner Période d’échantillonnage T
recommandée
Courant dans les 50 < T <100 (us)
entrainements électriques
Position en robotique 02<T<1(ms)
Position en machine-outil 0.5 < T <10 (ms)
Débit 1<T<3(s)
Niveau 5<T<10(s)
Pression 1<T<5(s)
Température 10 < T <45 (s)

Tableau (1.3) : Recommandations pour le choix effectif de la période d’échantillonnage T

1.5. Reconstitution d’un signal continu

L’opération inverse de 1’échantillonnage, c’est-a-dire la transformation d’une suite d’échantillons
en un signal continu acceptable technologiquement par les actionneurs, est appelée reconstitution,
restitution ou encore extrapolation. Cette étape est indispensable en commande numérique ; en
effet, a partir des nombres générés par I’ordinateur (généralement un calculateur numérique), une

10
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grandeur de commande analogique doit étre construite afin d’activer le systéme a commander. En

fait, cette opération est réalisée a 1’aide de filtres ou de bloqueurs.

1.5.1. Bloqueur d’ordre zéro (BOZ)

Le développement important de la théorie des systémes échantillonnés est di principalement au
développement de la commande par calculateur numérique. Dans ce cas, souvent, le signal fourni
par le calculateur numérique est un signal en escalier, ¢’est-a-dire variant par paliers.

Un bloqueur d’ordre zéro (BOZ) est caractérisé par le fait que sa sortie ‘s(t)’ entre les instants
d’échantillonnage ‘kT’ et ‘(k + 1)T’ est constante et égale a f(kT). Le BOZ permet de reproduire
exactement un signal constant échantillonné. Le bloqueur BOZ étant représenté figure suivante :

f (@ By(p) s(t)

Figure (1.11) : Schéma fonctionnel d’un blogueur d’ordre zéro (BOZ)
Sa réponse impulsionnelle est définie comme suit :
hg,(t) =u(t) — u(t-T) ,VO<t<T (1.17)

La fonction de transfert continue du bloqueur BOZ s’écrit par :
1-e”TP

By(p) = »
La figure de MATLAB suivante montre la reponse impulsionnelle de BOZ :

(1.18)

Réponse impulsionnelle d'un bloqueur d'ordre zéro (BOZ)
15 T T
mm— Réponse impulsionnelle

0.5

Amplitude

0.5
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 45 5

Temps (s)

Figure (1.12) : Réponse impulsionnelle d’'un BOZ obtenue avec T = 1(s)

11
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En effet, I’association échantillonneur-bloqueur d’ordre zéro (Figure (1.13)) permet une
discrétisation par paliers d™un signal continu (Figure (1.14)).

f© A f'® PySSBLOR

Figure (1.13) : Schéma fonctionnel d’'un échantillonneur-bloqueur d’ordre zéro

La figure de MATLAB suivante permet de représenter graphiquement les deux signaux
sinusoidaux : continu et échantillonné-bloqué. L’échantillonnage a été effectué avec T = 0.25 (S).

Signal sinusoidal continu VS Signal sinusoidal échantillonné-bloqué

1 AN I s I _
W Signal sinusoidal continu
0.8 w Signal sinusoidal échantillonné-bloqué A W;
0.6 ‘ A\ 7 N
’u \\ // \\\
04—+ : / =
/] |

)i
0.2~/ \
/
/

-0.2

-0.4
\\\ // \\
\ ﬁ \

-0.6
\ H
-0.8 ] /

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps (s)

Amplitude
T
;[
1

Figure (1.14) : Signal sinusoidal continu VS Signal sinusoidal échantillonné- bloqué
(échantillonneur-blogueur d’ordre zéro)

1.5.2. Bloqueur d’ordre un (BOU)

Le bloqueur d’ordre un (BOU) permet I’extrapolation entre les instants d’échantillonnage ‘kT et
“(k+1)T’ a partir de f(kT) et de f((k—1)T). 1l permet donc de reproduire un signal
échantillonné. Le bloqueur BOU étant représenté par le schéma fonctionnel suivant :

f @ s(t)

— B.i(p)

Figure (1.15): Schéma fonctionnel d'un bloqueur d’ordre un (BOU)

Sa fonction de transfert continue est donnée par 1’équation suivante :

Bi(p) = (1-e7™)2 (7 7) (L.19)

Tp?

12
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La réponse impulsionnelle de BOU est donnée par la figure de MATLAB suivante :

Réponse impulsionnelle d'un blogueur d'ordre un (BOU)

25

m— Réponse impulsionnelle

15

0.5

Amplitude

0.5

-1.5
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 45 5

Temps (s)

Figure (1.16) : Réponse impulsionnelle d’'un BOU obtenue avec T = 1(s)

1.6. Transformee en ¢z’ des signaux echantillonnés

D’un point de vue mathématique, la transformation de Laplace est un moyen de traiter les
signaux et les systemes décrits en temps continus ; tandis que la transformation en ‘z’ est le moyen
de traiter les signaux et les systemes décrits en temps discret.

La transformée en ‘z’ d’un signal échantillonné f*(t), dénotée F(z) ou Z[f*(t)], est définie par
la série de puissance négatives suivante, ou ‘z’ est une variable complexe :

F(z) = Z[f* ()] = Zio f(kT) z7F (1.20)

Ici, Z représente I’opérateur de la transformée en “z’.

1.7. Propriétés de la transformée en ‘2’

La transformée en ‘z’ posséde les propriétés suivantes :

1. Linéarité : Z[a,fi(t) + ayfo(t)] = a1 F,(2) + ayF,(z)
2. Translations temporelles

- Casduretard : Z[f(t —mT)] = z7™F(2)

- CasdeUavance : Z[f(t + mT)] = z™[F(z) — X4 f(kT)z7¥]
3. Translations complexes : Z[F(p F a)] = F(e™%"z)

13
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4. Multiplication par t"
- Casl:pourn=1:Z[tf(t)] = —Tzd’;—iz)
- Cas2:pourn > 1: Z[t"f(t)] = ~Tz*22, avec Fy(2) = Z[t" ' (¢)]
5. Dérivation par rapport a un parametre: Z [;—a f(kT, a)] = ;—aF(z, a)
6. Intégration par rapport & un paramétre: Z [ faaf f(kT, a)da] = f;f F(z,a)da
7. Limite: Z [ lim f(kT,a)| = lim F(z, a)
a—ag a—agp
8. Théoreme de la valeur initiale : }(ir% f(kT) = “T F(z)
- Z—+00
9. Théoréme de la valeur finale: lim f(kT) = lim [EF(z)]
k—+o0 z-1L z
10. Théoréme de convolution discréte : Z[Y.7-, fi (kT). fo((m — k)T)] = F1(2).F,(2)
11. Théoreme de Parseval : Y7o [f (kT)]? = ifc z ' F(2)F(z™Y) dz
12. Théoréme de la sommation : Z[¥2_, f(kT)] = ;—1F(z)
1.8. Table de transformée en ‘z’ de signaux élémentaires
Le tableau suivant montre les transformeées en ‘z’ de certains signaux élémentaires :
N° £t F(z) f(kT)
1. 5(t) 1 8(kT)
1
2. u(t) 1—z"1 u(kT)
Tz 1
3. tu(t) (1—z"1)2 kTu(kT)
_ o dn 1
4. t"u(t) (lzl—r%(_l) da™ (1 - e‘aTZ‘1> (kT)™u(kT)
1
5. e~ *u(t) 1—e-alz—1 e Ty (kT)
dn 1
6| ey | OV g (Te) (KTY"e T u(kT)
sin(wT) z™1
7. sin(wt) u(t) 1—2cos(wT)z ' 4272 sin(wkT) u(kT)
1—cos(wT)z™t
8. cos(wt) u(t) 1—2cos(wT)z '+ 272 cos(wkT) u(kT)
e Tsin(wT) z?1
9. |esin(wt)u(t) | 1—2e 9Tcos(wl)z L + e 2aT7-2 e T sin(wkT) u(kT)
1—e *cos(wT)z™?
10. | e™*cos(wt) u(t) | T—2e-9Tcos(wT) 2L + 24T 72 e T cos(wkT) u(kT)

Tableau (1.4) : Table de transformée en ‘z’de signaux élémentaires
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1.9. Méthodes de calcul de la transformée en ¢z’
Afin de calculer la transformée en ‘z’ d’un signal, deux méthodes de calcul peuvent étre utilisées.
1.9.1. Premiére méthode : Passage de f(t) a F(z)

En fait, la transformée en ‘z’ d’un signal f(t) correspond a la transformée de Laplace du signal
échantillonné f*(t) :

F(z) = Z[f (O] = LIf (O]l oo = F* (D) jzeme = Xz f (kT) 27% (1.21)

Ce passage peut étre défini suivant le diagramme suivant :

T L og=em
F&) —— > 1O > FR) — F@)

Figure (1.17) : Diagramme montrant le passage de f(t) a F(z)

Exemple 1.2
En appliquant le passage de f(t) a F(z), la transformée en ‘z’ de I’échelon unité est obtenue
comme sulit :
U(2) = Z[u(®)] = U* ()| zerr = Lo u(kT) z7%

=Xrolz k=3 z7F

1
=——=-""avec |z <1
1-z z—1

Ici, la série Y.5_, z~* forme une série géométrique convergente de raison q = z™ 1,

alors :

U(z) = Y8,z k=—="1

1.9.2. Deuxiéme méthode (Méthode des résidus) : Passage de F(p) a F(z)

Lorsqu’on sait la transformée de Laplace d’un signal continu f(t), on peut calculer la
transformée ‘z’ du signal £(t) en utilisant la méthode des résidus :

F(z) = Xp,1i = Xy, [résidus de &] (1.22)

1-eTpz~1

P=p;
ou :

p; sont les pdles de la fonction F(p).

r; sont les résidus associés aux poles p;.

Ici, deux cas peuvent étre considéreés :
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- Cas 1: Casde pdles simples

Lorsque la fonction F(p) = % a des poles simples, le résidu correspondant a 1’un de ces poles
simples a pour expression :
o Aed F(p) _ N 1
r; = résidus de T, 1 pep, D) TeTPiZ T (1.23)
’ dD(p)
avec D'(p;)) = ——
l v Tp=p;

Exemple 1.3

Soit F(p) = %. Calculons par la méthode des résidus la fonction F(z):

Posons F(p) = % = %, par identification on trouve : {ggjg : ;
Pour avoir les poles de F(p), on résout I’équation D(p) = 0 = p; = 0. p, : est le pdle simple de
F(p).
Calculons D'(p;) = dl:l;p) o =1, et comme N(p,) =1, alorsle résidu r; associé au pole
simplep, =0,V T:
_ N(0) 1 1 z

= . =
17 pro) 1-eT0z-1 "~ 1-z-1 " z-1

Par consequent :

1 z

F@=2pmi=n=15=3

- Cas 2 : Cas de poles multiples

Dans le cas ou F(p) posséde des poles multiples, le résidu correspondant a I'un de ces poles
multiples a pour expression :

o= 1 dn—l
L™ (n-1)!dpn1

| =) F(p).——]| (1.24)

P=Di

pour un pble multiple p; d’ordre n (n : est la multiplicité de pdle p;).

Exemple 1.4

1

Calculons par la méthode des résidus la transformée en ‘z’ de la fonction F(p) = m:

N(p) =1
D(p)=p*(p+1)

_N® _ 1
Posons F(p) = ) oD’

par identification on trouve : {

Pour avoir les pdles de F(p), on résout 1’équation :
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p, = —1,pole simple

— a2 —
D(p)=p*(p+D=0= {pz = 0,pdle double (n = 2)

D’abord, calculons le résidu r; associé au p6le simple p, = —1:

.o 1 1 _ 1 1

17 p'(p) 1-eTPz—1 p=—1 T 2p(p+1)+p? 1-eTPz-1 p=—1
1 z

= = vT

17 e Tz-1 7 z-¢ T >0

Puis, calculons le résidu r, associé au p6le double p, = 0:

1 1
r = [P . pz(p+1) . 1_2—1eTp] |p=0
[ (1-e _1)+(p+1)TeTpZ_1]
B (+1)°(1-eTPz1)2 p:o
_ -(1-z7Y)+1271 _ _L
r, = T a0z o +—= o 1)2 VT >0
d’ou
1 —
[pz(p+1)] =N + T2
1 Z Tz
Z [p2<p+1)] = T VT >0

Remarque : Avant de déterminer une transformée en “z’ il est préférable de décomposer la fonction

F(p) en éléments simples (méthode de décomposition par fractions rationnelles) :
a b c

FO) = o =s v T o

Les coefficients a, b et ¢ sont calculés comme suit :

LAl M i s

b = [p?F(P)]lp0 = pi1]|p=0:1

=[(p+ DF@)]lp=-1 = [p%] =1

p=-1

d’ou
1 1 1
Fp) = P (p+1) P + p? + p+1
donc :

F(z) = ZIF(p)] = Z |

1
p(p+1)] [__ _2 m

-2l e 2[2] 2l

p+1
En utilisant le tableau de la transformée en ¢z, on trouve :

Tz
(z—1)2

F(Z)———+ + VT >0

T
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1.10. Inversion de la transformée en ¢z’

1.10.1. Définition

Le passage de la transformée F(z) en ‘z’ a la fonction continue f(t) n’est pas unique. En effet,
F(z) est la transformée de la fonction continue f*(t) obtenue par échantillonnage de période T et
bloquage d’ordre zéro de la fonction continue f(t). En fait, la perte d’information entre deux
instants d’échantillonnage empéche la reconstitution de la fonction f(t) . On notera la
transformation inverse 271 :

fr@® ={fn} =z"[F(2)] (1.25)

1.10.2. Méthodes de calcul de la transformée inverse en ¢z’

Plusieurs méthodes permettent d’obtenir I’ensemble d’échantillons {f (kT)}, la méthode des
résidus, la division polynomiale, la décomposition en éléments simples ou la méthode de I’équation
aux differences.

a. Meéthode des résidus: L’ensemble d’échantillons {f(kT)} est obtenu par I’expression

suivante :
fu = f(kT) =X, 11 = Xp,[résidus de zk‘l.F(z)]Izzp_ (1.26)
. R . N(z2)
ou p; sont les pdles de la fonction F(z) = ey

On définit le résidu r; a un pole d’ordre n en z = p; par :

r=—— L [z — p)". 251 F(2)]

t (n—-1)!dzn—1

(1.27)

z=p;
Exemple 1.5
Calculons la transformée inverse en ¢z’ de la fonction F(z) = (Zi—zl)z,v T>0:
_ . _ J o -1 Tz
pourk =0: f(0) = [T‘ESlduS de z .—(2_1)2] .
_4a _1)2,-1 _Tz _a _
T dz [ (Z 1) z '(2—1)2] T dz [T]|Z=1 =0

z=1

pourk > 0: f(kT) = [résidus de 71, = ]

"(z-1)?

z=1

=2 [ (z - 1)22"‘1.T—Z]

dz (z—1)2

d —
) = E[Tzk]lzzl = kTZk 1|2=1 = kT
zZ=
d’ou

_ _(0,pourk =0 L _
fi = f(kT) = {kT,pourk > o oY bien: f,, = f(kT) = kT,vk >0,vT >0

b. Division polynomiale : La fonction F(z) se présente fréqguemment comme une fraction
N(@) _ NEzYH
D(z) D(z™Y)
dénominateur pour obtenir une série en ‘z=1>,

rationnelle en ‘z’ ouen ‘z™: F(z) = Il s’agit de diviser le numérateur par le
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Exemple 1.6

2z-3

Etant donné la fonction en ‘z’ suivante : F(z) = ———.
3z4+2z-1

Calculons les premiers échantillons f, = f(kT) par division polynomiale :

2z —3 3z24+2z—-1
4 2
—ZZ——-|'—Z_1 E _1_E -2 g -3
3 3 O+3z 92 +27z + -
13+2 )
3 37
13 26 13
- -1 _ = 2
3797 97
32 13
R

Les premiers échantillons f, = f(kT) sont donc:

—0 2 13 _ 32
fO_ ’f1_3’f2_ 9’f3_27

c. Méthode de la decomposition en éléments simples : Le principe de cette méthode est décrit

comme suit ;
. F
- Former la fonction i) X

(

- Décomposer la fonctlon en éléments simples ;

- Tirer ’expression de F (Z) en fonction de ‘z71° ;

- Déterminer les échantillons f;, = f(kT) en utilisant la table de la transformée en “z’

Exemple 1.7
Soit la fonction en ‘z’ suivante : F(z) = 2;
z“—3z+2
Calculons les échantillons f;, = f(kT) :
Tout d’abord, formons —= F(Z) fo___ 1.
z z(z%-3z+2)
( ) Yy . .F(2) _ 1 _ 1 _a L _c .
Décomposons —= en eléments simples : — = s 1D —reneD 2z T

Les coeff|C|ents a, b et ¢ sont calculés comme suit :

a = Z@ 1 — ; = =
z lyz=¢ -0 (z—1)(z-2) z=0 2
b=z-1D22 =@g-D——| =2 —1
z lz=1
C:(Z—Z)? =(Z—2)+ =— =3
z= z=2

d’ou
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Tirons Iexpression de F(z) : F(z) = % — ;—1 + l.f :
1

1-z71

1 .
"1-2z72 "

Exprimons F(z) en fonction de ‘z™1" : F(z) = %—
Introduisons I’opérateur 271 :
o= f&D) = 27 @1 = 27 ] =27 55+ 27 [ 5]

-z ] e

1- (22—2)]

Calculons les échantillons f, = f(kT) en utilisant la table de la transformée en‘z’
fi =380 +52*ulk) —u(k), Vk 20
d. Méthode de I’équation aux différences : Cette méthode sera développée dans le chapitre
suivant, nous en donnons seulement un exemple ici.

Exemple 1.8 : Soit I’équation aux différences (équation de récurrence) suivante :
s(kT) = 0.5s((k — 1)T) + e(kT)
En appliquant I’opérateur Z, il vient :
Z[s(kT)] = 2[0.55((k — 1DT)] + Z[e(kT)]
En se basant sur les propri¢tés de la transformée en ‘z’, on aura :

S(z) =0.5z71S(z) + E(2)

5@ .

Formons la fonction F(z) = 5o

F(z) = = Yi=0(0.5)*z7*

1-0.5z"1 _z 0.5
d’ou

fie = (0.5)*u(k), k=0

1.11. Transformée en ‘z’ modifiée

La transformée en ‘z’ modifiée de f(t), que nous désignerons par Z,,,[f(t)] (ou bien F(z, m)),
n’est donc autre chose que la transformée en ‘z’ de f(t — (1 —m)T), avec m € [0,1]. L’expression
de Z,,,[f(t)] peut étre calculée en utilisant les deux formules suivantes:

- Calcul par la série
F(z,m) = Z,[f(OD] = Z[f(t — (1 —m)T)] = z7* X, f((k + m)T) z7* (1.28)

- Calcul par la méthode des résidus

F(zym) = Z,lfO] = Z[f(t -1 -m)D] =z7' %, [reszdus de —F(p)e i p]

—eTpz-1

(1.29)
P=p;

avec : F(p) = L[f(t)] et p; sont les poles de la fonction F (p).
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Exercices du premier chapitre

Exercice 1.1 :

1. Trouver la transformée de Laplace de f(t) = 2e~t cos(10t) — t* pour t = 0.
2. Déterminer la transformée Y(p) du signal de sortie pour 1’équation différentielle

dt3 Y1322 dt2 %’ + 6y = 1. On donne les conditions initiales suivantes:
y(09) =0, 2|  =oe o =1
3. Déterminer la fonction f(t) dans les cas suivants :
F(p)—22+1 Flp) = 22+2 (p)_m
Exercice 1.2 :

1. Echantillonner graphiquement les signaux suivants :

J:(f) et
| _ L
/ANVANYE
0 ) 3 4 t
(@). Avec T = 0.5 (s) (b). Avec T = /6 (s)

2. Tracer les signaux suivants :
fi7 () = X2 o(DFT.85(t — kT), £, (t) = Xg_o 2%T.5(t — kT), avec T = 1 (s).

Exercice 1.3 :

1. Calculer la transformée en ‘z’ de la fonction f(t) définie par la courbe suivante :

f(t) A

[

0 3 6 t

v

Ondonne T =1 (s).
2. Calculer latransformée en ‘z’ de f(t) = e ™ +te ™2, Vvt >0etVT > 0.
3. Calculer la transformée en ‘<z’ de f(t) telle que: 3%(;)+2f(t) =u(t), Vt=0
etV T > 0. Avec u(t) : représente I’échelon unité.
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4. Calculer la transformée en ‘z’ de la fonction f définie par le tableau suivant :

kKT |0]1]2]3[4[5]67]8 o
Fk)[1 4|6 |4|1]0]0]0]0 0 0

Exercice 1.4 :

En utilisant la définition de la transformée en ‘z’, calculer la transformée en ¢z’ dans les cas
suivants :

1 ,pourt=20

1. Impulsion de Dirac : 6(t) = {0 VE£OD

1 ,pourt=mT

2. Impulsion de Dirac retardée par ‘mT’: §(t — mT) = {0 ViEmT

1 ,pourt=0

3. Echelon unité causal : u(t) = {0 Vi<

1 ,pourt=mT

4. Echelon unité causal retardé par ‘mT’: u(t —mT) = {0 Vvit<mT '

5. Fonction exponentielle causale : f(t) = e u(t).

Ondonne:vVT>0,vm=>0¢eta € R.
Exercice 1.5 :

1. En utilisant la méthode des résidus, calculer la transformée en ‘z’ des fonctions suivantes :

Fy(p) = F,(p) = 222~  F;(p) =

p2-3p+2"'

1
1F4(p) = p_g'

(p+1)(p+2) (p+1)(p2 1)

2. En utilisant la méthode de décomposition par fractions rationnelles, calculer la transformée
en ‘z’ des fonctions suivantes :

Fi(p) = F,(p) = F3(p) =

1
(p+1)(p+2) (p+1D)(p+2)(p+3) '’ 14 (p 1)’

Exercice 1.6 :

1. Déterminer les premiers éléments de la suite d’échantillons {s(k)} dans les cas suivants :

1
z3-2z

S(Z)—— 5(2) =552 =

2+1
2. Calculer les signaux échantillonnés dans les cas suivants :

z+1 _ (1-a)z71
0 R@ =2 K@= R = S0

résidus. Ondonne : @« = e™", a € R et T est la période d’échantillonnage.
_ 1 __ z—05 _ 2(z+2)
b. Gl(z) " z-05 ' GZ(Z) T z2-3z+42 ' 3( ) T z2435z-2
décomposition en éléments simples

2
C. Hl(z)z— H,(2) = , Hy(z )——1, en utilisant la méthode de division
polynomiale.

1 en utilisant la méthode des
+1

, en utilisant la méthode de
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Deuxieme chapitre
Systemes asservis linéaires échantillonnés

2.1. Définitions

2.1.1. Automatique : Ensemble des techniques qui permettent d’assurer le contréle d’un systéme
dynamique (procédé physique) sans intervention humaine. En fait, I’automatique est une science
qui traite de I’identification, de la modélisation et de la commande des systémes dynamiques.

2.1.2. Modélisation : Le principe de la modélisation est de développer un modele qui imite le plus
fidelement possible la dynamique d’un systéme réel.

2.1.3. ldentification : D’un point de vue pratique, I’identification est utilisée pour obtenir, a 1’aide
d’un modéele mathématique, une représentation approximative d’un systeme inconnu. En fait,
I’identification fait partie de la modélisation.

2.1.4. Commande : L’objectif de la commande est d’agir sur les entrées d’un systéme afin de :

- maintenir la sortie du systeme constante : ‘mode en régulation’ ;
- faire suivre a certaines sorties du systéme une consigne variable: ‘mode en
asservissement’.

2.1.5. Commande en boucle ouverte (BO) : Dans une commande en boucle ouverte (BO), le
signal de commande est indépendant du signal de sortie. Cette commande ne comporte pas de
contre-réaction entre la sortie et I’entrée.

2.1.6. Commande en boucle fermée (BF) : Dans une commande en boucle fermée (BF), le
signal de commande dépend d’une fagon ou d’une autre du signal de sortie.

2.1.7. Systemes linéaires : Un systéme est dit linéaire s’il répond au principe de superposition et
de proportionnalité.

2.1.8. Systemes monovariables : Un systéme est dit monovariable s’il possede un seul signal
d’entrée et un seul signal de sortie.

2.1.9. Systemes continus : Un systéme est dit continu lorsque les grandeurs le caractérisant
délivrent une information a chaque instant continu ‘t” (on parle de domaine du temps continu).

2.1.10. Systemes discrets : Un systeme est dit discret lorsque les grandeurs le caractérisant
délivrent une information a chaque pas de discrétisation ‘k;T’ (on parle de domaine du temps
discret: t = k;T).

2.1.11. Systemes discrets au repos : Un systéme discret est au repos au temps 0 si sa sortie
‘y(kT) : k = 0’est déterminée uniquement par son entrée ‘x(kT) : k = 0’.

2.1.12. Systemes discrets causals: Un systéme discret est causal si sa sortie ‘y’a I’instant kT ’
ne dépend pas des valeurs prises par son entrée ‘x’ apres ‘ko,T’, ¢’est-a-dire ne dépend pas de
‘x(kT) : k > ky’.

2.1.13. Systemes discrets invariants dans le temps : Un systéme discret est invariant dans le
temps ou stationnaire si un décalage temporel de I’impulsion unité appliquée a son entrée provoque
le méme décalage temporel de la sortie.
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2.1.14. Systemes échantillonnés : Un systéme est dit échantillonné s’il regoit une information
échantillonnée et delivre une information échantillonnée.

2.1.15. Systemes numériques : Un systéme est dit numérique s’il reoit une information
numérique et délivre une information numérique.

2.1.16. Systemes linéaires invariants dans le temps (LTI ‘Linear Time Invariant’) : Un
systeme est dit linéaire invariant dans le temps s’il est décrit par des équations différentielles (ou
des équations récurrentes) linéaires a coefficients constants réels.

2.2. Boucles de commandes numériques

2.2.1. Structure générale d’un asservissement numérique d’un processus analogique

Les Convertisseurs Analogique-Numérique (CAN) et Numérique-Analogique (CNA) sont
indispensables au fonctionnement des systemes asservis par Calculateur Numérique (CN). La
liaison du calculateur avec son environnement externe est effectuée par ces convertisseurs. La
figure suivante montre un systeme asservis par un calculateur numérique (CN). Il s’agit d’un
asservissement numérique d’un processus analogique.

Calculateur
t i k i t P t
dtl e®) CAN e( )= Numérique u(k)= CNA u( )> Actionneur |—; roces.sus y(=)
‘ ‘ analogique
| (CN) |
LFia,rtjeNymé[igue,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,J
m(t) Capteur

analogique

Figure (2.1) : Asservissement numérique d 'un processus analogique

Dans cette structure, on distingue :

- un calculateur numérique (CN): tout moyen de calcul automatique permettant
d’effectuer des opérations arithmétiques ou analytiques suivant un programme déterminé
qui est exécuté pas a pas, comme : un microprocesseur ‘up’, un DSP ou bien un
contrdleur numérique, comme : PID, RST etc. ;

- un capteur analogique permettant la mesure de la grandeur de sortie. En effet, un capteur
permet de convertir une grandeur physique en grandeur électrique ;

- un actionneur qui realise la commande du systéme. Il permet de fournir 1’énergie
(puissance) nécessaire au processus pour produire I’effet désiré. Exemples: un
amplificateur de puissance, une vanne de régulation etc. ;

- un convertisseur analogique-numérique (CAN): un CAN permet le passage d’une
grandeur analogique en grandeur numérique;

- un convertisseur numérique-analogique (CNA): un CNA permet de transformer une
grandeur numeérique en grandeur analogique;

- un processus analogique : installation que 1’on veut piloter. Exemples : robot, avion, four
etc. ;
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- uncomparateur : il permet de construire le signal d’erreur e(t) ;

- une consigne continue w(t) : signal & poursuivre par la sortie du processus ;

- une grandeur réglée continue (sortie continue) y(t): grandeur physique réglée ;

- une mesure continue m(t) : image de la vraie grandeur réglée fournie par le capteur ;
- une erreur continue e(t) : différence entre la consigne w(t) et la mesure m(t) ;

- une commande continue u(t) : signal délivre par le CNA ;

- une erreur numerique e (k) : est la version numérique de I’erreur e(t) ;

- une commande numerique u(k) : signal délivré par le CN.

Les convertisseurs CAN et CNA peuvent étre modélisés comme suit :

T *
e(t) CAN e(k) o e® me® Bo(p)

\ 4
@)
c
Q
>
=
=5
o
=
@
c
=
o
)
=

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

W a0, o

Figure (2.3) : Modélisation d’un Convertisseur Numérigue-Analogique (CNA)

2.2.2. Structure générale d’un asservissement échantillonné d’un processus analogique

Si on néglige I’effet de la quantification :

- le CAN devient un simple échantillonneur (interrupteur idéal), comme le montre la
figure (2.4) ;

- le CNA devient un simple échantillonneur-bloqueur d’ordre zéro (BOZ), comme le
montre la figure (2.5).

O can B9 o e(t)§ A ie*(t)=

,,,,,,,,,,

CNA — A

u(k) u(®) w) A wr () - u(t)

Figure (2.5) : Modélisation d 'un CNA usuel
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Par consequent, la structure de la figure (2.1) devient sous la forme suivante :

o Calculateur T Actionneur (t)
w(t) e®: x__ O numgrique [HR_x ¥ () u(®) et Y
| | 7 — 1 Bo(®) ¥ processus >
| | (CN) | . :
,,,,,,,,,, e analogique
m(t) Capteur
analogique

Figure (2.6) : Asservissement échantillonné d 'un processus analogique

Dans cette structure, e*(t) et u*(t) sont respectivement 1’erreur échantillonnée et la commande
échantillonnée.

2.2.3. Structure générale d’un asservissement numérique d’un processus numérique

c® | ¢

\ 4

- u(k) R Actiqnpeur 6 (2) y(k)=
! numérique

Calculateur Numérique

m(k) Capteur
numérique

Figure (2.7) : Asservissement numérique d 'un processus numérique

Dans cette structure :

- le calculateur numérique assure a la fois le contréle et la comparaison numérique.

- les signaux w(k), e(k), u(k), y(k) et m(k) sont des signaux numériques. C(z) et G (z)
sont respectivement les fonctions de transfert discrétes d’un régulateur numérique et
d’un processus numérique.

2.3. Repreésentation des systemes linéaires échantillonnés invariants dans le
temps (LTI ‘Linear Time Invariant’ discrets)

Les systemes LTI (Linear Time Invariant) discrets monovariables peuvent étre représentés par le
schéma de la figure (2.8), qui est appelé un diagramme.

26



Deuxiéme chapitre : Systémes asservis linéaires échantillonnés

Figure (2.8) : Schéma fonctionnel (diagramme) d 'un systéme LTI
monovariable discret

Trois fagons peuvent étre utilisées pour représenter les systéemes linéaires échantillonnés
invariants dans le temps, a savoir :

- fonctions de transfert discrétes ;
- équations aux différences (équations récurrentes) ;
- représentation par schéma-blocs.

2.3.1. Fonction de transfert discréte
On appelle fonction de transfert G(z ) du systéme (Figure (2.8)) le rapport entre la transformée en
‘z’,Y(z), de la sortie et X(z ), celle de I’entrée. On obtient alors :

Y(z)

G(z) = @)

(2.1)

En fait, la fonction de transfert G(z ) d’un systéme LTI discret est la transformée en ‘z’ de sa
réponse impulsionnelle ‘g (kT )’.
D’un point de vue analytique, une fonction de transfert discréte d’un systeme linéaire invariant
dans le temps ‘LTI’ discret peut étre décrite au moyen des trois formes suivantes :
- forme polynomiale en ‘z’;
- forme polynomiale en‘z~1’;
- forme zéro-pdle et gain.

a. Fonction de transfert discréte sous forme polynomiale en ‘z’

Généralement, un systéeme LTI discret peut étre représenté par la fonction de transfert
polynomiale en ‘z’suivante :

N(z) _ boz™+byz™ +-+by
D(z)  zMta z"l4ta,

G(z) = (2.2)

avec N(z) et D(z) représentent respectivement les polyndmes numérateur ; et dénominateur de la
fonction G (z). Le polyn6me dénominateur est appelé polyndme caractéristique du systéme.
On définit aussi:

Les racines du numérateur N(z)de la fonction de transfert G(z) représentent les zéros du
systéme discret.

Les racines du dénominateur D(z) de la fonction de transfert G(z) représentent les poles du
systeme discret.

Le degré du dénominateur N(z) est égal a I’ordre du systéme : ‘n’.

En fait, les poles et les zéros d’un systéme discret jouent un rdéle important dans son
comportement, et dans la conception d’'une commande numérique.

27



Deuxiéme chapitre : Systémes asservis linéaires échantillonnés

Exemple 2.1

Soit un systeme LTI discret défini par sa fonction de transfert polynomiale en “z’:

X(2) z+1 Y(2)
G(z) = z2402z—-1

v

En utilisant I’instruction ‘tf> de MATLAB, nous pouvons représenter la fonction de transfert
G (z) par le code suivant:

NumG= [1 17];

DenG = [1 0.2 -1];

= 1;

G = tf (NumG, DenG, T, 'variable','z")

b. Fonction de transfert discréte sous forme polynomiale en ‘z=1’

Un systéme LTI discret peut étre aussi représenté par une fonction de transfert polynomiale en
‘z~1’. En multipliant dénominateur et numérateur de la fonction de transfert, décrite par 1’équation

(2.2), par le terme ‘z™™’, et en posant ‘d = n — m’, on fait apparaitre des puissances négative de
‘z’comme suit:

— M _ —d bo+biz 4 tbyzT™
6@) = D(z) 1+a,z 14 +anz—" (2.3)

Exemple 2.2

Prenons le systeme discret G(z)de I’exemple 2.1. En multipliant le dénominateur et le
numérateur de la fonction G(z) par le terme ‘z=2°, et en posant ‘d = 2 — 1 = 1’, il vient :

X(z) 721+ 72 Y(2)
— G(2)= — —
14+02z71—2z2

v

Dans cet exemple, nous voulons représenter sous MATLAB le systéeme G (z) discret précédent
en fonction de ‘z~*’ par le code suivant :

NumG= [0 1 17;

DenG = [1 0.2 -11];

T= 1g

G = tf (NumG,DenG, T, 'variable',6 'z"-1")

c. Fonction de transfert discréte sous forme zéro, pole et gain

Une fonction de transfert d’un systéme LTI discret peut étre représentée sous forme zéro, pole et
gain. Les formes factorisées suivantes, respectivement équivalentes aux équations (2.2) et (2.3),
sont parfois utiles:
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_ oy (Emz)(E-z) . (z-zm) _ . ITEa(z-2))
G(2) = bo o S apara=p) — PO T, a0 (2.4)

_ _g (1=z1z7Y).(1=zpz™") _qMti(1-2271)
G@) = boz ™, o per D — 2% I, G (25)

ol p;, z;j et by sont respectivement les poles, les zéros et le gain (facteur d’Evans) du systeme LTI
discret.
Exemple 2.3

Soit par exemple la fonction de transfert discréte suivante :

X(z) 2z (z+0.5) Y(2)

— (O = - 0o0) '

Dans ce cas, la fonction G (z) sera introduite en utilisant le code MATLAB suivant :

ZerosG= [0 -0.5]";

PolesG= [-1.105 0.905]"';
b0G= 2;

T= 1g

G = zpk (ZerosG,PolesG,b0G,T)

2.3.2. Equations aux différences (équations récurrentes)

L’équation récurrente joue un role équivalent, dans 1’étude des systémes a temps discret, a celui
que joue I’équation différentielle dans 1’étude des systémes a temps continu.

De fagon formelle, 1’équation récurrente d’un systéme discret, décrit par 1’équation (2.3), s’écrit :
y(k) = XiZobix (k —d —j) = Xy iy (k — D) (2.6)

Donc une équation récurrente permet d’exprimer la sortie y(k) a I’instant ‘k” en fonction des
¢chantillons passés de la sortie et de 1’entrée.

Exemple 2.4

0.2

Soit la fonction de transfert discréte : F(z) = rys

Déterminons I’équation récurrente correspondante :

D’abord, exprimons F (z) sous forme polynomialeen ‘z71’:
F(z) = 285.8 - 2858;
o) =1t

ou bien :
F(z) = Y(z) _ o02z7"

X(z)  1-0.8z-1
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il vient :
Y(z) —0.8z71Y(2) = 0.2z71X(2)
Pour avoir y(k), il suffit d’appliquer la transformée inverse en ‘z’:
Z7Y(2) — 0.8z71Y(2)] = 271[0.2271X (2)]
Par conséquent, 1’équation récurrente correspondante est obtenue:
y(k) =08y(k—1) + 0.2x(k — 1)

Maintenant, prenons 1’entrée x(k) comme un échelon unité et y(0) = 0 comme condition
initiale. Puis, calculons les premiers échantillons de sortie y (k) (tableau suivant) :

kK |0 ] 1] 2 3 4 5
x(k)] 1 | 1| 1 1 1 1
y(k)| 0 | 02| 0.36 | 0.488 | 0.590 | 0.672

Tableau (2.1) : Calcul de la suite d’échantillons

2.3.3. Représentation des systémes LTI discrets par schéma-blocs

Afin de représenter un systéme LTI discret par un schéma-blocs, trois opérateurs élementaires
peuvent étre utilisés, a savoir : multiplication par un scalaire, sommation algebrique et décalage

temporel (retard).

a. Multiplication par un scalaire

x(k)
[

\ A9

y(k) = C.x(k)
°

y(k) =C.x(k) =
Figure (2.9) : Symbole représentant l’opération de la multiplication par un scalaire C

b. Sommation algébrique

x1 (k)

x,(k) —1 y(k) = x1(k) — x2(k) + x3(k)

y(k) = x1(k) — x,(k) + x3(k) =
x3(k)

Figure (2.10) : Symbole représentant ['opération de la sommation algébrique

c. Décalage temporel (retard)

x(k) y(k) = x(k —m)
y(k) = x(k —m) = ——— 7" —>—e

Figure (2.11) : Symbole représentant le décalage temporel (retard)
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Exemple 2.5

Soit un systeme LTI discret défini par le schéma-blocs suivant :

x(k) _ ok
G ,  xk 1)@ - T . 3‘( )
i z71 i
| 3 |
! < y(k—=1)
| 3y(k—1) |
i z71 3
1 2 1
| ~2y(k—2) k=2 |
Figure (2.12) : Schéma-blocs d’'un systeme LTI discret
A partir du schéma-blocs de la figure (2.12), on peut tirer facilement 1’équation récurrente

correspondante :

y(k) =x(k—1) +3y(k—1) - 2y(k—2)

Puis, déterminons la fonction de transfert discréte correspondante :

Pour ce faire, il suffit d’appliquer la transformée en ‘z’:
Z[y(k)] = Z[x(k—1) + 3y(k — 1) — 2y(k — 2)]

En utilisant les propriétés de la transformée en ‘z’, on aura:

Y(2) =z7'X(2) + 3271V (2) — 2272V (2)

Formons I’expression de la fonction de transfert discréte :

Z

-1

X(z)  1-3z-142z°2

F(z) =22 _
ou bien :

F(z) = —2_
d’ou :

F(z) =22 =

X(2) T z2-3z42

z

1-3z"142z72" 72

Z

2.4. Discretisation des systemes LTI monovariables continus

Soit un systtme LTI monovariable continu défini par une fonction de transfert continue G(p),

telle que :

X(p)—>

G(p)

—>Y(p)

Figure (2.13) : Schéma fonctionnel d’un systeme LTI monovariable continu
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Plusieurs méthodes de discrétisation peuvent étre utilisées afin de numériser ce systeme LTI
monovariable continu G(p), parmi elles on trouve : la discrétisation par un bloqueur d‘ordre zéro
(BOZ) ; la discrétisation par un bloqueur d‘ordre un (BOU) ; la discrétisation par approximation de
Tustin et la discrétisation par approximations d’Euler (arrié¢re et avant).

2.4.1. Discrétisation par un bloqueur d‘ordre zéro (BOZ)

La fonction de transfert discrete du systeme G peut étre obtenue par la discrétisation de la
fonction de transfert continue G(p) en utilisant un bloqueur d‘ordre zéro (BOZ), comme le montre
les figures suivantes :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figure (2.14) : Schéma fonctionnel figurant la discrétisation du systéme G (p) continu
par un BOZ

=

X(2)—> G(2) —>Y(2)

Figure (2.15) : Schéma fonctionnel d’'un systeme LTI discret équivalent

La fonction de transfert discréte obtenue par le BOZ est donnée par :
G(z)=1-2zYz [%] 2.7)

2.4.2. Discrétisation par un bloqueur d‘ordre un (BOU)

La version discrete de la fonction de transfert continue G (p) peut étre obtenue en la discrétisant
par un bloqueur d‘ordre un (BOU) comme le montre les figures suivantes :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figure (2.16) : Schéma fonctionnel figurant la discreétisation du systéme G (p) continu
par un BOU

=

X(z2)—¥ G(2) —»Y(2)

Figure (2.17) : Schéma fonctionnel d’'un systeme LTI discret équivalent

La fonction de transfert discrete obtenue par le BOU est donnée par :

6(2) =1 -272[ 76 (28)
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2.4.3. Discrétisation par approximation de Tustin

Il est également possible d’obtenir la version discréte du systéme G(p) en utilisant
I’approximation de ‘Tustin’ (approximation bilinéaire) comme le montre la figure suivante:

Figure (2.18) : Schéma fonctionnel figurant la discrétisation du systeme G (p) continu
par approximation de Tustin

I1 s’agit de remplacer la variable complexe de Laplace ‘p’ par % Z:;

, par conséquent, dans ce

cas la fonction de transfert discréte s’obtient comme suit :

2 (z-1)
P=T"(z+1)

G(z) = G(p)l (2.9)

2.4.4. Discrétisation par approximation d’Euler

Cette approche consiste a approximer la dérivée continue entre deux instants d’échantillonnage
(principe d’Euler). En fait, deux approximations sont considérées : discrétisation arriére et
discrétisation avant.

P N 71
a. Discreétisation arriere : p = ™

Cette discrétisation est représentée par la figure suivante :

Figure (2.19) : Schéma fonctionnel figurant la discreétisation du systéme G (p) continu
par approximation d’Euler arriere

Dans ce cas, la fonction de transfert discréte est obtenue comme suit :

z-1
G(z) = G(P)b:; (2.10)
b. Discrétisation avant : p — Z;—l
Cette discreétisation est représentée par la figure suivante :
: P~ i
XE)—> ) —>Y () | > X(2)—> G(2) —>Y(2)
Figure (2.20) : Schéma fonctionnel figurant la discrétisation du systéme G (p) continu
par approximation d’Euler avant
Dans ce cas, la fonction de transfert discrete est obtenue comme suit :
-1
G2 = CP)p="r (2.12)
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Exemple 2.6

On considére un systéeme continu de premier ordre de gain statique 1 et de constante de temps
10: G.(p) =

1+10p’
La version discréte de G.(p) est obtenue comme suit :

- discrétisation par un bloqueur d‘ordre zéro (BOZ) :

Gy(z)=1-z"Hz [GCT@]

Formons %@ -
p
Ge(p) _ 1 _1/10
p p(1+10p) p(p+1/10)
1z . G 1/10 b
Décomposons —— C(p) en éléments simples : D) _ _LY =24 ,
P p(p+1/10) p  p+1/10

Calculons les coefﬁuents aeth:

1/10

- — =1
@ pp(p+1/10) p=0
1/10
b= +1/10) — =1
(p / )p(p+1/10) z=—1/10
d’ou
Gc(p) _ 1_ 1
P - p p+1/10
Calculons la transformée en ‘2z’ :
(6c@] _ [t __ 1 1_ o[1]_ 1
Z. ' _Z[p p+1/10] Z[p] Z[p+1/10]
[¢c] _ 1 1
z | p I 121 _-1/10,7T
Prenons T = 10 (s),onaura:
[¢c] _ 1 1
2 T AT
Calculons la version discréte :
_ -1 Ge(p)
Go(2) = (1~ 27z [P
_ -1 1 _ 1
Gd(z) - (1 z )(1—2‘1 1—e‘1z‘1)
il vient :
(1—e7M)z7' _ 06321271 _ 06321

Gq(z) =

1-e-1z-1 = 1-0.3679z"1  2z-0.3679
- discrétisation par approximation de Tustin:

2 (z-1)
T (z41)

Ga(2) = G.(P)lp=7
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- [l 22

1+10pll,_T "(z+1)
_ 1 _ Tz+T
1+1o[§,§:3 (T+20)z+(T—20)
d’ou
Tz+T

Ga(2) = (T+20)z+(T—20)

Prenons T = 10 (s), il vient:

__z+1 _ 0,3333z+0,3333 _ 0,3333+0,3333z7 1
Gd(z) - - - -1
3z—-1 z—0,3333 1-0,3333z

Ces résultats peuvent étre obtenus en utilisant le code MATLAB suivant :

NumGc= 1;

DenGc = [10 17;

Gc = tf (NumGc, DenGc) ;
T= 10;

% Déscritisation par un BOZ
Gd BOZ = c2d(Gc, T, 'zoh'")

% Déscritisation par approximation de Tustin
Gd Tustin = c2d(Gc, T, 'tustin')

2.5. Choix de la période d’échantillonnage pour les systemes dynamiques

Pour les cas des systtmes dynamiques, le choix de la période d’échantillonnage ‘T’ doit
pratiqguement satisfaire les intervalles suivants :

5/, < fr <25f, & 2n/25w.<T <2n/5w, (2.12)

~

ou

fr. fr et w, sont respectivement la fréquence d’échantillonnage, la fréquence de coupure et la
pulsation du coupure du systéme a discrétiser.

- Cas d’un systéeme du premier ordre

Pour un systéme du premier ordre, la période d’échantillonnage doit pratiquement satisfaire
I’intervalle suivant :

0.25t < T <1.257 (2.13)
ou 7 est la constante de temps du systéeme du premier ordre a discrétiser.
- Cas d’un systeme du second ordre

Un systeme du second ordre peut étre discreétise si :

925 o7 < 128 (2.14)

Wo Wo

ou w,, est la pulsation propre du systéeme du second ordre a discrétiser.
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2.6. Association des systéemes discrets

Comme dans le cas continu, on peut calculer la fonction de transfert équivalente de deux
systemes LTI a temps discret mis en série, en paralléle ou en rétroaction.

a. Deux systemes montés en série

Montage en série Schéma équivalent

X(2) —» G.(2)

\ 4

G,(2) —>»Y(2) X(2)—» G1(2).G,(2) —>»Y(2)

b. Deux systemes montés en paralléle

Montage en parallele Schéma équivalent
X(z)—9 Y (2) X@)—» G()+6,(2) —>Y(2)
+
G,(z) —

c. Deux systemes montés en rétroaction

Montage a rétroaction Schéma équivalent
X(2) +
G1(2) Y(2)
- X — ——2E |y
1+ G(2).G3(2)

— G2(2)

Exemple 2.7

Considérons deux systémes discrets dont les fonctions de transfert sont les suivantes :

G(z) = — et Gy(2) = —

z+1 zZ+2

Le code MATLAB suivant, permet de calculer a la fois:

Gs(z) : fonction de transfert de deux systémes G, (z) et G, (z) montés en série.
Gp(z) : fonction de transfert de deux systéemes G,(z) et G,(z) montés en parallele.
Gf(z) : fonction de transfert de deux systémes G, (z) et G,(z) montés en rétroaction.

z=tf('z");

Gl=1/(z+1)

G2=1/(z+2)

Gs=series (Gl, G2) les deux systemes Gl et G2 sont montés en série
Gp=parallel (G1,G2) % les deux systémes Gl et G2 sont montés en parallele
Gf=feedback (Gl,G2) % les deux systémes Gl et G2 sont montés en rétroaction

o\
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2.7. Regles de transformation des schémas blocs

On peut simplifier les schémas de systemes de commande numérique compliqués en employant
des transformations faciles a établir. A ce sujet, quelques régles courantes sont recensées dans le
tableau suivant :

Transformation Equation Schéma fonctionnel Schéma fonctionnel
équivalent

Rerrait d'um élément d’une
chaine daction Y=0G,.X+G. X

Rerrait d'un élément d’une Y=0,.(X FG..7)
boucle de retonr

Redisposition des Z=WxX+Y
COMPAararenrs
Cas a

Redisposition des Z=W+X+Y¥
COMPararenrs
Cas b

Déplacement d ‘un
comparateur en amont d un E=6G.X1Y
élément

Déplacement dun point de
dérivation en amont d ‘un Y¥=06.X%
élément

Deéplacement d ‘un point de
dértvarion en aval d ‘un Y=0GX
élément

Déplacement d ‘un point de
dérivation en ament d ‘un Z=XzY
r'::mrpnmmur
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Déplacement d’un point de

dérivation en aval d’un Z=X+Y £ +
comparatenr v

Tableau (2.2) : Regles de transformation des schémas fonctionnels (schémas blocs)

Remarque : Les lettres G,, G, et G représentent des fonctions de transfert discrétes. Les lettres W,
X, Y et Z représentent des signaux discrets.

2.8. Fonctions de transfert échantillonnées des systemes complexes

Il s’agit de calculer la fonction de transfert échantillonnée équivalente d’un systéme résultant de
I’association de systémes élémentaires regroupés pour former, soit des commandes en boucle
ouverte, soit en boucle fermée. Généralement, la fonction de transfert échantillonnée équivalente
dépend essentiellement au nombre d’échantillonneurs et leurs positions dans la boucle.

2.8.1. Systemes en boucle ouverte (BO)

- Cas 1: Cas d’un systeme encadré par deux échantillonneurs

; E, E, 3
MO WOL o) PO KO oy yy— G(2) > v(n)
U U (p) Y v :

Figure (2.21) : (a). Schéma fonctionnel d 'un systéme encadré par deux échantillonneurs.
(b). Schéma fonctionnel du systeme échantillonné équivalent

avec
_ _ 2ol _ r@
(@) =zI6(p)] = Z5 00 =15 (2.15)
Evaluation
L
Avant le premier échantillonneur E; :  u(®) — U(p)

Aprés le premier échantillonneur E; etavant G(p): |i)u*(t) et up |i)U*(p)

Avant le deuxieme échantillonneur £, 1 4 |i> Y(p) = U*(p). G(p)
Aprés le deuxieme echantillonneur E; = | ) |E_2) yo  © Y(p) lE_Z) Y @)
d’ou :
Y*(p) = [Y()]" = [U" (). )]
=U'(p.l6MI"
* sy Z=6€"

=U"(P).6"(P) +— Y(2) = U(2).6(2)

Par conséquent :

Y(2) = U(2).6(2) = G(z) = 25—3’3} = % = Z[6(P)] (2.16)
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- Cas 2: Cas d’un échantillonneur intermédiaire dans la chaine

E
() 4 u* y(t) o V()
Ju_(t), 6 ) ——» Gz(p)_/

Y(p) Y'(p)

=

Figure (2.22) : (a). Cas d’'un échantillonneur intermédiaire dans la chaine.
(b). Schéma fonctionnel du systeme échantillonné équivalent

avec

_ z[Y (p)] _ * *
(@) =205 = 216, ()] 2(6; ()]
G(z) = G,(2).G,(2) (2.17)
- Cas 3 : Cas sans échantillonneur intermédiaire dans la chaine
Lo Ey ... By
Cu) g urt(d) ) & V(©® |
o P am] emXO = U(z)—> G(2) —>Y(2) |
ulp  U(p) Y(o)  Y'(p) i
| (@) (b) |
Figure (2.23) : (a). Cas sans échantillonneur intermédiaire dans la chaine.
(b). Schéma fonctionnel du systeme echantillonné équivalent
avec
z[ly(p)] _
G(z) = 2[0(p )] z[G1(p). G2 (p)]
G(z) = G,G,(2) (2.18)

2.8.2. Systemes en boucle fermée : systémes bouclés (BF)

Le tableau suivant résume les cing configurations typiques de systemes de commande discrets en

boucle fermée :

Schéma fonctionnel

Fonction de transfert discréte de la

sortie
ULl IO\t (R @U@
Y& =16
H(p) 1«
- E(p)y E Y(p
U(p) ORISR RIOP (R )
Y(z)= S

F 3

H(p)

1+ G(z)H(z)
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U(p) Etﬁp) _E@ Gl(p)ﬁ)/"ﬂil G TP AT
Hp) |4

Uip) E(p) Glijp)ﬂ/ﬁb Go(p)| S P Y )
Hp) |«

Up) Ep)

6) Y(p) #v(z)

H(p)

Y(2)w

. Gi(2)G,(2)U(2)
YO =1 e erE
G,(z)G,U(z)
Y& =16 6a0
GU(z)
Y@ =1 en

Tableau (2.3) : Configurations typiques des systemes de contrdle échantillonnés
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Exercices du deuxieme chapitre

Exercice 2.1 :

1
1+10p

en utilisant

Trouver la version échantillonnée de la fonction de transfert continue G(p) =
les méthodes de discrétisation suivantes :

a. Discrétisation par un bloqueur d’ordre zéro (BOZ).
b. Approximation de Tustin.
C. Approximation d’Euler arricre.
d. Approximation d’Euler avant.
Exercice 2.2 :

1. Soit la fonction de transfert échantillonnée :

2
aiz“+a,
F(z) = ——=—
( ) b122+b22+b3

a. Trouver I’équation récurrente correspondante.
b. Tracer le schéma-blocs correspondant.
2. Tracer le schéma-blocs d’un systeme LTI discret décrit par I’équation récurrente suivante :

y() +5y(k = 1) + 2y (k = 2) = x(k) +x(k — 1)
3. Soit un systeme LTI discret défini par le schéma-blocs suivant :

x (k) (\ - Ay(k)
o — Z/ > >—0
71
Z—l

A 4

W[ =

A

Etablir I’équation récurrente correspondante.

Y(2)
X(z)
c. Identifier I’ordre, les zéros, les poles et le gain du systéme.

d. Simplifier le schéma-blocs précedent.

a
b. Déduire la fonction de transfert échantillonnée F(z) =

Exercice 2.3 :

Soit un systeme LTI discret défini par le schéma-blocs suivant :
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)C.(i)% z 1 > @ > > J‘(k)
X(2) Y(2)

-2
1. Etablir la fonction de transfert échantillonnée F(z) = ;Z;
2. Quel est I’ordre du systéme.
3. Identifier les zéros, les poles et le gain du systeme.
4. Déduire I’équation récurrente correspondante.
5. Calculer la réponse impulsionnelle du systéme considéré en boucle ouverte.
Exercice 2.4:

Résoudre les équations récurrentes suivantes :

a. y(k)—=2yk—1)+y(k—-2)=2ulk—2).

Ondonne: y(0) =y(1) = 1etu(k) =1,Vk = 0.

b. y(k) =2r(k—1)—r(k—2).0Ondonne: y(0) =y(1) =0etr(k) =k, Vk = 0.

Exercice 2.5 :
1. Trouver la fonction de transfert échantillonnée G(z) = % dans les cas suivants :
WO A e v R SN Y B SN PSR EAS
Up) Y ) Up): Y*(p)

O am o) — A Ly

A\ 4

Up) Y*(p)
2. Etablir I’expression de la sortie échantillonnée Y(z) relative aux systémes asservis
échantillonnés (a) et (b) suivants :
U) [ NE®) » o Y@ Y@ U RNE®) el T G O
H(p) = H(p) <
(a) (b)
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Troisieme chapitre
Analyse des asservissements linéaires échantillonnés

3.1. Stabilité des systémes linéaires échantillonnés

3.1.1. Stabilité d’un systeme discret

3.1.1.1. Définition

Un systeme linéaire discret décrit par une fonction de transfert rationnelle G(z) est stable si
seulement si tous ses poles sont a I’intérieur du cercle unité (de rayon R=1 et de centre (0,0) dans le
plan complexe ‘z’), comme le montre la figure suivante :

Limite de stabilité Limite de stabilité
Re(p) =0 lz| =1

mm el
1
r— =1 1
ZZ° 5

Re(p) j@
Zone stable
— [zl <1
\ Zone instable
Zone stable Zone instable lzl > 1
Re(p) <0 Re(p) >0
Domaine continu : Domaine discret :
Plan complexe ‘p’ Plan complexe ‘z’

Figure (3.1) : Correspondance entre le plan complexe ‘p’ et le plan complexe z’:
Passage du domaine continu au domaine discret

3.1.1.2. Théoreme de stabilité

Soit le systeme discret décrit par la fonction de transfert :

N(z) _ boz™+byiz™ 4. t+by, 3.1)
D(z)  apz+a;z" l+-+a, '

G(z) =

On définit les pbles p; du systtme G(z) qui sont les racines de 1’équation (polyndme)
caracteristique :
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D(z) =apz"+a;z" '+ +a,=0 3.2)
alors :
Si|p;| <1 & Le systéme G(z) est stable (3.3)
Exemple 3.1

Soit un systeme LTI discret du premier ordre suivant :

0.4877
G(2) = 7z—0.9512

Formons et résolvons 1’équation caractéristique du systéme :

D(z) =z—09512=0< p =0.9512: est le pdle unique du
systeme G (z).

Etcomme |p =0.9512|=0.9512 <1 < le systéme G(z) est stable.

Cette stabilité peut étre évaluée en utilisant le code MATLAB suivant :

NumG = 0.4877;

DenG = [1 -0.9512];

figure;

zplane (NumG, DenG)

xlabel ('Partie réelle de z')
ylabel ('Partie imaginaire de z')
title ('Cercle de stabilité')
grid;

La figure (3.2) montre le cercle de stabilité obtenue par ce code. Dans cette figure, le pdle est
représenté par ‘x’. Le systéme est stable car le seul pole du systéme est situé a l'intérieur du cercle
unité (cercle de stabilité).

r - 3
uflgurcl = } = i_‘;!l
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

1S D | R (NN BDE - @0 E =@
Cercle de stabilité
T T T T T
B os s s e vae v e A Gt RCECEEETEEE EEREEEE -
......... fsmnnedti b e el
| '
| S A e S s
- | ‘I-
s .................... :, ...................... E. ....... -
s i H
CENIREL - - - = = = = Honaaonaaonnesnnssnssal s s e AN e P S -
g ! :
RO - < =<' < isve 4w asive adie e R LT E  EEETEE -
L R (TRECNEN] SURIUIS SRR 1
e :
R R v i i",'.' """" “
BRI < o oo coubicanncaddipidnannansnnas becoanecncadagelunananctoncannan
-1 SO Dt A N T T ey Paarps -
1 0.5 0 058 1
Partie réelle de z

Figure (3.2): Cercle de stabilité dans le plan ‘z’
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3.1.2. Critére de Jury
3.1.2.1.  Définition

Il s’agit d’un critére algébrique permettant d’évaluer la stabilit¢ d’un systéme discret a partir des
coefficients du dénominateur de sa fonction de transfert en boucle ouverte (ou bien en boucle
fermée). En fait, ce critére s’applique directement sur le polyndme caractéristique du systeme.

Soit un systeme discret dont la fonction de transfert est la suivante:

_N=)
G(z) = D) (3.4)
Le polynéme caractéristique du systeme est donné comme suit:
D(z) = agz"+a;z" 1+ +a, (3.5)

ou :
ay, a;, a,, ..., a, sont des coefficients réels et avec a, > 0.

Pour évaluer la stabilité par le critére de Jury, il faut construire le tableau de Jury comme illustré
ci-dessous :

Ligne z0 z! z? z3 z"n2 z"1 z"
1 an Ap—q An-2 Ap-3 t az a Qg
2 20 a az az An-2 Ap—1 n
3 IE:’n—l bﬂ—z bn—3 bn—dl- bl b,:,
4 bg by by by by—> by—1
5 Cn—2 Cn—3 Cn—yg Cn-s5 Co
6 Co Cq Ca Cq Cpn—>z
2n—>5 P3 P2 P1 Pao
2n—4 Po P1 P2 Pz
2n —3 92 q3 9o
Tableau (3.1) : Tableau de Jury
avec
_ an  Ap-1-i . _
bi=|g al|pouri=0,1,23.,n-1
¢; = bns bn-z-i pouri =0,1,2,3,..,n— 2
bo b1
_|P3 DP2-i .
4= p Pi+1| pouri=0,1,2 (3.6)
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3.1.2.2. Enoncé du critére de Jury

Un systéme ayant une équation caractéristique D(z) de la forme (3.5) est stable si toutes les
conditions suivantes sont satisfaites :

1 |a,l < ag

2. D(1)>0

3. -D)"p(-1)>0

4. | bp_1l > | byl (3.7)
| cn—zl > | col

| g21 > | qol

Exemple 3.2
Soit le polynéme de second ordre:
D(z) =z>+2z+0,21
donc
ap=1,a, =1eta, =0,21

Dan ce cas, le tableau de Jury a 2n — 3 =1 ligne (carn = 2). Il faut donc vérifier les trois
premiéres conditions de Jury :

- Premiere condition: | a, = 0,21| < a, =1;
- Deuxiéme condition: D(1) =14+1+4+0,21=2,21>0;
- Troisiéme condition : (—=1)?D(-1) =1(1—-1+0,21) = 0,21 >0.

Comme les trois conditions sont satisfaites, donc les racines du polynédme D(z) sont a I’intérieur
du cercle unité, et par conséquent, et d’aprés Jury, le systéme associé est stable.

Remarque: Si a; < 0:

d’abord, on construit un autre polynéme : D;(z) = —D(z) ;
- puis, on traite le nouveau polynéme D; (z) par le critére de Jury.

3.2.  Analyse temporelle des systemes linéaires échantillonnés (discrets)
3.2.1. Réponses temporelles

Considérons un systeme linéaire échantillonné (discret) :

Uz)/u(ky | | Systeme lineaire Y(2)/y(k)
——— | échantillonné (discret) — ——»
G(2)/9(k)

Figure (3.3) : Schéma fonctionnel d’un systéme linéaire échantillonné (discret)
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La réponse temporelle d’un tel systéme a une entrée quelconque u(k), k > 0, est alors donnée par
la convolution numérique suivante :

y(k) =X gk —Du(@® k=0 (3.8)

La réponse d’un systéme échantillonné a un signal d’entrée peut étre déterminée de différentes
facons :

- Résoudre I’équation aux différences analytiquement ;
- Déterminer Y(z) = G(z)U(z) et calculer la sortie y(k) par transformée en ‘z’ inverse en
supposant que les conditions initiales sont nulles. Pour cela on utilise la table de transformee
en ‘z’;

Y(z)

- Décomposer ——en éléments simples et déterminer la réponse temporelle de chaque

élément de Y (z). Comme la méthode précédente on suppose que les conditions initiales sont
nulles.

3.2.1.1.  Reéponse impulsionnelle : c’est la réponse de sortie d’un systéme résultante d’une
entrée en impulsion de Dirac.

3.2.1.2.  Réponse indicielle : ¢’est la réponse de sortie d’un systéme résultante d’une entrée en
échelon unité.

Exemple 3.3
Soit un systeme LTI discret du premier ordre suivant :
0.4877
G(z) = z—0.9512

Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce systeme en boucle ouverte peuvent étre obtenues
par le code MATLAB suivant :

NumG = 0.4877;

DenG [1 -0.9512];
figure (1);

% Trace la réponse impulsionnelle de la fonction G(z)
dimpulse (NumG, DenG)

title ('Réponse impulsionnelle de G(z)');

grid;

figure (2);

% Trace la réponse indicielle de la fonction G(z)
dstep (NumG, DenG)

title ('Réponse indicielle de G(z)'");

grid;
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Figure (3.4): Réponse impulsionnelle de Figure (3.5): Réponse indicielle de G(z)
G(z) en boucle ouverte en boucle ouverte

3.2.2. Performances temporelles
Les performances temporelles désirées sont généralement spécifiées relativement a la réponse
indicielle du systéme bouclé (voir Figure (3.6)).

Reéponse mdicrelle

tae fa Temps

Figure (3.6) : Performances temporelles associées a une réponse transitoire a un échelon

Cette réponse est caractérisée par :

- un premier dépassement (pic) D : traduisant le degré d’amortissement (le degré de
stabilité) du systeme ;

- le temps de premier pic t, : traduisant la rapidité du régime transitoire ;

- le temps de montée t,,, : comme étant le temps que met la réponse indicielle pour aller de
10% a 90% de sa valeur finale. Ce temps traduisant la rapidité du régime transitoire ;

- le temps de réponse t,. : c’est le temps requis (nécessaire) pour que la courbe de sortie
atteigne et reste a ’intérieur d’une bande, exprimée en pourcentage (2% ou 5%.), relativement a sa

valeur finale. Il permet de mesurer la rapidité du systéme asservi ;

- I’erreur statique e, : I’erreur statique du systéme est caractérisée par 1’erreur en régime
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permanant en présence d’un échelon. Elle permet de mesurer la précision du systéme asservi.

En fait, on souhaite généralement obtenir un régime transitoire rapide et bien amorti. Le degré
d’amortissement et rapidité du régime transitoire sont liés a la configuration des poles et des zéros
du systeme dans le plan complexe.

3.2.3. Gain statique

Considérons un systéeme linéaire échantillonné de fonction de transfert G(z) = J(—(ZZ)) Si on met en
1

entrée de ce systéme un échelon d’amplitude A, soit u; (kT) = Au(kT), on a en sortie :
Y(2) = 62Uy (2) = G(z) == (3.9)
D’aprés le théoréme de la valeur finale, la sortie y(kT), en régime établi, tend donc vers :
limy, o0 y(KT) = lim,_; [Z2Y (2)]
=lim,; [Z26(2) 22| = 46(1) (3.10)

Le gain statique (K) du systeme échantillonné, égal a la valeur finale de la sortie sur I’amplitude
de I’échelon, est donc égale a :

290 = 6(1) (3.11)

K =
Notons qu’un systéme continu et sa version échantillonnée possede le méme gain statique.

Exemple 3.4: On considére un systeme continu de fonction de transfert :

02
G.(P) =15

Le code MATLAB suivant permet de calculer a la fois le gain statique du systéme continu et de sa
version échantillonnée :

NumGc 0.2;

DenGec = [5 1];

Gc = tf (NumGc, DenGc)

T = 1g

Gd = c2d(Gc, T, 'zoh')

% Calcul du gain statique de la fonction continue G c (p)
KGc = dcgain (Ge)

[NumGd, DenGd]=tfdata (Gd, 'v') ;

% Calcul du gain statique de la fonction discrete G d (z)
KGd = ddcgain (NumGd, DenGd)

Ce code retourne alors le résultat suivant :
KGc =

0.2000
KGd =

0.2000
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3.2.4. Etudes temporelles des systemes élémentaires
3.2.4.1.  Systémes du premier ordre

Soit un systeme LTI continu du premier ordre défini par le schéma fonctionnel suivant:

X(p)—> G(p) —»Y(p)

Figure (3.7) : Schéma fonctionnel d’un systéme LTI continu en boucle ouverte (BO)

Ce systéme est modélisé par une fonction de transfert continue sous forme normalisée suivante :

K

G(p) = . (3.12)
ou
K et T sont respectivement le gain statique et la constante du temps du systéeme G (p).
La fonction de transfert posséde un unique pole : p. = — 1/t (p,. : est le pole du systeme continu.

Il toujours réel négatif, car par définition t est strictement positif).
La réponse impulsionnelle du systéme est obtenue en lui injectant une impulsion de Dirac :
Kk _t
y(t) = —e nu(t) (3.13)

ou
u(t) est un échelon unité causal non retardé.
Appliquons-lui un échelon unité causal non retardé, la réponse indicielle du systeme est donnée

comme suit :

t

y() =K (1-e77).u() (3.14)

Le systeme discret G (z) correspondant peut étre obtenu en mettant en cascade le systéme continu
G (p) avec un BOZ associé avec une période d’échantillonnage ‘T, dont la fonction de transfert est
donnée comme suit :

_T
G(z) =021 (3.15)

zZ—e T

Cette fonction de transfert posséde un seul pole : p; = e 7/7=eTPc (p, : est le pole du systéme
discret).

La réponse impulsionnelle du systeme discret G (z) est donnée par I’expression suivante :

(k=1)T

y(k) =K1 — e_g)e_T.u(k -1 (3.16)

D’autre part, sa réponse indicielle est décrite par la relation suivante :
_kr
y(k) =K (1 —e T ) u(k) (3.17)

ou
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u(k) est la version discréte d’un échelon unité causal non retardé.
u(k — 1) est un échelon unité causal retardé par une période d’échantillonnage.
Le temps de réponse & 95% (noté t,.) associeé a la réponse indicielle est donné par:
t, = —7In(0,05) = 3t (3.18)

3.2.4.2.  Systémes du second ordre

Un systéme LTI continu du second ordre est caractérisé par la fonction de transfert normalisée
suivante:

G(p) =20 - __Koi (3.19)

D(p)  p?+28wop+wl

avec K son gain statique, w, sa pulsation propre et ¢ son coefficient d’amortissement.

La fonction de transfert discrete correspondante est obtenue en utilisant un BOZ par :

G(z) = K -222the (3.20)

z2+aqz+a,

Differents cas sont alors possibles, selon la nature des racines de D(p), qui sont réelles si & > 1
(confondues si & = 1), et complexe conjuguées si 0 < & < 1. Ici, nous étudions le cas le plus
pratique : 0 < & < 1.

Systeme a deux poles complexes conjugués (0 < & < 1) : Dans ce cas, la fonction de transfert du
systéme continu est donnée comme suit :

G(p) = ——

(r-p1)(@-pr7) (3.21)

avecp; = —r+jcetp; = —r —jc

OUT=€(I)O et C=(l)0\/1_52 (322)

On a donc comme fonction de transfert discréte correspondante :

G(z) = K —22th (3.23)

(z-21)(z-z7)

Les poles de cette fonction sont définis par : z; = eP1T et z; = eP1”. Les coefficients b, et b,
sont définis comme suit :

by=1—¢eT (cos(cT) + Esin(cT))
by = e 2T+~ (Lsin(cT) — cos(cT)) (3.24)

La réponse indicielle est exprimée par :

- Dans le cas continu :

e—rt

yt)=1- \/ﬁcos(ct —B).u(t) (3.25)
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- Dans le cas discret :

e—rkT

y(kT) =1 - \/ﬁcos(ckT —B).u(kT) (3.26)
avec
tan(B) = in—gz (3.27)

D’autre part, on définit les performances temporelles :

- Le premier dépassement indiciel D est donné par:

D = exp <— %) (3.28)
- Letemps du premier maximum t; est donné par:
tq = exp (ﬁ) = exp (%) (3.29)

Exemple 3.5

Soit un systeme LTI continu du deuxieme ordre suivant :

G(p) =

1

p2+p+1
Le code qui suit permet de comparer les réponses indicielles de systéme continu G (p) et de sa

version discréte obtenue par un bloqueur d’ordre zéro.

Nous allons déterminer graphiquement les performances temporelles de la réponse indicielle du
systéeme discret, a savoir :

le premier dépassement ;
le temps de montée ;

le temps de réponse ;

la valeur finale.

NumG = 1;

DenG = [1 1 1];

G=tf (NumG, DenG)

T = 1;

Gd = c2d(G,T, "zoh'")

figure;

step (G, 'b")

hold on

step(Gd, "'r'")

title ('Réponse indicielle');
legend ('Réponse du systeme continu', 'Réponse du systeme discret');
xlabel ('Temps');

ylabel ('Amplitude');

hold off

grid;
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Figure (3.8): Figure montrant les valeurs numériques des différentes performances temporelles
3.3.  Précision des systémes asservis linéaires échantillonnés

La précision d’un systéme asservi est définie a partir de I’erreur E entre la grandeur de consigne
W et la grandeur de sortie Y (voir Figure (3.9)). Nous distinguons :

- la précision statique qui caractérise la limite de I’erreur au bout d’un temps infini pour une
entrée donnée, c’est-a-dire le régime permanent ;

- la précision dynamique qui tient compte des caractéristiques d’évolution du processus en
régime transitoire.

- Remarque : Nous limiterons notre étude a la précision statique. En plus, nous supposons
que les systemes asservis étudiés sont stables.

W(z) E(z) Y =(Z)

G(2)

Figure (3.9) : Schéma d’un asservissement échantillonné a retour unitaire
- Propositions
(Précision) = (Stabilité) < (|p;| < 1)
(Instabilité) = (3!p,/|p;| > 1) = (Imprécision)

3.3.1. Précision statique (erreur statique en régime permanent)

Il s’agit de calculer ’erreur e(k) a I’infinie (k — +o0). Cette erreur peut étre déterminée par la
relation :
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e = limy_ o e(k) = lim,_,, [(27_1) 1‘1’22)] (3.30)

On pose :

1 (z-1)°
1+G(z)  (z-1)%+K

(3.31)

avec a et K représentent respectivement la classe et le gain statique du systéme discret.

Remplagons I’équation (3.31) dans 1’équation (3.30), il vient :

e, = limy_, o e(k) = lim,,_, [(ﬂ) S Ca il W) (3.32)

z ] (z-1)%+K
3.3.2. Ecart statique di a la consigne

Les écarts considérés habituellement correspondent aux échelons de position, de vitesse et
d’accélération.

Z 0

3.3.2.1.  Echelon de position W(z) =

z—1
T z-1 (z—-1)“ z
€poo = 1M,y [( z )(z—l)“+Kz—1] (3.33)
a =0, €poo = 1/(1+K)=1/Kp:
K, = lim,_,[1+ G(2)] (3.34)

K, : est la constante d’erreur de position.

a=1, ey, =0.

. Tz i
3.3.2.2.  Echelon de vitesse W (z) = e

e () 520 o3
a=0,eyn = +x;
a=1,e,,=T/K=T/K, :

K, = lim,_,[(z — 1)G(2)] (3.36)

Kp : est la constante d’erreur de vitesse.

a=2,e,,=0.

T?z(z+1) |

3.3.2.3.  Echelon d’accélération W(z) = :
2(z—1)3

ﬂ) (z—1)%* T?z(z+1)
(z—1)2+K 2(z-1)3

epe = lim,,; [( - (3.37)

a=0,ez0 =+0;
a=1e30 =+
a=2 e =T2/K=T2/K,
Ko = lim,_;[(z — 1)2G(2)] (3.38)
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K, : est la constante d’erreur d’accélération.
a =3, e, =0.

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant :

a : Nombre de pdles z = 1 0 1 2 a=3
epoo (POsition) 1/Kp 0 0 0
eyoo (Vitesse) 00 T/K, 0 0
€400 (accélération) o o0 T?/K, 0

Tableau (3.2) : Erreur en régime permanent pour un systéme échantillonné

3.4. Réponse fréquentielle des systemes linéaires échantillonnés
3.4.1. Déefinition

Soit un systéme LTI discret défini par une fonction de transfert G(z), sa réponse fréquentielle
s’obtient en faisant z = e/*T, donc on aura G(e/*T). Cette réponse est caractérisée par deux
parameétres, qui sont :

- legain: G = |G(e™N)|;

- laphase : ¢ = arg(G(e/*T)).

Comme dans le domaine continu, 1’é¢tude d’une réponse fréquentielle d’un systéme discret peut
étre effectuée soit par :

- le diagramme de Bode ;
- le lieu de Nyquist ;
- le lieu de Black-Nichols.

3.4.2. Marges de stabilité

La marge de gain et la marge de phase sont des indicateurs du fait que le systeme asservi est plus
ou moins ¢éloigné de I’instabilité. Elles quantifient la robustesse de la stabilité vis-a-vis de
modifications du processus.

a. Marge de gain (G (dB)) : c’est le gain multiplicatif, introduit dans la fonction en boucle
ouverte, qui conduirait le systéme boucleé a la limite de stabilité.

b. Marge de phase (¢, (degré)) : c’est la phase qu’il faut ajouter a I’argument de la fonction
de transfert en boucle ouverte pour que le systéme bouclé soit stable.

Les valeurs usuelles de marge de gain et de phase sont :

- Marge de gain : 10 4 12 dB.
- Marge de phase : 45° a 50°.
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Le diagramme de Bode et lieu de Nyquist sont des outils tres utiles pour apprécier les marges de
stabilité des systemes stables en boucle ouverte. Les figures (3.10) et (3.11) montrent
respectivement les marges de gain et de phase associés au diagramme de Bode et au lieu de
Nyquist, d’un systéme discret, obtenues en boucle ouverte:

Ampl. (dB)

=200

-180

Figure (3.10) : Figure montant les marges de gain et de phase sur un diagramme de Bode d'un
systeme discret en boucle ouverte

Imiz)

e

Figure (3.11) : Figure montant les marges de gain et de phase sur un lieu de Nyquist
d’un systeme discret en boucle ouverte

56



Exercices du troisieme chapitre

Exercices du troisieme chapitre

Exercice 3.1 :

On considere un systeme de contrdle en boucle fermée illustré par le schéma fonctionnel suivant :

U(p) E(p) 1—eP 1 Y (p)
—> > >
p p(r+1)

4

v

1. En utilisant la définition de la stabilité, étudier la stabilité lorsque le paramétre K = 1 dans
les cas suivants :
- Systeme en boucle ouverte (sans comparateur).
- Systéme en boucle fermée.
2. En utilisant le critéere de Jury, évaluer la stabilité du systéme en boucle fermée en fonction
du parametre K.

Exercice 3.2 :

On a relevé la réponse impulsionnelle y(k) d’un systéme asservi numérique bouclé comme le
montre le schéma fonctionnel suivant :

U(z) 6(2) Y(z

\ (7

Les echantillons de la réponse impulsionnelle obtenus sont donnés dans le tableau suivant :

k (0] 1| 2 |3/4]|5|/6]|7]|..|l
y(k) ) 0/09(01|0/0{0|0|O0{|.../0

Déduire I’expression de la réponse impulsionnelle du systéme.
Tracer la réponse impulsionnelle du systeme.
Déduire la fonction de transfert G(z).
En utilisant le critere de Jury, évaluer la stabilite :
- du systéme G (z) en boucle ouverte ;
- du systeme bouclé précédent.

HAwbdhE

Exercice 3.3 :

On considére un systéme discret de fonction de transfert en boucle fermée :
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K
z2+z+K

F(z) =

Etudier la stabilité de ce systéme en fonction du paramétre K a I’aide du critére de Jury.
Exercice 3.4 :

Soit le systeme asservi discret suivant :

U(2) 41-eT) Y(2)
z—e T -

Etudier la précision du systéme bouclé dans les cas suivants :

- U(z2) : est un échelon de position.
- U(2) : est un échelon de vitesse.
- U(2) : estun échelon d’accélération.

Ondonne: T = 0.2 (s).

Exercice 3.5 :

Un systeme échantillonné de fonction de transfert G (z) est placé dans une boucle de régulation a
retour unitaire :

0,16K
G(z) = 08 avec K > 0.

La période d’échantillonnage est : T = 0.1 (s).

1. Calculer la fonction de transfert en boucle fermée et déterminer la condition de stabilité du
systeme en boucle fermée.

2. Le gain étant réglé sur K = 1, déterminer, en boucle fermée : ’erreur de position, I’équation
de recurrence, et calculer, puis tracer, les premiers éléments de la suite des échantillons de
sortie lorsque I’entrée est un échelon unitaire. En déduire la valeur du premier dépassement
en boucle fermée.

3. Répondre aux mémes questions en réglant le gain sur K = 2 puis 5. Conclure.

Exercice 3.6 :

Un systéme a temps continu de fonction de transfert G(p) = pfﬁ est placé dans une boucle de

régulation a temps discret a retour unitaire et commandé numériquement. La période
d’échantillonnage T est réglable.

1. Déterminer, en fonction de K les conditions de stabilité du systeme échantillonné en boucle
fermée. Comparer les conditions de stabilité du systeme pour T =1(s), T = 0.5 (s),
T = 0.1(s) et T = 0.01(s).

2. Lavaleur du gain étant réglée sur K = 20, déterminer la condition sur T pour que le systeme
soit stable.
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4.1.

Quatrieme chapitre
Commande numerique de systemes discrets

Rappels sur les controleurs PID analogiques

Les contrdleurs (régulateurs) Proportionnel-Intégral-Derivé (PID) sont des organes de contrdle
permettant d'effecteur une régulation en boucle fermée d'un systéme industriel. Ce sont les
contréleurs les plus utilisés dans l'industrie et permettent de contréler la grande majorité des

procédés.

4.1.1. Contr6leur proportionnel P analogique

Loi de commande

Fonction de transfert

Schéma fonctionnel

u() = K, 2(t)

Cp(p)=_= Kp

U(p)
E(p)

e(t) s K

Tableau (4.1) : Controleur proportionnel P analogique

4.1.2. Contréleur proportionnel-intégral Pl analogique

Loi de commande

Fonction de transfert

Schéma fonctionnel

e(jl > Ky u(=t)
+
1 +
ut)=K,. e(t)+?-je(f)-df Co(p) Y g 1+Tip
o U ER T T e
Al
0
Tableau (4.2) : Contrdleur proportionnel-intégral P1 analogique
4.1.3. Contréleur proportionnel-dérivé PD analogique
Loi de commande Fonction de transfert Schéma fonctionnel
e(t) K, u(=t)
_ de®) | c,o(p=LP _k (147
U(t) = Kp[e(t)-i-TdT] PD(p) E(p) p ( d p)

Tableau (4.3) : Contrdleur proportionnel-dérivé PD analogique
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4.1.4. Contr6leur proportionnel-intégral-dérivé PID analogique

Plusieurs implémentations des contréleurs de type PID sont possibles, a savoir : structure série,
structure paralléle et structure mixte.

a. Structure PID série

Loi de commande Schéma fonctionnel

u(t):Kp.[T ;Td o)+ je(r)d 4T, dZit)J

2 u(t)
@ dt —>

e(t)‘

g:
e
O\ﬁ

+

Fonction de transfert

Cop(p) = Kp.(1+ %J(lJer .p)

Tableau (4.4) : Contrdleur proportionne-intégral-dérivé serie

b. Structure PID parallele

Loi de commande Schéma fonctionnel
u(t) =K, et)+K; je(r)dr+ Kg. d‘;(t) » K,
Fonction de transfert Q) ‘ Y ou®
onction de transfer e o
—> > Kif _+>§u —>
0 H
1
Crip(P) =K, +Kj.=+Ky.p d
p = Kddt

Tableau (4.5) : Contrdleur proportionne-intégral-dérivé paralléle

ou K,, K;et K, sont respectivement, les gains proportionnel, intégral et dérivé. T, et T,, sont

respectivement, les constantes du temps de I’intégrale et de la dérivée.

60



Quatriéme chapitre : Commande numérique de systémes discrets

c. Structure PID mixte

Loi de commande Schéma fonctionnel
1 de(t
ut) = Kp.[e(t)+f._([e(r).dr+Td.%J
e(t) 1 v u(t)
i —> > ?f —>O— K >
Fonction de transfert i) h
1 7,
CP|D(p)=Kp(1+ﬁ+Td.pj —» g
i.

Tableau (4.6) : Controleur proportionne-intégral-dérivé mixte

Remarque
Le terme derive incorpore dans le controleur PID est T,.p . En fait, cette fonction de transfert est
irréalisable physiquement car non causale. Dans la pratique, la dérivée est réalisée sous forme

. T,. , . .
filtrée : d—p, avec 1< N <100. Par conséquent, la fonction de transfert du controleur PID
1+T"—'p
N
mixte devient sous la forme filtrée suivante (la structure la plus utilisée dans 1’industrie) :

1 T,.p
C =K [1+—+—4F 4.1
PID(p) p Tlp 1+Td-p ( )
N

4.2. Avantages et inconvénients des actions d’un contréleur PID analogique

4.2.1. Action proportionnelle P

- permet de corriger les effets d’une perturbation ;

- permet de diminuer I’erreur en régime permanent ;

- permet d’augmenter la rapidité en régime transitoire ;
- destabilise le systeme quand on augmente le gain K, .

4.2.2. Action intégrale |

- annule I’erreur statique (erreur en régime permanent);
- diminuer la rapidité et ’amortissement en régime transitoire ;

- déstabilise le systéme quand on augmente le gain d’intégration K, (T, trop faible).

4.2.3. Action dérivée D

- augmente la rapidité et ’amortissement en régime transitoire ;
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- stabilise plus rapidement le systéeme (temps de réponse amélioreé) ;
- anticipe les erreurs futures ;

- n’annule pas I’erreur statique (aucun effet en régime permanent);

- sensible aux parasites.

4.3. Transposition des controleurs PID analogiques

Afin de pouvoir importer un régulateur PID analogique dans un calculateur numérique, il faut le
transposé (numérise) en utilisant les différentes techniques de discrétisation.

Les régulateurs discrets élaborent une grandeur de commande discréte u(k) en fonction de 1’écart
de réglage discret e(k) du systeme a commander. Selon la complexité du régulateur, la grandeur de

commande a I’'instantk est formée en fonction de la valeur de I’écart a cet instant, mais aussi
instants précédents k -1, k-2, etc.

iE(p)

U(p)

cp) —>

p="[(2)

—_

E(2)
—

C(2)

U(Z)i
>

Figure (4.1) : Approximation de la variable complexe ‘p’

4.3.1. Les différentes approximations de la dérivée et de ’intégrale continues

Les approximations les plus utilisées pour approcher la dérivée et I’intégrale continues sont

résumées dans le tableau suivant :

Dérivation Intégration
Méthode d’Euler arriére z—1 Tz
p- — >
(Discrétisation arriére) Tz p z—1
Méthode d’Euler avant z—1 T
p- — >
(Discrétisation avant) T p z—1
Méthode de Tustin 2z—1 1 Tz+1
[ - — —
(Transformation bilinéaire) Tz+1 p 2z-1

Tableau (4.7): Différentes approximations de la dérivée et de I’intégrale continues

4.3.2. Réalisation des contréleurs PID numériques

Dans cette section, nous allons utiliser I’approximation d’Euler arriere pour discrétiser les

différents contrdleurs analogiques cités dans la section 4.1.
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4.3.2.1. Contrbleur P numérique

Le régulateur P analogique a pour fonction de transfert Cp(p):w: K,. En utilisant la

E(p)
transformée en ‘z’, nous obtenons la fonction de transfert du contr6leur P numérique équivalent:
U@
z =K 4.2
C(D=17, 0~k (4.2)
Ce régulateur est décrit par I’équation récurrente suivante :
u(k) = K e(k) (4.3)

Son schéma fonctionnel est donné comme suit :

e(k) PR

Figure (4.2) : Schéma fonctionnel du contrdleur P numérique

4.3.2.2. Controleur PI numerique

Soit un controleur Pl analogique dont la fonction de transfert est de la forme:

Coi (P) = Lég p; K [1 ij En utilisant I’approximation d’Euler arriére, nous trouvons :
Tp

C, (2= _ Kp.(1+l.ij

E(2) T z-1
_L+nz? 4.4
1-z77 (4.4)
L’équation récurrente suivante permet de decrire ce régulateur :
u(k) =u(k -1)+re(k) +re(k —-1) (4.5)

avec: r,= Kp.(1+;j etn=-K,.

Son schéma fonctionnel peut étre donné comme suit :

e(k)‘ u(k)

y
=N

o o
N

N
|
[y

Figure (4.3) : Schéma fonctionnel du contréleur Pl numérique
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4.3.2.3. Contrbdleur PD numérique

Un contréleur PD analogique est décrit par la fonction de transfert

po(p)—u(p) K,.(1+T,p). Sa version numérique est obtenue en utilisant I’approximation

E(p)

d’Euler arriére : p=——:

Tz
_V@ T 2-1
Cep(2) = E(2) Kp'(l_'_ T j (4.6)
ou bien :
Cep(2) =1+ rlzil (4.7)

Ce contrleur est représenté par I’équation récurrente suivante :

u(k) =re(k) +re(k-1) (4.8)
avec: Iy = Kp.(1+-|_;_—dj etr, =—Kp-_|;_—d.

Son schéma fonctionnel est montré par la figure suivante :

e(k) | u(k)

y
v
=5
A

TdZ—l
T =z —

Figure (4.4) : Schéma fonctionnel du contrdleur PD numérique

4.3.2.4.  Controleurs PID numériques

Dans cette section, les trois structures des contréleurs PID analogiques étudiées dans la premiere
section (section 4.1), sont discrétisées par la méthode d’Euler arriére. Par conséquent, leurs
fonctions de transfert numériques équivalentes et leurs équations récurrentes sont calculées ; et
leurs schémas fonctionnels correspondants sont présentés.

a. Structure PID numérique série
La structure série du contrdleur PID numérique est définie par la fonction de transfert :

V@ [, T2 ), T 2ot
Cop(2) = E(2) Kp.(1+_r 'z—lj[“ T j (4.9)

1
Cette fonction de transfert peut étre écrite :

L+06z +rz?

4.10
1-z71 (4.10)

CPID(Z) =
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L’équation récurrente correspondante est donnée par :
u(k) =u(k -1 +re(k) +re(k -1 +rek —2) (4.11)
Par définition : 1, =K', (T +TT,+T,T,)/TT,, =—K (T+2T)/Tet r,=K T, /T..

Ti+Ty T =T +T, et T =%
+ d

avec: Kp:Kp _ _
1 1

Cette structure, apparaissant sous forme de schéma fonctionnel dans la figure suivante :

; Tyz—1 ()
T =z ;

e(k)

o

v
)

Figure (4.5) : Schéma fonctionnel du contréleur PID numérique série

b. Structure PID numérique paralléle

Une structure parallele du controleur PID numérique s’obtient en posant K; =K /T, et

Ky = K, T,. Comme la structure série, ce controleur peut étre décrit par :

- Une fonction de transfert en ‘z’ .

U(Z):K +KiTz+& z-1

Cop(2)= : 4.12
PID( ) E(Z) p 7-1 T 7 ( )
- une fonction de transfert en ‘z 1’ :
-1 -2
Cop(2) = 22 221 (4.13)
1-z
- une équation récurrente:
u(k) =u(k 1) +re(k) +re(k -1 +rek —2) (4.14)
- un schéma fonctionnel:
K p
e(k) KTz | % k)
— L Py
+
Ky 2-1
—> S —
T z

Figure (4.6) : Schéma fonctionnel du contrdleur PID numérique paralléle
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TK +K T°K, -TK_ -2K
—r ¢ =1 _® detr2=Kd

T T T

On definit : r, =

c. Structure PID numérique mixte
Le régulateur PID analogique mixte, quand la dérivation n’est pas filtrée, posséde la fonction de
transfert :

1
Con(P) =K, {1+—+Td.pJ (4.15)
T.p
Elle est non causale. Par contre, sa version numérique est causale :
Con@ =28 i 1,1 2 (T 270 (4.16)
E(2) T z2-1 T z

Cette derniére peut étre écrite sous la forme suivante :

r+rzt+rz?
Cop(2) == ;.—Z_l 2 (4.17)

L’équation récurrente de cette structure est donnée par :

u(k) =u(k 1) +re(k) +re(k -1 +rek —2) (4.18)

On definit : r; =K 1+1+T—d : rl:—Kp(l-l-ZT—djet rzzKpT—d.
T T T T

Cette variante est représentée par le schéma fonctionnel suivant :

.
e—»(k) > Ii:»&—» K —i(ic)
Tz-1" % P
| +i
T 1-1
_, 1
T 1

Figure (4.7) : Schéma fonctionnel du contréleur PID numérique mixte

Cette variante est dite forme non filtrée. En fait, il est préférable, pour réaliser un contréleur PID
numérique, de prendre la forme filtrée suivante :

T 2z N(z-1
Cop(2) =K, | 1+—. (2-1)

T. 1+
7 —
: (1+NT]Z—1

d

(4.19)
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On peut écrire aussi la fonction de transfert de 1’équation (4.19) sous la forme réduite suivante :

L+6zt+r,z?
1- z’l)(1+ slz’l) (4.20)

CPID (Z) = (

Dans ce cas 1’équation récurrente est donnée comme suit :
u(k)=@-s)uk =) +su(k —2) + r,e(k) +re(k 1) +re(k —2) (4.21)

i T T T
avec.slz—_l_d +dNT T = Kp[1+?—Nle, = Kp£31[1+f+2N)—1]et r,=—K.s (1+N).

N : est un entier positif non nul.
D’autre part, le schéma fonctionnel de la figure (4.7) devient :

k z K k
RN R, Wy 1170

| —

_|

+ o

N(z-1)

) [1+NT]z—l *
T

d

Figure (4.8) : Schéma fonctionnel du contréleur PID numérique filtré mixte

Exemple 4.1
Soit le régulateur PID analogique mixte filtré :

1 7,20p
C =0,202|1+ +
o (P) ( 60,74p 1+09, 255pj

En utilisant ’approximation d’Euler arriére, la version discrete deC,,,(p)est obtenue comme

suit :

1 7,20p
Cop(2)= CPla(p)|p:ZT;Zl =0, 202(1+ 60,74p * 1+9,255 pj

o2l
Tz

Prenons T =10(s) :
7,20(2‘1)
10z

Cop(2)=0,202| 1+ ot 1
60,74 Z_j 1+9 255 Z_J
10z 10z
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d’ou:

Cop(2) =0, 202(1+ z 0,778z -0, 778)

_+_
6,074z-6,074  2,0806z-1

L’expression en fonction de ‘z~1” est obtenue comme suit:

_ -1
C.(2)=0, 202(1+ z 0,778z 0,778] z

+ _
6,074z 6,074  2,0806z-1 )z*
Le régulateur PID numérique aura alors pour expression :

0,3108-0,4661z* +0,17262 >
1-1,4806z7' +0,48062>

CPID(Z) =

Tirons 1’équation récurrente correspondante :
U(z) 0,3108-0,4661z*+0,1726z*
E(z) 1-1,4806z " +0,4806z°
=
U(z)(1-1,48062 * +0,48067 * ) = E(z)(0,3108-0,4661z * +0,17267 *)

CPID (Z) =

N
U (z)-1,4806z7'U (z) +0,4806z°U (z) = 0,3108E(z) - 0,4661z 'E(z) +0,17262 °E(z)

Appliquant la transformée en ‘z’inverse, le controleur aura pour équation récurrente:
u(k) =0,3108e(k)—0,4661e(k —1)+0,1726e(k — 2) +1,4806u(k —1) — 0, 4806u (k — 2)

Ce régulateur PID numérique peut étre représenté schématiquement par :

° : i " u(k)
e A \ — L
1 s [y %202
| 0.778:-0.778
| 2.08062-1

Figure (4.9) : Schéma fonctionnel du contréleur PID numérique filtré mixte

4.4. Reglage des contréleurs PID numeriques

Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes pour calculer les parametres de régulateurs PID
numériques. Ces méthodes peuvent étre empiriques, algébriques, ou fréquentielles. Cette section
présente quelques techniques de réglage des régulateurs PID numériques, comme la méthode
empirique proposée par Takahashi et la méthode de placement de pdles et notamment la technique
de compensation pble-zéro.
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4.4.1. Réglage de Takahashi pour des contréleurs PID numériques

La méthode de Takahashi est la généralisation au cas discret de la méthode de Ziegler-Nichols
utilisée pour le domaine continu. Par conséquent, comme le cas continu il faut soumettre le systeme
discret a I'un des deux essais : en boucle ouverte (BO) et en boucle fermée (BF).

4.4.1.1. Essai en boucle ouverte (BO) : Méthode de la réponse indicielle

Cette méthode est basée sur les deux paramétres ‘a’ (pente) et ‘T, (seuil) de la réponse indicielle
issue d’un essai en boucle ouverte (BO), comme le montre les figures (4.10) et (4.11) :

Echel ité R
chelon unité BOZ Systéme y(0)

v

\ 4
[N

Figure (4.10) : Essai de Takahashi en boucle ouverte

Yeo |

T TC

<&
<«

Figure (4.11) : Réponse indicielle du systeme en boucle ouverte

Le tableau suivant montre les expressions empiriques des parameétres des contrdleurs P/P1/PID
numériques proposées par Takahashi en boucle ouverte :

Type du correcteur Parameétres du correcteur

Correcteur P ko=
P a(z+T)
- 09
P~ a(r+0.57T)
0.27

K= G rosTy

1.2
Kp = a(t+0.5T) 0-5K;T
0.6

Correcteur PI

Correcteur PID K, = 2G0T
a(t+ 0.
0.5

17 q

Tableau (4.8): Parametres des correcteurs P/PI/PID numériques
proposés par !’essai de Takahashi en boule ouverte
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4.4.1.2. Essaien boucle fermée (BF) : Phénoméne de pompage

Cette méthode est caractérisée par les deux parameétres ‘K,.’: qui est le gain mettant le systéeme
bouclé (figure (4.12)) en oscillation entretenue et ‘T, .’: qui est la période de 1’oscillation
entretenue. Le principe de cette méthode consiste a augmenter progressivement le gain ‘K,;.’ d’un
correcteur proportionnel pur jusqu’a 1’obtention d’une oscillation entretenue, comme le montre la

figure (4.13).

Echelon unité
_
+ &/

BOZ

Systéme

v

MOIN

Figure (4.12) : Essai de Takahashi en boucle fermee

e/

Figure (4.13) : Régime oscillant du systéeme en boucle fermée

Les parametres de réglage des contrdleurs P/PI/PID numeériques en fonction des parameétres
relevés sur le systeme en boucle fermée (BF), sont montrés dans le tableau suivant :

Type du correcteur

Parameétres du correcteur

Correcteur P

K, = 0.5Kpq,

Correcteur PI

K, = 0.45K,;. — 0.5K;T
K; = 0.54K,./Tys.

Correcteur PID

Kp = 0.6K,,. — 0.5K;T
K, = 1-ZKosc/Tosc
Ky = (3/40)KoscTosc

Tableau (4.9): Parametres de correcteurs P/PI/PID numériques
proposés par [’essai de Takahashi en boule fermée

Les formes des contrbleurs PI/PID utilisés par Takahashi sont résumées dans le tableau suivant :
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Contr6leur PI numérique Contr6leur PID numérique
Loi de 3 Z 3 Z B Ky z-1
commande U(Z)_KiTmE(Z)_KpY(Z) U(Z)_KIT:LE(Z) (Kpﬁ‘?z_an(Z)
W (z) E(z) Z + U(z) | W(2) E(2) Z + U(z)
—-A% —» KT— —50—> ——»@_ — KT— —>
'y ' 1-1 k A -1 :
Schéma
fonctionnel . K, . K, K z-1
T 1-a
Y(2) Y(2)

Tableau (4.10): Controleurs PI/PID numériques utilisés par Takahashi

Ici W(2), E(z), U(2) et Y(z) sont respectivement la consigne, I’erreur, la commande et la sortie
d’un systeme de controle bouclé. K,, K; et K, représentent respectivement les gains proportionnel,
intégral et dérivé. Le choix de la valeur de a est pratiquement de I’ordre de 0.1.

Exemple 4.2

Dans cet exemple, en utilisant le lien entre MATLAB et Simulink, nous allons présenter une
procédure de synthése a suivre pour régler les parametres de contrdleurs P/P1/PID numériques. La
procédure de base de cette synthese est le calcul des coefficients de différents contrdleurs
numériques en discret en utilisant I’essai de Takahashi en boucle fermée. Le principe de cette
synthese comporte quatre phases. Pour ce faire, nous considérons un systeme LTI continu du
troisiéme ordre de fonction de transfert suivante:

10
Glp) =

3+7p2+6p
Phase 1 : Choix de la période d’échantillonnage

Le réglage des contrbleurs P/P1/PID numériques passe immédiatement par le choix de la période
d’échantillonnage ‘T’ dans une fourchette [Tmin, Tmax]. POUr ce faire, en premier lieu, on définit le
systeme continu G(p), puis nous tracons le diagramme de Bode du systéme continu en boucle
ouverte (figure (4.14)). Le code MATLAB suivant permet de tracer le diagramme de Bode du
systéme continu G(p) :

NumG =[10];

DenG =[1 7 6 0];

G=tf (NumG, DenG, 'variable', 'p');
bode (G) ;

grid;
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B Figure 1 Lo/

~

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

D HS | k| RROBDEL- |2 (0E =D

Bode Diagram
T T T TTTTIT T
v System: G :
Frequency (rad/s): 1.36 | |
Magnitude (dB) :

Magnitude (dB)
B
I

Phase (deg)
g
I

Freguency (rad/s)

Figure (4.14): Diagramme de Bode du systeme continu G (p) en boucle ouverte montrant
graphiquement la valeur de la pulsation de coupure du systeme

Depuis le diagramme on lit la pulsation de coupure wc=1.36 rad/s. Les bornes Tmin €t Tmax Sont
calculées par les instructions suivantes :

wc=1.36;
Tmin=(2*pi) / (25*wc)
Tmax= (2*pi) / (5*wc)

Phase 2 : Détermination des paramétres caractérisant l’essai de Takahashi en boucle fermée

Le but de cette section est de réaliser une simulation a ’aide de Simulink permettant d’obtenir un
réglage par un essai en boucle fermée. En fait, I’essai de Takahashi en boucle fermée consiste a
mettre le systtme continu G(p) en boucle fermée, comme le montre le modéle
‘ReglageParametresPompageTakahashi’ de la figure (4.15) :

ﬁ ReglageParametresPompageTakahashi E\@
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
(i = ibi
-8 SR M=IEYCN UNORE "
| ReglageParametresPompageTakahashi |
@
®
S e =
= 4752485
Step Gain varisble Zero-Order Transfer Fon Scope
Hold
ol
»
Ready 100% oded5

Figure (4.15): Modéle Simulink montrant [’essai de Takahashi en boucle fermée
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Le principe de cet essai consiste a augmenter progressivement le gain ‘k’ d’un correcteur

proportionnel pur jusqu’a I’obtention d’une oscillation entretenue.

En choisissant une période d’échantillonnage convenable dans la fourchette [Tmin, Tmax],
T = 0.1849 (s), nous avons relevé les deux parametres K,,. = 2.605 et T,,. = 3.3333 (S)

caractérisant l'essai de Takahashi en boucle fermée.

Scope EI@
CEYE RN EET =N S N

Figure (4.16): Oscillation entretenue de période T,;. = 3.3333 ()
obtenue avec K, = 2.605 et T = 0.1849 (s)

Phase 3: Calcul des paramétres des contréleurs P/PI/PID numériques

Afin de faire le lien entre MATLAB et Simulink, on propose de créer le script ci-dessous
‘parametres.m’. Ce script permet de calculer les différents parameétres des contréleurs P/PI/PID

numériques en utilisant les expressions du tableau (4.9).

Script ‘parametres.m’

T= 0.1849;

Kosc=2.605;

Tosc=3.3333;

% Parametre du contrdleur P numérique
Kpl=0.5*Kosc;

% Parametres du contrdleur PI numérique
Ki2=0.54*Kosc/Tosc;

Kp2=0.45*Kosc - 0.5*Ki2*T;

% Parametres du contrdleur PID numérique
Ki3=1.2*Kosc/Tosc;

Kp3=0.6*Kosc - 0.5*Ki3*T;

Kd3=(3/40) *Kosc*Tosc;

Les différentes variables de ce script seront définies dans I'espace de travail de MATLAB apres

son exécution, et qui seront utilisées par leurs noms au niveau de Simulink.

Phase 4 : Commande P/PI/PID numérique du systéme du troisiéme ordre

Dans cette section, nous allons étudier I’asservissement numérique du systeme G(p)
échantillonné par un bloqueur d’ordre zéro. Il s’agit de comparer la réponse indicielle du systéme
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échantillonné obtenue par les trois contrdleurs P/PI/PID numériques calculés par I’essai de
Takahashi en boucle fermée. Tout d'abord, on construit le modéle Simulink de la figure (4.17). En
exécutant le script ‘parametres.m’ et langant la simulation depuis le modele
‘CommandePPIPIDNumeriquesG’, nous obtenons les réponses indicielles obtenues par les trois
contréleurs P/PI/PID numériques calculés par I'essai de Takahashi en boule fermée, comme le
montre la figure (4.18). Dans laquelle on remarque bien que le contrdleur PID numérique (en rouge)
donne de bonnes performances par rapport aux autres contrdleurs numériques P (en violet) et
PI (en bleu ciel). Notons que nous avons utilisé les contréleurs P/PI/PID numériques de Simulink.

#3 CommandePPIPIDNumeriquesG =N =R

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
b - He-E 4Ok ©- = N CR -
CommandePPIPIDNumeriquess

@

o\ N b Fio s 2
] 34752405
Disorete P Zero-Crder Tiansfer Fon 1G
— Controller Hold_1
=] >
10 @
b74b Fi(z) -_p ~ »
s3+7s246s Scope
Step DiEcete FI Zero-Crder Transfer Fon_2G >l
Controller Hold 2

- - 10
 — (z)
524757485

Discrete FID Zemo-Urder Transfer Fon_3G
Controller Hold 2

o

Ready 100% oded5

Figure (4.17): Commande P/PI/PID numérique d'un systéme continu du troisieme ordre
échantillonné par un bloqueur d’ordre zéro

B scope =5 EER ==
&0 |(Ew s DN 08 & a

Figure (4.18): Comparaison des réponses indicielles obtenues avec les trois contréleurs P/PI/PID
numeériques calculés par I'essai de Takahashi en boucle fermée
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4.4.2. Syntheése des contréleurs PID numériques par placement de pbles

Lors de la synthese des contrbleurs PID numériques par placement de pbéles (y compris la
compensation pdle-zéro) on impose le comportement du systeme bouclé. En fait, la méthode de
placement de poles calcule les parametres d’un régulateur PID a partir de la spécification des p6les
désirés en boucle fermée et en connaissant un modéle du systéme a régler. Tandis que la méthode
de compensation pble-zéro permet de simplifier des pdles d’un systéme a régler avec des zéros d’un
régulateur.

44.21. Commande d’un premier ordre discret par un contréleur Pl numérique

Considérons un systéme discret du premier ordre commandé par un contréleur Pl numérique,
comme le montre le schéma-blocs suivant :

w(k) e(k) To+nzt | uk) b,z 1 y (k)
_+’®_’ (W= ¥ G@ =1 +1alz‘1 >

A

Contrbleur PI Systéme discret du
numérique premier ordre

Figure (4.19) : Schéma-blocs d 'une commande d’un premier ordre discret
par un contréleur Pl numérique

a. Comportement en premier ordre

L’idée de cette méthode consiste a compenser le pdle du systéme du premier ordre par le zéro du
contr6leur PI numérigue. Ce qui amene un comportement en boucle fermée du premier ordre.

Considérons un systeme du premier ordre continu (systeme continu imposé) :

1
H(p) = (4.22)
1+7p
En discrétisant cette fonction de transfert avec un BOZ, nous obtenons :
1-2)z*
H(z) = % (4.23)
1-4,z

T
avec 1o = e =. T et t représentent respectivement la période d’échantillonnage et la constante

du temps du systeme continu du premier ordre imposé.

D’autre part, le systéme asservi de la figure (4.19) possede une fonction de transfert en boucle
ouverte :

-1 -1
rn+nz b,z

Heo(@) =" 1% az’

(4.24)

Pour simplifier le pdle du processus, factorisant le coefficient r, puis en posanta =r,/r,,
I’équation (4.24) devient alors sous la forme suivante :
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rbz*
HBO(Z): Oblz_l

- (4.25)

Ce qui améne un comportement en boucle fermée du premier ordre régit par la fonction de
transfert suivante :

oz
Hg (z2) =———— 4.26
BF( ) 1+(r0b1—1)2_1 ( )
En comparant cette derniére fonction de transfert avec la fonction de transfert discréte du systeme
continu du premier ordre imposé (équation (4.23)), nous obtenons alors, le réglage du contréleur Pl
numerique suivant :

b, (4.27)

h=al

b. Comportement en second ordre

Ici, le principe consiste & obtenir en boucle fermée un systeme assimilable a un second ordre
discret. Pour ce faire, nous imposons un second ordre continu de fonction de transfert:

a)Z
H(p) = 0 4.28
(P) P>+ 2l p+ @} (4.28)
avec w, sa pulsation propre non amortie et ¢ son coefficient d’amortissement.
On a donc comme fonction de transfert discrete correspondante (obtenue par un BOZ):
-1 t,-2
H(z)= D2 +P2 " (4.29)
1+pz27+p,2
Calculons la fonction de transfert en boucle ouverte du systeme asservi de la figure (4.19) :
-1 -2
Hgo(2) = 2 +k,)irlz - (4.30)
1+(a,-1)z7" —az
Dans ce cas, le comportement en boucle fermée est alors régi par un second ordre :
-1 -2
Her (2) = L f 2 - (4.31)
1+pz2-+p,2
avec p =a —1+br et p, =br -a,.
Les coefficients du contréleur Pl numérique sont alors calculés par les relations suivantes :
r = 1- a+po
b
(4.32)
r:%+p2
1
by
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Les valeurs de p; et p, sont calculées en comparant les deux fonctions de transfert (4.29) et
(4.31). Selon la dynamique désirée en boucle fermée, on aura :

- Si la dynamique désirée en boucle fermée est apériodique, il faut choisir deux constantes de

temps : 7, et 7,, telles que :
T

T
pr ==+ 1), pp=MA A =e netd, =e 2 (4.33)

- Si la dynamique désirée est oscillatoire, il faut choisir une pulsation propre w, et un
coefficient d’amortissement &:

pr = —2e " Tcos(cT), p, =e 2T, r =&wy etc = w1 — &2 (4.34)

4.4.22. Commande d’un second ordre discret par un contréleur PID numérique filtré

La figure (4.20) montre une commande d’un systéme discret du second ordre par un controleur
PID numérique filtré.

w(k) e(k) @) = To+rz l+1z72 u(k)k G(z) = b,z7t + b,z 72 y(k)k
¥ 1-zYHYA+s,27Y) v 1+a,z7 ' +a,z72 >
i Contréleur PID Systéme discret du
numérique filtré second ordre

Figure (4.20) : Schéma-blocs d 'une commande d’un second ordre discret
par un contréleur PID numérique filtré

Dans ce systeme asservi le contréleur PID filtré a la forme suivante :

r+rz'+rz?
O s (4.3

Pour simplifier les p6les du systeme, cette derniere fonction sera mise sous la forme suivante :

I (1+rl 7yl zzj
C(2) = h 5 (4.36)
(1— z’l)(1+ slz’l) '

Calculons maintenant la fonction de transfert en boucle ouverte :

I 14140, . ,
A I bz +b,z

T ~- — - (4.37)
(1-z7")(1+s27) 1+az’+az

Hgo(2) =

Posons a, =1, /1, eta, =r,/r, , I’équation (4.37) devient sous la forme simplifiée suivante:
Lozt +rb,z?
1- z‘l)(l+ slz‘l)

_nbzt+rnhz?
1+(s,-1)z =527

H BO (Z) = (
(4.38)
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Le comportement du systéme asservi en boucle fermée sera mis sous la forme suivante :

ozt +rb,z?
1+ p27+p,27°

Hge (2) = (4.39)

avec p, =s,+br —letp, =rb,—s

Pour déterminer les paramétres du contrdleur, il faut tout d’abord fixer les deux pdles en boucle
fermée. Pour ce faire, nous choisissons un comportement du second ordre en boucle fermée, et en
fixant la pulsation propre w, et le coefficient d’amortissement é. Une fois que ces pbles fixes par
I'utilisateur, les paramétres du contréleur PID numérique filtré sont calculés alors par les
expressions suivantes :

_ 1+p+p,
° b+b,
n=ra (4.40)
r,=ha,
s, =1rb, —p,

Selon la dynamique désirée en boucle fermée, les valeurs de p, et p, sont calculées en utilisant
les relations (4.33) et (4.34).

Exemple 4.3 : commande d'un premier ordre par un Pl numérique

Nous allons considérer ici la commande du courant d’induit d’un moteur a courant continu
(MCC) modelisé par un premier ordre :

I(p)  0.1667

SR =T (p) " Tr004p

avec | et U sont respectivement le courant et la tension de I’induit du moteur MCC.

Nous désirons commander le courant de I’induit | par un Pl numérique défini par la fonction
suivante :

I +—rz

C()—

- Comportement du systeme en temps discret

Nous commencons par la discrétisation de la fonction de transfert continue du moteur (MCC) en
utilisant un bloqueur d‘ordre zéro (BOZ) :

60 =12 - (-2

1 -1 0.1667
=({1-z7%)z [(1+004p)

T

0.1667(1-1)z~ 1 -
G(z) = 220727 ovec 1 = e oos

1-1z1

La fonction de transfert échantillonnée vaudra alors :
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T
G(z) = ™ aveca; = -1 = —e ooz eth; = 0.1667(1 — 1)

1Z_1 ,
Prenons T = 0.04 (s), il vient :

A=0.3679, a; =—0.3679etbh; = 0.1054
d’ou:

G( ) — 0.1054z~

W
- Choix du comportement en boucle fermée
Nous allons prendre un comportement en premier ordre trois fois plus rapide que le systeme
considéré :
1

H =
P=17 0.01333p

Calculons sa version échantillonnée par un BOZ :

H@) =32 = (1-7z1z["2)

=(1-zYz [m]

1-1 T
H(z) = % ,avec A, = e 001333

et comme T = 0.04 (s), on aura:

0.9503z~
H(z) = 1-0.0497z-1

- Calcul du controleur PI numérique

Calculons la fonction de transfert en boucle ouverte :

r,+rz* 0.1054z7"
1-z% '1-0.3679z7"

I 14171 .
r, 0.1054z

1-z'  '1-0.3679z7

Hgo(2) =

Simplifiant le pdle du systéme en posantr, /r, =—0.3679, il vient :

0.1054r,z7"
Heo(D)=—— 1

Calculons maintenant la fonction de transfert en boucle fermée:

0.1054r,z™*
+(0.1054r, -1)7*

HBF(Z)=1

Comparant les deux expressions de H-(z) et H(z), nous obtenons :
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0.1054r, = 0.9503 = 29903
0.1054
r, =9.0161

et comme r,/r, =—-0.3679, on trouve: r, =—-0.3679r, =-3.3170.
Par conséquent, le contrbleur PI numérique prend la forme suivante :

9.0161-3.3170z*
1-z71

C(d)=

4.5. Commande polynomiale RST

Les méthodes polynomiales figurent parmi les méthodes de synthése de correcteurs numériques
les plus utilisées. Elles sont en effet trés souples et relativement simples a mettre en ceuvre.

4.5.1. Régulateur polynomial RST

Le régulateur polynomial RST est décrit par la structure canonique de la figure (4.21), ot R(z™),

S(zY)et T(z ') sont des polyndmes. Un tel régulateur est dit ‘a 3 éléments’ (par référence a ces

trois polyndmes) ou encore ‘a 2 degrés de liberté’. Il peut étre utilisé aussi bien pour des systemes
instables que stables.

w(k) o e(k) 1 uk) L _BGEY y(k)
» T(z7) T S Gz = Az >
Polynome T ) Inverse du Systeme discret
polynéme S
R(z™H)
Régulateur RST Polynome R

Figure (4.21) : Commande par régulateur polynomial RST

La fonction de transfert G (z’l)du processus a réguler peut étre représentée sous la forme :

o(z4)- B2 (4.41)

A(z‘l) =l+az " +az7% +..+a,2"

(4.42)
B(z')=bz +bz?+..+b,z "

La fonction G (z’l)est supposeée strictement propre :deg A>degB .

La fonction de transfert en boucle fermée est donnée comme suit :
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T
BF( ) A(z‘l)S(z‘l)+z‘dB(z‘l)R(z‘l)

(4.43)

On définit le polyndme caractéristique de la fonction H . (z’l)comme suit:

P(1)= A2 () B2 )R (z") (a0

La fonction de transfert H, (z*)devient alors :

HBF(Zl):T(Z_l)B(Z_l)

o) (4.45)
avec :
R(z7Y)=r+nz"+
S(z)=sy+52" +... (4.46)
T(z%)=t,+tz7+

La synthése du régulateur polynomial RST est basée sur la stratégie de placement de pdles en
boucle fermée.

Le placement de pdles signifie que I’on spécifie les poles en boucle fermée, donc les zéros du
polynéme P(z™) :

P(z')=A(z*)s(z)+B(z")R(z7)

(4.47)
P(z!)=1+pz +p,z7 +..

Alors le choix du dénominateurP(z’l)de la fonction de transfert du systéme bouclé permet
d’imposer les pdles du systéme.

Les polyndmes R(z’l)etS(z’l)doivent étre choisis de degrés compatibles avec le degré
recherché pour le polyndme P(z’l). Afin que le régulateur soit propre, on impose :
degP =2deg A—1 et degS =degR=deg A-1.

La résolution de I’équation (4.47) connue sous le nom ‘d’identit¢é de Bezout’ ou encore
‘d’équation Diophantiéne’ fournit les polynémes R(z’l)ets(z’l)par résolution du systeme

matriciel suivant :
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Sp=P
<
S | [P0 |
a O o 0 O
& & 0 b 0
a,, &, .. 8 Db, b, .. 0]s., _| Pra
8, &, & by By . b K P
0O a .. . 0 . .. . : (4.48)
. b,
| 0 0 a, 0 O b, | :
M _P2n—1_

avec Sest la matrice de Sylvester, @est le vecteur définissant les parametres de réglage et P est
le vecteur définissant les coefficients du polynéme imposé.

En fait, dans ce systemer =max(n,m),a, =1, s, =1etP, =1. Pour que la matrice de Sylvester
soit inversible il faut et il suffit que les deux polynémes B(z’l) et A(z’l) soient premiers entre eux.

Il vient :

Sp=P<¢p=S"'P (4.49)
D’autre part, le polynémeT (z’l) peut étre choisi comme suit :

T(z')=ksP(z) (4.50)
avec kg =1/B(1)si B(1)=0et k; =1si B(1)=0.

4.5.2. Régulateurs PID numériques filtrés modelises sous forme polynomiale RST

Soit le schéma de régulation PID numérique filtrée suivant :

w(k) e(k) 1, _RE™H u(k) 1 _BE™) y(k)
- C(z™) = Sz D p G(zTH)= Az D) >
i Contréleur PID Systéme discret
numérique filtré

Figure (4.22) : Schéma de régulation par un PID numérique filtré

Dans ce schéma le régulateur PID prend la forme filtrée suivante :

Ciz™) = % (4.51)
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ou
Rz Y=ry+rz?t+rz?2
SH=0-zYHYA +s,2z7Y) (4.52)
Ce régulateur posséde quatre paramétresr,, 7, 7, et s;. Le terme ‘1+ s,z 1" situé au
dénominateur joue un réle semblable a celui du filtre passe-bas généralement introduit sur I’action
dérivée dans les controleurs PID continus. En fait, ces paramétres peuvent étre réglés en utilisant la
stratégie de placement de pdles.

La fonction de transfert en boucle fermée issue du schéma de la figure (4.22) prend la forme :

v(z?Y) _ B(zZY)R(z™")
w(z-1) ~ A(z-1) S(z-D)+B(z-1) R(z-1)

= BE)RCET) (4.53)

P(z™D
avec P(z™1): polyndme imposé en fonction des spécifications désirées (temps de montée,
amortissement, dépassement maximale, etc.).

Les paramétres du contr6leur PID numérique filtré sont choisis en fonctions des spécifications
désirées pour le systéme c’est-a-dire des pdles désirés définis par le polyndme de référence P(z™1).
Pour ce faire, on résout I’équation de Bezout suivante :

Pz V=4YHSzYH+BEZYHR(E™ (4.54)

Ce régulateur PID numérique filtré peut étre modélisé sous forme d’un correcteur polynomial
RST comme suit :

w(k) 1 e(k) 1 u(k) o1y _B@E™ y(k)
— T — Sz R Te=y >
Polynéme T ) Inverse du Systeme discret
polynéme S
R(z™YH)
Polynéme R

Figure (4.23) : Régulation PID numeérique modélisée sous forme polynomiale RST
ol R(z™Y), S(z71) et T(z™1) sont les trois polyndmes en ‘z~1> constituant la structure
polynomiale RST.
Dans ce cas, la fonction de transfert du systéeme bouclé (Figure (4.23)) est calculée comme suit:

v(z?h) _ T(z7')B(z™")
Wiz A(z"1) S(z-D)+B(z~1) R(z1)

(4.55)
Afin de déterminer les deux polyndmes R(z™1) et S(z™1), il suffit de résoudre I’équation (4.54)
en imposant un polyndme de référence P(z™1).

En effet, si on veut imposer un gain statique unité a la fonction de transfert (4.55) en prenant :

T =1 (4.56)

Et comme S(1) = 0, il vient P(1) = B(1) par conséquent, I’équation (4.56) devient :
TzYHD=RD)=ry+r+mn, (4.57)
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Exercice 4.1 :

Un procédé est caractérisé par la fonction de transfert continue suivante :

_ Y _ 1
G(p) = U(p)  18p2+9p+1

1. En utilisant une période d’échantillonnage de 1 seconde, discrétiser le procédé en prenant
compte de la présence d’un bloqueur d’ordre zéro (BOZ).

2. Concevez un régulateur discret pour que le systeme en boucle fermée réponde
selon I’équation récurrente suivante:

y(k) =0.7y(k — 1) + 0.2w(k — 1) + 0.1w(k — 2)
ou w(k) représente la consigne.
Exercice 4.2 :

On considére un systéme ‘G’ et un régulateur ‘C’ dont les fonctions de transfert sont
respectivement:

K+1

G(p) =% et C(p) =77

1. En prenant une période d’échantillonnage de T = 1 (), discrétiser le régulateur continu en
utilisant les approximations suivantes :

z—1 z-1 2z-1

P=T P P

2. En utilisant le critere de Jury, étudier en fonction de K la stabilité du systeme
d’échantillonné avec un bloqueur d’ordre zéro (BOZ), en preésence de ces différents
régulateurs discrets.

Exercice 4.3 :

On considére un moteur a courant continu (MCC) de fonction de transfert du premier ordre:

G(p) = 1,1111

"~ 1+40,0139p

1. En choisissant une période d’échantillonnage convenable, discrétiser la fonction du moteur
(MCC) en utilisant un bloqueur d’ordre zéro (BOZ). Exprimer le systéme discret obtenu en
fonction de puissances ‘z71’.

2. Ce moteur étant placé dans une boucle a retour unitaire, on introduit un correcteur Pl
ro+r127 1
1-z"1 "'

a. On souhaite avoir une dynamique du second ordre oscillatoire caractérisée par une
pulsation propre w, = 25 (rad/s) et un coefficient d’amortissement & = 0.7. En utilisant
la stratégie de la commande par placement de pdles, calculer le contréleur PI numérique
défini par la fonction de transfert C(z).

b. En utilisant le critere de Jury, évaluer la stabilité du systéme discrétisé en boucle
ouverte et du systeme corrigé (systéeme bouclé). Puis commenter.

numerique de fonction de transfert : C(z) =
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Exercice 4.4 :

Soit un four électrique modélisé par une fonction de transfert du second ordre :
10
G(p) =

1000p2+70p+1

On désire faire sa commande avec un contréleur PID numérique filtré de fonction de transfert :

_ Ttz M4z ?
C(Z) T (1—5-1 -1y
(1-z7YH(1+s1z7YH)

propre w, = 0.06 (rad/s) et de coefficient d’amortissement & = 0.9.

On impose, en boucle fermée, une dynamique du second ordre de pulsation

1. En choisissant une période d’échantillonnage convenable, discrétiser la fonction transfert
continue G (p) en utilisant un bloqueur d’ordre zéro.

2. Réécrire le systéme discret obtenu en fonction de puissances ‘z~1’.

Calculer par placement des pdles le contr6leur PID numérique filtré.

4. A l’aide du critére de Jury, tester la stabilité du systeme discrétisé en boucle ouverte et du

systeme bouclé. Puis commenter.

w

Exercice 4.5 :

Soit un systeme continu du second ordre:

G(p) =

1
0.1p2%+p

1. En choisissant une période d’échantillonnage convenable, discrétiser la fonction transfert
continue G(p) en utilisant un bloqueur d’ordre zéro. Réécrire le systéme discret obtenu en
fonction de puissances ‘z1’.

2. Evaluer la stabilité du systéme discret obtenu en boucle ouverte a I’aide du critére de Jury.

3. On veut commander le systéme discret par un régulateur polynomial RST, comme le montre

la figure suivante :

w(k) - e(k) 1 1 u(k) . BE™ y(k)
— T T 1 S(z ) (1—-zDH(+s,270) » Gz H= A(z D) >
Polynéme T - Inverse du polynéme S Systeme discret

R(z™Y) =ry+nzt+nrz?

Polynéme R

a. Formuler la fonction de transfert du systeme bouclé dans ce cas de figure.
b. On désire que le systeme bouclé obtenu se comporte comme un second ordre associé
avec un facteur d’amortissement ¢ = 0.707 et une pulsation propre w, = 0.6 (rad/s).
- Calculer le polyndme caractéristique imposé P(z1).
- En résolvant I’équation de Bezout correspondante, calculer les polyndomes : R(z71)
et S(z™1).
- En imposant un gain statique unité a la fonction de transfert du systeme bouclé,
calculer le polyndme T(z™1).
- En utilisant le critére de Jury, étudier la stabilité du systéme bouclé dans ce cas de
figure.
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Conclusion

Ce polycopié présente un support de cours et d’exercices du module ""Eléments de Régulation
Numérique (ERN)™. Il est destiné aux étudiants de deuxiéme année Master Instrumentation, du
Département d’Electronique de la Faculté de Génie Electrique (USTO-MB). En fait, il présente de
fagon pédagogique les éléments de base de la régulation numérique. Il est divisé en quatre chapitres.
Chaque chapitre comprend plusieurs exemples traitant les notions etudiées. Des programmes
MATLAB ont été proposés. Une méthodologie de synthése de régulateurs (P/P1/PID) numériques
par I’essai de Takahashi en boucle fermée, en utilisant le lien entre les programmes ""M-files™ et
I’interface graphique "'Simulink” du logiciel MATLAB, a été proposée. Des exercices
d’application ont été présentés aprés chaque chapitre.

En effet, dans ce polycopié les différents outils mathématiques utilisables dans la régulation
numérique ont été présentés. Plusieurs boucles de commandes numeériques ont été aussi présentées.
Diverses techniques de représentation des systemes linéaires échantillonnés invariants dans le temps
ont été présentées et discutées. La stabilité et I’analyse temporelle et fréquenticlle des systémes
linéaires echantillonnés ont été données. De plus, ce polycopié donne un rappel sur les contrdleurs
(P/P1/PD/PID) analogiques. Il expose les contr6leurs (P/PI/PD/PID) numériques obtenus par la
transposition de leurs homologues analogiques. Plusieurs méthodes de conception des contréleurs
PID numériques ont été présentées, comme la méthode empirique proposée par Takahashi, la
méthode de placement de pdles et notamment la technique de compensation pole-zéro.
La commande polynomiale RST numérique a été aussi présentée. En outre, ce polycopié propose
une commande PID numérique filtrée modélisée sous forme d’une commande polynomiale RST
numérique.
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